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¥ Si los 4ngulos son de diferente especie, como
| 4 en la figura 71, tirando por el vértice B las rectas

~
N\,
S

N,
S

B G y B H respectivamente paralelas 4 ED y &
—p5 B F, tendremos que
i G BH=D E F (419)
!_5 prolongando B H hasta J
Figara 71. G BH+G B J=2 rectos;
PEro como

E

GBJ=ABB

stituyendo se tiene:
G B H+ A B B’=2 rectos
Inego
D EF + A B B'=2 rectos
que es lo que se debia demostrar.

423.—PROBLEMAS DE PARALELAS.—L—Por un punto C dado fuera
de una recta A B, tirarle una paralela.

E 1* Construccion. (fig. 72).—Desde el punto C

L/ \# como centro y con un radio cualquiera, tricese el

_/‘_\'Fﬁ arco de circulo D E: higase en seguida centro en

{ i D, y con el mismo radio tricese el arco C A: t6-

b
~

A F—# mese la cuerda A C y llévese de D 4 F; tirando
Fpann la recta C F ésta serd la paralela pedida.

En efecto, si se tira la recta C D resulta que los dngulos CD A y
D C ¥ son iguales, por tener por medida arcos iguales (380); pero
como estos Angulos tienen la posicion de alternos internos, las rectas
seran paralelas.

; 22 Construccion. (Fig. 73).—Desde el punto dado

C béjese la perpendicular C D, y en seguida prolon-

gando D C levéntese en C la recta C F perpendicular

4 C D. Lalinea C F serd la paralela pedida en razon

AT % deser por constrnecion FC D=C D A y ser estos
Fliwca o 4ngulos alternos internos.

IL.—Por un punto A (fig. 74) fomado fuerade una recta B C tirar
otra que la encuentre bajo un dugulo dado M.

D En un punto cnalquiera, B por ejemplo,

25 de la recta B C, constriiyase un 4ngulo
i‘ § e D B Cigual 4 M, y por el punto A tirese
M E——L——’ £———© larecta A E paralela 4 -B D. Esta recta

Eleit llenar4 la condicion del problema, supues-

47

¢o que el 4ngalo A E C=B por correspondientes, y B=M por cons-
truccion, luego A E C=M.

Estas construcciones, asi como las de los problemas de perpendicu-
lares, pueden facilitarse haciendouso de la escnadra y del trasportador;
pero, por regla general, son mucho mis exacbas las resoluciones que
se efecttian por medio del compis.

II1.— Construir en wn punto un dngulo tgual 4 otro.

(Fig. 75). Sean A el ngulo, y D el punto dado.
Por el punto D se tirarin las rectas D By D C pa-
ralelas 4 los lados del dngulo, y estando formados
estos dngulos por lados paralelos y teniendo sus
vértices en el mismo sentido, serin iguales (419.
Figura 7. Si se prolongara el lado B D mis alld de D, esta
construccion daria el medio para encontrar el suplemento de un an-
gulo A.

TRIANGULOS.

494, DEFINICIONES.—Hemos dicho que se llama #ridagulo rectili-
s1e0 una figura cerrada por tres lineas rectas. Seconsideran enlos tridn-
galos los valores relativos de los lados y de los dngulos.

Tridngulo escaleno es el que tiene desiguales sus tres lados.

Tridngulo isisceles es el que tiene dos lados tquales; y equildtero es
el que tiene sus tres lados tguales.

Se llama tridngulo oblicudngulo al que no estd formado por mingun
dngulo recto, se dice que es obtusdngulo cuando wno de los dngulos es
obtuso, acutdngulo cuando fodos los dugulos son agudos; Y rectdngulo
cuando uno de los dugulos es recto.

En los tridngulos rectdngulos, el lado opuesto al dngulo recto se llama
hipotenusa, y & los otros dos lados se les denoming catelos.

495,— En todo tridngulo A B C (fig. ©6), un lodo cualquiera es me-
oy que lo suma de los otros dos.
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Siendo la recta A B el camino més corto entre dos
puntos, se infiere que A B<A C+4C B.
/ 426.—Un lado cualquiera A B (fig. 76) es mayor
que la diferencia de los otros dos.
_L/ En virtnd del teorema anterior, se tiene:
Figura 7. AB+AC>BC
despejando 4

4

AB>BC—-AC

AN —En todo tridngulo isdsceles son iguales los dngulos opuestos é
fos lados iguales.

En la figura 77 sea A B=A C, y vamos 4 demostrar
que B=C. Desde el vértice A tiremos la recta A D de
modo que divida el 4ngulo B A C en dos partes igua-
les, y tendremos que los tridngulos BAD y DC A
serdn iguales por tener un énguloigual BA D=D A ¢
por construceion, formado por lados ignales, A D, que

es comun; y A B=A O por lados del tridngulo isdsceles. Siendo los
triingulos iguales, los fingulos opuestosal lado comun A D serén igna-
les (387), luego B=0C.

De la ignaldad de los tridngulos se infiere ademas que BD=D C y
que A D C=A D B, lusgo.

La bisectriz del dngulo desigual de un tridngulo isésceles: 1° divide
el lodo opuesto en dos partes iquales, y 2° es perpendicular 4 este lado.

Supuesto que en un tridngulo 4 los lados ignales estin opuestos An-
gulos iguales, se infiere que Zodo ¢ridngulo equildtero serd equidngulo
¥y reciprocamente.

428.—La recta que une el vértice de un tridngulo isbsceles al medio
del lado opuesto, es perpendicular ¢ este lado.

Los dos tridngulos AD By A D C tendrin A D comun, A B=A ¢
por lados del trlanuulo isosceles, y B D=D C por el supuesto; luego
los tridngulos serdn iguales (386), y siéndolo se tendrd que el anrrulo
ADB=ADC.

429.—8i dos dngulos A y B de un trigngulo A C B (6g. 78) son
iguales entre st, los lados opuestos B C y A O, tambien serdn iguales.

Construyamos otro trifingulo A’ B’C’ igual al
AC AC’ primero, y en el que las letras acentuadas indican
;’Iﬁ \ /" las mismas partes de las que no lo estin. Siendo

/ \ / A=B=B'=A’ si sobrepusiéramos los tridngulos

/ e hﬂOlEIl(lO coincidir el lado A’ B’ con A B ponien-
5 do B’ sobre A y A’ sobre B, resultaria que por ser
iguales los ingulos B’ C” coincidiriacon A Cy A’

- PR G
, o A

Figura 78,

49

C’ con B C, pero por construccion B’ ¢’=B Cy A’ (’=A C, luego
A C=B C que es lo que debia demostrarse.

.

430.—En todo tridngulo al mayor dngulo estd opuesto el mayor lado.
A Supongamos el 4ngulo B A C [fig. 79] mayor que
] C y vamos 4 demostrar que B C>A B.
’,'V p Construyamos el dngulo D A O=C; el tridngule
£ A D C serd isosceles y se tiene
Figura 59, AD=D2<C
Por ofra parte

AD+BD>AB
sustitnyendo

DC+BD&6BC>AB

que es lo que se debia demostrar,

431.—Reciprocamente ¢n fodo tridngulo [fig. 9] al mayor lado estd
opuesto el mayor dngulo,

Si siendo B O>A B el dngnlo A no fuera mayor que C, tendria
que ser igual 6 menor; pero no puede ser igual, porque enténces (429)
B C seria igual & A B; ni puede ser menor, porque conforme al teore-
ma directo [430] se tendria B C<A B, lo que es contrario al supuesto
luego si el 4ngulo A no puede ser ignal ni menor que C, resulta que
serd mayor, que es lo que teniamos que demostrar,

432.—Si en dos tridnyulos A B Cy A’ B’ (° [fig. 80] un dngulo 4
es mayor que oiro A°, y ambos dngulos estdn formedos por lados respec-
tivamente iquales, A O=A4" (* y B A=B" 4’, el lado B C opuesto al
mayor dngulo serd mayor que B O opuesto al menor dngulo.

¢ DzexosTrACION.—Si sobre el lado

A B=A’ B’ construimos el tridngu-
2 loA D B ignala A’ B’ O’y ense-

guida dividimos por mitad el 4ngu-

loD A C con larecta A E, en ra-

zon de ser O A B>B A D estarec-

ta caerd dentro del Angulo mayor

Deusdly C A B. Reuniendo E D resultara

el tridngnlo A E D igual 4 C A E por tener el 4ngnlo CAE=EAD

por construccion, formado por lados ignales [385] A E comuny A C=
A D, Tuego -~
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C E=ED
agreggndo E B se tiene
C B=ED+EB
pero
ED+E B>D B
luego
C B>D B 6 que su ignal ¢’ B

que cs lo que se débia demostrar.

Reciprocgmente si B (>B’ (7 deberd ser el 4ngulo C A B>C' A’

En efecto, no puede ser C A B&=C’ A’ B’ porque entonces los trifn-
gulos serian iguales [385], y siéndolo resultaria B C=B’ O’ contra el
supuesto.

Tampoco puede ser ¢ A B<C’ A’ B’; porque conforme al teorema
directo que acabamos de demostrar se tendrd B’ C°>B C, lo que tam

bien eg contra el supuesto.
Luego si @ A B no puede ser ignal ni menorque €' A’ B’ tendré que
ser mayor, que es o que trataba de demostrarse

433.— Lo sume de los tres dngulos deun tridngulo es igual & dos
1€ctos.
Prolongado el lado B C [fig. 81] hasta D y
tirando por el punto Cla recta C E paralela &
A B, tendremos que en virtud del teorema del
niimero 390
A C B+A C E+E C D=R rectos.

Figura £L
Sustitnyendo en esta ecuacion por A C E su igual A por alternos in-

ternos, y en lugar de B C D el dnguloB, que es igual por correspon-
diente, resulta

A C B+ A-+B=R rectos.

~ 434.—De aqui se infieren los siguientes corolarios:

10 Ei dngulo exterior A C D de un tridngulo es igual 4 la suma de
los dos intertores opuestos.

Porque

ACD=ACE+ECD

sustituyendo
ACD=A+B

20 Bl dngulo exterior de un tridngulo es mayor que cualguiera de los
GliJfff,’éf(}:.

8° Todo dngulo de un tridngulo es suplemento de la suma de los otros
dos.

4° i dos dngulos de un fridngulo son fguales & dos dngulos de otro
tridngulo, tambien serd igual el tercer dngulo del primer tridngulo al
fercero del ofro.

435.—Si desde un punto D [fig. 82] tomado en el interior de un tridn-
gulo se tiran rectas, D B ¢ D C ¢4 lus extremidades de un lado, el dn-

,”‘7~ fermado B D C serd mayor que el dngulo A del tridngulo opuesto

,

o ese lado,
Considerando el triangulo A D C, conforme al coro-
* lario segundo del pArrafo anterior, se tiene:

’ EDC>DAC
en el trifmgulf) ADB
EDB>DAB

sumando estas designaldades
BDC>BAC

436,— Un tridngulo no puede tener d la vez dos dngulos obtusos, ni
dos dngulos rectos, ni uno recto y otro obtuso.

Porque en cualquiera de estos casos la suma de sus tres dngulos val-
dria més de dos dngulos rectos.

437.—Los dngulos agudos de todo tridngulo rectdngudo son comple-
mentarios.
En el tridingulo A B C [fig. 83] rectingulo en A tene-
mos [433]
A + B + C=2 rectds
/ de donde
e A B + 0=2 rectos—A

+ =1 recto.
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438.—8i desde un punto tomado sobre un lado de un dngulo s baja

wna perpendicular al otro lado, ésta caerd dentro del dngulo cuando
sew agudo, y coerd fuera cuando sea 0btuso.

Sea [fig. 84] el caso en que el &ngnlo A B € es agn-

do. Sila perpendicular bajada desde A no cayera den-

/ tro del 4ngnlo, sino en el punto D, resultaria el tridn-

DL ¢ gulo AD Bcon el déngulo D recto y AB D obtuso, lo

rfm 1, que es imposible [433].

Sea [fig. 85] el 4ngulo E F G obtuso. Si la perpen-
dicular E H pudiera caer dentro del d4ngulo, nos re-
sultaria el triéngulo E F H' con el dngulo H recto, y

F obtuse, lo que es un absurdo,

F H G
Figora 8.

439.—De aqui se infiere que la perpendicular bajada desde el vértice
de un dngulo de un tridngulo sobre el lado opuesto, caerd dentro del
#ridngulo cuando los dngulos adyacentes [fig. 86] al lado sean ayudos,
y caerd fuera cuando [fig. 87| uno de los dngulos see obtuso.

B
!
i
1

fE e
A ¢ At D

Figura 86, Figura 8T.

440.—Hemos visto (384, 885 y 386) y demostrado que dos iridngulos
son tguales: 1° cuando tienen un lado igual adyacente & dos dngulos
respectivamente tguales: 2° cuando tienen un dngulo igual formado por
lados iquales: 3° cuando tienen sus tres lados respectivamente iquales;
y ahore agregaremos el siguiente caso:
4° Dos tridngulos son iguales cuando tienen iguales dos dngulos y el
lado opuesto & uno de ellos.
e .
o Sean [fig. 88] los tridngulos ABC y
A’ B’ C’ que tienen

c
8 :
g A=A, B=ByBC=BC
sumando las dos primeras ecuaciones se fie-
a4

A Figura 88. ne que
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A+ B=A"+F

luego C que es suplemento de A + B, serd ignal & O’ suplemento de
A’ + B’ (434 3°). De esto se infiere que los tridingulos serin ignales
por tener un lado ignal, B C=B’ O’ adyacente 4 dos &ngulos respec-
tivamente iguales, B=By C=C".

A 441.—Como habrd podido observarse en los cua-
/\ tro casos de igualdad delos tridngulos, siempre en-
tra como elemento uno de los lados, pues dos tridn-
gulos no son ignales cuando tienen sus tres dngulos
iguales, como puede observarse en la figura §9 con

S los tridngnlos cuyos lados son paralelos.

442.—Dos tridngulos rectdngulos son iguales: 1° cuando tienen ique-
les las hipotenusas y uno de los dngulos agudos: 2° cuando ticnen igua-
les un caleto y uno de los dngulos agudos: y 3° cuando tienen iguales la
hipotenusa y uno de los catefos.

Por ser los tridngulos rectingulos, ten-
drén forzosamente el ingulo recto igual, asf
es que en el1° y 2°caso los tridngulos serin
ignales por tener dos &ngunlos y un lado res-

B KB pectivamente iguales,
Figura 90.

Para demostrar el tercer caso, sean los tridingulos ABCy A’ B’ C
{fig. 90) que tienen B C=B’ C’ y A C=A’ C’.

Si sobre A C construimos el tridngulo C A D ignal C’ A’ B’, tendre-
wos que por tener los dngulos C A B y C A D la posicion de adyacen-
tes y valer juntos dos rectos (397) la recta A D seri prolongacion de
B A, y como las dos oblicuas B € y C D sou ignales, se separarin igual-
mente del pié de la perpendicular C A (399) luego B A=A D.

Asi, pues, el tridngulo A B O serd ignal 4 A C D por tener A C co-
mun, A B=A D y B 0=C D; pero siendo A C D igual 4 A’ C’ B’ por
construceion, se infiere que el tridngulo A B C serd igual & A’ B’ C.

443,—PROBLEMAS DE TRIANGUL0S.—L.—Dados dos dngules de un
tridngulo determinar el tercero.

Sea A=29° 15’, y B="5° 88’ y, vamos & determinar 4 C.

Tenemos (433)
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A + B + C=180°
despejando &

C=180°—(A + B
sustitnyendo

C=180°—(29° 15’ + 75° 38’)
lo que da '
C=15"%

I1.—Conocido en un tridngulo isésceles uno d{’« los dngulos iguales
determinar el del vértice.

Sea A=DB el &ngulo conocido, y C el dngulo que se busca.

Tendremos

A + B + C=180°
por ser A=B
: 2 A + C=180°
de donde
(=180°"—2 A.

IIL.—Dado el dngulp C del vértice de un tridngulo tsésceles determi-

ngr los de la base.

Despejando A en la filtima ecuacion, se tiene

A=90°—

Si se conocen los valores numéricos, bastard sustituirlos en estas
gcuaciones,

IV.—Dado un dngulo C de un tridnguls y los dos lados ¢ y b que lo
Jorman (fig. 91) construir el tridngulo.

Sobre la rects C B=a se construiré el
éngulo O ignal al dado y sobre el lado C D
indefinido se tomara la parte C D=b; reu-
niendo el punto D con B, se tendrd el
tridngulo D B C que satisface las condi-
ciones del problema.

El 4ngulo dado C debe ser menor que 180°.

Figura 91,

V.—Dado un lado a (fig. 92) y los dosdngulos adyacentes, construir
wn tridngulo.

85
/ Témese B C=a; en cada uno de sus exfremos
/B \ 4 constriiyanse los 4ngulos B y C iguales & los dados,
£ y prolongando las rectas que los forman hasta su
L0 T punto de interseccion A, se tendra el tridngulo pe-
B—5—~C dido.
Para que el problema sea posable, se necesita te-
ner B + C < 180°.

VI.— Construir un tridngulo conocidos sus tres lados a, by ¢ (fig. 93).

4  Témese B O=ay haciendo centro
en B con un radio igual 4 ¢, trice-
ce un arco de circulo, en seguida
hégase centro en C y con un radio
igual 4 b, tricese otro arco de cir-

g culo, y reuniendo el punto A de in-
terseccion de los arcos con B y C, se tendré el tridngulo pedido.

Para que el problema sea posible, es necesario que el mayor de los
lados sea menor que la suma de los otros dos,

VIL.— Construir un tridngulo, dados dos dngulos 4 y B, y un lado
a opuesto & uno de ellos.

Sea (fig. 94) a el lado opuesto al
dngulo A. Tomese B C=a;en el pun-
to B constriiyase el angulo C B H
=B; en un punto cnalquiera de la
recta B H constriyase el dngulo H
B o ? =A, y por el punto C tirese la recta
C A paralela 4 H P. El trifingulo B A O serd el pedido.

Para que el problema sea posible, debe tenerse A + B < 180°.

Los problemas IV, V, VI y VII que corresponden 4 los cuatro casos
de ignaldad de los triAngulos, noadmiten mds que una sola resolucion*

VIIL.— Construir un tridng )er:} dados dos lados y un dngulo opues-
to & uno de ellos.
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Suponemos conocidos a y b ¥
ol 4ngulo B opuesto 4  (fig. 95).
Toémese la recta B C=a; en un
oxtremo constriiyase el 4dngulo da-
;Q “ do B, y h'aciené;n cezlltz:o en Cycon
Figara 95, un radio igual 4 5, triicese un arco
de circulo que cortard la recta B A en dos puntos A y A’; reuniendo

C con A y con A’, resulta que hay dos tridngulos que satisfacen el pro- .

blema: ABCy A’C B,

Cuando se conocen dos lados, y un 4ngulo opuesto 4 uno de ellos,
por regla general hay dos tridngulos que resuelven el problema; pero
la cuestion no admitird més que una resolucion en los casos siguientes:
§ 1°ZCuando el 4ngulo dado B sea obtuso; puesentonces el otro dngu-

lo serf forzosamente agudo (fig. 96) (436).

Figura 97,

2° Cuando siendo B agudo, el lado opuesto & sea mayor*que a; pues
entonces conforme al principio de que al mayor lado esti opuesto el
mayor dngulo, siendo b>>a, debera tenerse B> A; luego si B es agudo,
tendrd que serlo A (fig. 97).

3° Cuando siendo B agudo el arco no corta 4 la
recta B A, sino que solo la toca en un punto. En
este caso (fig. 98) el 4ngulo A gerd recto.

4° Cuando B sea recto, porque enténces A ten-
drd que ser agudo (436).

Por ultimo, el problema serf imposible cuando
el lado dado & es menor que la perpendicular C A
(fig. 98).
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. AX.—Construir un tridngulo isésceles, dado el dngulo €' del vértice
{fg. 99) ¥ la base c.

Témese Ia recta A B=c; dividase el dngulo
C por la mitad con la linea C E; en un punto
cualquiera K de esta recta, levintese la perpen-
dicular F G, y construyendo en A y B 4ngulos
: iguales 4 F 6 4 G, se tendrd el tridngulo A B.C

H o pedido.

\

Fizura 99.

X.—Construir un trigngulo rectdngulo, dada lo hipotenuse a (fig.
100) y un dngulo agudo B. '

Témese la recta B C=a; en el punto B constri-
yase un ingnlo igual &4 B, y bajando desde C una
perpendicular 4 la recta indefinida B A, se tendré
el tridngulo B A C pedido.

F=ignra 100
X1.—Construir un tridngulo rectdngulo, dadoun cateto b (fig. 101)
y el dngulo adyacente C.

Témese C A=b; en el punto C constriyase un

Ac
) ' 4ngulo igual al dado, y prolongando C A levéntese
1 i en el punto A la perpendicular A B. El tridngulo
Al — ¢

pedido gerd C B A,

Figura 101.

XII.—Determinar un dngulo iqual ¢ lo suma de otros dos 4 y B,
cuando esta suma 68 menor que dos rectos.

Sobre los extremos de una recta de longitud
arbifravia A B (fig. 102) constraiyanse los dngulos
A y B respectivamente iguales 4 los dados; com-
plétese el trifingulo A B C, y prolongando B C, el
4ngulo pedido serd A C D; pues por ser esterno

g del tridngulo es igual 4 B4 A (434).

Figura 102.
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XTIII.—Dados dos dngulos A y B (fig. 102) cuya suma es menor que
dos dngulos rectos, construir un dngulo igual ¢ su suplemento.

Témese una recta A B de longitud arbitraria; en sus extremos cons-
triiyanse los 4ngulos A y B respectivamente iguales & los dados, y com-
pletando el tridngulo, el 4ngulo A C B serd el pedido, supuesto que

A+B+A C B=180°
despejando &
A C B=180°—(A +B).

En todos los problemas que hemos resuelto, podrin darse valores nu-
méricos 4 los datos, debiendo emplearse en este caso la escala y el tras-
portador ademas del compés para su resolucion.

CUADRILATERO.

444, —So llama cuadrildtero una figura cervade por cuatro lineas rec-
tes [fig. 103]. En los cuadrilateros se distinguen las signientes figuras.

Se lltime trapecio wn cuadrildtero que tiene dos lados paralelos [fig.
104].

Paralelégramo es un cuadrildtero en el que los lados opuestos son po-
ralelos (fig. 105).

Figura 104 Eigurs 10

Figurd 103.

Rombo es un paralelégramo que tiene los lados iguales enire st (fig.
106) y los dngulos daferentes.
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Rectdngulo es un paralelégramo cuyos dngulos todos son rectos [fig.
107] y los lados desiyuales.

Cuadrade es un paralelégramo que tiene tguales sus cuatro lados y
sus cuatro dngulos | fig. 108].

B D

Figursa 106. Figura 107.

Figura 108.

Para que dos cuadrildteros sean ignales, es necesario que tengan igua-
les sus lados y sus dngulos, y que los fngulos iguales estén formados
respectivamente por los lados iguales. En general, para probar que dos
cuadrilateros son iguales, es preciso demostrar que sobreponiéndolos,
coincidirian todos los extremos de los lados que los forman. Para cons-
truir un cuadriltero, es indispensable conocer tres lados y dos édngu-
los, 6 dos lados y tres dngulos; pero como los casos de ignaldad de los
cuadrilateros son algo complicados, generalmente lo que se hace es
descomponerlos en dos trifingulos, tanto para tratar de su ignaldad co-
mo para construirlos conociendo algunos de sus elementos.

Las diagonales de un cuadrilatero generalmente son desiguales pero
cada dmgoual A O [fig. 103] es menor que la suma de los lados
AD+D 06 que AB+B C con los que forma un tridngulo, y mayor
que su diferencia [426]. ;

445,— La sama de los dngulos de un cuadrildlero, es iqual & cuatro
7ectos.

Tirando la diagonal A O [fz. 103] el cuadrilitero quedaré dividido
en dos trifingulos. Como la suma de los &ngulos del cuadrilitero
A+B+0+D esigual 4 la de los dngulos de que estin formados los
dos trifingulos, y coma la suma de los fingulos de cada triingulo vale
dos rectos [483], resultaque los del cuadrilitero valdrin cuatro rectos.

446,—Las propiedades de los cuadriliteros son comunes 4 los para-
lelogramos, de los cuales pasamos 4 ocuparnos.

Dos paralelégramos son iguales cuando tienen un dngulo igual (fig.
109) A=A’ formado por lados respectivamente iguales, A B=A4’ B’y
A G=4C".

Por ssr el dangnlo A=A’ si sobrepusiéramos las figuras haciendo coin-
cidir los vértices de estos fingnlos y el lado A C con A C’, el lado A B




