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IIL.—Determinar ¢l valor de un dugulo externo de un poligono regu-
lar de 3 lados. '

La suma de todos los dngulos externos vale 4 rectos (464), 6 360°, y
como estos ingulos son ignales, uno valdrd =

— Mo
=42

IV.—Construir un poligono igual & otro dado, A B C'D E F (figu-
ra 129).

A este fin, desde uno cualquiera de los

~., ¢ TVértices, A, por ejemplo, se tiran diago-

= .; . nales 4 todos los demaés, con lo que queda-

r4 dividido en tridngulos, Toémese A’ B'=

B A B, y como se conocen los tres lados del

tridngulo A B C, se construiré el tridnguloigual A” B’ C’. Sobre A’ C?

se construird un tridngulo A’ ¢’ D’ igual 4 A C D, cuyos tres lados se

conocen, y asi sucesivamente se construirin los demds triangulos hasta

completar el poligono A’ B’ ¢’ D’ E’ ¥’, que serd igual al dado por es-
tar formado de tridngulos iguales dispuestos en el mismo ¢rden.

V.—Construir un poligono regular de seis lados, conocida la longi-

tud de uno de los lados: a (fig. 130).
Comenzaremos por determinar el valor de uno

de los Angulos por la férmula
_S_2r(n=2) _180° X 4_ 194
n 7 6

Pa

En sepuida tomaremos A B=a; en sus dos ex-

tremos construiremos angulos de 120° por medio

Gy RS del trasportador; tomaremos A Cy B D iguales
4 a; en O y D constrniremos édngulos de 120°; tomaremos CFyDE
iguales 4 a; y tirando I E tendremos el exégono regular pedido. EF

debe como comprobacion resultar igual 4 a.

CIRCUNFERENCIA DEL CIRCULO.

Tfineas rectas consideradas en el circunlo.

468.—Hemos dicho que se¢ llama circunferencia de circulo una cur=
va cerrada cuyos puntos todos estdn en un plano & igual distancie del
centro; y que ctreulo es la porcion de superficie comprendida dentro de
lo circunferencia.

En el ndmero 369 ignalmente hemos dado las definiciones de radio,
didmelro, arco, cuerda, sector, segmento, sagita i cuadrante; por lo que
ahora solo repetiremus que se llama secante una recta A B, que cortan-
do la circuniferencia en dos puntos [fig. 131], tiene parte dentro y par-
te fuera del ctreulo; y que se enfiende por tangenie una recta que solo
toca a lo circunferencia, en un punto M como D H.

469.—Dos circulos descritos con el mismo ra-
dio son iguales; porque si se sobrepusieran ha-
ciendo coincidir los centros, por ser iguales los
radios, todos los puntos de una de las circunfe-

A B rencias coincidirian con los de la otra.

. Figura 131, H Asi, pues, para probar que dos circulos coin-
ciden al sobreponerlos, bastari demostrar que coinciden los centros y
un punto de cada una de las circunferencias.

" Para que dos arcos coincidan en todos sus puntos, bastara ignalmen-
te que puedan coincidir los centros de los circulos 4 que pertenecen, y
sus puntos extremos.

De la definicion de circunferencia resulta que fodos los radios de un
mismo cireulo son iguales, y como todo didmetro es ignal & dos radios,
es claro que fodos los didmetros de un mismo circulo 6 de clreulos igua-
les, son iguales.

Ya demostramos en el ntimero 373, que ¢l didmetro es lg mayor de
fodas las cuerdas, y que divide la circunferencic en dos partes iguales.

De esto resulta que foda cuerdn que no es didmetro subtende dos ar-
cos destguales; pero cuando no se expresa lo contrario, se entiende que
se trata del arco menor de los dos gue subtende la cuerda.
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470.— Una recta A B [fig. 132] no puede cortar la circunferencia
-del cireulo en mds de dos punios.

Si la recta A B pudiera cortar 6 tocar 4 la cir-
cunferencia en tres 6 més puntos, tirando des-
de el centro lrectas como O D, O E, todas estas
rectas serian radios, y por tanto iguales; pero es-
to no es posible, porque como hemos demostrado
B en el nimero 402, desde un punto O no se pue-

den tirar 4 una linea B A, més que dos rectas

iguales, que son las oblicuas que se separan igualmente del pié de la
perpendicular.

471.—En el nfimero 380 demostramos que en un mismo circulo ¢ en
-cirenlos iguales 4 arcos ignales, corresponden cuerdas iguales y recipro-
camente, y ahora demostraremos el siguiente

TEOREMA.— En wi mismo cireulo, 6 en circulos iguales al oreo ma-
yor corresponde la cuerda mayor y reciprocamente, -con tal que los ar-
€08 SEAm MENOTeS que UNa SeMICHrCunferencie.

Sea figura 133 el arco AB > C D y vamos & demos-

trar que la cuerda A B > C D. Tirando radios 4 los

puntos A, B, C y D, resultan dos tridngnlos AO B y

o OCD,en losque elingnlo AO B > 00 D por ser

el arco A B, medida del primero, mayor que C D; pero

Figa 18 log lados que forman el 4ngulo A O B son iguales 4 los

~que forman el 4ngulo 0 O D, luego conforme al teorema del nimero

432, tendremos el lado A B > C D, que es lo que se debia demostrar.

Si los cireulos fueran iguales, bastaria comenzar por sobreponerlos, y
en segnida se daria la anterior demostracion.

472.—Dos cmrdas tguales de wn mismo circulo estdn equidistontes
del centro.

Como la distancia de un punto 4 una recta se mide
por la perpendicular bajada del punto 4 la recta, sien-
do A B=C D [fig. 134], tendremos que demostrar que
O E, perpendicular 4 A B, seré igual 4 O F, perpendi-
cular 4 C D. Tirando O By O C resultan dos tridn-

romen gulos O BEy O CF, que seréin iguales [442—3°] por

ser rectangulos y tener igunales las hipotenusas por radios y el cateto
B E=0 F, por ser mitades de cuerdas iguales A B=C D (427).

Siendo los tridngulos iguales, se infiere que el lado O E serd igual 4
O F.

+

473.—De.dos cuerdas desiguales le, mayor estd mds cerca del centro.

Figura 135. Sea A C > A B, y vamos & probar que

O D, perpendicular & A C, es menor que O F, perpen-

dicular 4 A B. Tenemos que por ser la cuerda A B <

A C el arco A B serf menor que A C y la cuerda A B

quedard dentro del arco A B C. . Adem&sO D < O E,

Pigneaats: porque la perpendicular es menor que cualquiera obli-

eua; y como O K < O F se infiere que O D < O F. Reciprocamente

Ia cnerda ménos distante del centro serd la mayor, supuesto que no
guede ser igual ni menor que la que dista més.

4'44.—De todus lus cuerdas tiradas desde un pmzfu wnterior A, del
wirewlo, la mayor es lo B C (fig. 136) que pase por el cenho, y lo me-
sior o D E, perpendicular al didmetro.

B C es mayor que cualquiera otra cuerda, porque

el diimetro es la mayor de todas las cuerdas. Ahora,

¢ para demostrar que D E es menor que otra cualquiera

como F G, bajemos O H, perpendicular & F Gy ten-

dremos que siendo O H perpendicular y O A obli-

Fiaua 130 cua con respecto 4 G O H < A 0; luego por

-esfar més cerca del centro F G que D E (473) serd: F G > D E.

15.—Tode recte C D (fig. 187), perpendicular ¢ lo mitod de uno
cuerdae A B, pasard por el centro del cireulo y por el medio del arco que
i cuerda subtende

Siendo por el supuesto C D' perpendicular 4 la mi-
tad de A B, debe pasar por todos los puntos equidis-
tantes de A y de B (403—1°) y como el centro esuno

p de ellos, resulta que forzosamente pasard por el cen-
tro. El punto C, donde la misma perpendicular cor-
ta la circunferencia por igual razon estard equidis-

Figara 197, tante de A y de B;luego la cuerda A C=C B y sien-

do ignales las cuerdas lo serdn los arcos que cada una de ellas subtende.
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476 —Supuesto que dos puntos fijan la posicion de una recta, ¥ gue
lo mitad dela cuerda, el centro y el medio del arco estdn en o mismin
recta, resulta que siempre que wna recta pase por dos de estos puntos,

Jorzosamente pasard por el tercero.

477.—Como desde un punto no se puede bajar més que una sela
perpendicular 4 una recta (396), de lo que precede resulta que foda
perpendicular bajada del centro 6 del medio de un arco sobre la cierds...
caerd en la mitad de diche cuerda.

478.— Bl radio tirado ol punto de contacto A (fig. 138) de I ciremr—

Jferencia con lo tangente es perpendiculor & esta; y reciprocamente la

tangente serd perpendicular al radio tirado al punto de contacto:

Siendo B C tangente al cfrculo, nolo tocarf méz

que en un solo punto A; Inego &i desde el centro 5
ramos varias rectas 4 la linea B C, cualquiera otra,
como O D, que no sea el radio O A, debers temer
parte dentro y parte fuera de la circunferencia, por
loque A O < O D; y como (398) la perpendicular

Figura 138, es la menor distancia de un punto 4 una recta, se-

inficre que el radio O A serél perpendicular 4 la tangente.

La reciproca de esta proposicion estd fundada en el teorema del nfi+-
mero 394.

479.—8i desde un punto A exterior ¢ un circulo se tiran dos fon-
gentes, las porciones deestas A By A C(fig. 139) comprendidas entre
el punto comun 4 y los de contecto serdn iguales.

Tirando la reeta O A ylosradios O Cy OB,
resultarin dos trifngulos AO By A OC, que
serdn iguales (442—3°) por ser rectdngulos, nne:
en B y otro en C (478); por tener la hipotenu-
sa A O comun, y un cateto O C=0 B por ra-
dios; luego el tercer lado tambien serd igual,
estoes, A B=A C, queesloque se debia de—
mostrar,

Fizura 139,

480.—Los arcos A B y C D (fig. 140) de un ?fzfsf{rzﬂ circulo compren—
didos entre paraleles son iguales.

oy
{2

E Si desde el centro O tiramos una recta O E perpen-
T C - dicular 4 la cuerda B D, lo serd tambien 4 A C [409]
i 1——‘ ° por ser ambas paralelas. Ademés esta perpendicular
| bajada desde el centro-pasard por la mitad de la cuerda
y por el medio del arco que cada una subtende [477 ¥

476], Inego

BE=ED
ARE=EGC
restando la segunda ecuacion de la primera, se tiene

AB=CD

que es lo que se debia demostrar.

481.—Los arcos A B y B O [fig. 141] comprendidos entre une cuer-
da y una tangente que le es paralela, son iquales.

T 4 M Sidesde el centro tiramos el radio O B, este serf
perpendicular & la tangente [478] y 4 la cuerda, por
ser estas paralelas. Ademas, por ser perpendicular
g el radio 4 la cuerda [476] tendremos A B=B C.

Figura 141.

A

482 —PROBLEMAS DE LfNEAS EN EL ¢fRCULO.—I.—Dados dos arcos
de un mismo circulo 6 de circulos iguales, determinar lo relacion nu-
mérica de sus longitudes.

No pudiendo hacerse con el comp#s la sobreposicion de los arcos,
como lo hemos hecho [363] con las rectas, la supliremos con la de las
cuerdas que siendo iguales corresponden 4 arcos ignales [fig 142]. Lle-
varemos la cuerda del arco menor C D, dos veces sobre A B, de A 4 E;
yel arco A E estard compuesto de dos partes ignales 4 C D y una res-
ta, por lo que

B
%&E AB=2CD+EB

Se tomard la caerda de la resta E B para llevarlade
I
A C 4 F sobre C D. Efectnado esto una vez, queda por
”g‘, resta el arco F D, de donde
¢

|

CD=EB+FD

e e e
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Finalmente, como la cuerda de la segundaresta F' D se puede llavar
-cuatro veces sobre la anterior B B, se tendra:

EB=4FD

Sustituyendo este valor en el pentiltimo, y luegoese en el anterior,
ete., se tiene sucesivamente:

EB=4FD,CD=5FD, AB=14FD.

La comun medida de los arcos A By C D es F D que, segun se ha :

visto, estd contenida 14 veces en el primero y 5 en el segundo.

Cuando se encuentra una resta que estd contenida un nfimero cabal
de veces en la anterior, la operacion queda concluida y los arcos serén
conmensurables; pero si despues de llevar una resta sobre otra vna é
més veces, se llega & obtener una, que por ser muy pequefia, 6 no in-
fluye en el resultado prictico de la cuestion propuesta, 6 no puede apre-
ciarse por los sentidos, sedesprecia, y la relacion hallada solo es aproxi.
mada, Cuando no hay niimeros que expregen con exactitud la relacion
de 1a longitud de los arcos, se dice-que son incommensurables.

11.—Sobre una recta dado A B [fig. 143] como didmetro, trazar un
cireulo.

Haciendo centro en los extremos de la recta, y con un
ridio A E mayor que su mitad se describen arcos que se
corten arriba y abajo de ellaen los puntos E y F': la rec-
ta que pasa por estos puntos determina en O la mitad

de A B [404]. Haciendo centroen O y con el rédio O B,
. se trazard el cirenlo pedido.
Fignra 143.
IIL.—Dado el punto D [fig. 144] dnterior de un ciroulo, determinar
Ia menor cuerda que por ¢l pueda tirarse. .
E

Tirando por D el didmetro C F, y levantando en D
una perpendicular al didmetro, se tendrd la cuerda pe-
dida [474].
"y B

Pigura 14.

i

IV.—Dividir unarco de circulo A B (fig. 145) en dos partes wguales.

> Tirese la cuerda A B, y levantando por su medio una
Iy perpendicular, ésta determinari en M la mitad del arco
dado (475).
Del mismo modo se dividirA A M en otras dos partes
iguales, y asi se concibe 66mo puede dividirse un arco
10 solo en 2, sino tambien 4, 8, ete., partes iguales.

1
I
)
|
|

Figura 145.

V.—Dado el arco A B, determinar otro igual desde el punto D (fi-
gura 146).

A B Tomando la cuerda A B, se levari de D 4 E, yel
arco D E serd el pedido.

Puede reselverse el problema tambien tirando la

linea A D y por B una paralela que determinard el

¢ Dbunto E del arco D E=A B (480).

Figura 146,

ANGULOS EN EL CIRCULO.

483,—Ya hemos visto (378) que por ser proporcionales las magnitu-
des de los 4ngulos cuyos vértices estin en el centro de un circulo, 2
las de los arcos que sus lados abrazan, se. toman estos arcos como me-
dida de los 4ngulos; pero para esto es necesario que el vértice esté en
el centro del circulo. Vamos & ocuparnos ahora de determinar la rela-
cion que existe entre la medida de un éngulo cuyo vértice estd en
cualquier punto de un circulo con la del &ngulo del centro; repitiendo
que la unidad de medida adoptada tanto para los arcos como para los

§
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4ngulos, es la trescientos sesentava parte de la circunferencia, llamada
grado, el cual se subdivide en 60 minutos y el minuto en 60 segondos,
y como una circunferencia grande 0 pequefia tiene siempre 360 gra-
dos, resulta que esta unidad no es absoluta, es decir, no tieneuna mag-
nitud fija, sino relativa, y por esto sirve para estimar la relacion de in-
clinacion entre dos lineas, 6 la de magnitud entre dos arcos de un
mismo circulo'6 de eireulos ignales.

484 —E1 dngulo cuyo vértice estd en la circunferencie; tiene porme.
dida la mitad del arco que sus lados abrazen. A esta clase de dngzulos
se les llama insecritos.

Tres son las posiciones que el 4ngulo inserito puede tener con res-
pecto al dngulo en el centro, cuya-medida natural es el arco que sus
lados abrazan;

1° Puede quedar el centro sobre uno de los dos lados del ﬁngulo (fi-
gura 147).

2° Puede quedar el centro dentro del dngulo (fig. 148), y

3° Puede quedar el centro fuera del &ngulo [fig. 149].

Consideraremos 1° el 4ngulo A B O (fig. 147) en
el que el centro O queda sobre el lado B A. Tiran-
do el radio O C resultard el tridngulo C O B isésce-
les, en el que el &ngulo inserito B es ignal & C, y el
angulo externo del tridngulo

o] A0 C=B+0—2 B (434)

de donde despejando:

pero teniendo A O C por medida A G, 1a del éngulo inscrito B serd 48,
que es lo que se.tenia que demostrar.

En el 2° caso, cuando el centro estd dentro del
dngulo A B C [fig. 148], se tiene, tirando el didme-
tro B'D, que

ABC=ABD+DBC
acal:afrnoa de ‘ver:que la  medida
BCres 2% luego k

I Rete
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3° Sea el caso en que el centro esté faera del dngu-
lo A B C*[fig. 149]. Tirando el didmetro B D se tiene

ABC=ABD—-CBD

pero conforme al primer caso, la medida de A B D es
4D, y lade C B D esS?; Inego la medida de ABC

" CD X C
Figura 149, serd 42—

Asi pues, en cualquier caso la medida del 4ngulo inserito es la mitad

del arco que sus lados abrazan.

485.—De aqui se infiere: 1° gue fodos los dn-
gulos, como [fig. 150] B, D y E, que tienen sus
vértices sobre la circunferencia y que abrazan el
mismo @rco, Serdn igueles por tener la misma
medida; y 2°, que todo dngulo inserifo, como H
6 J, cuyos lados remdlan en las extremidades de
wun didmetro, es recto, supuesto que tiene por
medida la mitad de una semicircunferencia.

486.—Fl dngulo 4 B € [fig. 151] cuyo vérlice esid
dentro de la circunferencia, pero #no en el centro, tie-
ne por medide lo mitad de lo swina de los arcos 4 C
y D E, que comprenden sus lados prolongados.

Al dngulo A B C se le llama excénirico.

Tirando lacuerda A D se forma ¢l tridngulo AB D
en ¢l que [434] el 4ngulo externo

A B O=D+/

pero como la medida de D es 22y la de A es &%, se tiene que la medi-
dade A B C serd 42 +5F
487.—El dngulo A B C [6g.162] formado por dos secantes, tieie po
medida lo semidiferencia de los arcos A Cy D E que sus lados abrazan.
Tirando la cuerda A E resulta el tridngnlo A EB
en el que el dngulo externo [434]
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488.—El dngulo A B C (fig. 153 ) formado por tan-
genie y cuerda tiene por medide la mitad del arco que
la cuerde subtende.

Tirando el radio O B, perpendicular 4 la tangen-
te,y €l O D perpendicular 4 la cuerda, resulta nm
dngulo B O D—=A B C;[422] pero siendola medida
de B O D, B D==° [475], la medida de A B C ser&
tambien 22

489.—Fl dngulo A B C (fig. 151 ) formado por dos
tangenies, tiene por medide el arco D F comprendids
entre uno de los redios D O, tirado ¢ uno de los pun-
tos de contacto, y lo prolongacion del oiro O E tiredo
al otro punto de contacto.

El dngulo B=D O F por ser 4ngunlo de la mif'smfa
especie cuyos lados son respectivamente perpendica-
lares; [422] pero la medidaide D O Fes D F, Inego
la del dngulo B serd tambien D F.

A F

Figura 154,

490.—PROBLEMAS DE MEDIDAS DE ANGULOS.—L.—Deferminar con
el trasportador el valor del dngulo inscrito, del excéntrico y de los que
estdn formados respectivamente por dos secantes, por tangenie Yy cuer-
da, y por dos tangentes. : : : g

Para saber el nimero de grados de un 4ngulo 7nscrito, se }mm coin-
cidir el centro del trasportador con el del eireulo, y se tomard la nut}au
del ntimero de grados que correspondan al arco inferceptado por los
lados del dngulo [484]. e

En un dngulo excénirico se prolongarin sus lados, v determmalftlo
con el trasportador el valor de los dos arcos interceptados, se tomarals
mitad de la suma [486].

En el dngulo formado por dos secantes se medirin con el tras_port&--
dor los dos arcos interceptades y se tomard la mitad de su diferen-
cia [487] € ‘ )

En el angulo formado por tangente y cuerda se medird el arco que i
cuerda subtende y se-tomaré su mitad |488].
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En el éngulo formado por dos tangsnies, se
tirarin radios 4 los puntos de contacto, se pro-
longard uno de ellos, y €l arco comprendido en-

4.~ tre un radio y la prolongacien del otr , seri el

- ) valor del dngulo de las dos tangentes [489].
/

/

IL. — Levantar una tangente ¢ un cireulo en
un punto 4 dado en la circunferencia (fig. 155).

Ye alen ; =
Figura Tirese el radio O A, y despues de prolongarlo
leviintese en A la perpendicular B C, la cual serd la tangente pedida,

igura 1585,

L —Tirar una tangente ¢ un cirey

lo desde un punto P tomado
Juera de ¢l (fig. 156).

Retinase el punto P don el centro O del
circulo: dividase por mitad la recta P O
haciendo centro en m conel radio P trice-
se una circunferencia: remniendo P con A y
con B, se tendréin las tangentes pedidas,
Larecta P A serd tangente del cireulo 0
porque tirando el radio A O, ¢l fngulo P A O
que tiene su vértice en la circunferencia de]
e cirenlo m y que abraza el didmetro P O es
recto (485 y 478). Otro tanto sucede con P B, por lo que se ve que es-
te problema admite dos resoluciones. ;

IV.—Describir sobre una recta dada A B (fig. 157)

un arco de cir-
culo capaz de un dngulo dado a.

Se entiende por arco de cireulo capaz de un

, #ngulo, aquel en que los ngulos inscritos cu-

yos lados rematan sobre la cuerda A B son
iguales al dngulo dado a.

i
Figura 157,

REsorLvcroN.—En uno de los extremosde la recta A B, constriiyase
n éngulo A B C=a; prolénguese C B, y en ¢l punto B levéntese Ia
perpendicular B O: en el medio m de A B levéntese |a perpendicular
m O y haciendo centro en O con el radio O B trécese una circunferen-
cia, de la que el arco A D B serj el pedido.




