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10x.—En efecto, cualquier dngulo insciito en ese a .t,C
N AL ; ; .

i’ odida el arco 2 (484); pero como el dngulo A B
ymo R. tendx medida el ¢ 3 N AT
el e d'll 13 (188) resulta que cualquier dngulo ins
+ T3 F1ene + medida 2, q g 2 q e
it S Pk icual & A B C, el cual por cons
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crito que abrace la cuerda A ]1}, serd
truccion es ignal al 4ngulo dado a. e
V.— FLevanlar une perpendicular d und ?:E;Ji(?.'-”jl.q.;u e{; ;M Ll
extremos A [fig. 158], cuando solo puede prolongarse &5 oo
e Fuera de la recta A R y eatre sus dos extremos
7 toklzpéel punto C: haciendci C‘Blltl:O en d cmfl :C(;‘
/ \\ dio © A tricese una circunierencla que' l;f_:iu 1§ ei
| A vcortard la recta A R en un pu_uto R; & ;n;tré_
didmetro R D y renniendo el punto D! c;m e : [(;n.ai_
mo A, so tendré la recta D} A, que Semp&‘ljigﬁ@_t L
cular pedida, por ser el gngulo D A R ins 3]

i
1L
1

14 o 185—291.
Elgaraise. abrazar un didmetro [485—2°]

- g olo pue-
VI —Desde un punto A dado fuera de una recta B D,-qu’e § mg e
/1. 0 L o g L i-}g ?‘1'? 7 j) =
le prolongarse en la direccion de uno de sus exiremos, bajar! p
ae pr e $e €1

pendicular [g. 159].
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A Réunase A con D;dividase por la mitad la recta £
AL ré

1 ¢ 1 radio O A tricese una
; i 1o e v COon el raul
/” \ haciendo centro en 0, 3 i
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11AT] Lavanniar 1 aa o nr d
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Figura 159,
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POLIGONOS EN EL CIRCULO.

491.—Se llaman poligonos inscritos, aquellos cuyos dngulos fodos es-
idn sobre la circunforencia de un ctreulo; y poligonos circunseritos son
aquellos cuyos lados son tangentes del circulo.

En los poligonos inscritos (fig. 162) los lados quedan dentro del cir-
culo y forman las cuerdas; en los poligonos circunseritos (fig. 163) los
vértices quedan fuera del ciroulo ¥ los lados son tangentes.

422.—Todo tridngulo puede inscribirse 6 un cireulo,

Sea el tridngulo A B ¢ (fig. 160). Si por el pun-
ro m medio del lado A B se levanta la perpendicu-
lar m O, todos los puntos de esta perpendicular es-
tardn equidistantes de los extremos A y B [403—1°].

g Si por el medio n del lado B C se levanta la per-

Figisa 160. pendicular 2 O, todos sus puntos estarin equidis-
tantes de los extremos B y C; asi es que el punto de interseccion O de
las dos perpendiculares; estard equidistante de los tres vértices del
trifingulo; luego si hacemos centro en O y trazamos un circulo con el
radio O A=0 B=0 C, los vértices del tridngulo quedarin sobre la
circunferencia, y el tridngulo resultara inserito.

493.—Todo tridngulo puede circunscribirse é un cireulo.

Sea el tridngulo A B ¢ (fg. 161). 8i dividimos

en dos partes iguales el &ngulo A con la recta A 0,

todos sus puntos gozarin de la propiedad de estar

cquidistantes de loslados AB y A C [405]; esto es,

las perpendiculares bajadas desde uno de §us pun-

tos sobre los Iados A B y A C seréin iguales. Si con

la recta G O dividimos en dos partes iguales el dn-

gulo C, todos los puntos de la bisectriz C O estarin

i equidistantes de los lados C A ¥ C B; asi es que el
punto O de interseccion de las dos disectrices estard equidistante de
los tres lados luego si desde O como centro ¥ tomando por radio la
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perpendicular O D=0 E=0 F, trazamos un circulo; éste tocard & }os-
tres lados del tridngulo en D, B y F, y resultard circunserito el tridn-
gulo.

2 2 305
494.— En todo cuadrildtere inserito, la suma de los dngulos 0puesios
es iqual ¢ dos rectos (fig. 162). s
Si consideramos los dos &ngulos opuestos By D,
¢ tendremos que la medida de B es
ADC

By

ABC

B

lade D es =

2
Figara 162, : = A D C I;
sumando se tiene B + D = =
| 1 i 1 4 o Iqa= o
pero como la mitad de toda la circunferencia es igual 4 180°, la‘_nsnmii
de B y de D valdra dos rectos.

495.—En todo cuadrildtero circunserito, la suma de dos de los lados
opuestos es iqual & la suma de los otros dos (fig. 163). : :
8 Si consideramos las partes de 1&? tangen'teb
£ comprendidas entre los puntos de interseccion
y los de contacto, funddndonos en el teorema
demostrado en el nfimero 479, se tiene:
E AE=AF
D =DH
\ BG=BF

) A ¢ =
Pigura 1€3. G‘ 0 —_ G H

sumando ordenadamente estas ignaldades resulta

AD+BC=AB+DC

gue es lo que s debia demostrar. "
496, — 1 lado del cuadrado circunserito al circulo es iqual ol did-

MeLro.

Si desde el centro O (fig. 164) tiramos los radios
2

0 E, O F, y consideramos el cuadrilfd'jero AFOE,
tendremos: que O F = O E por radios, y AT =
A E (479) por partes de tangentes; por otra parte,
siendo los 4ngulos”A, OFAy OEA (478) rec-
tos, el 4ngulo?E20.F tambien lo serd, de lo que re-
sulta que A F O E esun cuadrado, y por tanto,
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AF=EO0yAE=0F. Comolo mismo podria demostrarse de los
cuadrados O FBG,0GCHy O HD E, cada uno de los lados del
cuadrado serd igual & dos rédios, snpuesto que cada una de sus partes
A FyF Besigual 4 un radio, EO y 0 G.

De aqui se inflere que el perimetro del cuadrado circunscrito es igual
4 ocho radios.

497.—H1 lado del exdgono regular inscrilo, es igual al radio.

2 2 (Figura 165). Por ser el poligono regular (461)
los lados A B, B C, C D, ete., serén iguales entre
si; siendo ignales estas cuerdas, lo serdin los arcos
que subtenden, y como los arcos A B, BC, C D,
etc., son las medidas de los ingulos A O B, B O C,

<— C O D, ete., formados en el centro, se infiere que

Figura 165, estos seis dngulos son iguales entre si. Todos estos
4ngulos formados al rededor de un punto O valen cnatro 4ngulos ree-

: 360° Asi A O B=60°

=

U
Considerando el tridngulo A O B, tendremos que, siendo A 0=0 B
por radios, los dngunlos opuestos O B Ay O A B serin ignales, y va-
liendo la suma de los tres 4ngulos dos rectos, se tiene

08 ¢ 360°, luego uno de ellos valdra

AOB+OBA +0AB=180°
sustituyendo 60° + 2. 0B A = 180°
De donde OBA=0AB=40°

Por ser los tres ingulos iguales y estar opuestos 4 4ngnlos ignales la-
dos iguales, el tridngulo A O B serd equildtero, y el lado A B del exéa-
gono inserito serd ignal & A O, que es el radio del eirculo.

De aqui se infiere que el-perimetro del exéigono regular inscrito, es
igual 4 seis radios.

498.—Como la circunferencia del circulo es menor que el perimetro
del poligono circunscrite, y mayor que el perimetro del poligono ins-
crito, resulta que llamando C la’circunferencia del circulo, r el radio,
y considerando el cnadrado circunscrito y el exdigono inserito,

se tiene C < 8r (496)
y C > 6r (497)

Inego la circunferencia del circulo es menor que ocho veces el radio, y
MAYOr queé seis.

-
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el

Dividiendo por 2 r los dos miembros e lus desigualdades anteriore
se tiene

C-<*

O
2r

luego la razon dela circunferencio al didmetro es mayor que 3 Y me-
nor que 4. Generalmente se representa la razon 2 por z, y se tien€
7 = 3,141592, como veremos mas adelante

499, — Todo poligono regular se puede tnseribir al circulo (fig. 166).

B Dividiendo en dos partes ignales cada uno de
S los 4ngulos del poligono, con las rectas A 0, B O,
C O, etc., para probar que el poligono se puede
inseribir 4 un circulo, nos bastard demostrar: pri-
mero que estas rectas son iguales entre si, y segun-
do que concurren en un mismo punto O.

ESsianar 1° Todos los tridngulos AOB, BOC, COD,
Figura 166. ete., formados por cada uno de los lados del poli-
gono y dos de las bisectrices de los dngulos, son ignales, por tener un
lado igual adyacente 4 dos &ngulos iguales (384). Comparando, por
ejemplo, los tridngulos A O By C O D, se tiene: A B=C D por lados
de poligono regular, 0 C D=0 A By O D C=0 B A por ser mitades
de fingunlos ignales, lnego O D=0 B y O C=A O, por estar opuestos
estos lados 4 éngnlos iguales en tridngulos iguales (387). Ademds, por

ser isosceles los tridngulos, todas esas rectas seran ignales entre si.

2° Las bisectrices concurrirdn en el mismo punto, porque si dos de
ellas concurrieran en O y otras dos en i, se inferiria que en los tridn-
gulos iguales A i B y B O C & los dngulos iguales O C B=i A B, esta-
rian opuestos lados desiguales O B>>i B, lo que es inadmisible.

Luego si desde el punto O de interseccion de las bisectrices como
centro, y-con el radio 0 A=0 B=0 C, ete., se traza una circunferen-
cia, esta pasard por todos los vértices A, B, G, D, ete., del poligono.

500.—Zodo poligono reguler A B C D E (fig. 167 puede circunscri-
birse al ctreulo.

»

-
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51 desde el punto O, donde concurren los radios
oblicnos (499), bajameos perpendiculares 4 los la-
dos, nos bastard demostrar que todos los radios rec-
tos O F, O G, O H, etc., son iguales para probar
que el poligono puede circunseribirse.

Los tridngulos A O F y O G C son iguales (442—
3%) por ser rectingulos y tener ignaleslas hipote-
nusas A 0=0 € por radios oblicues de poligono
regular (499), y un cateto A F=G U por mitades de los lados iguales
del poligono. A F es la mitad de A B, porque teniendo la perpendicu-
lar O F el punto O equidistante de losextremos A y B, cualquiera otro
punto F tambien lo estard (403—1°)
Siendo ignales los dos tridngulos rectingulos, el otro cateto O F se-
rdigunal 4 O G,
Del mismo modo se demostraria que O G=0 Hy O H=0 Y, etec.,
luego si desde O como centro se traza un cirenlo con el radio O F, la
circunferencia tocard los lados del poligono en F, G, H, Y, ete.

501.—PROBLEMAS DE POLIGONOS EN EL ofncvrLo.—I.—Inscribir un
iridngulo en un circulo (fig. 168).

Levantando perpendiculares por la mitad de los

¢ lados A B y B C, haciendo centro cn el punto O de

interseceion de las perpendiculares, y trazando con el

radio O A una circunferencia, quedari resuelto el
problema [492].

Figura 168.

IL.—Circunscribir un tridngulo ¢ un circulo (fig. 169).
4

Dividanse por mitad los dngulos By C y ha-
ciendo centro en el punto de interseccion O de
as bisectrices y con un radio igual 4 la perpendi-
cular O D bajada dezde O 4 uno de los lados, tri-
cése una circunferencia, con lo que quedard resuel-
to el problema (493).

Figura 169,

IIT.—{nscribir en un circulo poligonos requlares de 4, 8, 16, 32, efe.,
lados. ;
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e Para inseribir en el cireculo un enadrado, bastard ti-

rar un diimetro enalquiera A C (fig. 170) y levantar

-otro B D perpendicular al primero; reuniendo los pun-

tos A, B, Cy D, se tendrd el cuadrado. Los 4ngulos

B¢ serin rectos por tener sus vértices en la circunferencia

Plevea 10 y abrazar un didmetro, y los lados son ignales por ser
hipotenusas de tridngnlos iguales.

Para inscribir el poligono de 8 lados, bastara dividir por mitad cada
uno de los arcos A B, B 0, cte., y tirar las cuerdas respectivas. Vol-
viendo & dividir los arcosque resulten en dos partes ignales, se tendrin
los vértices del poligono de 16 lados, y asi sucesivamente se obtendrin
los de 32, 64, ete., lados.

IV.—Inscribir en wn cireulo un poléigono regular de 8, 6, 12,
lados.

En cuanto al exdigono regular, siendo el lado ignal al radio, bastard
Hevar sobre la circunferencia cuerdas de una longitud igual al radio,
para tener un exigono inscrito (497). Para inscribir un tridngulo se
tirarin cuerdas que abracen los vértices no contiguos del exdgono.

Para determinar los puntos de los vértices del poligono-de 12 lados,
ge dividirin por la mitad log arcos del exigono; y volviendo & dividir
estos de nuevo, en dos partes ignales, se tendran los puntos del poligo-
no de 24 lados.

V,—Inseribir ¢ un exdgono reguiar un cireulo.

(Figura 171). Levintese por el medio de A B una
perpendicular G O, y por el medio de B C otra H O
y deseribiendo desde O como centro una circunferen-
, cia con ¢l radio O G, se tendrd resuelfo el problema
#  (500).

B
Figura 171.

VI.—Hacer pasur por tres puntos 4, By C que no estén en linev
recta, wna circunferencia de circulo.
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(Figara 172). Tirenso las rectas A C y B O por el
medio de cada una de ellas, levintense las perpendi-
culares E D y F @, y si desde el punto de interseccion
O, como centro, se traza una circunferencia con el ra-
dio O A, esta pasard por los tres puntos dados; por-
que todos los puntos de la perpendiculor E D estén
equidistantes de A y de C (403—1°), v los puntos de
G Floestdn de C y de B; luego el punto O que per-
tenece 4 ambas perpendiculares, estard.equidistante
de A, By (.,

VIL—Dado un circulo, determinar su centro.

Desde un punto A dela circanferencia (fig.
173) se tiran dos rectas A By A C: se levantan
por sus mitades las perpendiculires D Ey F G.
y el panto O de interseccion de estas perpendicu-
lares seré el centro del circulo, por estar equidis-
tantes de A, B y O (403—1°).

(Fignra 174). Tirense dos cuerdas A C y
C B formando un &ngulo: levintense perpen-
B Adiculares por sus mitades, v el punto O de in-
terseccion de las perpendiculares, seri el cen-
X tro del arco.
SO
Fllg‘.'l.'ﬂ\lf‘.

IX.—Sobre una recta A B construirun arco de cireulo eapaz del dn-
gulo dado m.

12
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Tirese la recta A C que forme con A B
un éngulo enalquiera: en un punto M de
esta recta constriyase un dngulo A MR
= m, y porel punto B tirese una rec-
ta B C paralela 4 M R. Haciendo pasar
un cirenlo por los tres puntos A B y C se
tendrd el arco de circulo capaz del dngulo
/ dado m.

En efecto, el 4ngulo A C B, cuyo vértice esti sobre la circunferen-
cia, es igual 8 A M R por co“respfmdiﬂ es; pero A M R=m por cons-
truccion, luego cualquier 4ngulo inscrito, cuyos lados pasen por los ex-
tremos de A B, serd igual 4 m.

INTERSECCION Y CONTACTO DE LOS CIRCULOS.

502.—Hemos visto (492) que por tres puntos que no estin en linea
recta siempre puede hacerse pasar un circulo, y como una vez fijdo el
centro y el radio queda determinada la poamou del cireulo, resulta: 1°
que I)01 tres puntos no puede hacerse pasar mds de un solo circulo: 2°
que dos circunferencias que tienen fres puntos comunes, se confonden
en todas sus partes: y 3° que dos circunferencias distinm: pueden eor-

tarse en dos puntos, tener nn punto comun, 6 no tocarse en ninguno.

Sz Uaman secantes dos circunferencias que se corfan en dos puntos,
(fig. 176) y tangentes las que solo tienen un punto comun (fig. 177).

503.— La linea de los centros de dos circunferencias que se cortan es

perpendicular ¢ la cuerda comun y la divide en dos partes iguales.

Sean los dos circnlos (fig. 176) cuyos cen-

tros son O y C, y que se cortan en A y B.

Tirando la cuerda comun A B y los radios

0 A, OB, CAyCB, se tiene que la linea

de los cenfros O C tiene el punto O equidis-

tante de los extremos A y B de la cuerda y el

lgnta 156 punto C; centro del circulo mayor, tambien

9

estd equidistante de A y de B; luego conforme # lo demostrado en el
numero 404, Iz linea de los centros serd perpendicular 4 la cuerda co-
mun y la dividird en dos partes iguales.

004.—Cuando dos circunferencias no tienen mds que un punto co-
mun, esie pertenece d la linea de los centros.

e Teniendo las dos cixcunferencias un solo

A ponto comun A (fig. 177) sise tira una tan-

gente B D 4 uno d(, los circulos por el pun-

to de contacto tambien lo serd al otro, y ti-

rando los radios O A y C A tendremos (478)

que el dngulo B A O serh recto lo mismo

que B A C; pero teniendo estos dngulos la

Figura 17, posicion de adyacentes y valiendo juntes dos

rectos, las lineas A O y A C formarin una sola recta (397), de lo que

resulfa que A estars en la linea C O.

8 A_ S1 log dos circulos se tocan interiormente (fig.
178), como no puede levantarse desde un mismo
punto A mis que una sola perpendicular & la tan-
gente comun A B, los dos radios AOyA C ten-
drin que confandirse y el punto A quedari en la
prolongacion de O C que es la linea de los cen-
tros.

505.—Dos circules sitnados en un plano pueden te-
ner cinco posiciones relativas diferentes: primero, es-
tar uno fuera de otro, (fig. 179); segundo, ser tangen-
tes exteriormente (fig. 177); tercero, ser secantes (fig.
_176); cnarto, ser tangentes interiormente (fig. 178),
¥ quinto estar uno dentro del otro (fig. 180).
En estos casos la linea de los eentros goza de las si-
guientes propiedades.
[Fig, 179]. 1° Cuando los dos cireulos son exterio-
ves, la linea de los centros es mayor que la suma do
Figura 179. los radios, supuesto que O C se compone de los dos
radios, mis la parte A B.

[Fig. 177]. 2° Cudndo los dos circulos se tocan exieriormente, la 1i-
nea de los centros es tgual d la suma de los radios, pues pasando por el
punto A de contacto se tiene 0 C =0 A + AC.
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