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Tirese la recta A C que forme con A B
un éngulo enalquiera: en un punto M de
esta recta constriyase un dngulo A MR
= m, y porel punto B tirese una rec-
ta B C paralela 4 M R. Haciendo pasar
un cirenlo por los tres puntos A B y C se
tendrd el arco de circulo capaz del dngulo
/ dado m.

En efecto, el 4ngulo A C B, cuyo vértice esti sobre la circunferen-
cia, es igual 8 A M R por co“respfmdiﬂ es; pero A M R=m por cons-
truccion, luego cualquier 4ngulo inscrito, cuyos lados pasen por los ex-
tremos de A B, serd igual 4 m.

INTERSECCION Y CONTACTO DE LOS CIRCULOS.

502.—Hemos visto (492) que por tres puntos que no estin en linea
recta siempre puede hacerse pasar un circulo, y como una vez fijdo el
centro y el radio queda determinada la poamou del cireulo, resulta: 1°
que I)01 tres puntos no puede hacerse pasar mds de un solo circulo: 2°
que dos circunferencias que tienen fres puntos comunes, se confonden
en todas sus partes: y 3° que dos circunferencias distinm: pueden eor-

tarse en dos puntos, tener nn punto comun, 6 no tocarse en ninguno.

Sz Uaman secantes dos circunferencias que se corfan en dos puntos,
(fig. 176) y tangentes las que solo tienen un punto comun (fig. 177).

503.— La linea de los centros de dos circunferencias que se cortan es

perpendicular ¢ la cuerda comun y la divide en dos partes iguales.

Sean los dos circnlos (fig. 176) cuyos cen-

tros son O y C, y que se cortan en A y B.

Tirando la cuerda comun A B y los radios

0 A, OB, CAyCB, se tiene que la linea

de los cenfros O C tiene el punto O equidis-

tante de los extremos A y B de la cuerda y el

lgnta 156 punto C; centro del circulo mayor, tambien

9

estd equidistante de A y de B; luego conforme # lo demostrado en el
numero 404, Iz linea de los centros serd perpendicular 4 la cuerda co-
mun y la dividird en dos partes iguales.

004.—Cuando dos circunferencias no tienen mds que un punto co-
mun, esie pertenece d la linea de los centros.

e Teniendo las dos cixcunferencias un solo

A ponto comun A (fig. 177) sise tira una tan-

gente B D 4 uno d(, los circulos por el pun-

to de contacto tambien lo serd al otro, y ti-

rando los radios O A y C A tendremos (478)

que el dngulo B A O serh recto lo mismo

que B A C; pero teniendo estos dngulos la

Figura 17, posicion de adyacentes y valiendo juntes dos

rectos, las lineas A O y A C formarin una sola recta (397), de lo que

resulfa que A estars en la linea C O.

8 A_ S1 log dos circulos se tocan interiormente (fig.
178), como no puede levantarse desde un mismo
punto A mis que una sola perpendicular & la tan-
gente comun A B, los dos radios AOyA C ten-
drin que confandirse y el punto A quedari en la
prolongacion de O C que es la linea de los cen-
tros.

505.—Dos circules sitnados en un plano pueden te-
ner cinco posiciones relativas diferentes: primero, es-
tar uno fuera de otro, (fig. 179); segundo, ser tangen-
tes exteriormente (fig. 177); tercero, ser secantes (fig.
_176); cnarto, ser tangentes interiormente (fig. 178),
¥ quinto estar uno dentro del otro (fig. 180).
En estos casos la linea de los eentros goza de las si-
guientes propiedades.
[Fig, 179]. 1° Cuando los dos cireulos son exterio-
ves, la linea de los centros es mayor que la suma do
Figura 179. los radios, supuesto que O C se compone de los dos
radios, mis la parte A B.

[Fig. 177]. 2° Cudndo los dos circulos se tocan exieriormente, la 1i-
nea de los centros es tgual d la suma de los radios, pues pasando por el
punto A de contacto se tiene 0 C =0 A + AC.
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[Fig. 176]. 3° Cuando los circulos se cortan, la linea de los centros
es menor que la suma de los radios y mayor que su diferencic. En efec-
to, considerando el tridngulo C A O se tiene:

0C < OA +0A (425)
0C>0CA—=0A (426)

.
©8). 4° Cuando dos cireulos se tocan interiormente, la linea
de los cenlros es igual ¢ lo diferencia delos radios. En efecto, la linea
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de los centros prolongada pasa por A, y sc tiene
OC=A0—AC

(Fig. 180). 5° Cuando wuno de los circulos estd
dentro del otro, lu linea de los centros es menor que
ln diferencia de los radics. En este caso se tiene

0C+0B+BA=0A
dedonde 0C=0A—CB—BA
oot luego OC<0OA—CB

Las reciprocas de estas proposiciones tambien son ciertas.

505.—PROBLEMAS DE Dos ¢ircULos.—L—Tirar una langente exle-
rior comun & dos cireulos dados (fig. 181).

ConsTrUCCION.—Llévese el radio O A
del*circulo menor de B 4 C; con el radio
0 C fgual ¢ la diferencia de los radios,
tricese el circulo B C D; desde O, tirese
& este circulos la tangente O’ D; tirese a!
punto de contacto D el radio O D y pro-
lénguese hasta F; por el centro O llévese
0’ H paralela 4 O F; y tirando por Fy

H una recta, ésta serd la tangente comun 4 los dos circulos.

DexostrACTON.—Para que F H sea tangente 4 los dos circulos, es
preciso que sea perpendicular 4 los radios O F' y O’ H en los puntos de
contacto, y para demostrarlo bastard probar que la figura O’ D F H es
un rectingulo. Tenemos que por ser O’ H igual y paralela 4 D F, el
cuadrilitero O’ D F H serd paralelogramo (450); pero este paralelogra-
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mo es rectangnlo por ser O’ D perpendiculard OF, y por ser O’ H pa-
ralela 4 esta recta.

El problema admite dos resoluciones, pues por una construccion
idéntica puede tirarse la tangente G J en la parte superior de los dos
circulos,

II.— Turar una tangente tnterier comun & dos cireulos dados {figu-
ra 182).

CoxsTrUCCION.—Llévese el radio O’ A del
circulo menor de B 4 C: con un radio 0 ©
iguai é la sumae de los radios, tricece el cir-
culo C K D: desde O’ tirese la tangente O’ D
& este circulo: llévese al punto de contacto el
radio O D: por O’ tirese el radio O’ E para-
lelo 4 O D, y reuniendo E con F se tendrd la
tangente pedida.

o

Figura, 182,

DExosTrACION.—Siendo F D igual y paralela 4 E O’ (450), el cua-
drilitero B O’ D F seri paralelogramo; pero habiéndoss tirado O’ D
tangento al circalo, el 4ngnlo O’ D F serd recto lo mismo que E O’ D
pot ser O’ E paralela & F D, luego E O’ D F seré un rectingulo, y
siendo E F perpendicular & los radios O’ Ey O F seré tangente 4 los
circulos dados.

El problema admite dos resoluciones, pues por una construccion
idéntica puede tirarse la tangente G H.

LINEAS PROPORCIONALES.

507.—Las magnitudes A y B son proporcionales 4 ofras dos C y D
cuando se puede establecer entre sus razones la siguiente I gualdad:




A C

ey

Unas veces las letras A, B, C y D representan las magnitudes mis-
"

mas, sean lineas, dngulos, arcos, superficies, eec.: pero ofras, y eslo
més general, expresan la relacion que existe entre cada una de ellas &
la unidad de su especie, y bien sean cantidades 6 nimeros sus razones
Y proporciones gozan de las propiedades que ya quedan demostradas en
aritmética y en dlgebra. Las voces proporcion, antecedente, término
medio praporcional, ete., significan en geometria lo mismo que en las
otras partes de las matemiticas.
Cuando se indique el producto de una linea por otra, generalmente
» deberd entenderse que se trata del producto de los nfimeros, que ex-
presan las relaciones entre estas lineas y otra tomada por unidad. Asi
si @ y b representan dos rectas, @ + & podrd indicar el resultado de la
operacion mecdnica de poner una 4 continuacion de la otra estas dos
lineas, § el valor numérico que resulta de sumar los nfimeros que re-
presentan las magnitudes de las rectas @ y b; pero si se tiene a b 6 o?
ete., estos productos, por regla general, indiearan los productos de los
nimeros que representan las magnitudes de las lineas.

508.—S¢ dos rectas A F, y G M, situadas en un plano (Gg. 183) es-
tdn cortadas por un nimero cualguiera de paralelas A &, B H, C ¥,
ete., tiradas por puntos tomados G distancius iguales sobre la primero,
los partes G H, H Y, V K, elc., determinadas sobre la sequnda recta,
serdn tguales entre st.

Funddndonos en que son paralelas las rectas, & iguales las partes
A B, B G, € D, ete., demostrarémos que tambien serdn iguales las par-
tes G H, HY, Y K, ete.

Por los puntos A, B, C, etc., tiremos las rec-

tas An, Bo, Cp, ete., paralelas 4 G M, por loque

\p  Serdn paralelas entre si, y resultarin los tridn-
\¢ gulos AB#a, BCo, CD p, ete., iguales entre
si por tener un lado igual adyacente 4 Angulos
Shim iguales (384). Los lados iguales son A B=B C

=0 D, ete., por construccion. Los dngulosadyacentes respectivamen-
te iguales, son: B A n=C B o=D C p, ete., y A B u=B € 0=C D p,
ete., por correspondientes. Por la ignaldad de los trifngnles se tiene:

An=Bo=Cp=Dgetc
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pero como las figuras A n G H, Bo Y H, Cp K Y ete., son paraleld-
gramos, los lados opuestos serdin iguales, esto es,
An=GH, Bo=HY, Cp=K Y ete.
pero como los primeros miembros de estas ecuaciones son iguales entre
si, sc infiere que lo serdn los segundos, esto es,
6 H=H Y—=K'X cto.
que es lo que se tenia que demostrar.

509.— Dos rectas cualesquiera A B y C D (fig. 184) colocadas en un
plano, son cortadas en partes proporcionales por tres paralelas AR
EFyBD,

Las magnitudes E A y E B podrdn ser conmensurables 6 inconmen-
surables.

A 1° Silas distancias E A y E B son conmensura-
bles, y suponemos por ejemplo, que dividiendo
E B en dos partes, una de éstas puede llevarse cua-
tro veces de E 4 A, y nos imaginamos que por los
puntos de division se tiran rectas paralelas entre si,
p conforme al teorema del pérrafo que antecede, el
iy lado C D quedar4 dividido en partes iguales, de las
que dos corresponderin & la parte F D y cuatro 4 la C F. Por tanto,
si representamos por n la magnitud de una de las partes del lado A B
y por .’ las del lado C D, tendremos:
EB:EA::2m :4m
7 B R C 2w s A
de donde EB:EA : FD : FC, quecslo que sede-
bia demostrar.

2° En el caso de que A By B C (fig. 185) sean inconmensurables,
el teorema es igualmente cierto. Supongamos que dividiendo A B en
tres partes iguales'y llevando una de éstas cuatro veces sobre B C que-
de la resta i C, la que forzosamente serfi menor que una, de las partes.
Tirando paralelas por los puntos de division, resultard dividida E D
en tres partes, y E F en cuatro, mfs una resta F n.

F Si consideramos las porciencs conmensurables
AB Bj,EDyEn
tendremos AB : Bi : ED : En

sustituyendo por B i su ignal B C—i C,
y por E n su valor E F—F n, se¢ ficne:

4 7 2 AB:BC—C ::ED:EF—-Fn

Figura 185,

multiplicando entre si extremos y medios
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ABXEF—ABXxFn=BCXED—_EDx%iC
trasladando ABX EF -B(Ux ED=AB XFn—EDXiC

“stablecida esta ecnacion, vamos 4 demostrar que A B X E F no
puede ser desigual 4 B¢ x E D. Silo fuera, habria entre estos pro-
ductos, cuyos factores son todos constantes, una diferencia d fija é in-
dependiente de la magnitud arbitraria de las partes en que se dividieran
A CyF D. En el supuesto de que pudieran ser designales, se tendria

; ABXEF—BOXED=4d
yporlomismo ABXFn—EDxiC=4d
en la que por construccion Fn < 4 ED6iC <31 AB
Ahora bien: si en lugar de dividir A B en tres partes iguales, la di-
vidimos en treinta y llevamos estas partes sobre B C y tiramos parale-
lag, el valor de las restag i C ¥ F' n serd una fraccion menor que dntes,
y mucho menor atin si dividiéramos A B en 300 6 en 3,000 partes.
Asi, pues, las restas son cantidades variables cuyo valor podremos dis-
minuir 4 nuestro arbitrio 4 medida que el nfimero de divisiones an-
mente, sucediendo otro tanto con cada uno de los términos A B X Fn
y ED X i0C, enlos que entra nna fraccion como factor. Asi es, que
siendo d constante, por expresar la diferencia entre las cantidades fi-
jasABX EFyBC x E D;en la ecuacion
ABxPn 'EDxiC=4d
4 : F n<LB, F n<A—B:
3 30 3000
AP ABxFn<AP ABxFn<AB
3 30 3000

y anmentando el nimero de divisiones llegarfa 4 tenerse
AcBecn o g
pero como nunca puede ser el minuendo menor que la resta, tampoco
podremos suponer desigaales los productos AB x EFyBC x ED,
y si son iguales resultard la proporcion
AB:BC:ED:EF

que es lo que se debia demostrar.

510,—.57 desde un pnnfo D (fig. 186) tomado sobre un lado de un

pudiendoser Fng

tendriamos A BxXFn<

tridngulo, se tira una recta D E paralela d otro lado A C, se verifica~

rdn tres cosas: 1° los lados A B y B C quedardn cortados en partes
proporcionales: 2* los lados serdn proporcionales & sus partes: y 3° el
lado A B del tridngulo total es con su base A C, como el del parcik
B D es con la suya D 1.

Para demostrar la primera propiedad, tirese B F pa-
ralela & A C, prolénguese este lado y la recta D E, ¥
por el punto F tirese F H paralela al lado B C,
Las rectas A By F H quedardn cortadas en partes
proporcionales por las tres paralelas (509) y se tiene
2T BD:DA:FG:GH
pero por lados opuestos de paraleldgramos F G=B E, y G H=E
sustitnyendo se tiene

BD DA = BE Q. 0T

que es la primera parte del teorema.

Para demostrar la segunda, componiendo en la dltima proporcion,
se tiene:

BD+DA:DA=BE+EC:EC
Alternando medios y sustituyendo
BA:BC:=:DA:EC

Alternando medios en la proporcion (1) resulta que las partes son
proporcionales entre si, esto es,
BD:BE :DA:EC

lnego - BA:-BO:BD:-BE

Para demostrar la tercera propiedad tiraremos por el punto D una

paralela D L al lado B G, y considerando que los lados totales A By
A C son proporcionales 4 sus partes B D y L C, se tiene:

ABAGC 2 BD ()
pero como L C=D E por lados opuestos de paralelogramo, sustituyen-
do, resulta:

AB:AC2zBD :DE

511.— Rectprocamente, siempre que une recta D B (fig. 187) corte
los lados de un tridngulo en parfes proporeionales, serd pardlels & le
base A C.
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A C
Si suponemos que D I no sea paralela al lado A C,
8 i al KL
tendré que serlo otra recta que pase arriba 0 abaj_o de
B. como D F, v entonces en virtud de la hipotesis del
et 2 d =
51 teorema, se tiene:
/ AB:BOC AD:CE
/ 3 . =
A - 4 1a hase. se hdria (010_24}
: 7 POT SI 2 paralela 4 la base, setendrl
Figera 167, y por suponerse D F paraiela ¢ ;

AB:BC 2 AD :0F
meros términos de estas proporeiones,

an desiguales; luego no se puede admi-
sea paralela al lado A C.

pero siendo iguales los tres pri

no es posible que los cuartos se

= )

tir que otra recta diferente de D E, :

512.—PROBLEMAS DE LINEAS PROPORCIONALES.—L —Dividir una
linea A B (fig. 188) en un nimero dado de partes iguales.

Supongamos que se quiere divitlir en cinco par-

tes ignales.
1;00:\‘31‘3:0@10:\'.—211 uno de los cxtremosrB
de 1a recta se construye un fngulo; sobre la recta
B D de longitud indefinida se llevan cinco pa’rtes
iguales cc:n:enzando desde B, de B dc, de' ¢ af,
Ragels etc.: se ume ¢l punto D, donde llega la dltima di-
vision, con el extremo A de la recta, ¥ timnr}f -l)z%l‘i’llﬂlﬂ.s }701"(10? clngtr;a
puntos de division g, £, ey ¢, estas paralelas dividirin la recta A |
inco partes ignales. : 5
011;:10 f}::;}dz:ziano do esta construcecion es el teorema del niimero 508,

93 (JONSTRUCCION.—Con el fin de evitar la necesidad de tirar mu-
chas paralelas, se emplea el siguniente procedimiento (fig. 189): '

En los dos extremos de la recta dada se tiran

dos paralelas de longitud indefinida: sobre cada

una de ellas y partiendo de los puntos Ay B., ge

llevan cinco partes iguales, y uniendo respectiva-

mente los puntos de division de ambas paralelas

por rectas, estas dividirin A B en los puntos m,

L n,oypend partes ignales. Como las rectas que

determinan estas divisiones son paralelas, por lados opuestos de para-

lelogramos, el fundamento de esta construccion es el mismo que el de

13 anterior.

99

IL.—Dividir una rects A B (fig. 190) en partes proporcionales é las
de otra recte O D.

0 En el extremo B se construye un 4n gulo cual-

quiera. Sobre la recta B C’, se Ilevan las partes

Bw’, m’n’, yn’ € iguales respectivamente 4

las de la recta D C: se unen los puntos ¢’ YAy

se tiran paralelas 4 A C’ por los puntos n’ y m’,

Estas paralelas dividirdn &4 A Ben p yenoen
partes proporcionales 4 las de C D (509).

IIL.—Construir una cuarta proporcional & tres lineas dadas, m, n
ylp (fig. 191)
e m e
e
P i S
iy A 4 Supongamos que los términos de la propor-
: cion han de estar en este 6rden:

USRS D
X
Figura 181,

Formese el angulo A y sobre uno de sus lados Ilévense las magnitu-
des que forman la primera razon, A B=m, y B C=n. Sobre el otro
lado del 4ngulo llévese A D=p.

Tirese la recta B D y por C una paralela, la parte E D sers la cuar-
ta proporcional pedida.

En efecto (510) se tiene

ASBERIGT S A R
susbitnyendo
man o peDE

luego D E es la cuarta proporcional buscada.

IV.—Construir una tercera proporcional & dos lineas dadas m y n
(fig. 192). :
——im Como se sabe, se Ilama tercera proporcional de
n*‘";—nf}% ~ dos cantidades, el cuarto término de una propor-
< cion continua. Si suponemos que el 6rden de los
términos de la proporcion ha de ser el siguiente:
BT

LB la construccion serd idéntica 4 la del problema an-
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terior. Formando unéngulo A sellevarin sobre uno de sus lados mag-

nitudes iguales 4 los términos de la primera razon: A B=m y B C=n.

Sobre el otro lado se tomard A D=n. Se reunird B con D, ytirando

C E paralela 4 BD, la D E sera la tercera proporcional pedida; pues
(510) se tiene:

AB:: BCusADw DE
y sustitnyendo .
m:n:xn:DE

lnego DE=x

SEMEJANZA DE FIGURAS.

518.—Se llgman figuras semejantes los que tienen sus digulos res-
pectivamente iguales, y sus lados homdlogos proporeionales.

En general se entiende por lados homdélogos, los que estdn adyacentes
¢ dngulos iguales. En los tridngulos, como la suma de los tres 4ngunlos
vale dos rectos, los lados de los tridngulos que estin adyacentes 4 4n-
gulos iguales, forzosamente quedarin opuestos 4 4ngulos iguales. Por
esta causa, en los dridngulos los lodos homdlogos estdn opuestos & dn-
gulos iguales. '

514.—Una recte D E (fig. 193) paralele ¢ uno de los lados B C de
wn trigngulo, determine otro tridngulo semejante al primero.

A Los dos triangulos AB Cy A D E tienen comun el 4n-
gulo A; B=A ED y C=A D E por correspondientes.
Ademas (510—2°)
Efe D AB:AE ::AC:AD
2 g 3 (510—3°] :
S A B AR B0 BD
luego
ABr AR SACCAD B0 ED
asi es, que teniendo los 4ngulos iguales y los lados homologes propos-
cionales, los tridngulos serfn semejantes.
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815.—Dos (ridngulos son semejantes cuando tienen dos dngulos res-
pectivamente iguales.

Sean los tridingnlos A B 0y A’ B’ C° (fig. 194) que tienen los én-
gulos

A=A’ y B=B’

siendo estos dos dngulos iguales (434—4°) el tercero tambien lo serd y
ge tendrd C=0’

Si sobre B A se lleva una parte B D=B’ A’ y sobre B C se toma
B E=B’ (¢’ y se tira D E, se tendri el tridingulo B D E igual &
B’ A’ C’ (383) por ser el dngulo B=DB’ formado por lados respectiva-
mente ignales. Por la ignaldad de los tridngulos, B D E=A’ y por hi-
potesis A=A’ luego B D E=A; como estos dngnlos son correspon-
dientes, D E serd paralela al lado A € (415). Ahora bien: siendo D E
paralela & A C (514) el tridngulo B D E ser semejante & A B C; pero
como B D E es igual 4 A’ B’ C’, se infiere que este trifngulo serd se-
mejante 4 A B C.

516.—Dos tridngulos son semejantes cuando tienen un dngulo igual,
Sformado por lados proporcionales.

B B  Sea el dngulo B=B’ (fig, 194) y
A-Bo AL B e Bl REE

¢ Si pusiéramos el tridngulo A’ B’ €’ sobre A B C,

haciendo coincidir el ngulo B’ con B, por ser igua-

les estos 4ngulos, el lado B’ A’, tomaria la direc-
i cion de B A, y B’ C’ tomaria la de B C; reuniendo
los puntos D y E en que suponemos que caen A’ y C’ se tendrd el tridn-
gulo BD Eigual 4 A’ B’ (7’ por tener un dngulo igual formado por
lados ignales (385). Como por el supuesto se tiene

df--1 A

A

AB:-A B ::BC . B
sustitnyendo sus iguales, resulta
AB:BD::BC:BE

lnego larecta D E que corta en partes proporcionales los lados del tridn-
gulo, serd paralela al lado A C (511) y por tanto los tridngulos A B C
y B D E serfin semejantes por ser equiingulos, pero como B D E es
ignal 4 A’ B’ C’, este tridngulo tambien serd semejante 4 A B C.

517.—Dos tridngulos serdn semejantes cuando tengan sus ires lados
respectivamente proporcionales.




