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De una manera anfloga se demostraria que el dngulo C D E=c de,
que E=e y que - :
CD:cd::ED:ed::EA:ea.

A‘si es que los poligonos tienen sus lados proporcionales y sus angu-
los iguales,

922.—St desde uno de los vértices de un poligono A se tiran diago-
nales y por un punio b de uno de los lados se tiran paralelas b c, ¢ d
yde é los oiros lados, el poligono A b ¢ d ¢ que resulte, serd semejante
al primero (fig. 198). j
z 0 i
g V La razon de esto es que el nuevo poligono
» A b c d e resultars formado por tridngulos seme-

jantes y dispuestos de la misma manera. (521) Los

b tridngulos son semejantes por ser equingulos.

Figura 168,
923.—Los perimetros de dos poligonos semejantes, son proporeiona-
les & sus lados, 6 & sus lineas homdlogas.
, Por ser semejantes los poligonos, se tiene (fig. 197).
AB:ab:u:BC:bcuCD:cdu=DE:de:EA:ea
y fundéndonos en que la suma de los antecedentes es 4 la de los conse-
cuentes, como un antecedente es 4 su consecuente tendremos:
AB+BC+CDete. :ab+be+cdete. :: AB:ab
Hamando P el perimetro de un poligono y p el del otro, y sustituyendo:
P:piAB:ab,
En virtud de la semejanza de los tridngulos se tiene:
AB:ab:u:AC:ac
inego P:p:uiACGeae
lo que se ha demostrado respecto 4 esta diagonal podria demostrarse de

cualquiera otra linea que tuviese una posicion semejante @ homéloga
en &mbos poligonos.

524.—PROBLEMAS DE SEMEJANZAS DE FIGURAS.—L.—Sobre le recta
d construir un fridngulo semejante & A B C.

£ (Fig. 199). Es preciso saber 4 qué lado del
e triingulo conocido debe ser homdloga la rec-
ta dada. Suponiendo que lo sea de A B, en
sus dos extremos se constrnirdn los dngulos
a: a=A y b=B, y prolongando los lados se ten-

Flsure drd el triangulo pedido a b ¢ (515).
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1. Sobre una recte dada kb construwir un poligono semejante d 0tro
ABCDE.

» (Fig. 200). Sabiendo que h debe ser el
lado homélogo de A B, se tirarin las dia-
gonales A C, A D, y sobre h se construi-
14 el tridngolo a b ¢ semejante 4 A B C.
En seguida sobre a ¢, como homglogo de
A C, se construird el tridngulo ac d se-
mejante 4 A C D; y por altimo, sobre

Planracaes a d, como homélogo de A D, se construi-
ré el tridngulo a d e semejante 4 A E I,

Tambien puede resolverse el problema llevando el lado h sobre su
homélogo A B de A 4 b’, tirar por este punto la paraléla b’ ¢’ 4 B C.
en ¢ tirar ¢’ &’ paralela & O D, ypor & tirar & ¢’ paralelad D E. Asf
quedaria formado el poligono A b’ ¢’ 4’ ¢’ semejante 4 A B C D E. En
seguida sobre h se construiria el poligonoabed eiguald A b ¢’ d’ €'

El arte de levantar planos consiste en construir sobre el papel figu-
ras semejantes 4 las de un terreno dado, para lo cual comunmente lo
que se hace es descomponer en triéngulos la figura cuya extension se
trata de determinar, y dibujar en el papel, sujetiindose & una escala
dada, tridingulos semejantes & los del terreno.

7

LINEAS PROPORCIONALES EN LOS TRIANGULOS

525.— Varias rectas A B, A C;, A D y A E que parten de wn mismo
punto A son cortadas en partes proporcionales por dos paralelas B E
y FG.

A Comparando los lados homélogos de los tridngulos
ABCyAFH; ACDyAHI;ADEy ALG
—\@ que son semejantes por ser equifingulos, se tiene:
AB:AF:zAC:AH
5 E AC:AH:AD:AL
Hears W AD:AL:AE:AG

14
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¥ como la tltima razon de cada proporcion es la primerade la siguien-
te, se tiene:
AB:AF:AC:AH:AD:AL:AB:AG
que ¢s lo que se tenia que demostrar.
826.—Dos paralelas F G y B E quedon cortadas en partes propor-
clonales por varias rectas A B, 4 C, etc., GUe CONCUTTEN €1 UN PUNLO
4. (Fig. 201).
Comparando los lados homélogos de los tridngulos semejantes, se
tiene:
AC:AH B :FH
AU A H o0 H
lnego BiC I H 20D = H T (1)
AD AT = G D H T
AD:AL :DE:LG
lnego CD:HL:DE:LG (2)
comparando las proporciones (1) y (2) se tiene por filtimo:

BO:FHACD :HL:DE:LG

que es lo que se tenia que demostrar.
531, — Reciprocamenie siempre que dos poralelas 4 By B F sean
cortadas en partes proporcionales por varias rectas A B, ¢ D, E F,
ongadas, estas concurrirdn en un mismo punfo (fig. 202).
Prolongando A By C D concurririn en el
punto O, y si supusiéramos que B F prolonga-
da no concurriera en el mismo punto 0, debe-
ria concurrir otra recta que partiendo de E pa-
‘sara & la derecha 6 4 la izquierda de F como
Figara 202, E i, y en tal concepto tendriamos:
Conforme 4 la hipdtesis del teorema :

X-CB Do GRS
y por concurrir E i prolongada en O (526)
AC:BD=0E:Di
Siendo los tres primeros términos de estas proporciones iguales, ten-

drd que serlo el cnarto, esto es, D i=D F lo que es un absurdo y prue-
ba que E 1 no concurrird en el punto O & ménos que coineida con EF.
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528.—En todo tridngulo A B C (fig. 203) lg bisectriz B O de un dn-
gulo divide el lado opuesto A C en parfes directamente proporcionales
@ los lados A B y B C del angulo.

Desde Oy A béjense las perpendiculares CD y

A E 4 la bisectriz B O prolongada, y resultarin los

tridngulos A B E y B C D semejantes, por ser ambos

rectdngulos y tener el 4ngulo A B E=C B D (515).

Como en tridngulos semejantes los lados homdlogos

gy son proporcionales, tendrémos A B opuesto 4 E, es

con su homélogo B O, opuesto al angulo B D C, como A E opuesto 4
A B E es con su homélogo C D, opuesto &4 C B D.

AR R A YO D,

Por otra parte, los trifngulos A O Ey O C D son semejantes por
tener el dngulo E=C D O por rectos, y A O E=C O D por opuestos
al vértice. Comparando loslados homblogos de estos tridngnlos, lo que
se hace buscando los lados que estin opuestos & los dngulos iguales,
tendrémos:

ATHSC D A0 00

suprimiendo la razon comun entre esta y la anterior proporecion, resul-
tard demostrado el teorema

AB:BC:2:A0:C0

529.— La bisectriz del dngulo exterior C B E (fig. 204) de un tridn-
gulo corta el lado A C prolongado en un punfo F, cuyas distancias ¢
los puntos A y C son proporcioneles & los lados del dngula B, esto es,
se tendrd :

A WA R Dl T G 30

DEexosrrAcION.—Si por C tiramos C D
paralela 4 la bisectriz B F, se tiene (510"
0Y .
! AF:FC:AB:BD
pero el tridngulo B C D es isésceles, por
7 1 tener el dngulo B D C=E B F por corres-
e pondientes, y B C D=F B C por alternos
internos, y como E B F—F B C por mitades de EB @; B D C=
B C D, de lo que se infiere que B D=B C.




108

Sustitnyendo en la anterior proporeion, resultard demostrado el teo-
remas:

: AF:FC::AB:B(C

530.—8% desde el vértice del dngulo recto de un tridgngulo recténgulo
se bajo una perpendicular ¢ la hipotenusa, se verificardn tres cosas: 1°
los tridngulos parciales serdn semejantes ol tridngulo fotal, y semejon-
tes entre si: 2° la perpendicular es media proporcional entre los dos seg-
mentos de la hipotenusa: y 3° cada lodo del dngulo recto es medio pro-
porcional entre toda la hipotenusa y el segmento adyacente.

A 1° Para demostrar la primera parte del teorema,

tenemos en la fig. 205 que el tridngulo parcial

B A C D es semejante al total A B € porque tienen

Bt | el éngnlo O comun y ambos son rectingulos (515).

El otro tridngulo parcial A D B es semejante al

total porque tienen el 4ngulo B comun y son ambos rectingulos. Sien-

do cada uno de los tridingulos parciales semejantes al total, serén se-
mejantes entre si.

2° Para demostrar que la perpendicular A D es media proporcional
entre los dos segmentos C D y B D de la hipotenusa, bastard compa-
rar los lados homoélogos, buscando como 4ntes lo hemos explicado (528),
los opuestos &4 Angnlos iguales, de los tridngulos ACDy A D B yse
tiene:

'
1 -
1
I
]
1

GD A D A DDl

3° Para demostrar la tercera parte del teorema basta comparar los
lados homblogos de uno de los trifngulos parciales con el total:

Comparando A C D CD:AC::AC:CB
Idem ADB BD:AB:-AB:0B

C D es lo que se llama la proyeccion de A C sobre la hipotennsa C B.

531.—E1 valor numérico del cuadrado de la hipotenusa es iqual & la
suma de los cuadrados de los catetos.

Si en las dos tltimas proporciones del teorema anterior formamos el
producto de extremos y lo ignalamos al de los medios, se tiene:

CDxCB=AC
BDxCB=A B

a
sumando estas ecuaciones ysacando 4 C B como factor comun, resulta:
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(CD+4+BD) CB=AC'+A B’
pero.como en la figura: C D+ B D=C B, sustituyendo obtendrémos
CB=A C*+A B
que es lo que debiamos demostrar.

Debemos repetir que el producto de dos lineas, asi como la segunda
potencia de una recta, generalmente es el producto de los nmeros que
expresan las relaciones de estas lineas 4 la unidad de longitud.

532.—De aqui se infiere que ¢l cuadrado de un cateto es igual al cua-
drado de la hipotenusa ménos el cuadrado del oiro cateto; pues despe-
jando en la Gltima ecnacion 4 A C? 6 4 A B’ se tiene:

ACG=0B—AB yABRCB-_AC

538.—En un tridngulo oblicudngulo, el cuadrado del lado opuesto al
dngulo obtuso, es igual d la suma de los cuadrados de los ofros dos la-
dos, mds el doble producto de uno de estos lados por la proyeccion del
olro sobre éste.

Tsto es, si desde el vértice B (fig. 206) bajamos
la perpendicular B A sobre el lado D C prolongado,
C A serf la proyeccion del lado B G sobre D G, y
debera tenerse

DB=B0'xDC+2DCxCA
DEMOSTRACTON,—Considerando el tridngulo rectingulo A B D se
tiene:

D B—B A?+A D*....[1]

Determinarémos los valores de B A? y de A D?, y en seguida los sus-
titnirémos en esta ecuacion, El tridngulo rectinguio B C A nos da

B A*=B C*—C A°
AD—(AC+0D)E=A C+2ACXCD+C D
sustituyendo los valores de B A* y de A D*en la ecuacion [1] se ob-
i D B*=B (°—C A’+-A C?+R ACXCD+C D?

reduciendo, resulta demostrado el teorems

DB_BC+D C*+2A0XCD

o S A I S
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-4 ) ORI 1, U e e

?U;)é. En wn tridagulo oblicudngulo, el cvadrado de un lado opuesto
al dngulo agudo, es igual 4 lo swma de los cuadrados de los otros dos la-
dos, ménos el doble producto de uno de estos lados por la proyeccion del
alro sobre éste.

B Esto es, si desde el vértice B (fig, 207) bajamos

la perpendicular B D sobre A O, D C sers Ia pro-
i £ yeccion del lado B C sobre A C, y se tendré

AB—B (*+A (>2 A CxDC

DEMO0STRACTON.—En el trifingulo rectdngnlo A B D se tiene
AB=BD'+A D ..[1]

Determinarémos los valores de B D* v de A D? para sustituirlos en
esta expresion. Kl tridngulo rectdngulo B D C da

B D’=B ¢*—D ¢*
AD—=(AC—D C)’—A C-2 A CxDC+D ¢
sustituyendo los valores de B D? y A D?en la ecuacion (1) se obtiene

A B=B 0D C*+A C*—2 A CxD C+D ¢

reduciendo
A B—B C*+A -2 A 0xD C

con lo que queda demostrado el teorema.

535.—Asi, pues, conforme 4 los dos Giltimos teoremas y al del nfime-
ro 531, el cuadrado de un lado de un tridngulo es mayor. igual 6 menor
que la suma de los cuadrados de los otros dos lados, segun que el 4n-
gulo opuesto es obfuso, recto 6 agudo. Sirepresentamos por a, b y ¢ los
lados del tridngulo, y por p la proyeccion del lado ¢ sobre b tendrémos:

a’=b’+c*+2 b p cuando A es obiuso.
a—h?e e »» A esrecio.
a'=b*+-c*—2 b p ,, A esagudo.

Estas t6rmulas servirdn para caleular el valor de un lado, 6 parade-
terminar Ja especie del dngulo opuesto, cuando se conocen las otras
cantidades que enfran en elles.
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$36.—PROBLEMAS DE LINEAS PROPORCIONALES.—I. Dividir una
recta A B (fig. 208) en partes proporcionales & las de otre dods m p-

Constriiyase sobre A B un trifingulo equiltero
A C B; desde ¢l vértice C 1lévese una linea C P—
m p, y sobre ella constriiyase el tridngulo equilé-
tero C P R. Siendo P R—m p sobre ella se lleva-
r4n las partes P n, n o, y o R respectivamente igua-
les 4 mn, noy o p, y tirando desde C las rectas Cn
y Co, prolongadas determinarin sobre A B partes
proporcionales 4 las de la recta dada (528).

II. Dividir la recta A B en 5 partes iguales (fig. 209)

Sobre A B constriiyase el tridngulo equildtero
A B C; desde C y sobre C A llévense cinco partes
iguales, prolongando este lado si fuere necesario;
témese C E=C D y tirando D E se tendr4 el tridn-
gulo equildtero C D E; llévense de D & E cinco
partes iguales 4 las tomadas sobre C D y reuniendo
los puntos de division m, n, o, p con C, quedard
s dividida A B en ¢inco partes iguales (526).

2
S

II1. Dividir una recte A B (fig. 210 en partes proporcionales d dos
rectas dadas m y 1.

Por el punto A tirese la recta A C indefinida, y
por B la paralela B D; sobre la primera tomese
A C=m y sobre la segunda B D=nj; rétinase C con
D ylarecta A B quedard dividida en E en partes
A E y B E proporcionales 4 m y 7.
En efecto, los triingulos A E C y B E D son se-
Flguadle: mejantes por tener iguales los dngulos A y B por
alternos internos, y los en B por opuestos al vértice [515]; luego sus
lados homélogos serdn proporcionales.

A Gy BD A B YEB
sustituyendo
m:n:AE:EB

s S T AN
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IV.—Tirar wna tangente interior comun & dos cireulos dados.

Si smponemos el problema resuelto por me-
dio de la recta B O [fig. 211], tangente co-
mun & los dos circulos, ytiramos la linea de
los centros O O’ ylos radios 0 C y O’ B 4
los puntos de contacto, resultardn dos trién-
gulos A O C y A O’B que serdn semejantes,
¥ nos servirdan para determinar el punto A

Pigura 211, de la linea de los centros por donde debe
pasar la tangente pedida.
Los tridngulos A O C y A O’ B son semejantes por ser rectingulos
y tener ignales los 4ngulos en A por opuestos al vértice. Siendo seme-

Jantes, sus lados homélogos serén proporcionales; luego
00 0BT 0 A6 A
Esta proporcion nos indica, que para determinar el punto A por don-
de debe pasar la tangente interior comun 4 los dos circulos, basta divi-
dir la linea de los centros O O’ en partes proporcionales 4 los radios,
lo cual nos sirve de fundamento 4 la siguiente
CoxstrUCCION.—Tirese en uno de los eireulos un radio cualquiera
O D, y en el otro circulo un radio que le sea paralelo en sentido con-
trario O’ B, y tirando la recta E D ésta dividirs 1a linea O 0’ de 1os
centros en partes proporcionales & los radios, supuesto que comparan-
do los trifingulos semejantes A O D y A O’ E se tiene
0D+ B .0 K0 A
S1 desde el punto asi determinado, se tira una tangente & uno de los
circulos, ésta serd tambien tangente al otro.
V.—Tirar una tangente exterior comun ¢ dos ctrewlos dados.

Si por medio de la B D (fig. 212), tangente ex-
terior comun 4 los dos circulos, suponemos resuel-
to ¢l problema, y tiramos la linea de los centros

* O Cylosradios O By C D, prolongando la tan-
gente y la linea de los centros resultardn log tridn-
gulos semejantes O B A y C D A, que nos serviran
para determinar el punto A de la linea de los cen-
tros por el que debe pasar la tangente pedida.
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Los tridngunlos 0 B A y C D A son semejantes por ser rectingulos
y tener el ingulo en A comun. Siendo semejantes sus lados homélo-
gos, serdn proporcionales, luego

OB @D - 0A:0A
dividiendo
OB—CD:CD =20C:CA

Hsta proporcion nos indica que el punto donde concurren la tangen-
te exterior con la linea de los centros, debe ser tal, que pueda estable-
cerse la siguiente proporcion: la diferencia de los radios es al radio
menor, como la linea de los centros es 4 sn prolongacion, en la cual
solo el cuarto término es desconocido. Esta propiedad nos servird de
fundamento para la siguiente

CoxstruccroN.—Tirese un radio cualquiera O E, y por el punto C
otro en el mismo sentido que le sea paralelo C F, reuniendo E con F y
prolongando E F hasta su interseccion con la linea de los centros se
determinard el punto A, desde el cual, si se tira una tangente exterior
& uno de los circulos, lo seré tambien al otro.

En efecto, se tiene en los trifngulos OBAy O D A

OB CD =0A: CA
dividiendo
0:B=0'D -0 D00 : QA&7 1]
y en los tridngulos O EAyCF A
OE :CH::0A:CA
dividiendo

OE—CF:CF ::00:CA....[2]

siendo iguales los tres primeros términos de las proporciones [1] y [2]
tendrd que serlo el cuarto,

VI.—Dadas dos rectas A By C' D (fig. 213) que no pueden Prolon-
garse, tirar por un punto O una recta que pase por su punto de con-
CUTS0,

=)

Tk

(¥ Por el punto O tirese una recta cualquiera E F,

2 L-C_—\—\ g  on seguida tricese la paralgla B O, y dividiendo es-
/ \F ta recta en partes proporcionales 4 E O y OF, se
Ef—\ 5 determinard el punto G (536 III). Larecta O G pa-

2 / i = sard por el punto desconocido de concurso [527].

Fizurn 213,
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