126
=20r1
50, tione C=2 % 3141593 X 25 =15707965

. . l £ o
11.—Siendo lo gircunferencio de un ctrevlo de 839:292044 determinar
la longitud del didmetro.

En la férmuola C==xd

despejaremos 4 d=

T
C
7T

2 4 < #
sustituyendo d=-———339 292044
3°141593
1. —Determinar lo longitud de un arco de 48° en wn cireulo cuyo
rddio es de 10 metros,
La cireunferencia de este circnlo conforme 4 la formula
C=2xrx

=108 metros.

s — 2 X 3141593 X 10 = 6283186
una simple proporcion nos dard la longitud del arco de 48°

m m
360° : 48° :: 62°83186 : x = 837758
‘IV.—Se quiere saber cudl serd el nimero de grados de un arco de
ciroulo, cuye longitud es de 5% metros y cuyo rddio es iqual ¢ 15.
La circunferencia de este circulo seré:
C=2nr
.. m
sustituyendo C =2 x 3141593 X 15 =124247790
una proporcion nos daré el niimero de grados del arco

124947790 : 52 2 360° : x = 150° — 40°

con poca diferencia, :

V.—Determinar lo magnitud de un arco de 69° en partes del rédio.

En este caso se supone el ridio =1. La circunferencia serd

C=2aarx
gustituyendo C =2 X 341598 X 1 = 6283186
estableciendo la proporcion:
360° : 60° :: 6283186 : x=1047198

Esto es, siendo 1 el ridio, la longitud del arco de 60° serd 1:047198

millonésimas. :

SEGUNDA PARTE.
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SUPERFICIES.

Preliminares.

551.—Superficie es la extension en longitud y latitud prescindiendo
del espesor 6 grueso. !
e La superficie de una figura es la extension
comprendida entre las lineas que la limitan.
Del mismo modo que la medida de una linea
S i se obtiene refiriendo su longitud al nimero de
d’—'ﬂ i) i i lp veces que contiene otra linea escogida por
E “F unidad, para valuar una superficie es necesa-
| rio determinar cudntas veces contiene la uni-
.. dad de superficie. Altratar del sistema de pe-
H RS sos y medidas (182 y 185) hemos visto que la
unidad superficial es un cuadrado, y si representando esta unidad por
abc d (fig. 230) quisiéramos estimar la rea 6. fuperficie del rectin-
gulo A B C D, bastaria averiguar cuéntas veces el cuadrado esté con-
tenido en el rectdngulo. En la figura que hemos tomado por ejemplo,
diriamos que la frea del rectingulo es de 12 medios centimetros cua-
drados, porque 12 veces cabe la unidad superficial escogida, que es el
medio centimetro cuadrado, en dicho rectingulo.
Se Uaman figuras equivalentes las que lenen superficies iguales, y
como ge ha visto, fignras 1guales son aquellas que sobreponiéndolas
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coinciden en todos sus puntos. Los rectingulos ABCD y EF G H
son equivalentes porque tienen la misma superficie; pero, como se ve,
no son iguales.

552.— Para determinar las Areas es de un uso frecuente escoger en
los tmmgu]oy, y en los paralelogramos uno de sus lados como buse de
la figura, y se llama altura la perpendicular bajada sobre este lado del
veértice § del lado opuesto, :
¢ i H__6 Asi (fig. 231) tomando A B por dase
A lg alture del tridngulo es C D. En el
;f '\ / / tridngulo E F G, considerando E F
e como base, la altura es G I, la cual,
Figara 221, comg se ve, cae sobre la prolongacion
de la base. Por @ltimo, en el paralelégramo J O, Ja basces J K yla
altura M L, la caal puede bajarse desde cualquier punto del lado
opuesto & la base.

353.— Un par ﬂfﬁfoﬁ(.na 0.4 B CD[fig. 232 y un rectdngulo A B B F
que tienen lo misme base A B é igual a??zua., son equivalentes.
F_E£ P ¢  Siendo la altura del paralelégramo igual 4 la
perpendicular E B, si prolongamos F E pasard
por D C, y ejecutindolo resultarén dos tridngulos
A : A F Dy B E C que serén iguales,l [885] por tener

Figara 192, el ingulo F A D — E B C, por estar formados por
lados paralelos, y tener sus vértices en la misma direccion y F A—E B
¥y A D=B C por lados opuestos de paralelégramo. Una vez demostrado

que el tridngulo AFD=B EC

si sncesivamente restamos del trapecio A B C F cada uno de estos
trifingulos tendremos:

AB
Inego A B C D=A B E F en superficie, que es lo que
se queria demostrar,

554, —Dos paralelogramos de igual base é iguel alture son equivo-
lentes, por ser cada uno de ellos eguivalente 4 un rectingulo dela
misma base y altura.

550.— Un tridngulo cualquiera A B O [fig. 333] es equivalente d la
mitad de un pareleldgramo de lg misma base y alture.
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_,p Considerando A C como la base del tridngulo, por

el vértice B del 4ngulo opuesto tirese una paralela BD

4 A C, ypor Cuna paralela C D 4 A B, resultard el
paralelégramo A B D C de la misma base y altura que

Figura 235. el tridngulo; pero como los tridngulos ABC y BC D
son iguales (386), por tener B C comun, B D=A C y A B=C D por
lados opuestos de paralelogramo, se infiere que el tridngulo A B C se-
r4 1a mitad del paralelégramo que tiene la misma bése y altura que éL

556.—Dos tridngulos que tienen sus bases y alturas respectivaments
1guales, son equivalentes; porque cada uno de los tridngulos es la mi-
tad de paralelogramos equivalentes entre si.

557.—Dos rectdngulos de la misma base son proporcionales ¢ sus al-
turas.

Puaede suceder que las alturas sean conmensurables 6 inconmensura-
bles entre si.

B 1° Si (fig. 234) se tienen los rectingulos

: ABCDyA’ B CD’ de bases ignales, A D

=A’ D’ y cuyas alturas A B y A’ B’ sean con-

mensurables, de modo que, por ejemplo, divi-

n A diendo A’ B’ en tres partes ignales, cada una

Figura 254 de éstas puede llevarse sobre A B cineo veces,
en este supuesto resultari

AB :AB
Si por log puntos de division tiramos paralelas respectivamente 4 las
bases A’ D’y & A D quedars dividido el rectidngulo A’ C’ en tres rec-
tdngulos, y el rectingulo A C en cinco rectingunlos ignales todos entre
si por tener la misma base y altura, luego

rectdngulo A’ @’ : rectingnlo A C :: 3

suprimiendo Ia razon comun de estas dos proporciones, se tiene por
altimo:

rectingulo A’ €’ : rectingulo AC :: A’B’ : AB

que es lo que se tenia que demostrar,
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20 Silas alturas A B y A’ B’ son tnconmen-

surables (fig. 235) el teorema serd igualmente

B cierto. Supongamos que despues de haber divi-
dido A’ B’ en dok partes iguales, al llevar la
i D A’I p’ magnitod de estas partes sobre A B resulte esta
s altura dividida en cuatro partes de A 4 i, que-
dando una resta i B, la que forzosamente seri mener que una de las
divisiones. Tirando por los puntos de division paralelas, quedaran di-
vididos el rectdngulo A’ €’ en dos rectingulos, y el rectingulo A Cen
cuatro recténgulos ignales entre si, mas otro i C menor que los demas.
Considerando las porciones conmensurables, tendrémos conforme &

lo que acabamos de demostrar:

rectangulo A’ C’ : rectingulo A o :: ALB A

Como rect. A o=rect. A C—rect. i C, y A i=A B—B i sustituyen-
do se tiene:

rect. A’ ¢’ : rect. A G—rectiC :: A’B’ : AB—Bi
multiplicando entre &i los medios y los extremos

ABxrect. A’C’ —Rixrect. A’C’ = A’ B’ X rect. A C—
— A’B’ % rect. 1 C
trasladando:
AR CTroeh AL MATB Creer. A=
—Bixurect. AV — A’ B X rect. iC

Una vez establecida esta ecnacion, vamos & demostrar que A B X
recténgulo A’ O’ no puede ser desigual 4 A’ B’ X rectingulo A C. Si
1o fueran, habria entre estos dos productos, cuyos factores todos son
constantes, una diferencia d fija é independiente de la magnitud arbi-
traria de las partes en que se divida A’ B’y se tendria:

AB ¥ rect. A°C° — A’ B’ X rect. A C=d.

y por lo mismo B i X rect. A’ ¢’ — A’ B’ X rect. 1 C = d.

Si en vez de dividir A’ B’ en dos partes iguales, la dividiéramos en
20 6 en 2,000, y llevando la magnitud de estas partes sobre A B, por
los puntos de division tirdramos paralelas, resultaria que la recta Biy
el rectingulo i C podrian hacerse sucesivamente mis y més pequefios,
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7 los productos de que son factores podrian ir disminuyendo tanto co-
mo se quisiera. Asi es, que siendo d constante por expresar la diferen-
cia entre cantidades fijas: A B X rect. A’ O’ y A’ B’ X rect. A C, 1le-
garia 4 tenerse, aumentando el niimero de divisionesde A’ B’, enla
ecuacion:

Bixreet. VC—A’B xrect.iC=d

A’ B” Bi<A’ B’

0 una {iraceclon tan pequeiia co-
2 2,000 2

pudiendo ser B i<

mo se quiera, llegaria 4 tenerse B i X rect. A’ C’ < d; pero como no
puede ser el minuendo menor que la resta, tampoco podrémos suponer
desiguales los productos AB X rect. A’C y A’ B’ X reet. AC, ¥
siendo iguales se tendra la proporcion .

rech, A’C’ :rect. AC :: A’B : AB

que es lo que se debia demostrar.
558.—Como en un rectingulo puede tomarse la altura como base y
ésta por altura, se infiere que las dreas de los rectdngulos que tienen
sus alturas iguales, son proporcionales ¢ sus bases.
5569.—Dos rectdngulos cualesquiera son entre st como los productos
respectivos de sus bases por sus alfuras.
B ; Sean ABCDyEF G H (fig. 236) dos rec-
: tdngulos cualesquiera. Sisuponemossobrepues-
to el recténgulo E G de manera que coincida el
4ngulo recto I' con el D, tomard la posicion
» E F ED & II’. Siprolongamosellado G’ H’ hasta
Figura 235, M, se formard el paralelogramo A D G’ M de Ia
misma base que A U y de igunal altura que D H’. Como el rectingulo
D M yel A C tienen la misma base A D, serdn proporcionales 4 sus
alturas, y por tanto
rect. AC :rect. DM :: AB : D G....[m]
Los rectdngulos D M y D H’ tienen la misma altura D G, luego se-

rén proporcionales & sus bases, como lo expresa la siguiente propor-
cion:

rect: DM :reet.’ D H? 0 AD 2D E i fn]
multiplicando ordenadamente las proporciones [m] y [n], y suprimien-
do los factores comunes, resulta:
reck. AC ;rect. DH’ : ADXAB:DFE XDG@




sustituyendo

rect. AC ;rect, FH :: AD X AB:FEXFG
que es lo que se tenia que demostrar.

560,—PROBLEMAS DE FIGURAS EQUIVALENTES.—L—Trasformar el
poligono A B C' D E (fig. 237) en oiro equivalente que tenge un lado
MENDS.

CoxstruccroN.—Tirese la diagonal A C: por

¢l vértice B del tridngulo A B C que tiene esta

diagonal por base, tirese B B’ paralela 4 A C;

: si despues prolongamos el lado D C hasta su in-

i Ny 5 terseccion en B’, con la paralela B B’ y trazamos

e la recta A B’ se tendré el poligono A B’ D E de
un lado menos y equivalente 4 A BC D E.

DExosTRACION.—Tomando A C como base de los tridngules A CB
y A C B, por estar los vértices opuestos B 'y B’ sobre la misma para-
lela, tendrdn sus alturas ignales; luego (556) los trifngulos AC B ¥
A C B’ serfin equivalentes. Si 4 cada uno de ellos ze agrega el area de
la figura A G D E, resultard A B O D E equivalente 4 A B’ D E.

L. Trasformar wn poligono A B C D B (fig. 238) en un tridngulo
equivalente.

.Ejecutando la construccion del problema
anterior, trasformarémos el pentigono
A BCDE en el cuadrilitero equivalente
A B’D E. En seguida, tirando la diagonal
A D, laparalela E D’ ylarecta A D’ tras-
formarémos el cuadrilitero AB’D E en el
SR tridngulo A B’ D’, el cual resolverd el proble-
ma, supuesto que es equivalente al cuadrilitero y éste al pentégono.
Del mismo modo podr reducirse & tridngulo un poligono de mayor
ntimero de lados.

IIL.—Trasformar un poligond A B C' D (fig. 239) en otro equivalen-
te que tenga wn lado mds.

CoxstruccioN.—Desdeel vértice A tirese unarec-
ta indefinida A E que quede fuera del poligono y
otra A F que toque el lado opuesto D C en un pun-
to cualquiera F: por el vértice D del tridngulo
A F D tirese D E paralela 4 A F, y reuniendo los
puntos B y F se tendrd el poligono A B C F E pe-
Figura 239. dido.

DEeMosTRACION.—Los tridngulos AF Dy A F E tienen la misma
base A F, y estando los vértices opuestos D y E sobre una paralela,
tendrén alturas ignales, y por lo mismo serén equivalentes (556). Si &
cada uno de los triéngulos equivalentes A F D y A F E se agrega la
parte comun A F O B resultard el poligono A B € D equivalente 4
A B CF E que tiene un lado més.

VALUACION DE LAS SUPERFICIES.

561,—Hemos dicho que para medir O valuar la drea de una figura,
es necesario determinar el nimero de veces que contiene la drea de otra
figara escogida como término de comparacion, y que la unidad de su-
perficie es un cuadrado cuyo lado es la unidad lineal.
D 7 ¢ Asi, porejemplo, si queremos medir la drea
g del rectangulo A B C D (fig. 240), la compa-
rarémos 4 la del cuadradoa b ¢ d, tomado co-
ED" l mo unidad, y determinarémos cudntas veces
A—b s 5 la unidad lineal a b, lado del cuadrado, estd
Figara 240. contenida en la base A B del rectdngulo (6
veces en el caso que consideramos). Si por los puntos de division tira-
mos rectas perpendiculares 4 la base, resultarin 6 bandas 6 rectingu-
los cuya base es la unidad y cuya altura es la del rectdngulo A B C D.
En seguida llevarémos la unidad lineal a d, lado del cuadrado, cuan-
tas veces se pueda sobre la altura A D del rectingulo (4en nuestro
sjemplo), y tirando por los puntos de division paralelas 4 la base, re-
sultard el rectangulo A B C D dividido en 6 bandas, cada una de las
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cuales contiene 4 cuadrados, ¢ en junto 6 X4=24 unidades superficia-
les. Se vé, pues, que para valuar la 4rea del recténgulo, se ha determi.
nado el nfimero de unidades lineales de que constan su base y su altura,
y el producto de estos dos nfiimeros expresa cuéntas vecesla unidad su-
perficial a b e d est4 contenida en el repetido rectangulo.

Como puede suceder que la unidad lineal no esté contenida un nfi-
mero cabal de veces en la base y altura del rectdngulo, valuarémos su
drea, funddndonos (559) en que dos rectingulos cnalesquiera, son pro-
porcionales & los productos de sus bases por sus alturas. Asi, en la mis-
ma figura 240, se tiene:

ABCD:abecd::ABxAD:abxad

ycomoab cd es la unidad superficial, y sus dos lados son ignales en-
tre si ¢ iguales 4 la unidad, sustitnyendo resulta:

A BCD: 1 sABSCAD 1 3t
luego despejando, resulta la 4rea de
ABCD=ABXxXAD

por lo que en general se dice que la drea de un rectdngulo es igual al
producto de su_base por su alture; pero es preciso tener presente que
en este modo abreviado, y tal vez impropio de expresar la superficie de
un rectangulo, loslados A By A D son los nfimeros que indican las
veces que cada lado contiene 4 la unidad lineal, y que la 4rea A BOD
debe estar expresada en unidades superficiales, como centimetros cua-
drados, metros cuadrados, pulgadas cuadradas, ete. En la @ltima pro-
porcion los términos de la primera razon expresarén, por ejemplo, me-
tros cuadrados, y los factores de log términos que forman la segunda
razon, indicarfn metros lineales, 2

562.—En el caso de que los dos lados del rectingulo sean ignales, 1a
figura serd un cuadrado y su drea estari medida por lu 2° polencia 6 el
cuadrado de uno de sus lados. De esto proviene que se llame cuadrado
4 la segunda potencia de un néimero.

063.—La drea de un paralelégramo es igual al producto ds su base
por su alture, supuesto que (553) el paralelogramo es equivalente 4 nn
rectingulo de su misma base y altura.
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564.— La drea de un lridngulo es igual d la mitad del produclo de su
base por su altura, en razon de que (355) es equivalente 4 la mitad dg
un paralelogramo de igual base y altura.

565,— La drea de un trapecio es igual al producto de la semisuma de
las bases paralelas por la altura. A

Sea el trapecio A B C D (fig. 241). Tirando la
diagonal A C, quedari descompuesto en dos tridn-
gulos A BC yADC, quetendrinla m‘isma al-
tura B F, y si tomamos por bases respectivamen-
te los lados paralelos del trapecio, se tiene:

drea del tridngulo ABC=1ABxEF
drea del tridngulo ADC=iDCxEF

. . DO, w
sumando, el trapecio A B C D= e J; XEF

que es lo que se tenia que demostrar.

F = M - . » . - L] o
Gomo Bt DO gy (459) recta tirada & distancias iguales de

1as bases, puede decirse que la drea de un trapecio es igual el producte
de su altura por la recta que une los medios de los ladosno paralelos.
566.—La drea de un poligono regular es igual d la mitad del produc-
to de su pertmetro por el rddio reclo.
Sea el poligono A B C D E F (fig. 242); si desde
el centro O se tiran los ridios oblicuos O A, O B,
O C.... resultarin tantos tridingulos ignales como
lados tenga el poligono regular.
La 4rea de uno de estos tridngulos

Figura 242, AOB=1ABXxHO

lnego si multiplicamos los dos miembros de esta ecuacion per 6, nime-
ro de los lados del poligono, se tendri:

area del poligono, A BCD....=3X6ABXHO
pero 6 veces un lado A B es el perimetro, y H O es el ridio rec.to,
si llamamos A la 4rea del poligono, p su perimetro y r el rddio recto,

en gencral se tendri:
A=31pr
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