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iguales serdn proporcionales d sus alturas; y 2°, que las dreas de los
tridngulos que tienen alturds iguales son proporcionales & sus bases;
pues para demostrarlo basta suprimir el factor igual en la segunda ra-
zon de la anterior proporcion.

576.—Las dreas de dos_ fridngulos A B O y D E F (fig. 249) que
fienen un dngulo igual, son proporcionales d los productos respectivos
de los lados que forman el dngulo igual. :

Si el 4ngulo B=E sobreponiendo los
tridngulos, el lado B D tomaria la po-
sicion B D’ yel lado E F lade BF*, y
reaniendo D’ y F” se tendria el tridn-
golo B D° ¥’ ignal & E D I, por tener
un dngulo igual formado por dos lados
respectivamente ignales. Ahora bien: tirando la recta A F” resultardel
tridngulo A F’ B, en el que tomando B T’ como base, tendré la misma
altura a que A B C; y si se toma B A como base tendra la misma altu-
ra a’ que B D’ F. Supuesto que estos tridngulos tienen la misma altu-
ra serdn proporcionales & sus bases (5756—2°) y tendrémos:

Figura 24,

ABOsATD B0 BT
y ARB B -ABTBD
L]
R Y Tt AL Ry 3 = PR
multiplicando ordenadamente estas proporciones y suprimiendo el fuc-
tor A F’ B comun 4 los dos términos de la primera razen, resulta:

ABG L BB R s B0 AR < B s Bl

y sustituyendo sus igunales
ABC:EDF :BOXAB:EFXED

que es lo que se queria demostrar.
577.—Las dreas de los tridngules semejanles son proporeionales 4 103
cuadrados de sus lados homdlagos.
a 2 Sean los tridingnlos A B C y A’ B’ (¢’ (fig. R50)
por ser semejantes tendrdn sus dngnlos igualesy
/ sus lados homologoes proporcionales. Por ser el dn-
& gulo A=A’ se tiene (576)
ABO AR & i A @oGA B - AVE e AL B
B por lados homélogos A C : A 7 :: AB : AP
multiplicando estas proporciones ordenadamente y suprimiendo los
factores ignales, resulta:
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ABC: AP Q = AR : A’B”. . .[1]

Como los tridngulos son semejantes, se tiene:

AB ;AR :: AC : A_;’C’ TwBE: B C
elevando al cnadrado
APB: - AP A D AP BB "

comparando esta série de razomes con la proporcion [1] resulta:
ABG: U B U AR A B A UISSRGg - B O Begs
que es lo que se debia demostrar.

578.—Las dreas de dos lridngulos semejantes son proporcionales ¢
los cuadrados de sus bases 6 de sus aliuras.

En el hecho de ser los fridngulos semejantes, conforme al teorema
del nfimero anterior, sus 4reas serin proporcionales al cuadrado de
los lados que se tomen por base.

) Para demostrar que lo son al cuadrado de sus

alturas, en los fridngulos semejantes A B C,

a b e (fig. 251) tomemos A C y ac por bases,

tiremos las alturas B D y b d, y resultardn los

3 L-dpa L tridngulos B C D y b ¢ d, queserin semejantes

Pt por ser rectingulos, y tener el dngulo BC D =

b ¢ d por ser suplementos respectivamente del dngulo BC A =beca
como Angulos de los tridingulos semejantes.

Comparando los lados homélogos de los tridngulos BC D ybed,

ge tiene B0 s hie o BD. hd
elevando al cuadrade B (*: beé*: BD?*: b d®

Por otra parte, las dreas de los tridingulos, por ser semejantes, esta-
rén en la relacion de

ABC :abou: BCih €
Inego AB:Gabe i BDLwbd

que es lo que se debia demostrar.

579.—Las dreas de dos poligonos semejantes son proporcionales d los
cuadrados de sus lados 6 de sus lineas homélogas.
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Sean ABEDCyabedec (fig. 252) dos
poligonos semejantes; si desde los vértices B
y b se tiran diagonales, quedarin divididos
en tridngulos que seréin respectivamente se-
mejantes (520) y se tendra:

ABOU :abc i ACasact il

BOD :bhed :: CD*:ed
BDE :bde : DE* : d¢
Siendo semejantes los poligonos, suslados y lineas homélogas seran

2

proporcionales, y tendrémos:
AQ:ap 53 CD:edu:DE de

clevando al cuadrado esta serie de razones
AC:ac 2 CD*:cd® :: DE2 : de?

por ser iguales las segundas razones de las tres primeras proporciones;
se tiene:

ABC :abe :: BCD :bed :BDE :bde

Fuondéndonos en que la suma de los antecedentes es 4 la de los con-
seenentes, como un antecedente es & su consecuente, tendrémos:

ABEDC :abedc:: ABO :abe....[?]

Suprimiendo la razon comun entre las proporciones [1] y [2], re-
sulta:
ABEDO :abedec ;: AC® : ac?

Esta proporcion demuestra Ia primera parte del teorema, y como en
vez de la razon A C2 : ac® por la semejanza de los tridngulos, puede
ponerse la de otras lineas homoélogas elevadas al cuadrado, quedaré de-
mostrado el teorema en todas sus partes.

580.— Las dreas de los circulos son proporcionoles ¢ los cuadrados
de sus radios ¢ de sus didmetros. '

Hemos visto que la 4rea de un circulo (568) estd expresada porla
férmula:

S

1a de otro circulo seria s

-

Formando una proporcion con estas ecuaciones, se tiene:
S:guzRBR: a1
suprimiendo el factor comun 7 de la segunda razon, resulta:
g:maRa o x (1)

Si en esta proporcion sustitnimos por R y r sus valores en funcion
del difdmetro que expresarémos, por D y d, se tiene:

S ::Dzzg
4 4

multiplicando por 4 la segunda razon, resulta:
SegaDiad. 0 @)

quedando demostrado el teorema por medio de las proporciones (1) y (2)

581.— Las dreas de dos sectores semejantes son proporcionales d los
cuadrados de sus radios, ¢ al cuadrado de sus arcos.

Se dice que dos sectores son semejantes, cuando los arcos que los for-
man tienen el mismo nfimero de grados.

Si representamos por S y s las aveas de los sectores, por Ay alosar-
cos, y por R y r los radios, tendrémos (570):

g_4A R

de donde S:s::f%ﬁ'ar

Como los arcos de igual nimero de grados son proporcionales & los
radios, se tiene:

Acvase Bore s L8]

multiplicando estas proporciones y suprimiendo los factores comunes,
resulta:

S:8::R2 22

que es lo que expresa la primera parte del teorema. Para demostrar la
segunda establecerémos la proporcion

s
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R s Ng)

multiplicando ordenadamente los términos de esta proporcion por los
de la (1) y saprimiendo los factores comunes, resulta:

Seam N g

que es lo que se debia demostrar.

982.—Es de mucho interés fijar la atencion en la correspondencia
intima que existe siempre entre las relaciones geométricas de una figu-
ra y las relaciones numéricas de sus lineas 6 de sus 4reas, que no vie-
nen & ser sino la traduccion de las mismas propiedades en otro lengna-
Je. Asi, pues, valiéndonos de esta correspondencia, hemos demostrado
en muchos casos por medio del 4lgebra, teoremas de geometria, y ofras
veces por medio de la geometria podrén establecerse & demostrarse for-
mulas algebriicas.

Por via de ejemplo, demostrarémos geométricamente una formula
establecida en dlgebra, y un teorema deducide de las propiedades de
las lineas proporcionales.

583.—Dadas las lineas a y b (fig. 253), determinar la relacion que
existe entre estas rectos y el cuadrado de su suma.

" Tomese A B=a, en seguida coléquese B C=h, y
— ‘= constuirémos luego el cuadrado A C D E sobre el la-
E #_p 90AC=a+ b; tomando A F = a, y tirando por

los puntos B y F lasrectas B H y F Y paralelas, 4 los
Y lados del cuadrado, se tendra:

F

; p. AODE = sup. (AG+CG+EG+G D)

g P
Figura 253,

El rectingulo C G, como ficilmente puede demostrarse, es igual 4
E G; asi es que, sustituyendo:

ACDE=AG+2CG+GD

y reemplazando estos valores geométricos por sus expresiones algebréi-
cas, resulta:

(a+by=a"+2ab+1

cuya formula hemos demostrado en aritmética al tratar de las partidas
del cuadrado de un ntimero compuesto de decenas y unidades, y en 4l-
gebra al ocuparnos de la multiplicacion de los polinomios.
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584, — Bl cuadrado O H (fig. 254) formado sobre la hipotenusa de un
tridngulo rectangulo, es equivalente ¢ la suma de los cuadrados A D
A G formados sobre los catetos. -

Desde el vértice A del ingulo recto, bijese la per-
pendicular A O, prolénguese hasta K y tirense las

rectas BD y A M. .
‘°’< ; El tridngulo B C D es igual 4 A M C por tener
10 el 4ngulo B C D = A € M formado por lados res-
: pectivamente iguales, B ¢C=CMyCD =_A (8]
| por lados de cuadrados. El dngulo B C D es igual

: ’;.,m 25'3 4 A C M porque cada uno de ellos estd fo%‘mada de
un énguf]o recto, méas la parte comun A C B. Asi, pues, se tiene:

trigngulo BD C:= AMC.... (1)

El tridngulo B D C tiene la misma base D C que el cuadrado A D,

&igual altura, por estar comprendidos entre las paralelas C Dy B E,

8

luego
cnad. A D @)

sup. tridngulo B D C= ;

Bl trifngulo” A'M € tiene la misma base O'M que el rectdngulo
0 'C MK, & igual'altura; por estar comprendidos' entre las paralelas
CMyAK, lunego

ect: CK
s, trifnguled M € =ttt sulB)

Siendo los primeros miembros de las ecuaciones (2) v (3) ignales eu-

tre & (1) resulta que
cuad. AD _ rect. CK
0 cuad. AD = rect. CK.... (4)

de una manera andloga puede demostrarse que
cnad. A G = rect. BK.... (3)

sumando las ecuaciones (4) y(3), tenemos por altimo:

cuad. A D+ cuad. A G =cuad. CH

que es Jo que expresa el teorema, y lo mismo que habiamos demostra-
do en el nfim. 531, de otro modo.
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aSﬁ.-O_BSERnczox.—Ecta propiedad nos sirve para formar un cua
drado equn_'alen!;e 4 la suma 6 4 la diferencia de dos cuadrados conoci-
dos; pues si se construye un tridngulo rectingulo A B () (fig. 254) en
¢l que los catetos A B y A C sean los lados de log cuadrados conocidos
el cuadrado formado sobre la hipotenusa serd equivalente 4 la suma di;
los cuadrados A G y A D; y el cuadrado construido sobre uno de log
catetos serd equivalente 4 la diferencia entre el cuadrado de Ia hipote-
nusa y el del otro cateto.

5‘8’6.—Si observamos en la figura 254 que el cuadrado B G M H y los
recfangulos B K y CK tienen la misma base B H — 0 K, sus éreas
seran proporcionales 4 sus altaras B C, B 0 ¥ O C; esto es,

BM:BK:CK:=:BC:B0O:0C

sustitnyendo por B K su equivalente A G, y por C K el suyo A D, se
tiene que : >

BM:AG:AD=BC:B0O:0C

esto es, que la relacion enire el cuadrado Jormado sobre la hipotenusa y
los cuadrados construidos sobre los catelos, es la misma que la que hay
entre la hipotenuse y los segmentos B O y O Cadyacentes.
??7.~La drea de un poligono, construido sobre la kipotenuse de un
tridngulo rectdngulo es equivalente & la suma de las dreas de los poli-
gonos semejantes al primero, construidos sobre los catetos del mismo
tridngulo.
Si en la fignra 255 llamamos A la 4rea del poligo-
_ no construido sobre la hipotenusa, a la del construi-
& a do sobre el cateto ¢, y a’la del construido sobre el
(?ate’co ¢’, tendrémos que por ser los poligonos seme-
Jantes, sus dreas serin proporcionales 4 los cuadra-
dos de sus lados homélogos (579). Esto es:
s asctmatc et oA o h?

Fundéndonos en que la suma de los antecedentes es 4 Ia de los con-
secuentes, como un antecedents es 4 su consecuente, se fiene:

a+.a e etnAgh
pero como (534) b= ot e

endo ignales los consecuentes, lo serdn los antecedentes,
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luego A=a+2a

que es lo que se debia demostrar.

088.—La drea de un circulo consiruide sobre la Lipotenusa de un
tridngulo rectdngulo como didmetro, es equivalente d la suma de los cir-
culos construidos sobre los catetos como didmetros.

Siendo el circulo un poligono regnlar de una infinidad de
lados infinitamente pequefios, este teorema es un corolario del
anterior; pero lo demostrarémos fundéndonos en la expresion
de la 4rea del circulo en funcion del didmetro (568). Sea (fig.

7 256) D la hipotenusa, didmetro del circulo construido sobre

Figurs 28. olla y S so drea, d uno de los catetos, difmetro del circulo

cuya firea representarémos por s; y @’ el otro cateto didmetro del cir-
culo cuya rea es 8. En tal virtud,

= : 7
sumando las dos Gltimas ecunaciones, y sacando 1 como factor comun,

resulta:

B Ea :g {dz - d’s].... [1]

pero como [584] d* + 4% = D?
sustituyendo en dos se tendra:

‘ Fpp el

4

y conforme & la ecuacion (1), obtendremos s + §'==8
que es lo que se queria demostrar.

589.—PROBLEMAS DE COMPARACION DE AREAS.
—I.—Dada la drea A de un poligono P (fig. 257)
y uno de sus lados 1, determinar la drea de un se-
gundo poligono p semejante al primero, y en el cual
se conoce el lado komdlogo 1.
S Como las dreas de las figuras semejantes son pro-
poreionales 4 los cnadrados de sus lados homélo-
gos, se tiene:

20
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de donde

I1.—Dados dos poligonos semejantes (fig. 257), consbruir otro seme-
jante g ellos y equivalenie & su suma. :

Para resolver este problema, lo esencial es determi-
nar la magnitud del lado del poligono buscado, ho-
mologo 4 uno de los lados de los poligonos propuestos.

e Constriyase el dngulo recte A (fig. 258) y Hévense

, sobre sus lados longitudes respectivamente igunales &

Y R los lados homoélogos 1 y I’ de los poligonos conocidos;

i, tirese la hipotenusa B C, y si sobre ella se construye

un poligono semejante 4 uno de los lados, quedars resuelto el proble-
ma (587).

IIL.—Dados dos ctrculos A y B (fig. 259) construir ofro equivalente
¢ su diferencia. .

Tirese el didmetro D E, desde snextremo

D llévese la cuerda D Figual al didmetro d

del eirenlo menor B, y tirando la cuerda

F B éstaserd el didmetrodel circulo pedido.

DeyosTrAcION.—Por ser rectéingulo el

Figura 259, trigngulo D F E, se tendra:

TR — DR P
Si representamos por R el ridio del cirenlo A, por r el del circnlo B,
y por 1’ el del circulo buscado, euyo didmetro vamos 4 demostrar que
debe ser F E; sustituyendo en la anterior ecnacion, se tiene:
42— AR 4!
dividiendo todos los términos por 4, y multiplicindolos por w, nos d4:
Zir = R op 1

que-es lo que debiamos demostrar,
IV.—Construir wn poligono semejunto d otvo P (fig. 260), y cuya
dreq esté con la del primero en la relacion de m é n.
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Sea a b uno de log lados del poligono da-
do, y vamos & determinar el lado homdlo-
go del poligono cuya frea ha de estar- con
la de éste en la razon de m : n.
Sobre una recta indefinida llévense dos
rectas, C D y D E, cuyas magnitudes es-
iz tén en la relacion de m : n. Sobre C E co-
mo didmetro, tricese una semicircunferencia; levintese en Dla per-
pendicular D A, y tirando las cuerdas A C y A E, llévese gobre la pri-
mera de A 4 B el lado a b, por B triicese B F paralela & C B, y la rec-
ta A F seri el lado homélogo 4 a b del poligono buscado.
DEMOSTRACTON.—Por ser semejantes los trisngnlos ACEy A BF,
se tiene:

AQ:ABEAB:AF
AC-AR:AB AR
COmo A C=m. C Ey A E’=n. C E (530—3°)

sustituyendo estos valores en la proporcion anterior y simplificando

tendrémos: m:nAB:AF
0 sustituyendo il et s

y como las 4reas de los poligonos son proporcionales 4 los cuadrados de
los lados, se infiere que la érea dél poligono construido sobre la recta
A T, es 4 la 4rea del poligono P como m es & n; que es lo pedido en el
problema.




