TERCERA PARTIL.

VOLUMENES.

Planos y rectas.

590.—Hasta aqui nos hemos ocupado del estudio de las propiedades
de las fignras que pueden estar contenidas en un plano, considerando
las relaciones que existen entre las partes que las forman, con el finde
deducir de los elementos conocidos los desconocidos. Esta parte de la
geometria elemental se denomina por esta razon geometria plana. Va-
mos ahora & tratar de las iguras consideréndolas en el espacio y de los
cuerpos con sus tres dimensiones, cuyo estudio constituye lo que co-
munmente ge llama geometria en el espacio.

Nos ocuparémos primero de las relaciones de las lineas rectas con los
planos; en seguida de las que dan lugar los planos entre si, y por @lti-
mo, de los cuerpos formados de planos @ originados por el circulo, va-
laando sus 4reas y sus voliumenes.

591.—Hemos dicho (370) que plang 6 superficie plana es aguelle que
si 3¢ lo aplica en una direccion cuclquiera una linea recta, de modo
que esté totalmente confenida en diche superficle, ésta tocard todos los
puntos de la recta.

£ LT Todo plano debe considerarse como una superfi-
/’7 \\:’3’7—‘4’ ke . il 5 i
/ e ce indefinida en longitud y latitud, & menos que

[
/2 SIN no se fijen los puntos que lo limitan. Puede con-
Vi, {ET RS Akl X : ot imi .

e cebirse el plano engendrado por ‘el movimiento de
Figtira 561, una recta o A (fig. 261) que al girar al rededor del

punto o otro de sus puntos toca la recta A B. Igualmente puede ¢con-
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siderarse un plano engendrado por el movimiento de una recta A C
que resbala sobre otra A B, y que en sus diversas posiciones permane-
ce paralela 4 su primera situacion A C.

La interseccion de dos planos es una linea recta (370).

Dos planos que tienen tres puntos comunes que no estén en linea
recta coinciden en toda su extension (370)

Un plano queda determinado en general por la posicion de tres pun-
tos que no estin en linea recta; por dos rectas que se cortan en un pun-
to, 6 por dos paralelas. Tambien puede fijarse la posicion de un plano
que pasa por un punto, agregando la condicion de que sea perpendicu-
lar & una recta 6 paralelo 4 otro plano.

59%.—Siempro que una recta P A sea perpendicular & b vez ¢ otras
dos A By A C (fig. 262) colocadus en dos planos diferentes P A By
P A4 C que pasan por P A, esta recta serd igualmente perpendicular é
cualquiera ofra A E que puse por el punto comun A de interseccion y
que esté confenide en el plano C A B determinado por las rectas A By
40

Por Ja hipdtesis del teorema son rectos los 4ngulos PABy P A C,
¥y para demostrar que P A es perpendicular 4 A E, tendrémos que pro-
bar que el tridingulo P'A E es rectangulo en A, esto es, que el cuadra-
do de P E es igual 4 la suma de los cuadrados de los catetos P A y
J-.l\a. E- :

Tomemos A B=A C, tiremos las rectas BC, BPy
P G, con lo que resultardn los tridngulos ABCyPBC
que serdn isosceles, cl primero por construccion y el se-
gundo porque siendo iguales los tridngulos rectingulos
PAByPAC(385) setiene P B=P C. Tomando el
punto D en el medio de B C, base de los tridngulos isds-
celes, y tirando las rectas A D y P D, éstas serdn per-
pendiculares 4 B C en el punto D (428).

Considerando el tridngulo rectingulo P E D, se tiene:

PE=PD*LED.., .[1]
Ahora determinarémos los valores de P D* y E D? considerando su-
cesivamente los tridngulos rectdngnlos PD C, PACy A D C.

P D*=P C—C D’=P A’+ A C*—C D’=P A’+ A D’'+C D*—C D*
6 reduciendo: AR =Rl 9 )
en el trifngulo A D E: ED'=AF—AD....(3)
sustituyendo los valores de las ecuaciones (2) v (3) en la (1) finalmen-
te resulta:

Figurs 262,
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PEE=PA'+ AF

que es lo que teniamos que demostrar.

Siendo P A perpendicular & todas las rectas que, como A E’ pasan
por A, se infiere que: cuando una recta P A es perpendiculor d Z? vez
@ dos rectas A By 4 C, lo serd al plano que pase por éstas, ¥y recipro-
camente, siempre que una recta sea perpendicular 4 un plano, lo seré
tambien 4 toda recta que esté situada en €l y pase por el pié A dela
perpendicular P A.

593.—8i desde un punto P (fig. 263} se bajouna ]}e-fj)e-;zd-iczda?* PO
al plano D E y varigas oblicuas P4, PF, PC; 1° la perpendicular
P O és la menor; 2° las oblicuas P 4, P F, quese separan igualmente
del pié de lu perpendicular, son iguales; y 3°la P O que s¢ separea mads
s da mayor.

1° En cualquiera de los trifingulos rectingulos POA R OF
P 0 C, el cateto P 0, que es la perpendicular al plano, es menor que
cualquiera de las oblicuas P A, P F y P C, que son las hipotenusas de
los tridngulos. ' ;

Por esga razon, la distancia de un punto & un plano se mide por la
perpendicular bajada al plano. ’

90 Siendo A O = FO = O B, las oblicnas AP, F Py B P serdn
iguales por ser hipotenusas de los tridngulos iguales (385) A O P,
FOPyBOP.

30 810 C > O A podemos trasportar el tridngnlo P O A sobre su
isual P O B, que est en el mismo plano que la oblicua P G, y como
PC>PB(401)yPB="P A seinfiere que P C > P A.

)= 594.—De 1o que antecede resulta: 1° gue s se La-
ce girar wn dngulo recto P 0 4 al rededor de uno
de sus lados P 0, el olro 0 A deseribird un plano
A 0 B perpendicular al primer lado; y 2° toduas las
perpendiculares 0 A, 0 F, O B duna recta 0 _P
levantadas en uno desus puntos O, estan en un mis-
mo plano D E perpendicular ¢ diche recta.

595.— Por un punto 0 tomado en uag recte O P (fig. 263) 4 por otre
fuera de ella A, siempre se Lo puede tirar ui plano perpendicular, pe-
70 10 se puede tirar mas que uno solo.

Si hacemos pasar un plano por la recta P O observarémos que del
punto O y desde el A siempre se puede tirar una perpendicular & O P,
y al girar al rededor de ésta engendrard el plano A Q F B que lees

-
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perpendicular, y como no se puede tirar desde un punto mas que una
sola perpendicular &4 O P, resulta que no habrd tampoco mas de un
plano perpendicular que pase por el punto dado.

596.—Desde un punto O tomado en un plane (fig. 263) d por otro fue-
ra de él P, 0o se puede tirar mds que una perpendicular al plano.

Suponiendo engendrado el plano D E por el movimiento de O A al
rededor de O P, se comprends que en el punto O no se puede levantar
4 la recta O A més perpendicular que O P, asi como que desde el pun-
to P no se le puede bajar tampoco ninguna otra perpendicnlar.

597.—La proyeceion de un punto P sobre un plano (Ag. 264) es el
pié B de la perpendicnlar P B bajada de ese punto sobre dicho plano.

La proyeceion de una recta D P es la série de to-
dos los piés de las perpendiculares bajadas de los
puntos de la recta sobre el plano. Como todas las
perpendiculares son paralelas entre si, quedarin en
un mismo plano P A B, cnya interseccion con el
M N serd una recta A B. En consecuencia, siendo
la proyeccion de una recta otra linea recta, bastard
determinar la proyeccion de dos de sus puntos para tener la de toda
la recta.

Figura 264,

598.—E1 dngulo de una recta con un plano, cuando no es perpendi-
cular & éste, es el que forma con su proyeccion. Este dngulo es el menor
de todos los que forma lo recla con las lineas que pasan por su pié A.

En efecto, si por el pié A [fig. 264] tiramos otra recta cualquiera,
tomamos A C=A B y reunimos los puntos P y C, resnitarin dos tridn-
gulos PBAyP CA, enlosquelos dngnlos PAByP A C estdn
formados por lados iguales; pero siendo la perpendicular P B menor
que la oblicua P C, el 4ngnlo opuesto 4 1a primera recta, P A B ser4
menor que cualquiera otro P A C [432].

599.—Dos planos M, N, perpendiculares ¢ una misma recta P A no
pueden encontrarse, y por lo mismo serdn paralelos [fig. 265].

Si los planos -pudieran encontrarse, desde el pun-
to B de sn interseccion comun podrian tirarse las
rectas B P y B A, que por estar contenidas en pla-
nos perpendiculares 4 la misma recta, serdn ambas
perpendiculares 4 P A, lo cual es un absurdo [396].

Figura 265,
600.— Cuando dos rectas son paralelas, el plano perpendicular ¢ una
de ellas lo serd tambien & la otra [fig. 266].

161

Si el plano M N es perpendicular & P A, demostrarémos que tam-
hien 1o es 4 su paralela Q B. Tiremos la recta A B y su perpendicular
' D. Lalinea Q B por ser paralela # P A, estard en el mismo plano
P A B Q que ella, y el ingulo Q B A seréd recto. Tomemos B C=BD
 tiremos las rectas AC, AD, PCy P D. :

Los tri4ngulos rectangulos P A C y P A D son iguales (385), luego
Pe=F1

Siendo isésceles el tridngulo P C D, la recta P B tirada 4 la mitad
do su base serd perpendicular & C D. En consecuencia, siendg cD
perpendicular 4 A B y 4 B P, lo serf ignalmente 4 B Q contenida en
el mismo plano (592). Por ltimo, si Q B es perpendicular 4lavezd
B A y 4 C D, loserd al plano M N de estas rectas.

601.—Dos rectas P A y Q B (fig. 266) perpendiculares ¢ un mismo
plano M N, son paralelas entre si.

Si Q B no fuera paralela 4 P A por el punto B, se
le podria tirar una paralela diferente de Q B, la cual
(600) seria perpendicular al plano M N, resultando
que desde el mismo punto B podrian levantarse dos
| perpendiculares al mismo plano, lo que 1o es admi-
Figura 266, Sib].e-

602.—Dos rectas A a, B b, paralelas ¢ una tercera C ¢, son parale-
las entre st (fig. 267).

A g Si tiramos un plano M N perpendicular & C c,

éste lo serd 4 las rectas A ay B b (600), y siendo
estas perpendicnlares al mismo plano serdn parale-
las entre si (601). '

Figora 267.

603.—En el espacio dos rectas A B y €’ IF (fig. 268) pueden ser per-
pendiculares ¢ ung misma recta x y sin ser paralelas entre si.

A (4 Si suponemos que el rectingnlo A D gireal rede-

" Qor de una recta # y, paralela 4 sus bases en cual-

quiera posicion A’ D’ el lado D’ C* serd perpendi-

o cular 4 zy sin ser paralelo & A B, porque se en-
Figoma 20e. cuentra en un plano diferente.

Debemos hacer notar que prolongadas indefinidamente estas rectas,
no se encuentran. Igualmente observarémos, que en el espacio, & una
recta z y se le pueden levantar una infinidad de perpendiculares desde
<l mismo punto 2.

x
FH=
]
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604.—Las intersecciones A B y ¢! D (fig. 269) de dos planos parele-
los My N con otro plano B C, son dos rectas paralelas.

Por una parte las rectas A B y O D estn en el mis-
. mo plano A D, y por otra estando colocadas sobre los

planos paralelos M y N no podréin encontrarse prolon-

: N.F gadas, luego son paralelas.

Figura 269.

605.—Las partes A Cy B D (fig. 269) de paralelas comprendidas
entre dos planos paralelos son iquales.

Por el supuesto los lados A C y B D son paralelos, y por el teorems
anterior lo son tambien A B y C D, luego la figura A B C D serd pa-
ralelogramo, por lo ecual A C=B D (449).

De esto resulta que dos planss paralelos tienen todos sus puntos equi-
distantes; pues bastaria imaginarse que el plano A D fuera perpendi-
cular para que las rectas A C y B D midiesen las distancias de los dos
planos.

606.— La recta A B (fig. 210), perpendicular ¢ un plano M, lo es
fambien d cualquiere ofro plano N que le es paralelo.

Si por A B se hace pasar un plano cualquiera, por
ger A B perpendicular 4 M, el dngulo A B C es rec-
to; por ser N paralelo 4 M, la interseccion A D es
paralela & B O, y por tanto el ingnlo B A D tambien
_gerd recto. Como otro tanto sucederia con cunalqhiera
otra recta que pase por A y esté en el plano N, se in-
fiere que A B es perpendicular al plano N.

Figura 270.

607.—Toda recte A B (fig. 271) paralele ¢ otra € D, lo es igual-
menie & cualquier plano M que pase por lu sequnda sin pasar por A B.

Estando las dos rectas A B y C Den el mismo plano N por ser para-
lelas, la recta A B no podria encontrar el plano M sino en su intersee-
cion comun, esto es, sobre la prolongacion de C D; pero como por el
supuesto no es esto posible, tampoco podré cncontrar A B al plano M,
y por tanto serd paralela 4 éL

608.— S una recta A B (fg. V1) es paralela & un plano M, cual-
quier plano que pase por la recta A B encontrard al primero sequn une
paralele & ella, c
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Porque A B prolongada no podria cortar 4 C D sin

encontrar al plano M, lo que seria contra el supuesto.

De esto se deduce, que cualquiera recta paralela 4

P A B tirada por un punto del plano M, estd toda com-
Fiura 211, o prendida en este plano. '

609.— Las partes de paralelas A C y B D (fig. 27I) comprendidas
entre una recta A B y un plano M que le es paralelo son iguales.

Supuesto que la figura A D es paralelégramo, y en todo paralelogra-
mo los lados opuestos son iguales.

Como en el caso de ser A C y B D perpendicalares al plano M, el
teorema es igualmente cierto, se infiere que, una recta paralels ¢ un
plane tiene todos sus puntos eguid-istam‘eé de éste.

610.—Dadas dos rectas A B y C D (fig. 272) en el espacio que no se
cortan ni son paralelas, por una de ellus A B solo se puede hacer pasar
un plano paralelo ¢ lo otra C D,

Mgl Si por un punto cualquiera A 6 B de la recta
: ) A B se tira una paralela AE 6 BF4a CD, yse
: % hace pasar por A B y A E un plano, éste serd pa-
£ F ralelo 4 C D (607). Ademés, como todas las para-

F,gm‘;'._,_ lelas 4 A E y por lo mismo 4 C D estin en un mis-
mo plano, no hay masde uno solo que satisfaga 4 la cuestion.

Y kY
A i

!
1

611.— La menor distancia de dos rectas en el espacio, A By O D (fi-
gura 273) que no se cortan, es la perpendicular comun ¢ ambas 0 0’

2 Por el punto A tiremos A I’ paralela 4 C D, y

‘ B\ hagamos pasar el plano M por A By A D’ que serd
) paralelo 4 la recta O D. Por el punto C tiremos C B’

paralela &4 A B, y hagamos pasar el plano N por C D
,JE ) y C B’ que seré paralelo 4 la recta A B. La menor
ARG distancia de las rectas A B y C D serd la de los pla-
nos paralelos M y N que las contienen. Por la recta A B hagamos pa-
sar el plano B E perpendicular 4 M y 4 N.

La interseccion de este plano con N encuentra la recta CD en el
punto O, y levantando en este punto una perpendicular & C D, que que-
dar4 en el plano B E, se tendrd por tltimo la recta O O’ que es la me-
nor distancia de las rectas, siendo perpendicular 4 ambas y & los pla-
nos que las contienen.

El ingulo de dosrectas A By CD en el espacio que no se cortan, es




el BA D’ que forma una de ellas A B con otra recta A D’ tirada por
uno de sus puntos A y paralela 4 la otra C D.

612.—Dos rectas A B y C D (fig. 374) que no estdn en el mismo plo-
70, quedardn cortadas en partes directamentée proporcionales por tres
planos paralelos M, Ny P.
Reuniendo los puntos Ay D y tirando las rectas
BD,EF, FGyA Cporlos puntos de interseccion
de las rectas A B, A D y C D con los plenos M, N y
P, se tendrd E F paralela & B D (604) y F G parale-
la & A C, por lo que (510)
AR BB sATED
AF:FD =2CG{GD
S luego AE:EB::CG:GD

613.—ProBLEMAS. —L—Bajar una perpendicular ¢ un plano M,
(fig. 275) desde un punto P tomado fuera de él.

Sefidlense tres puntos del plano A, B y C equidistantes de P, por
ellos hégase pasar un circulo, cuyo centro O serd el pi¢ de la perpen-
dicular (593).

II.—Desde wn punto O de un plano, levantarle wne perpondicuiar.
(fig. 275).

Tomando O como centro, triicese un circulo, y en tres pantos de su
circunferencia levantense tres oblicuas ignales AP, BPy C P, y de-
terminando ¢l punto P en que coinciden sus extremos, éste serd el otro
de la perpendicular buscada.

Haciendo coincidir con el punto O los vértices delos
dngujos rectos de dos escuadras A O Py C O P, puede
determinarse igualmente la_perpendicular O P por la
linea de union de las escuadras (593).

i igurara.

1L — Levantar un plano M (fig. 275) perpendicular ¢ una recta O P:
1° por un punto O de la recta, y 2° por un punto C fuera de ella.

1° En el punto O levdatese la recta O C perpendicular 4 O P. En
seguida, en un plano diferente de P O C, levintese otra perpendicular
A O 4P O, yhaciendo pasar un plano por C O y A O, se tendrd el
plano pedido.

20 Bhjese del punto C la perpendicular C 0 & P O; determinado el
punto O, levdntese por él otra perpendicular 4 P O, pero en un plano

16

diverso a1 P O C. Haciendo pasar un plano por las dos perpendicula-
res C 0 y O A, se tendri resnelto el problema.
IV.— Tirar desde un punto P (fig. 218} una perpendicular G una
recta A B contenida en un plano B. :
Desde P bajarémos P C perpendicular al plano B.
De su pié C tirarémos C D perpendicular 4aAB, ¥y
reuniendo log puntos P y D, la recta P D serd la per-
pendicular pedida.
Para demostrar que el 4ngulo P D A es recto, t1-
remos las rectas C A y A P, yresultando los tridngu-
los recténgnlos P C Ay C D A, se tendré:

PAR_ PO ON

pero como PO’:PD*—CD’yCA’:CD’ F=ATP

sustituyendo resulta P A*=PD* + A D°

luego el dngulo P D A es recto,

Como el plano P C D esperpendicular 4 A B, este problema da tam-
bien el procedimiento para tirar desdoun punto P un plano perpendi-
cular ¢ una recta A B.

V.— Por un punto A (6g. 217) tirar un plano paralelo & otro M.
P HE 2 P
T\ En el plano dado M, se trazardn dos rectas B Cy
S pt B D, que se corten cn el punto B. Por el punto A
se tirarin A O’ paralelad B C, y A D’ paralela &
<ﬁ M B D; haciendo pasar un plano N por A ¢’y A I’, este
g serd el plano pedido.

Figura 277,

VL—Por un punto A (fig. 217) tirar una vecta paralele d un pla-

A

8

no M.

Por un punto cualquiera B del plano M, tricese la recta B D, tirese
A B, por el punto D Ilévese D D’ paralela & ignal 8 A B, y reaniendo
los puntos A y 7 se tendrd la recta A D’ paralela al plano M. Como
por el punto B pueden trazarse una infinidad de rectas, y por A tirar-
se otras tantas paralelas, el problema admite un ntmero indefinido de
resoluciones.

VIL.—Por un punto A (6g. 218) tirar un plano paralelo & dos rec-
tas cualesquiera B Oy D E, que no estén situadas en €l mismo plano.
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