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Por ser rectingulo en B el tridngnlo b D B se ticne:

Db =BbW +DB.... (1)

siendo el tridngulo D A B rect4ngnlo en A, se tiene:

DB*=DA*+BA... (2)

sustiuyendo en la ecuacion (1) y reemplazando por D A su igual B C
resulta: ‘

DPP=Bp + BC + BA.... (3)

que es lo que se debia demostrar.

001110113.3 aristas de los triedros son respectivamente iguales, resulta
que en ipi : i i
S : g paraleh}pxpedo recf;angalm las dmg_onales son iguales, ademés

e verificarse en él las propiedades de los prismas y de los paralelipipe-
dos en general, ‘

668.—Se llama cubo un paralelipipedo rectdngular cuyes seis caras
(fig. 309) son cuadrados.

En el cubo las caras son todas ignales entre sf, asi
como sus doce aristas. Las caras y las aristas son res-
pectivamente perpendiculares, La gran, simetria del
cubo ha hecho que se le tome para unidad de volimen
en los cuerpos. ’

Siendo las aristas del cubo A B = Bb = B C igua-
: : les el}tre 81, introduciendo estos valores en la ecuacion
(3) del parrafo anterior resulfa:

Db*=3AB

esto es, en el cubo el cuadrado de su diagonal es igual ol iriple del cua-
- / ¥ Leua
drado de wne de sus aristos.

¢ .
s o A B3 S A7 B ST BI0) v i e
dedor de wna recta A B que le .si-r';e de eje. Chr i e
A El carécter distintivo de esta clase de superficies, es, que
ei=)  sea cual fuere la linea generatriz A C D B, cualquier pla-
no perpendicular al eje produce por su interseccion una
circunferencia de circulo. En efecto, una recta cualquiera
D o perpendicular al eje, describird un plano perpendicu-
lar al eje, y como la distancia o D permanece fija, el pun-
to D trazard una circunferencia de circulo.

Figura 810,
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870.—Se Hama cilindro wn prisma cuyas bases poraldlas AByab
(fig. 311) son circulos.

Aunque las bases pueden ser otras curvas, en la geometria elemen-
tal no se considera sino el cilindro de base circular.

Figura 311. Figura 3I2.

La linea C ¢ que une los centros de las bases, se llama eje del cilin-
dro. Cuando el eje no es perpendicular 4 las bases del eilindro, se lla-
ma oblicuo, y cuando el eje es perpendicular & las bases (fig. 312) el ci-
lindro es recto. La alfura de un cilindro es la distancia dé sus bases.

Lo mismo que un prisma, el cilindro puede coneebirse originado por
o] movimiento de una recta A a paralelamente al eje, y de la que uno
de sus extremos recorre una circunferencia de circulo. De esto resulta
que cualquiera seccion paralela 4 las bases produce un cirenlo igual &
éstas.

Tl cilindro recto (fig. 312) puede concebirse engendrado por la ro-
tacion de un rectdngulo A c al rededor de uno de sus lados C ¢, que
viene & ser el eje del cilindro.

6%1.—Como el cilindro es un prisma de base circular, y el cireulo
puede considerarse como un poligono regular de una infinidad de la-
dos, resulta que Iz drea lateral del cilindro oblicuo o igual el produc-
to de su generatriz- A a (fig. 311) por lo longitud de la curva o’ b de
la seccion que le es perpendicular. (859)

679.—Por la misma consideracion ln drea lateral del cilindro recto
es igual al producto de su altura por i@ circunferencia del cireulo de
su base.

Si llamamos s la érea lateral del eilindro, r el rddio de su base, h su
altura y 7 la razon de la circunferencia al didmetro igual & 3141593,
1a expresion del 4rea lateral del cilindro recto gera:

S=2mxtrh

613.— La dren total deun cilindro es igual 6 lo lateral mas lo de sus

dos bases.
L 4rea total del cilindro recto tendri en consecuencia por expre-
gion:




S=2wrh + 2

S=2xr(h +1)

674.—S8i en el prisma A d [figura
313] concebimos que la cara B c gira
al rededor de Ia arista B b hasta colo-
carse en la prolongacion del plano de
lIa cara A'b se formard el rectingulo
| A ¢’. De la misma manera, si nos ima-
—gr m_‘" E A ginamos que la cara H a gira al rede-
dor de Ee hasta ponerse en el plano de e D, en seguida que las dos ca-
ras se colocaran en el plano de ¢ D, y las tres caras girando sobre C ¢
se pusiesen en ¢l plano de C b, y girandoe por ultimo todo el sistema al
rededor de B b se colocara en la prolongacion del plano de la primera
cara A b, resnltaria la superficie lateral del prisma tendida en plano &
igual al rectingulo A a’. Tas partes que componen este rectingulo son
respectivamente ignales 4 las que forman la drea lateral del prisma.
La 4rea de este rectdngulo es equivalente & la lateral del prisma, pues
una y otra tienen por valor el producto de la arista A a por A A’ que
es'el perfmetro de la base,
La figura A a @’ A’ se llama el desarrollo de la superficie lateral del
prisma A d.
Ignalmente el desarrollo de un cilindro recto es un recténgulo cuyas
bases son las circunferencias del cilindro, y su altura la de este cuerpo.
La superficie lateral de un cilindro oblicuo A b [fig. 314] tambien
puede desarrollarse en plano, Para esto tirarémos la recta a’ a’ igual a

Figura 314.

la curva que daria la seccion hecha perpendicularmente 4 la gencratriz
A a, que esa’ ¢’ b’ o’ a”; sobre esta recta se llevardn las partes a’ ¢,
¢’ b’.... respectivamente iguales 4 las partes de la curva rectificadas
a’ ¢, ¢’b’....; porlos puntos de division a’, ¢’. ... se levantarinperpen-
diculares y sobre ellas se llevarfiinlas partesa’ a=a’ a de la generatriz,
FYA=A ece=¢c,C=c¢ C.... ysetendrd la area A a” fer-
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minada por dos curvas paralelas, que serd el desarrollo de la superficie
lateral del cilindro oblicuo.

675.—La drea total de una pirdmide S A D |fig. 315] es igual é lo
suma de las dreas de los tridngulos que forman sus caras y la del poli-
gono A B O D.... de sy base.

676.—La drea lateral de una pirdmide reqular S A D
(fig. 315) tiene por walor la mitad del producto del pert-
metro de su base por el apotema S n.

Figura 315.

Se llama apotema, lo altura S n deuno de los tridngulos de las coras
de la pirdmide. Cuando ésta es regular, su base esun poligono regular
y su altura S o es una perpendicular que cze en el centro de la base.
De esto resulta que lag caras de una pirdmide regular son tridngulos
ignales, pues por una parte sus bases A B, B C..,. eon lados de poli-
gono regular, y por otra los lados S A, S B.... son oblicuas que se se-
paran ignalmente del pié dela perpendicular. Las alturas de estos tridn-
gulos son todas iguales 4 S n.

Asi, pues, la 4rea lateral de la pirdmide serd igual &

$18n(AB4+BC + ....)

y si llamamos s esta drea, el apotema Sn=A, y p el perimetro ABCD
de la base, se tendré:

area lateral dela pirdmide = s = % p A.

Para obtener la 4rea total de la pirimide, 4 la lateral debemos agre-
garle 1a del poligono de la base que tiene por valor § p. r, llamando r
el radio recto o p. Asi, pues,

4rea total de la pirdmide =S=% p A+3 pr
22 22 23 :S:_‘} p (A+r)

677.—Se llama #r0z0 de pirdmide la parte deuna pirdmide compren-
dida entre la base A D y o seccion hecha por un plano o d (fig. 316)
que le es paralelo.
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y by : .
La drea lateral de un trozo de pirdmide recte
tiene por valor el producto dela altura kb de una
p  de sus caras por lo semisuma de los perimeiros de
sus bases,
2

Figura 316.

Las caras del trozo son trapecios iguales, cuyas alturas todas son
iguales & h, y como la 4rea de cada trapecio (565) es igual al producto
de su altura por la semisuma de las bases A B+ab, la de todo el trozo
tendrd por medida el producto de la altura de una de las caras por la
semisuma de los perimetros A B U....+a b c de sus bases.

678.—Se llama cono una pirdmide S A B (fig. 317) cuya base es un
cireulo.

Aunque la base puede ser nna curva cerrada cualquiera, en la geo-
metria elemental s6lo se considera el cono de base circular.

La recta S o que une el vértice con el centro de la base, se llama ¢je
del cono, que es recto cuando el eje es perpendicular 4 la base, y 0bli-
cuo en el caso contrario. Alfwrae del cono es la perpendicular bajada
del vértice sobre la base.

El cono puede concebirse originado por el movimiento
de una recta S A sujeta 4 pasar constantemente por un
punto S y recorrer con el otro extremo la circunferencia
A B, la cual traza otra capa cdnica superior Sab que
rara vez se considera, Cuando el cono es recto, como en
la figura 817, puede considerarse engendrado por la revo-
lucion de un trigngulo rectingulo S o A girando al rede-

mmndlt.  dor de uno de sus catetos S o. Poresta razon (669) cual-
quiera seccion G D hecha paralelamente & la base en el cono, produce
un circulo.

LiaEy,

679.— L drea lateral del cono recto tiene por valor la mitad del pro-
ducto de su generatriz S A por la circunferencio de la base.

Hsto resulta de que el cono es una pirdmide cuya base es un poligo-
no regular de una infinidad de lados (676). Sillamamos Aellado SA
del cono, y r el radio A o de su base, tendrémos:

4rea lateral del cono =s=rnr A.

Para obtener la érea total debemos agregar la del circulo de la base,
por lo que
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4rea total del cono =S=rr A+7Tr’=nr1 (A+I)

La drea lateral de un cono recto puede desqrro-
larse en plano, y es wn seotor de circulo S A B A’
(fig. 318) cuyo rddio es la generatriz S 4 de la fi-
gura 317, y el arco A B A’ es igual & la circunfe-

B rencie de lo base.
Figura 318.

En efecto, basta concebir cortada la superficie lateral del cono segun
una de sus generatrices S A, para comprender que al extender esta su-
perficie se formaria un sector, supuesto que por una parte todas las ge-
neratrices vienen 4 concurrir al punto S, y por otra todos los puntosde
Ia circunferencia de la base conservan una distancia ignal 4 S A al vér-
tice 8. Ademés, 1a 4rea del sector (570) y la lateral del cono tienen por
valor la misma expresion, pues ambos son iguales 4 # S AXA B A’

Para determinar el nfimero de grados del dngulo A S A’, observaré-
mos que la longitud del arco A B A’ que le sirve de medida, es ladela
circunferencia del circulo O (fig. 317) base del cono. Por consiguiente
conservando las anotaciones de A para el lado S A del cono, y # para
el radio A O de Ia base; y representando por z el nfimero de grados del
dngulo A S A’, tendrémos:
longitud del arco A BA’=2 7 r

Por otra parte, conocida esta longitud, se determinaré el niimero de
grados del arco A B A’ por la proporcion:
circf. AS : arco AB A’ :: 360° : x

&

Lo_T. 360°

QA 2y i 360°
A

680.— La drea lateral del frozo de cono vecto A D be

fie, 319) fiene por valor el producto de su generatriz A a
S s

por la semisuma de los circunferencias de sus bases A D

Figura 319,

Aun cuando esto es una consecuencia de lo que dejamos probado en
el ntiimero 677, lo demostrarémos directamente.

Llamemos R el radio de la base inferior cuya circunferenciaes 2T R,
r el radio de la base superior cuya circunferencia es 2 7 r, y 1 el lado
A a del tronco. La 4rea lateral que huscamos es igual 4 la del cono
8 A D ménosla del cono S ab. Representéndela por T tendrémos [679]
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T=z R SA—rr. Sa....[1]
SA=1+SaySA—-Sa=l

sustituyendo T=n R (1+Sa)—zrSa=z R1+z S a (R—1).. .27

Vamos & determinar el valor de S a en funcion de los radios y del
para sustituirlo en esta ccuacion. Comparando los tridngulos semejan-
tes S A OySao, s¢ tiene:

R:r::8A:8a
Dividiendo B A ging s e

BR—r

sustituyendo en la ecuacion [?]

T=x RI-}-%[RHr]

reduciendo y sacando 1 como factor tomun, se tiene por iltimo:
T=1[z R+zr]....[3]
que es lo que s¢ debia demostrar.

Considerando el trapecio a 0 O A [459], en el quel es el medio de

A a, so tiene: lm=4% [R+r]

multiplicando por 2 ™ 2m Im=% 27 R4+2 m1]
27z lm=7R+rr

sustituyendo en la ecuacion [3] resulta:
=] X2 el m
Esto es, la drea lateral del trozo de cono recto tiene por valor el pro-

ducto de su lado por o circunferencia del circulo tirado ¢ distancias
iguales de sus bases.

681.,—Se llama esfera un cuerpo A O B N [fig. 320] limitado por
ung superficie curve cuyos puntos todos estan & igual distancia de uno
interior C llamado ceniro.
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La esfera puede considerarse engendrada por
la revolucion de un semicirculo A D B al rede-
dor de su didmetro A B. Cuando se corfa la
esfera por rn plano que pasa por su centro G,
se produce un cirenlo A O BN que se llama
¢lreulo mézimo. Todos los circulos mdzimos de
una esfera son iguales, porque todos tienen por
ridio el de la esfera. De esto resulfa que la es-
fera puede considerarse engendrada por la re-

S volucion de cualquiera de sus circulos mAximos.
Un plano, sea cual fuere su direccion, corta la esfork sejun un ctreulo.
8i este plano fuera por ejemplo F N, levantando el didmetro A B per-
pendicular, podria suponerse la esfera engendrada por el semicirculo
A F O B girando al rededor de este eje A B, y por consiguicnte (669)
ia seccion hecha por un plano perpendicular al eje, tiene que ser un
circulo.
Todo cfreulo, cuyo centro no coincide con el de lu esfera, trazado en
su superficie, e llama cireulo menor. ¥ N y D ¢ son circulos menores.
Se Uama zona la parie de la superficie de la esfera F' D G N com-
prendida entre dos circunferencias, cuyos planos son paralelos.

r I ” .
Se llama casquete esférico, 6 zona de una base. la parte de lo super-

ficie de la esfera F N A limiteda por une circunferencia B N.

682.—Se llama plano fangente & la esfera of que, como M (fig. 320),
no tiene mas que wn punto B de contacto con ella.

Como toda recta diversa de C B tirada del centro de la esfera al pla-
no, tiene que ser mayor que su ridio, resulta que el ridio C B es la
menor distancia del centro al plano, y por consiguiente le es perpendi-
cular. Reciprocamente, todo plano M perpendicular al extremo de un
radio C B serd tangente 4 la esfera, porque debiendo ser.cualquiera
oblicua mayor que la perpendicular C B, el plano M no podrd tener
mas que el punto B de contacto con la esfera.

Si se hace girar un circulo y su tangente B E al rededor del diime-
tro A B perpendicular 4 la tangente, se engendrard la esfera y un pla-
no tangente al punto B, porque este plano M es perpendicular al ra-
dio C B.

683.— Cuando un poligono reqular A B C..., (fig. 321) gira al re-
dedor del didmetro A O del circulo tnscrito, gngendra una superficie
que tiene por medida el producto de lo. circunferencia del etreulo ins-
erito por la proyeccion de la parte del perimetro que se considera sobre
el eje A O de revolucion.
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Para demostrar este principio en toda su genera-
lidad, consideraremos tres casos: 1°% la superficie de
un cilindro engendrada por una porcion C D del po-
ligono paralela al eje A O; 2°, la superficie de un
trozo de cono engendrada por el lado B C, y3°, la
superficie de un cono engendrada por el lado A B.

Figura 321,

1° La superficie del cilindro originado por la rotacion de C D tiene
por w_'a]or (672): ciref. D N'x C D y sustituyendo sus iguales: circunfe-
renc:la. G OXM N, que es lo que expresa el principio que vamos demos-
trando.

. 2° La superficie de trozo de cono engendrado por la rotacion de B C
al rededor del eje tiene por medida (680):

C B X ciref. G P.... (1)

Comparando los tridngulos C BH y G O P que son semejantes por
tener sus lados perpendiculares, se tiene:

CB:BH:2:GO0:GP
GO:GP :ciref GO : ciref. GP
Inego CB :LM ::ciref, GO : ciref. GP

formando el producto de extremos y medios
C B X ciref. G P=ciref. G O X LM

¥ como el primer miembro de esta ecuacion es la 4rea lateral del trozo
de cono, se ve que esta segun lo expresado en el segundo miembro tie-
ne por valor igualmente lo que indica el principio que venimos demos-
trando:

3° La superficie del cono engendrado por la rotacion de A B al rede-
dor del eje tiene por valor (679):

3 ciref. BL X AB.... (2)

Comlz:arando los tridngulos A BL y A O F que son semejantes por
ser rectingnlos y tener el dngulo A B L=A O F cuyos lados son per-
pendiculares, se tiene:
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AL:AF::BL:FO
BL :FO ::circt. BL ; circt. F O
luego: AL :AF 3 ciref. BL : ciref. FO

formando el producto de los medios y de los extremos

ciref. BL X AF=ciref FOX AL
sustitnyendo  ciref. BL X $ A B =circf. G O X AL

Expresando el primer miembro la rea del cono, se ve que tiene por
valor ignalmente lo que indica el segundo miembro de la ecuacion, que
es la expresion algebraica del teorema que venimos demostrando.

En consecuencia, cualquiera que sea la posicion del lado del poligo-
no generador de la superficie, el valor de éstase determina por la regla

que hemos demostrado.
684,—Cuando el poligono regular tiene un nimero infinito de lados

la superficie que engendra es la de la esfera, y por medio del principio
del parrafo anterior, podremos determinar la irea de este cuerpo y la

de sus diversas partes.
Si Jlamamos B el radio de la esfera, y la altura s p dela zona F D

G N (fig. 320) la representamos por h, tendremos:
drea de la zona esférica = s =27 R. h

En el casquete esférico si representamos por @ su altura s A, tendre-
mMos:

4rea del casquete esférico =s =27 R. a

Como la 4rea de la esfera es la suma de las &reas de las diversas zo-
nas y casquetes que la forman, y la suma de las proyecciones de todas
las partes del semicirculo generador sobre el eje es el didmetro, resulta
que
lajreadelaesfera=8S =27R. =4 R

lnego la superficie de la esfera es cuddrupla de la de uno de sus circu-
los méximos.

Si por R ponemos su valor %, llamando D al didmetro, tendremos

por expresion del drea de 1a esfera:
S=rl




200

Se llama huso & la porcion de la superficie de la esfera A O BH A
(fig. 820) comprendide entre dos semicireulos mdzimos que ferminan
en el mismo didmetro A B. Sidesde el centro C de Ia osfera se tiran
los radios C O y C H perpendiculares al didmetro comun A B, el dn-
gulo O C H, que mide el dngulo diedro de los dos semicirculos que li-
mitan el huso, se llama dngulo del huso.

Si el arco O H, medida del 4ngulo del huso, se divide en dos partes
ignales y por el punto de division se tira un semicirculo que pase por
A B, resultard un huso que ser la mitad del primero por ser sobrepo-
nibles las porciones de la esfera de que estin formados. Si el arco O H
se divide en tres, cuatro 6 mAs partes iguales, el huso quedar dividi-
do igualmente en tres, cuatro 6 mis partes iguales entre s7. En conse-
cuencia, las superficies de los husos son proporcionales & sus dngulos, 6
& los arcos que los miden.

Si comparamos la superficie del huso con la de la esfera, tendremos:
sup. huso A O B H : sup. esfera :: arco O I : ciref. cire. méiximo
luego, la superficie de un huso es igual ¢ la de la esfera multiplicada
por la relacion que existe entre el ndmero de grados del dngulo del huso
7/ 360°

685.—&1 al circulo A B C D [fig. 322]
circunscribimos un cuadrado EF G H y un
trifngulo equilitero I J K y suponemos
que este sistema gira al rededor del eje
I A O, resultard una esfera inscrita 4 un ci-
lindro y 4 un cono, y vamos 4 determinar
la relacion que existe entre la superficie de
la esfera y las del cilindro y cono circuns-
critos 4 ella.

Figura 322,
Llamando R el radio B O de la esfera, hemos visto ya que:
1° el 4rea de la esfera = S = 4 w B2
Respecto al cilindro [672] tenemos:
2° 4rea lateral del cilindro = S =27TR X 2R =41 R®
3° 4rea total del cilindro = §” = 47 R+ 2w R* = 6 # R% [673]

Para determinar la érea del cono vamos 4 comenzar por establecer
el valor del rddio de su base J €, que por razon del tridngulo equilite-
ro es la mitad de su lado I J, en funcion del ridio de la esfera. Sien-
do equildtero el tridngulo que engendra el cono, el 4ngulo IJ K vale
60° [465], y como los tridngulos O L J y O C J son iguales, el 4ngulo
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0J C vale 30°, yel J O C, que essu complemento valdra 60°. Ti-
rando la cuerda C M, ésta sers ignal al radio [497], y nos rasul?a el
tridngulo equildtero O M C en el que el dngulo ’0 C M = 60°. Sl,,d?l
angulo recto O C J se restael O C M, qt_le.fla el Angnlo M C‘J —30 :
De consiguiente el triangulo M C J serd isbsceles, por tener 1guf€1‘ais: los
ngulos MJ Oy M CJ, yportanto MJ =MOC =R Por dltimo
ge tendrd, J O = 2 R. :
Considerando el triangulo rectingulo J O C, se tiene:

J¢=J0—-00C
y sustituyendo JC=4R —R' =:
por otra parte ARG = T
Ahora bien: la érea total del cono [679] es

$* =rJCRIC +JC]=8rJC
y sustituyendo N oah

En rosimen: el 4rea de laesfera =41 R’
1a lateral del cilindro = 4 7 R’
la total del cilindro = 6 7 R?
y la total del cono =97 R’

De lo que resulta: 1° que la drea de la esf_erra- esignal & la lut.eral de'—
cilindro circunserito; 2° que es los dos tercios de 1a total (.131 mismo ci-
lindro; 3° que es los cuatro noyenos de 1a r.o‘tal del cono clrcunsm:;m-, 3.
4° que la érea del cilindro es media proporcienal entre la de la esferay

1a del cono, supuesto que

6rRR=4ar R X 9T R

686.— Las dreas de dos poliedros semejantes son proporcionales d los

cuadrados de sus lineas homélogas. :
Llamemos g, &, 57 .... las dreas de las caras de un poliedro, y

8, &, §”.... las de su semejante: 1, I, 17.... las lineas del primer po-

: - g
liedro, y L, I, L”.... las lineas homélogas en el segundo. Se tiene
[579]:

sy seR2ae Pt 10 elie.




