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Loalseol i Bl e 2 T2 0
elevando al cuadrado I® : T2 &2 12 : I® o2 12 2 L2,
Inego S e Ny s Sheap? QR R

y como la suma de los antecedentes es 4 la de los consecuentes, como
un antecedente es & un consecuente [318—8°] resulta:

s F B L LI B R e IR
que es lo que se queria demostrar.

Las cére{as: de dos cilindros engendrados por rectdngulos semejantes
son proporcionales & los cuadrados de sus alturas ¥y ¢ los de sus mdiosﬁ

Si representamos por s y S las éreas laterales de los cilindros, por
r y R los radios de sus bases, y por h y H sus respectivos alturaﬂ., Co-
mo los rectingulos generadores tienen por lados los radios y lz;s altu-
ras, y por el supuesto son semejantes, tendremos:

: he: Hooer B
porotraparte s:S u27rh:27RH.... [1]

e ltiplicando ordenanamente, y suprimiendo los factores comunes, re-
sulua,

SRk aE s R
y st la proporecion [1] se multiplica por la signiente:

[ e PR g 3
resulta: g B W H*
que es lo que se debia demostrar,

Las Greas laterales de los conos engendrados por tridngutos semejan-

tes,z son proporeionales d los cuadrados de sus generairices y ¢ los de sus
TaA108.

Represen.tando por sy S las &reas laterales de los conos, poray A
sus rg%pectlvas generatrices, y por r y R los radios de sus bases: siendo
los tridngulos generadores semejantes, cuyas hipotenusas y catetos ho-
mologos son a8, A y r, R, se tiene:
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a:Axr:R
e

por otra parte [679] E :rra:TRA

multiplicando ordenadamente estas proporciones y suprimiendo los fac-
tores comunes, resulta:

R b w1
elevando al cuadrado los términos de la 1° proporcion:

a2 A e R

se tiene igualmente gy Bnattnd

Las dreas de las esferas son proporcionales d los cuadrados de sus ra-

dios y @ los de sus didmetros.
Siendo 1a 4rea de la esfera = 4 R = = D?, |684] si representa-
mos por s y S las éreas de las esferas, porr'y R sus radios, ypor dyD

sus respectivos diémetros, se tiene:

s:S::én’r’:f;rRﬂi:wd”:ﬁD“

y suprimiendo los factores comunes resulta:
gro 8 aead o RE ol D

687.— PROBLEMAS, —L —Determinar la superficie lateral de un pris-
ma recto de base pentagonal, cuyo lado es de 8 centimelros y s arista
tiene {res mgtros y medio. :

Para que la superficie esté valuada en una unidad dada, comenzaré-
mos por expresar las dimensiones del prisma en la misma unidad li-
neal, en metros 6 en centimetros. Adoptando la primera, tendrémos

que el perimetro de la base soré = 008 X 5 = 040.

La arista del prisma = 3n:50, y por altimo, la érea lateral seri
m m. ed.
g = 040 X 3%50 = 140

un metro cuadrado y 40 centésimos de metro cuadrado.
Si hubiésemos adoptado por unidad lineal el centimetro, la superfi-
cie 1a habriamos obtenido en centimetros cuadrados, & igual 1400 cen-

timetros eunadrados.




204

IL—Se quiere determi
—mlgl Se quiere determinar el lado de un cubo cuya diegonal mide
29,1961,

Si llamamos 1 el lado del cubo v d su diagonal, hemos visto [668] que
=31

despejando 4 1 y sustituyendo por d su valor, se tiene:
N g
|| oIuer?

=N 3 =3 metros préximamente.

e e e 5
S I —Determinar la drea tota! de un cilindro recto cuya aliura es de
18 g el radi 0% }
¥y el radio de su base 06,
La férmula correspondiente [673] es:

§ =27z [h + 1]

sustituyendo los valores del problema

§ = 2 X 3141593 X 0 X 1'8 = 678584

IV.— "mingr rfict i
Pl Deter ?,'Z-Eim? la superficie lateral de una pirdmide exagonal rec-
ay regular, en la que ¢l lado de la base es de 8 pulgadas y su apotema
tiene 11 pulgadas.
f]l perimetro de la base serd 3 X 6 = 18 pulgadas, y la 4rea lateral
[6786] es: :
s=2%p. A=1418 X 11 = 99 pulg. cuadradas.
V.—Determinar lo superficie lateral de un trozo de pirdMide regular
?mzlem:zgulm', en la que los lados de las bases son 2% piés y 2 piés, y
@ altur ranect j i 7
Elfm f;’de uno de los ¢r apecios que le sirve de cara 1 pié y 9 pulgadas.
perimetro de la base inferior sera 24 X 4 = 10 piés
El perimetro de la base superior 2 X 4 = 8 piés.
La firea lateral del trozo serf = % [10 + 8] 175 = 1575 piés cua-
drados, - iy BT
V I.m—Dez'erme'nm‘ la superficie total de un cono recto euya generatriz
o> » . L :
8 de 1125, y el rddio de su base 472,
La férmula correspondiente [679] es:

r (A +'1)

m cd.

141593 X 472 x 1597 = 236,808

T
sustituyendo N=:3
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VIL—Calcular la superficie de una 2ona glacial de la tierra, gue €3
un casquete esférico cuye altura aprozimade es de 5266 kildmetros y
el rddio de la esfera 6 367 Eildmetros.

La £6rmula correspondiente (684) es

s=27Ra
kiléms. Efldms,

sustituyendo: — 2 X 3141593 X 6367 X 5266
— 921 066 657 kilometros cuadrados.

VIIL.—Determinar la superficie de una de las zonas templadas de la
tierra, siendo su altura 3 305 kildmetros, y €l radio de la esfera 6 367
Fildmetros.

Ta f6rmula respectiva (684) es:

s=2mRh

snstituyendo s = 2 X 3141593 X 6367 X 3305
proéximamente — 132 216 674 kilémetros cuadrados 6 miriaras.
IX.—Dado ¢l radio de wna esfera, que-es de 6 367 kilometros, deter-
minar sw superficie.
Para resolver este problema haremos uso de la formula:

S = 4  R® (684)
sustitnyendo = 4 X 3141593 X 6 367°
préoximamente — 509 424 070 kilometros cuadrados.

X.—Se quiere determinar el didmelro de una esfera cuya syperficie
es de 282 14337 metros cuadrados. .
Si de la formula (684)

gi—r 1)

: s 282743317
despejamos 4 D y sustituimos: D:Jm:SOO metros.




Volfimen de los cuerpos.

688.— Voliimen es ln extension en sus tres dimensiones, longitud,
Iatitud y grueso. g

El volamen de un cuerpo es la extension
comprendida entre las superficies que lo limi-
tan. Asi come la medida de una linea se obtie-
ne refiriendo su longitud 4 la de ofra linea to-
mada por unidad y determinando el nimero
de veces que estd contenidaen ella, para valuar
/i_/] un voliimen es necesario averiguar cuintas ve-
ces contiene 4 la unidad de volmen. Al expli-
# car el sistema de pesos y medidas (182 y 185)
dijimos que la unidad de volimen es el cubo,
que tiene la unidad lineal porlado. Asi, por ejemplo, si el cubo a (fi-
gura 323) representa la unidad de volimen, y quisiéramos determinar
el voliimen del cuerpo A, tendriamos que averiguar cudntas veces el
primer cubo cabe en el segundo. En la figura de que nos servimos,
pueden colocarge en la base del cubo A 16 cubos iguales 4 a, y cabiendo
4 hiladas, una encima de otra, de 16 cubos, diriamos que el volfimen
del cuerpo A es de 64 medios centimetros ciibicos; porque es el medio
centimetro ciibico el volimen que en este caso hemos tomado por uni-
dad. La medida 6 valuacion do volfimenes raras veces puede hacerse

81 no es valiéndose de métodos indirectos.

Cuerpos equivalentes en vollimen son los que tienen voldmenes igua-
les. Asi, por ejemplo, un paralelipipede, en el que quepan 64 cubos
iguales 4 a, serd equivalente 4 A, sin ser ignal ni aun semejante 4 este
cuerpo.

689.—Dos paralelipipedos de lo misma base ¢ iqual altwra, son equi-
valentes en volimen.

Figura 323.%

i Siendo las bases iguales, siempre se podrin
/ hacer coincidir como en la fignra 324, en A C,
/L y por ser iguales las alturas, las otras bases EG
vy J M quedarin en el mismo plano H L.

Hsto supuesto, pueden ocurrir dos casos:

1° Cuando quedan en un mismo plano las
caras A F y A L de los dos prismas, los trisn-

gulos EAJ y FBL zon ignales por tener

N
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ignales los dngulos en A y en B, formados por lados resp‘ectlvamerit:
ignales como lados opuestos de paralelogramos. A.hl)]filt’blen: los pug
mas EA J HyF BL G, que tienen los expresados tridngulos E A )
y F B L por bases, son sobreponibles por tener tod{?s sus eltim"en’-c.cia
iguales, y si del solido total B D H L se quitan suceswame}me o8 pris-
mas triangulares ignales EAJHyFBLG, nos quedarén los para-
lelipipedos BD N Ly BD HF, que seran equivalentes.

90 (mando no quedan en el mismo plano las
caras A F y A L (fig. 325), si prolongamos los
lados de las bases superiores EF, G H, J X y

¢ LM, por sus respectivas intgl'seccif)ne.a se for-
maré el paralelégramo O P igual & ellas, y pg
- consiguiente ignal & la base comun A Q. Si
unimos los vértices de O P con 10_5 de la base
A O, se formard un nuevo paralelipipedo A P
que se hallard en las circunstancias del 1 caso
con los paralelipipedos A Gy A M, y serd equi-
i valente 4 cada uno de ellos, luego estos parale-
lipipedos A G y A M serdn tambien equivalentes entre si.

i
s

690.— Un paralelipipedo cualquiere puede trasforimarse en 0tro rec-
tanyular recto que seq equivalente d él.

En los vértices de labase A B C D (fig. 326) del
paralelipipedo dado, levantemos perpendic:?lz’i‘:es ala
base, iguales 4 la altura del mismo paralen_pi pedo, ¥
so tendrd otro paralelipipedo A C I; EF rect’jo ¥
equivalente al propuesto, que, para evitar conf}lslou,
no hemos representado en la figura. En seguida le-
vantemos en A y B perpendiculares 4 A B, y'sobre el

Figura a2, rectingulo A J const]-ui.remos el paralelipipedo B IE[
equivalente & B E, por tener ambos la misma base A G y A L por al-
tura; luego el paralelipipedo recto y rectangular B M serd equivalente
al propuesto, que no se ha representado en la figura.

691.—Dos paraleliptpedos rectangulares de lo misma base son pro-
porcionales ¢ sus aliwras.
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Puede suceder que las alturas de los doz
paralelipipedos sean conmensurables 6 in-
conmensurables, y en uno 6 en otro caso
haciendo pasar planos por los puntos de di-
vision, resultarian paralelipipedos iguales
(fig. 327), y repitiendo el raciocinio que hi-
cimos en el nfimero 557 con las figuras 234
y 235, ficilmente demostrariamos la ver-
dad del teorema.

692.— Los volimenes de dos paralelipipedos A P
y 4 p (fg. 328) rectangulares de lo misma altura,
son proporcionales ¢ las superficies de sus bases
B Py By

Siendo rectangulares los paralelipipedos, puede

3 hacerse coincidir uno de sus triedros B y el plano
\ | de sus bages. Prolonguemos la cara F p hasta Q I,
y nos resultarf un nuevo paralelipipedo A Q. Lla-
marémos P al paralelipipedo AP, pal A p, y Q al
A Q. Comparando P con Q, que tienen la misma base A D, se tie-
ne [691]:

Figura 323,

Fem B SRR
Comparando Q con p, que tienen la misma base B F, se tiene:
Qip=BD - BG
multiplicando ordenadamente estas proporciones, resulta:
P:p i BCXED  BEXCBG

que es lo que se queria demostrar,

693.— Los volimenes de dos paraleliptpedos rec-
tangulares cualesquiera A Py B p (fig. 329), son
entre st como los productos de sus bases por sus
| dlturas.

Si prolongamos las caras del paralelipipedo B p,
. | nos resultard uno nuevo B Q. Llamando P al pa-
\| ralelipipedo A P, pal Bp, y Q al BQ, tendrémos,
*eemwm comparando P con Q, que tienen la misma altara:
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PitiQ G =0 B
Comparando Q con p, que tienen la misma base, se tendri:
Q60 :0p
multiplicando las proporciones, resulta:
P:p:20DxCQ:0Bx0Cp

que es lo que se debia demostrar.
©94.—8i en la filtima proporcion p nos representa un cubo que ge

‘tome como unidad de volimen, por lo que sus lados serin ignales 4 la

unidad de longitud, la expresada proporcion se cambia en

Pi:l:-CDx0GQ:1xi
luego : P=2CDx0Q

Esto es, cuando se toma por unidad de voldimen el cubo que tiene por
lado la unidad lineal, el vollimen de un paralelipipedo rectanguler rec-
to tiene por valor el producto de.su base por su altura; perodebe tener-
se presente que las cantidades que forman la filtima ecuacion son ni-
meros abstractos que representan relaciones con la unidad respectiva.
P representa el niimero de veces que el paralelipipedo que se considera
contiene al cubo que se ha tomado por unidad, y expresars metros cii-
bicos, varas ctibicas, pualgadas ctibicas, segan que sus dimensiones se
hayan estimado respectivamente en metros, en varas 6 en pulgadas.
La base C D espresati las veces que Ia unidad superficial esti conte-
nida en ella; y por dltimo, la altura C Q expresard las veces que la
nnidad lineal esti contenida en dicha altura. Ademfs el nfimero P
que representa el volumen, tiene que estar indicado en la unidad co-
rrespondiente 4 la lineal que ha servido para estimar las dimensiones
del paralelipipedo. Por ejemplo, si éstas se han tomado en metros, el
voliimen resultardi valuado en metros cfibicos; si se han ‘tomado en de-
cimetros, el volimen resultari en litros; si se han tomado en piés, el
volimen resultard en piés cfibicos, ete.

Siendo el cubo un paralelipipedo recto cuyos lados son iguales, su
volitmen tiene por valor la 3* potencia de uno de sus lados. De aqui la
denominacion de cubo 4 la 3* potencia.

Como el volimen de un paralelipipedo oblieno es equivalente al de
uno recto rectangular de la misma altura y de base equivalente [689],
resulta: que el voliimen de un paralelipipedo cualquiera tiene por va-

lor el produsto de su base por su allura.
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695.— Un prisma oblicuo A D (fig. 330), es equi-
valente & ofro recto O p cuya generatriz P p=B D
y su base O P es la proyeccion dela A B del pri-
P n mero.

P Prolonguemos las aristas C A, B D.... tiremos
el plano M N perpendicular 4 estas aristas, tome-
mos P p = B D y hagamos pasar el plano o p pa-
ralelo 4 M N. De este modo resulta el prisma rec-
to O p cuya generatriz esignal 4lade A D, ysu
Figura 390. base O P es la proyeccion de la base A B. Vamosé

demostrar que los prismas A D y O p son equivalentes.

Si consideramos los prismas truncados o D y O B, veremos que son
iguales, pues por una parte sus bases O.P y o p lo son como bases de
un mismo prisma Q p, y por otra sus aristas respectivas tambien lo
son, estoes, PB =p D, 0 A = o, ete. En efecto, por constroe-
cion P p=B D agregando 4 estas rectas la parte p Bresulta P B=p D,
y lo.mismo con las demés aristas. Ahora bien, si de los prismas {run-
cados O B y o D se quita la parte comun o B, resulta: prisma recto
0 p = al oblicuo A D; que es lo que teniumos que demostrar.

696.— Los prismas simétricos A D y ¢ d (fig. 330) son equivalentes.

Pura que el prisma a d sea simétrico & A D, se necesita que las Tec-
tas D d, Oe.... sean perpendiculares al plano M N, y ademis que
DE=—0diP ROIC =10\e, B'B =P b, "0 A — 0t

Tomemos P p=P p’=D B y hagamos pazar por p y p’ planos para-
lelos & M N. Nos resultarin los prismas O p y O p’ iguales, por ser
rectos, por tener la misma base é ignales sus generatrices. Ahora bien:
O pescquivalented A D (695), yOp’loesf ad, lnego AD yad se-
ran equivalentes; que es lo que se fenia que demostrar.

697.— Un paralelipipedo cualquiers A ¢ (fg. 321)
estd formado de dos prismastriangulares A BD b da
y C B D dbc, equivalentes enire st.

Si por las diagonales d b y D B de las bases se hace
pasar un plano, resnltarin dos prismas triangnlares
ADBayCDBe, cuyas partes constitutivas son
iguales, pero que, por no estar dispuestas en el mismo

Figura 851, orden, no serin sobreponibles. Para demostrar que
los volimenes de estos prismas son equivalentes, tiremos dos planos
ac’y A C perpendiculares & las aristas, y prolongando éstas nos re-
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sultardn el paralelipipedo recto A ¢’ y los prismas triangulares rectos
APB OayC B Oc. Estosprismas son iguales por serlo las partes
de que se componen, y estar en ambos distribuidas en el mismo 6rden
{(666). Ademds, el prisma recto A B’ O a es equivalente al oblicuo
A B D b d a, porque ticnen la misma generatriz A a y su base A B’0
es la proyeccion de la A B D (695). Por igual razon, el prisma recto
C’ B’ O ¢’ es equivalente al C B D b d ¢; luego siendo iguales los pris-
mas rectos, serdn equivalentes entre si los prismas ABDbda y
CBDbd e, y por lo mismo equivalentes 4 la mitad del paralelipipe-
do A c.
698.— £l voliimen de un prisma cualquiera tiene por valor el produc-
fo de la superficie de su base por su altura.
1° Bi el prisma es un paralelipipedo recto, hemos visto [694] que esa
es la medida de su voltmen.
R° Si es un paralelipipedo oblicno, su voliimen es equivalente al de
uno recto de lamisma alturay de base equivalente en superficie [689].
3° En el caso de que el prisma tenga por base un trifingulo como
A BDbda (fig. 331), segun acabamos de verlo, éste seré la mitad del
paralelipipedo cuya base fuera un paralelogramo A B O D doble del
tridngnlo. Ahora bien, como el volimen del paralelipipedo tiene por
expresion el producto de la superficie del paralelégramo de su base por
su altura, el volimen del prisma triangalar serd ignal & la mifad de
esta expsesion; 6 lo que es lo mismo, al producto de la superficie del
tridingualo que le sirve de base por la altura del prisma.
4° Si la base del prisma es un poligono, podemos
descomponerlo en prismas triangulares, haciendo
pasar planos por una de sus aristas laterales A A’
(fig. 332) y todas las opuestas. Siendo el volfimen
del prisma poligonal A C’la suma de los prismas
triangulares en que ha quedado descompuesto, si
representamos por V el voldmen total, y por v, v,
v” los voltiimenes respectivos de los prismas trian-

i) gulares, tendrémos:

V=v+¥vV 4+ 7"

Por otra parte, el voliimen de cada prisma triangular tiene por valor
¢l producto de su base por su altura. Asi es que si observamos que las
alturas de todos los prismas parciales son iguales 4 la del prisma total,
en razon de ser paralelaslas bases A Cy A’ €7, representando por a es-
ta altura comun y sustituyendo en la ecuacion anterior, resulta:




P

g i e A S

L e et A i
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V=ABCUxat+tACDxa+ADExa

y sacando & a como factor comun y reemplazando lasuma de los tridn-
gulos por el poligono que forman, se tiene:

V=ABCDEXxa

que es lo que debiamos demostrar.
699.—8i lamameos P el voliimen de un prisma cuya basees B y A

su altura; y representamos por p el volamen de ofro prisma cuya base
sea b y a su altura, tendrémos:

Pea i BXIA =S

Inego los voliimenes de dos prismas cualesquiera son proporcionales &
los productos respectivos de sus bases por sus alturas.

Si las bases son iguales, esto es, si B=b los voltimenes de los prismas
serdn proporcionales 4 sus alturas; ysi por el contrario, lar alturas son
iguales, sus volimenes serdn proporcionales & sus bases.

700.—E1 volivmen de un cilindro, recto 14 oblicuo, tiene por valor el
producto de lo drea de su base por su alturo.

Supuesto que un cilindro no es mas que un prisma cuya base es un
poligono regular de una infinidad de lados. Si representamos por v el
volimen del eilindro, por r el radio de su base, y por h su altura, ten-
drémos como expresion del
voliimen del cilindro v=nwiih

Y01.—E1 volimen de un tetraedro D A B € (fig. 333) es lu fercera
parte del de un prisma A B C F D E de la misma base y altura que él.

£ £ F
Ry ;
Nl /
\
3 N
A
\
x
=
A
5 c

Sobre la base A B C de nuestro tetraedro, levantemos aristas iguales
7 paralelas & D B, con lo que se formari el prisma A BCED F dela
misma base y altura que el tetraedro. Si quitamos éste nos quedsrd Ia

.
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pirimide cuadrangular D A C F E, que para mayor claridad hemos re-
presentado en la figura 2*. En esta pirdmide el plano D C E la divide
en dos tetraedros, representados por separado en las figuras 3* y 4%, de
los que el C D E F es equivalente tantoal D A B Ccomoal D A CE.
En efecto, C D E F es equivalente 4D A B C por tener sus bases
EDFy A B O iguales (658) y Ia misma altura, que es la distancia de
las bases del prisma. El mismo tetraedro D C E F es equivalente al
D A C E porque sus bases E C F y A C E son tridngulos ignales y tie-
nen la misma altura, que es la distanciade D 4 lacara A C F E. Lue-
go siendo equivalentes en're si los tres tetraedros en que hemos dividi-
do el prisma, el volfimen de uno de ellos D A B C serdi la tercera parte
del del prisma.

702.—Haciendo pasar planos por las aristas de una

g pirimide SABC.... (fig. 334) puede descomponerse

en tetraedros, que tienen la misma altura que la pirf-

mide. El volimen de la pirdmide es la suma de los vo-

Itimenes de los tetraedros, asi como su base es la suma

de los triiingulos que sirven respectivamente de bases

4 los tetraedros, y como el volimen de cada tetraedro

tiene por valor la tercera parte del producto de su base

por su altura, se infiere que el voliimen de una pirdmide cualquiera tie-
ne por medida la tercera parte del producto de su base por su altura.

e
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gura 354.

703.—Como el cono es una pirdmide de base circular, el voliimen del
cono recto 1 oblicuo tiene por valor la fercera parle del producto de su
base por sw altura.

Si representamos por v el volimen del cono, por r el radio de su ba-
ge y por h su altura, tendrémos con expresion del volamen del cono:

v=%f7w1rh

704.—E1 voliitmen de un poliedro cualquiera se obtiene descompo-
niéndolo en pirdmides y valuando en seguida el volimen de éstas: su
suma dard el volamen del poliedro,

705.— Las pirdmides de igual allure y de bases equivalentes, tienen
¢l mismo volitmen.

Supuesto que el voltimen de las pirdmides tendrd por valor la terce-
ra parte del producto de factores iguales.

06 —El voltimen de un trozo de prisma iriangular A B C FD E
(fig. 335) tiene por valor la terceraparte del producto de su base 4 B ¢'




