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GEOMETRIA.

INTRODUCCION, .

FONDO EMETERID
VALVERDE Y TELLEZ

DEFINICIONES.

1. Lldmase Extension toda parte determinada del espacio,
como el lugar que ocupa un cuerpo, el solar de un edificio, la
estatura de una persona, etc.

DiMENSIONES de una extension son su largo, su ancho Y Su
grueso: el largo se denomina longilud, el ancho latitud, y el
grueso profundidad ¢ eltura. Ninguna extension puede tener
mas dimensiones que las tres citadas, si bien puede tener ménos.

Cuerro GEONETRICO eS foda extension con las tres dimensiones ;

e como el lugar que ocupa un cuerpo fisico. Puede concebirse un
CAPILLA AL FONSINA nimero infinito de cuerpos en el espa_cio. ' '

UNIVERSITARIA SUPERRICIE €8 toda exlension con dos solas dimensiones, como

BIBLIOTECA . - el solar de un edificio. Los limites que separan 4 cada cuerpo del

U. A. N. L: ' resto del espacio son superficies ; y el lugar de la separacion de

- dos partes contiguas de un mismo cuerpo es tambien en general

superficie. Puede concebirse un niimero infinito de superficies en

el interior de todo cuerpo.
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Lixea es loda extension con una sola dimension, como la
estatura de una persona. Los limites de la superficie son lineas :
el lugar de la separacion de dos partes contiguas de una misma
superficie es tambien en general linea, y lo es igualmente la inter-
seccion de dos superficies que se cortan. Puede concebirse un
niimero infinito de lineas en toda superficie.

Punto. es el limite elemental de la extension. El punto no tiene
dimension alguna. Son puntos los limites de las lineas ; el lugar
de la separacion de dos partes contiguas de' una misma linea es
tambien punto ; y 1o es igualmente la interseccion de dos lineas
que se cortan. Puede concebirse un numero infinito de puntos en
toda linea.

Hay, por consiguiente, tres especies de extension: de los
cuerpos, de las superficies y de las lineas. Estas tres clases de
extension, que porla abstraccion (*) podemos considerarseparadas,
constituyen la cantidad continua, y son por lotanto el objelo de
la Geometria (Arit. 4).

GeomeTRiA es, pues, la ciencia que trata de la extension ¢ de la
cantidad continua.

2. Toda extension tiene {rescualidades propias que la distin-
guen delas demas: su posicion, su figura y sumagnitud.

Posicion ‘es el modo de estar : estado, situacion 6 actitud de la
extension.

FicurA es el modo de ser: cardcter 6aspecto particular debido
4 la estructura; formacion 6 construccion.

Macnrrop es la cantidad de extension quecontiene. La magni-
tud relativa de un cuerpo se llama volimen, la de una superficie
drea, y 1a de una linea longitud.

8. Dos extensiones que tengan la misma figura y la misma
magnitud son iguales, y pueden coincidir en una sola, haciendo
que tengan ambas la misma posicion. 8i tienen la misma magni-
tud y diferente figurason equivalentes; y si tienen la misma figura
y distinta magnitud se llaman semejantes.

() Se llama asf una operacion del entendimicnto, por medio de la cual con-
sideramos separadas cosas que no pueden eslarlo en realidad.

e

Del punto.

4. Aunque el punto matematico no tiena extension, le figura-
Fix. 1. mos como el punto de la escritura comun, y
B cuando son varios, para distinguirlos se sefalan
¢ con letras (%). Asi se dice : el punto A, el punto
B, el punto C (fig. 1).

De las lineas.
Las lineas se dividen en rectas y curvas.

5. LINEA RECTA €8 la distancia mas corta entre dos puntos,
Fig. &, como AB (fig. 2).
A 3 CororArto. La distancia entre dos punfos
— se mide por una recta.
PostuLapo. Por dos puntos puede pasar una recta, pero nada
mas que una. v
Conor. 1.° Dos puntos determinan la posicion de una recta.

Conor. 2.° Dos rectas que tienen dos puntos comunes, coinciden
en toda su longitud.

Coror. 3.° La interseccion de dos rectas es un punto.
Fig. 3. Se suele llamar LINEA QUEBRADA ( POLIGO-
NAL la combinacion de dos 6 mas rectas,

B G
/\ que prolongadlas no forman una sola recta,
A
= 5 como ABCD (fig. 3).

Linea curva es aquella en que no se puede tomar una parte, por
Fiz. &. pequena que sea, recta, como AB (figura 4).
A g Llamase Lixea misra la combinacion'de la linea

~7 " rectacon la curva.
@. Propieva. Hallar la mayor comun medida de dos
Fig. 5. rectas limitadas, AB y MN (fig. 5), si
¢ la tienen, y la razon que hay entre
a en . ellas.
e Este problema se resuelve de una

() Generalmente se emplean letras mayusculas para senalar los puntos,
las lineas y los cuerpos. Empleamos letras miniisculas cuando con una letra
sola se quiere expresar una linea cualquera, y en pocos mas casos.
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manera analoga & la empleada en la determinacion del maximo
comun divisor de dos numeros.

Se coloca la linea menor MN sobre la
mayor AB todas las veces que se pueda;
y como han sido tres, se tendrd
AB=3MN-}-CB [a].

El resto CB'se coloca sobre la menor MN todas las veces po-
sibles, ¥, como son dos veces, resulta

MN=2CB--PN [&].

El nuevo resto PN se coloca sobre el anterior CB las veces que

se pueda, y, siendo estas cuatro exactamente, se tiene al fin
GB=I/PN.

Ahora sustituyendo este valor de CB en la igualdad [b],
resulta

1
PN

MN=23<iPN--PN=9PN.

Sustituyendo este valor de MN y de CB en la igualdad [a],
se halla

AB=3 9PN/ PN=31PN.
Luego la mayor medida comun de las dos rectas dadas es PN,

y la razon entre ellas serd
AB_ 31PN 3l
MNT 9PN _ 9
Se llaman rectas, y en general cantidades cONMENSURABLES [as
que, como las anteriores, tienen una medida comun, € INCONMEN-
SURABLES Las que no la tienen (*).

Osservacioy. Se puede hallar la razon aproximada de dos rec-

(") A primera vista, parece que no pueden darse lineas y en general canli-
dades inconmensurables; porque si dos rectas, por ejemplo, no contienen un
nimero exacto de melros contendrdn un namero exacto de decimetros,
centimetros, milimetros, ete. No obstante, si se reflexiona un poco mas,
desaparecera el error; i se supone que unhilo, que no/pueda exienderse
ni mas ni ménos, se rompe en dos parles arbilrarias, se comprende bien
lo difieil que serfa que cada una de estas parles coniuviese un nimero
cxaclo de mctiros, de decimetros, centimetros, niain demilimetros (porque
exisle un numero infinito de unidades intermedias 4 eslas) y por consi-

guiente lo dificil que ({.mbien seria que fales paries fuesen conmensu-
rables. (V. nam. 432.)

T

tas inconmensurables, procediendocomo en el problema anterior
y despreciando el tiltimo residuo cuando sea suficientemente pe-
quefio para la aproximacion que se desea obtener.

Coror. Para me lir una recta ¢ hallar su longitud (%) se deter-
mina (como acaba de verse) su razon exacta ¢ aprozimada con
la unidad de medida.

%. TeonemA. Si desde un punto A d otro C (fig. 6), se traza
Fig. 6. una linea recta AC, y ¢ un mismo lado de
esta, dos ¢ mas quebradas ABG y AOC,
compuesta cada una de dos rectas, la linea
quebrada ABC, que mas se separa de la

recta AC, es lamayor (7).

Prolongando la AQ hasta que encuentre en D & la BC, se ten-

dra (3)
AB-+BD>>AD,
y agregando DG & los dos miembros
AB--BD--DC>AD--DG,
0 AB-+-BC>AD--DC
Por igual razon se tiene
0D--DC>0C,
y-sumando AO con los dos miembros
AO--OD-4-DG>A0--0G,
6 AD-+DC>A0+4-0C _ [5].

Pero’ segun la desigualdad [a], AB--BC es mayor que
AD-LDC ; y conforme 4 la [b], AD--DC es mayor que AO+OC;
luego con mas razon AB--BC sera mayor que A0+-0C, 6 lo que
es lo mismo, la linea ABC_>AQC.

De las superficies.

Las superficies se dividen en planas y curvas.

(*) Los teoremas, corolarios y problemas deben enunciarse omitiendo las
letras que en ellos e intercalan, con el objeto de evitar la aplicacion de la
proposicion 4 la figura correspondiente. Asf el teorema del texto se enun-
cia de este modo : Si desde un punto & otro se traza una linea recia, y
& un mismo ledo de esta dos ¢ mas quebradas, compuesta cada una, ete.
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8. Se llama praxo ¢ SUPERFICIE PLANA aquella con la cual una
recta, aplicada en un sentido cualquiera, coincide en fodos sus
puntos. ‘

CoroL. Si una recta pasa por dos puntos de un plano, coincide
con él en toda su extension.

Se suele llamar supeRFIciE QUEBRADA ¢ POLIEDRICA la combinacion
de dos ¢ mas: superficies. planas, que prolongadas no forman un
solo plano.

SupERFICIE CURVA s aquella en que no se puede tomar una parte
plana por pequena que sea.

Lldmase sueersioie Mista la combinacion de la superficie plana
con la curve.

Del cireulo.

®. De todas las lineas curvas la mas sencilla, y inica cuyas
propiedades se consideran en la Geometria elemental, es la ¢ir-
cunferencia de circulo.

Se lama circunrereNcts una curva plana, cerrada, cuyos
puntos distan igualmente de uno interior llamado cextro.

Circoro es la superficie plant comprendida por la circunfe
rencia.

Oservacion.  Con frecuencia se suele llamar circulo & Ia cir-
cunferencia; pero el sentido en que se habla da a conocer si se
trata de la linea curva 6 de la superficie que comprende.

Fig. 1. Lldmase ravio toda recta que desdeel centro

C_,‘_/,.\./.D va G terminar en la circunferencia, como OA,

/g OB, OC, etc: (fig. 7).
Corot. Los rddios de un amismo circulo son
iguales.

10. Se llama cueroa toda recta que une dos puntos de la cir-
cunferencia, como AB 0 CD.

DiAmETRO es toda cuerda que pasa por el cenlro, como AB.

Corot. 1. El didmetro es duplo del radio.

CoroL. 2.° Los duimetros de un mismo circulo son iguales.

Llimase Arco una porcion cualquiera de la circunferencia,
como AC,

ot

De los teoremas reciprocos.

11. Se ha dicho (Arit. intr.) quela reciprocidad de los teo-
remas era muy frecuente en la Geometria ; mas es evidente que
de la verdad de un teorema directo no se infiere la del recipro-
co correspondiente ; por lo tanto, estos como aquellos deben ser
demostrados.

flay, sin embargo, ciertos reciprocos que se demuestran de
una manera andloga, y cuyas demostraciones pueden por lo tanto
omitirse, deduciendo al efecto una regla general, que sera de
sumo interés en lo sucesivo.

Ocupémonos de la deduccion de esta regla, sirviéndonos para
ello del siguiente

gaemeLo (%).

Teorema directo. En todo circulo:

1.9 Un punto cualquiera de la circunferencia dista del centro
una cantidad iqual alradios;

9.0 Un punto cualquiera interior d la circunferencia dista del
centro una cantidad menor que el vddio’;

3.0 Un punto cualquiera exteriord la circunferencia dista del
centro una cantidad mayor que el radio.

La verdad de la primera parte de este teorema esta fundada
en la definicion de la circunferencia, yla de las otras dos es una
consecuencia necesaria de la primera.

Teorema reciproco. En fodo circulo:

1.0 Un punto cualquiera, que dista del centro une cantidad
igual alrdadio, estd situado en la circunferencia;

9.9 Un punto cualquiera, que dista del centro una cantidad
menor: que el radio, estd situato dentro de la circunferencia ;

3.9 Un punto cualquiera, que dista del centro una cantidad
nayor que el radio, estd situado fuera de la cireunferencia.

() Este ejemplo es el mismo que emplea Vincent, y no puede elegirse
fotro mas sencillo.
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Demostracion. 1.9 Si el punto que dista del centro una canti-
dad igual al radio no estuviese en la circunferencia, estaria dentro
6 fuera de ella : si estuviese dentro, distaria del centro una canti-
dad menor que el radio, conforme 4 la segunda parte del teorema
directo, lo que es contrario 4 la hipdtesis: si estuviese fuera, dis-
taria del centro una cantidad mayor que el rddio, segun la tercera
parte del teorema  directo, lo que es tambien contrario & la hip6-
tesis ; luego dicho punto no puede estar dentro ni fuera de la cir-
cunferencia, luego se hallara en ésfa.

Luego si un punto cualquiera dista del ceniro una cantidad
igual al rddio, estd situado en la circunferencia.

Lo mismo se demuestran la segunda y tercera parte del teorema
reciproco.

La fuerza de la precedente demostracion estriba en que un
punto, que se encuentra en un plano donde esta trazada una cir-
cunferencia, se halla necesariamente en ésta; dentro 0.fuera, y en
que cualquiera de estos supuestos produce una consecuencia dis-
tinta respecto & la distancia al centro.

Pudiendo. emplearse un raciocinio analogo en la demostracion
de los teoremas reciprocos, cuyos directos reunan iguales condi-
ciones, se infiere que

42, Siempre que en una proposicion ¢ série de proposiciones
se hayan hecho todas las hipdtesis posibles sobre un mismo sugeto,
y cada una produzca una conclusion distinta, las proposiciones
reciprocas son ciertas.

Division de la Geomelria.

13. La Geomelria se divide en plana y del espacio.

La GeoweTria pLANA frata de la extension cuyos puntos estdn
todos en un mismo plano.

La GEOMETRIA DEL ESPACIO Se ocupa dela extension cuyos puntos
no estan todos en el mismo plano.

—_—

GEOMETRIA PLANA.

SECCION PRIMERA.
PROPIEDADES DE LAS FIGURAS PLANAS

CAPITULO PRIMERO.

Lineas rectas en sus diferentes posiciones.

ARTICULO PRIMERO.
De los dngulos.

14. Se llama Axcuio la extension comprendida. entre dos rec-
tas que concurren en un punto. Las lineas que le forman se
llaman lados, y vértice el punto de concurrencia.

ABC (fig. 8) es un angulo cuyos
o lados son AB y BC, y el vértice el

/ punto B.
A = Un dngulo se nombra por tres
/ y letras,como acabadeverse, expre-
B o ¢oL2 N gandosiempre en el medio la del
vériice; tambien se puede nombrar, cuando esta solo, por la le-
tra del vértice; asi se dice el angulo en By cuando en un
mismo_ punto se reunen varios yértices, por una letra 6 numero
colocados en el interior ; asf se puede decir el angulo a, el angulo
1, en vez de PONy MOP.

Corov. Un dngulo no varfa de valor aunque varie la longitud de
sus lados.

Los 4ngulos se suman, se restan y se multiplican 6 dividen por
un numero abstracto.

Asi MOP - PON=MON, MOP = MON —PON, y MON puede
ser duplo de MOP, y éste mitad de aquel.

Se da el nombre de misectriz de un dngulo & la recta que le
divide en dos partes iguales. OP es la bisectriz de MON.

Figure 8.
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£5. Se llaman ixcuros Avvacentes los que tienen el mismo
Fiz. 0. vértice, un lado comun y los otros dos lados en
C/D linea recta. AODy DOB (fig. 9) son adyacentes, lo
mismo que AOC y COB.
JEa/ Lldmase Axcuro recro cadauno de los dosadya-
A 0 B genfes ¢ iguales que una recta forma con otra, y
opricuo-el que es mayor 6 menor que el recto. AOC y COB son
angulos rectos, AOD y DOB oblicuos.
16 Trorema 1.0 Los dngulos rectos son iquales aunque no sean
adyacentes.
Fig. 10. Sean rectos los angulos AOC y A'O'C’ (figuras
9 y 10) ; vamos & demostrar-que son iguales.
Superponiendo (%) la figura 10 sobre 1a9, de
mado que A'B! coincida con AB y el punto O
caiga sobre 0, la recta O'C' coincidird con OC;
puessi 0'C' tomaseofra direccion cualquiera, por
ejemplo OD, los dngulos AOD y DOB, que representan & los
A'0'C’ y C'0'B" no podrian ser iguales entre si, siéndolo AOCy
COB; lo que es contrala hipdtesis. Luego los dos lados del
angulo. A'0'C"coinciden con los de AOG, luego dichos angulos
son iguales.

c!

Al o’

1%, Llgmase AxcuLo: Acuno el oblicuo menor que uno recto, y
osrusa el oblicuo mayor que el recto: BOD es agudo y AOD obtuso
(fig. 9).

18. Se llaman ANGuLos COMPLEMENTARIOS aquellos que sumados
forman un vecto, y SuPLEMENTARIOS [0S que forman dos rectos.

Corov. Dos dngulos que tienen el mismo complemento ¢ com-
plementos iguales, d el mismo suplemento. d suplementos iguales,
son igquales.

Porque agregandoles el complemento en un caso, y el suple-
mento en otro, dan una rnisma suma.

(") La superposicion es el medio mas comunmerte empleado en la Geo-
melria para demostrar la igualdad de las exlensiones. Al efecto, se admile
¢omo evidenle, porque lo es, que dos extensiones que superpuestas coin-
ciden en todas sus partes son iguales, y reciprocamente, que dos cxten-
siones iguales se pueden superponer de modo que coincidan.

Tambien se admite que con la superposicion no se altera la magnitud de
lag exiensiones.

— g =
19, Teorema 2.0 Los dngulos adyacentes valen juntos dos
reclos ¢ son suplementarios.
Fig. . Sean los éngules adyacentes AOD y DOB

G2 (figura 11).

/ Trazando por O una recta OC, que forme
X _ dos angulos rectos, se observara que los dados
LT l: AOD y DOB suman lo mismo que los rectos AOC

B’y COB, luego valen tanto como estos dos rectos :
asi llamando R & un angulo recto,

AOD--DOB=2R.

Reciprocamente.  Si dos dngulos AOD y DOB, que lienen un
lado comun OD y el mismo vértice O, son suplementarios, serdn
tambien adyacentes, ¢ lo que es igual, los otros dos lados AG y OB
estardn en linea recta.

Porgque si OB no es la prolongacion de AO, supongamos que
1o sea OB', y se tendra, por hipilesis,

AOD--DOB=2R,
y por el teorema directo
AOD--DOB'=2R ;
de donde
AOD--DOB=AOD--DOB' 6 DOB=DOD',
lo que es-absurdo,

Coron. 1.0 Si un dngulo es recto, su adyacente lo serd tam-
bien ; y si un dngulo es oblicuo, su adyacente lo es del mismo
modo.

ConoL. 2.9 Un dngulo cualquiera AOD vale ménos que dos
rectos.

Porque prolongando uno de sus lados A0, ce tiene

AOD--DOB=2R ;
luego AOD<ZR.

CoroL. 3.0 Los dngulos AOCHCOD-4-DOB, que se pueden
formar en un punfo O de una recta y & un lado de ésta valen juntos
dos rectos.

Porque la suma de estos dngulos es igual 4 la de dos adya-
centes cualesquiera AOD y DOB.

UNIVERSIDAD DE NUEVO LEON
Bitlioteca Vaiverde y Teflez
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Coror. 4.° Todos los dngulos AOB--BOC-COD--DOA (figurs
12) que se pueden formar alrededor de
punto O, valen juntos cuatro rectos.

Porque prolongando uno de los lados AO
de estos angulos en el sentido AF ('), la suma
detodos ellos equivale 4 la de los que puz-
den formarse en-el punto O sobre la recta AF y

debajo de la misma: pero los que pueden formarse en O sobre AF
valen dos rectos (corolario 3.2) y los que pueden formarse debajo
otros dos; luego todos los que se pueden formar al rededor
de O valen cuatro rectos.

Corov. 5.0 Lus angulos formados por dos rectas que se cortan

valen tambien juntos cuatro rectos.
®0. Se llaman ANGULOS 0PUESTOS POR EL VERTICE aquellos de los
Fig. 13. que el uno estd formado por las prolongaciones
de los lados del otro.
AOCy DOB (dig. 13) son opuestos por el
o 0 ~3B vértice; lo mismo que AOD y COB,
4. Teorema 3.0 Los dangulos AOC y DOB
opuestos por el vértice son iguales.
AOC tiene por suplemento & AOD, y DOB & AOD (48), luego
AOC y DOB tienen el mismo suplemento AOD, luego son iguales
(18, corol.)

A

ARTICULO 1L,

Perpendiculares y oblicuas.
22, Sellama vinea PERPENDICULAR la que forma con otra dos
Fig. 14. angulos rectos, 6 uno solo (49, corol. 1.9). 0G
(fig. 14) es perpendicular & AB, si COB es recto.
Linex opuicos, la que forma con otra dos
dngulos desiguales 1 oblicuos, 6 uno solo (49, co-
rolario 1.9). OD es oblicua & AB, si DOB es

un angulo oblicuo.

Coror. 1.9 Si una recta CO es perpendicular d otra AB, ésta

(‘) Las lineas que entran en los enunciados de los leoremas y problemas
se Irazan complelas generalmente, y de rayitas las auxiliaves de la demos-
iracion 6 resolucion. Decimos generalmente porque algunas veces e hace
lo contrario, para evitar la repeticion de figuras ¢ para que éstas resullen
mas claras,

e
lo serd a la prumera, y st una recta DO es obl{eua @ otra AB, ésta
tambien lo serd d aquella.

Coror. 2.9 Si dosrectas ABy CO se cortan perpendicularmente,
forman cuatro dngulos rectos.

23.  Teorema 1.9 Por un punto dado no se puede trazar mas
que una sola perpendicular ¢ una recta.

Pueden ocurrir dos casos: 1.9 que el punto dado esté enla
recta; 2.9 que esté fuera de ella.

1.9 Sea el punto O en Ia recta AB (fig. 14), decimos que no
se puedelevantar mas perpendicular que la OC ; porque otra recta
Lualqmera OD forma con la AB dos dngulos AOD y DOB, el primero
mayor que el recto AOC, y el segundo menor que el recto COB,
luego dichos éngulos AOD y DOB son desiguales, luego OD es
oblicua & AB; luego por el punto O no se puede levantar mas
que una sola perpendicular.

2.9 Seael punto B, fuerade la recta AG
(fig. 15) ; decimos que no se puede bajar
més perpendicular que la BO. Doblando la
parte superior de la figura, por AC, sobre
; la inferior, €l punto B vendra a parar &

Ay E B'; y como AOB es un dngulo recto, por

\B! hip6tesis, AOB' lo serd tambien, luego

BB’ es una linea recta (19, rec.). Si desde B se bajase otra

perpendicular BD: uniendo D con B' y do JI:]I](I0.0U.'a' vez la

parte superior de la figura sobre la inferior, BD coincidira con

B'D ; luego el Angulo B'DO seria recto como su igual BDO; luego

BDB' formaria una linea recta (18, rec.); luego habria dos rectas

que tendrian dos puntos comunes B y B' sin coiuc_idir, lo" que

esimposible (&, post.). Luego por B no se puede bajar mas que
una perpendicular BO 4 la AC.

24, Trorems 2.9 Si desde un punto B (fig. 15) fuera de una
recta AG, se traza d esta una perpendicular BO y una oblicua BD,
la perpendicular es menor que la oblicua.

Doblando la figura por AC, la parte superior sobre la inferior,
el punto B caera en B', y las rectas BO y BD tomaran las posicio-
nes de OB’y DB'. . ' _

£l 4ngulo AOB es recto; luego AOB' lo sera tambien, puesto
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que es el primero colocado en otra posicion de?puesr de dobl’ad)a
la figura ; luego BOy OB’ forman una linea
recta (49, rec.). -

Como por dos puntos B y B' no puede
¢ pasar mas que una recta (3, post.), B[? y
S DB’ forman una linea quebrada ; luego (3)
BB'<<BDB':

0

~

\B! y como BO es mitad de BB' y BD de BDB,
se tendréd por fin

BO<BD.
YO { 5 3
CoroLarto, La distancia enfre un punlo y una recia se mide
por la perpendicular trazada desde dicho punto u)l(f ;“d‘f.l, i
RECIPROCAMENTE, - Si una recta esla menor-que se puede traz
entre un punto y otra vecla, sera pupuzdwulm a es‘ Y
i {2 oblicua, y trazando una perpendicul
Porque sl no, seria > Y P
seria menor que ella : lo que es contra la hipotesis.

25. Teonema 3.0 Side un punlq G, ["m:ra (le.lz-l-?f'(.l,, rlectz; bz}E
(fig. 16), se trazan d esta una pema_{z_t‘lzculur (,L))y"(‘f/ublii.’fi( g
cuas CE, CF y GG : 1.0 las oblicz.tas CEy ‘()31;, q’llbl% .seg;zi)fu ! ép :
mente de la perpendicular, son iguales ; 2 (‘lc (IUb omoml‘[ y
CG, la que mas se-separa dela perpmzdzculzu‘ e; ‘a m E/ g.'rvmndo

1.9 Si DE=DF, doblando la figura CDF spl_»le .LD ) Si O

ig. 16. de eje CD, como los angulos '(JDI' ¥ CDL

C son iguales, el punto F caera sﬂobre Ej

‘ Juego los extremos de la recta CF coin-

A/ /—‘Q—L\—\Q— ciden con los de CE ; luego estas oblicuas
: son' ignales.

(7 9.0 Si DG>DF, doblando la parte

superior CE)B de la figura sobre la inferior, el punto G vcn%lra a

p. 4 ' v las rectas CD, CF y CG quedaran represcnmd@ por
})’8181‘ :l : EC'G- siendo recto el angulo CDB, C'DB, tambien Eo
Sc?': t}ll«;)y coroi. 1.9) ; luego CC’ serd una 1iuia‘_rccta‘(l!?, ]re,cj-

( 4 CFC'y CGC' serdn lineas quebradas (_?, ppst.) ; luego
P(_jz}oéggl)d (%) : pero CG es mitad de CGC' y CF mitad fambien
de CFC, luego it

Si las oblicuas fuesen CGY CE, una a cad':l_lad}? d? :2 [(fjﬁzlsl_
dicular, trazariamos la CF, de modo que DF=DE, ¥y

=%/

traria, como acaba de hacerse, que CG>CF : mas CF y CE son
iguales por el caso 1.9, luego CG>(E.

ReciprocAMENTE. 1.9 Si dos oblfcuas son iguales, se separan
igualmente de la perpendicular; 2.9 Si dos oblicuas son desiquales,
la mayor se separa mas de la perpendicular (4%).

Cororante. Desde un punto ¢ una recta se pueden trazar
dos rectas iguales, y de dos en dos todas las que se quiera;
pero no se pueden trazar tres, ni mas de tres, iguales entre sf.

#6. Teorewa 4.9 1.9 Un punto cualquiera C, situado en la
perpendicular CD (fig. 17) levantada en el punto medio O de una
recta AB, equidista de los extremos de esta; 9.9 un punto cualque-
ra E, situado fuera de la perpendicular, dista desigualmente de
los extremos de la recta.

1.% Uniendo C con A y con B, las oblicuas CA y CB son igua-

Fiz, 47, les (5) ; luego C cquidista de A y de B.
AT 2.9 Trazando las rectas EA; EB y CB se
tendra (5)
CE+-CB>EB;
& Y cemo CA y CB son iguales, segun la primera
6 B Darte del teorema, sustituyendo Ia primera de
estas lineas por la segunda, resulta
CEJ-CA>EB 6 EASEB.
RecierogaMeNTE. 1.9 Un punto cualquicra equidistante de los
extremos deuna recta, estd en la perpendicular levantada en su
punto medio; 2.9 un punto cualquiera que no equidista de los ex-
lremos de una, vecta, estd fuera.de la perpendicular levantada en
su punto medio (42).

D

Llamase vvear GEONETRIGO de: clertos puntos la laea o figura
yue tiene una propicdad exclusiva ¢ dichos puntos. Asi,
ferencia es el lugar geométrico de todos los puntos que
mismo plano equidistan del eentro.

la circun-
en el

Cororarto 1.0 El lugar geométrico de los puntos equidistantes
de los extremos de una vecta es la perpendicular levantada en su
punto-medio.

Cororario 2.9 Si una recta CD tiene dos puntos cualesquiera
Gy D equidistantes de los extremos A y B de otra recta AB, le
perpendicular en su punto medio 0.

Porque levantando en dicho punto medio C una perp

GZOM,

es

endicular,
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pasaré por los puntos Cy D (corol. ant.), luego coincidira con la
recta CD (3, corol. 1.9), luego sera perpendicular a la AB en su
punto medio O.

ARTICULO (II

De las lineas paralelas

2%. Sellaman rectAs paraLELAs las que estando en un mismo
plano no se encuentran por mas que se prolonguen.

28. Teorema 1.9 Dos rectas perpendiculares d una tercera
son paralelas entre st. .

En efecto, si se encontrasen en un punto cualquiera, desde
este punto habria trazadas dos perpendiculares 4 una recta, 1o
que es absurdo (23).

29. Postonavo. Dos rectas, una CD perpendicular y otra EF
(fig. 18) oblicua & una tercera AB, no Son
paralelas; y se encuentran hécia donde la
oblicun EF forma con la AB el dngulo
EFA agudo (%).

CoroLario 1.9 Por un punlo F fuera
de una recta CD no se puede trazar d esta
mas que una paralela. ’ '

Porque trazando por F la AB pe,rpendlcu?ar a ‘()]D? y la F;J

perpendicular 4 AB, @D y FG seran paralelas (:§.i’. y cuaﬂ_

quiera otra recta FE sera oblicua respecto de la AB (23), ]ueao

no sera paralelaa €D segunl el’ pé)[s;tulado. Luego por F no puede
ar na paralela a GD.

lméglnsgi.n 1211?) m?i Lzlma [;'ecta FE corta d una fle dos paralelas GF,

prolongada suficientemente tambien cprtam d la otra CD:1 :

Pues de lo contrario, por F habria dos’ paralelas, EF y GF, a

una misma recta CD; lo que es imposible (co'rol. anE.).

Coror. 3.9 Si una recta AB-es perpendicular & una de_dos

paralelas CD, tambien lo serd d la ptm GI’\‘. NI

Porque si AB no fuese perpendicular 4 GF, le §erla oblicua, y

esta tambien serfa oblicua respecto de aquella; mas en tal caso

(‘) Este es el célebre postulado de Euclides. Puede verse una demos-
tracion de él en Vincent, Cours de Géoméirie élémeniaire, page 27.
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CD y GF no serian paralelas (segun el postulado), lo que es contra
la hipotesis.

Coror. 4.9 Dos rectas AB y CD (fig. 19), paralelas ¢ una ter-

Fig. 19. cera MN, son paralelas entre st.
A B Porque si AB y CD se encontrasen, desde el
G D punto en que lo hiciesen habria dos para-
M N lelas a MN, lo que es imposible (corol. 1.9)
Coror. 5.9 Dos rectas ABy CD, respectivamente perpendiculares
Fig. 20. @ dos paralelas EF y GH, son paralelas
¥ entre st (fig. 20).

S1AB es perpendicular 4 EF tambien lo
serd a su paralela GH prolongada (coro-
E B lario 3.9), ycomo GCD lo es a esta por
hip6tesis, AB y CD son paralelas (28),

Coror. 6.9 Si dos rectas AB y GD no son paralelas, sus perpen-
diculares respectivas EF y GH tampoco lo serdn.

Porque si EF y GH fuesen paralelas, sus perpendiculares res-
pectivas AB y CD lo serfan tambien (corol. 5.9), lo que es contra
la hipotesis.

H

30. Se llama secante 6 TRasversaL la recta EF, que corta ¢
Fig. 21, otras dos AB y CD (fig. 21).
La secanle forma con las rectas que
corta ocho angulos, que son : 1, 2, 3,
4, 5,6, Ty 8.
(.—‘/77:/"‘_— ; Reciben el nombre de dngulos 1xtERNOS
A los. que estdan formados deniro de lasrec-
tas, como 3, i, 5y 6, y extErNos los que estdn fuera, tales son
1,2, 7.y:8.

Llamarémos dngulos Auternos los que estdn dentro de las reetas,
uno con cada una, y G diferente lado de la secante, como 3 y
6,4y 5.

Angulos correspoNDIENTES son los que estén uno dentro y otro
fuera de las rectas, uno con cada una, y & un mismo lado de la
secante, como 1y 5, 2y 6,3 y7,4yS8.

34. Teonema 2.0 Si dos rectas cortadas por otra forman
con ella : 1.° dngulos alternos J correspondientes iguales, 6 inter-
nos de un mismo lado de la secante suplementarios, dichas rectas
son paralelas ; 2.° si forman dngulos alternos 6 correspondientes

B
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desiquales, ¢ internos de un mismo ludo no suplementarios, dichas
rectas no son paralelas.

1.9 Alternos iguales. Supongamos que los angulos AGH y DHE,
b3 y 6 (fig. 22) sean iguales.

Por el punto_0, medio de Ja GH, se traza la PQ perpendicu-

Fig. 92, lara CD. Hagase girar la figura OHQ, en

el ‘mismo plapo y al rededor del punto 0,

hasta que OH coincida con OG : el puntoH

caera sobre G, por ser estas rectas igua-

les por construccion : lalinea 0Q coin-

cidird-con OP, por ser los dngulos POG

y HOQ iguales (24): la HQ coincidird

tambien con GP por ser los dangulos

PGO y QHO iguales por hipdtesis, luego el angulo OQH coincide

con OPG ; pero OQH es recto, luego OPG tambien lo serd : luego
ABy CD son perpendiculares a4 PQ, luego son paralelas (28).

Si les angulos alternos iguales fuesen 4 y H, como son res-
pectivamente suplementarios de 3 y 6, estos serian tambien igua-
les (48, corol.), y el paralelismo de AB y CD se demostraria como
acaba de verse.

Covrespondientes iguales. Si los angulos iguales son 3 y 7,
como 7 es igual al 6. por.opuestos ensel vértice, 3 y 6 serdn igua-
les, pero estos son alternos ; luego las rectas son paralelas.

Internos de un-mismo-lado suplementarios. Supongamos que
li y 6 sean suplementarios; como 3y 4 lo son tambien (#9), 3
y 6'serdn ignales : pero estos son alternos; luego las rectas son
paralelas.

2.0 Alternos desiguales. Supongamos que los angulos AQF
y DXE (fig. 23) sean desiguales, vamos a
demostrar que AB y CD no son paralelas.

Porque si lo fuesen, trazando por O una
recta MN, que formase el angulo MOF igual
4 DXE, MN seria paralela & CD, segun la
primera parte del teorema; luego por O
se tendrian dos paralelas AB y MN 4 CD,
lo que es imposible (29, corol. 1.9);
luego AB no es paralela & CD.

De una manera analoga se demuestra que las rectas no son
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paralelas cuando los 4ngulos correspondientes son desiguales, 6
cuando los internos de un mismo lado no son suplementarios.
Reciprocamente. 1.0 Si dos rectas son paralelas, cortadas por
otra, forman con la secante dnguios internos y correspondientes
iquales, y dngulos internos de un mismo lado suplementarios ; 2.9
si no son paralelas, forman con la trasversal dngulos alternos y
correspondientes desiquales, € internos de un mismo lado no su-
plementarios (£2).
82. Trorema 3.0 Las partes de paralelas comprendidas entre
paralelas son iguales.
Pueden ocurrir dos casos : 1.9 que unas paralelas sean perpen-
diculares a las otras ; 2.% que les sean oblicuas.
1.0 Seanlas paralelas AB y CD, EF y GH (fig. 24).
Fig, 2k. Por el punto P, medio de EG, se traza la
A B P G B PO perpendicularila AB, la cual lo serd
tambien ala CD (29, corol. 3.9). Doblan-
¢ p do la figara per PO, la parte PODB sobre
RE i1} la POCA, PB coincidird con PA por ser
los 4ngulos BPO y APO rectos : por igual razon OD coincidira
con OC; el punto G caera sobre E, por ser PG igual
a PE por construccion, lusgo la linea GH coincidira con EF,
porque si no desde E habria dos perpendiculares 4 la CD, lo que
es imposible; luegola GH coincide en todos sus puntos con la EF,
luego son iguales.
Lo mismo se demostraria que FH es igual 4 EG, trazando por
¢l medio de GH una perpendicular & EF.
Conor. Los puntos de una recta equidistan de su paralela.
2.0 Sean las paralelas AB y CD, EF y GH (fig. 25).

Por los puntos E y G se trazan las per-
pendiculares EP y GQ & la AB, que lo
seran tambien & la CD (29, corol. 3.9),
¢ iguales entre si, segun la primera parte
del teorema.

Superponiendo la figura HGQ sobre FEP, de manera que GQ
y EP coincidan, GH caera sobre EF, por ser los angulos
FEP y HGQ iguales por complementos de AEF y AGH, lam-~
bien iguales (34, rec.) : QH caerd sobre PF por ser rectos los
dngulos en P y en Q; luego el punto H caerd sobre F; luego los
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extremos de GH se confunden con los de EF, luego estas rectas
son iguales.

Para de_mosn'ar que EG y FH son tambien iguales, se tiene,

1z, 25. " segun la primera parte del teorema,

A T‘ 7 = EG=PQ : pero resultando QH=PF por la

/ / superposicion anterior, se tendrd tambien
¢ /i -/ i B QHFHP =PF}-HP 6 PQ=FH; de esta

» P H-Q ultima igualdad vy de la primera resulta
al fin EG=FH.

88. Trorema 4.0 1.9 Los dngulos1 y '3, 6 3y O (figura 26),
que tienen sus lados BA 3 OD; BC y OE, paralelos y dirigidos en
el mismo sentido, 6 BA 1y OF, BC y GG, en sentido opuesto, son
iguales ; 2.9 los dngulos 3 y 5, que tienen sus lados paralelos,
dos BA y OD divigidos en el mismo sentido, y-otros dos BGC y OG
en sentido opuesto,son suplementarios.

1.9 Los angulos 1y 2 son iguales. por
corespondientes :3 y 2 lo son tambien
por igual razon : luego el dngulo 1 es igual
al 3.

Los éngulos O 'y 1 son iguales por
opuestos en el vértice : el 1 esigual al 3
por lo que ‘se acaba de demostrar;
luego O y 3 son iguales.

9.9 El 4ngulo-en 1 -es suplementario del 5, por adyacentes:
pero el 1 y el 3 son iguales por lo demostrado en la primera parte
del teorema; luego 3 y 5 son suplementarios.

Coror. Los dngulos de lados paralelos son iguales 6 suplemen-
tarios.

84. Trorema 5.0 Los dngulos ABC %y DOE ¢ DOF (fig. 27),
Fig..at. que tienen sus lados BCy EF, BA y DO per-

pendiculares, son iguales 6 suplementarios.

Tracense por. B las rectas BG y Bl

A respectivamente paralelas 4 EF y DO, y

se tendra que los dngulos HBA y GBG

son rectos (29, 3.9 ; luego los angulos

U HBGy ABC, que tienen el mismo comple-

mento ABG, son iguales (48, corolario) ; pero HBG y DOE 6 DOF
tienen sus lados paralelos, luego son iguales 6 suplementarios

R}
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(88, corol.) : luego ABC y DOE 6 DOF tambien lo seran.
OsservAcioN. Son iguales los angulos de la misma especie,

como ABC y DOE, y suplementarios los de especie distinta, como
ABC y DOF.

CAPITULO II.

De la circunferencia.

ARTICULO PRIMERO.
Propiedades de la circunferencia.

85. Treorema 1.9 Dos civcunferencias de igual rddio son
iguales.

Porque superpuestas de modo que coincidan los centros, coin=
cidiran en todos sus puntos, pues de lo contrario unos puntosse
separarian del centro mas que otros, lo que es imposible (9, co-
rolario) ; luego dichas circunferencias son iguales.

OBSERVACIONES

1.» Este raciocinio demuestra igualmente que si dos arcos de
ignal radio se superponen de modo que coincidan los centros de
las circunferencias 4 que pertenecen y uno de sus extremos,
coinciden en todos sus puntos si son iguales, y si son desiguales
el menor se ajusta sobre el mayor, aunque no. ocupe toda su
extension y que, si superpuestos de la mismamanera coinciden
sus extremos, se ajustan en todos sus puntos, y por lo tanto son
iguales.

9.2 El mismo raciocinio. demuestra tambien que dos circu-
los de igual radio, superpuestos de modo que coincidan sus cen-
tros, coinciden en todos sus puntos, y por lo tanto son tambien
iguales.

36. Tronema 2.0 Ll didmetro AB divide la circunferencia en
dos partes iguales llamadas SEMICIRCUNFERENCIAS.
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son iguales.
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rolario) ; luego dichas circunferencias son iguales.

OBSERVACIONES

1.» Este raciocinio demuestra igualmente que si dos arcos de
ignal radio se superponen de modo que coincidan los centros de
las circunferencias 4 que pertenecen y uno de sus extremos,
coinciden en todos sus puntos si son iguales, y si son desiguales
el menor se ajusta sobre el mayor, aunque no. ocupe toda su
extension y que, si superpuestos de la mismamanera coinciden
sus extremos, se ajustan en todos sus puntos, y por lo tanto son
iguales.

9.2 El mismo raciocinio. demuestra tambien que dos circu-
los de igual radio, superpuestos de modo que coincidan sus cen-
tros, coinciden en todos sus puntos, y por lo tanto son tambien
iguales.

36. Tronema 2.0 Ll didmetro AB divide la circunferencia en
dos partes iguales llamadas SEMICIRCUNFERENCIAS.




— of—

Doblando la figura 28 por el didmetro AB, la parte ACB coin-
Fiy.. 28. cidird con ADB; porque si no coincidiesen, las
distancias del cenfro 4 la circunferencia no
serian iguales, lo que es absurdo (9, corol.):
luego las dos parles en que el didmetro divide
la-eircunferencia coinciden en todos sus puntos,

luego son iguales.

Opsenvacioy. - La superposicion  anterior demuestra tambien
que el didmetro divide el circulo en dos partes iguales, que reci-
ben el nombre de semicticulos.

3%, Teorema 3.% EL didmetro AB (fig. 29) es mayor que

Fig. 29. otra cuerda cualquiera CD.

0/ \D Trazando los radios OC y OD, se tendra (3)

T z g R S
j&/ R/ )j 0C--0D>CD:

. 0 pero 02 y.OD componen el diamefro AB (1@,
corol. 1.9); luego

AB>(CD.
38. Teorema 4.9 Por tres puntos A, B, C (fig. 30), que
no estdn en linea recta, puede pasar una._ cireunferencia, pero

nade mas que una sola.
Uniendo estos puntes por las rectas AB/y BC, y levantando
‘ig, 90, en los puntos medios D y E de eslas las perpen~
v, diculares DF y EH, estas perpendiculares se en-
\_cuentran en un-punto, tal como O (29, coro-
lario 6.9).
Ahora, siendo DF el lugar geométrico de los
puntos equidistantes de A y B (26, corol. 1.9), y
EH el; de los: puntos equidistantes de By G, el punto 0, donde
se cortan, sera ellinico que en el mismo plano equidista de A,
By C; luego si se hace centro en O, y con un radio OB se traza
una circunferencia, pasara por los tres puntos A, B, C; y como
en el mismo plano no hay otro punto equidistante de los fres
dados, no se podran trazar mas circunferencias diferentes que
pasen por los mismos.
Coror. 1.9 Tres puntos que no estdn en linea recta determinan
le posicion de una circunferencia.
Coror. 2.9 Dos circunferencias no pueden tener mos que dos
purlos comunes.

- "(6‘,_...'.'_.;: e an -

ma circunferencia:

gy |
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Porque si tuviesen tres, 1
en una sola,
39. Teorems 5.0

as dos circunferencias se confundirian

En circunferencias iguales 6 en una mis-
1.9 arcos iguales tienen euerdas iquales;
2.9 el mayor areo tiene la mayor cuerda (°)

1.0 Sean;iiailcircunfcreni:_ias Oy Q‘ (fig. 31) iguales, é igua-

P R o es t;nn'bmn los arcos ABGy A'B'C':

A7 N\g A ¢ Vamos a demostrar que las cuerdas
AC y A'C! o son del mismo modo.

Superponiendo la circunferencia O

sobre la O, de manera que el punto

A" coincida con A, el punto C' caera

sobre G, por ser los arcos ABC y A'B'C iguales; luego los ex-

tremos de las cuerdas se confunden, luego estas son iguales.

Si los arcos ignales fuesen ABC y DEF, situados en la misma
circunferencia 0, en la Q' tomariamos A'B'C/ — DEF; de donde
resultaria por lo que se acaba de demostrar, que DF=A'C'y
AC=A'C/, luego AC=DF.

2.9 " Sean las circunferencias 0 y 0’ (fig. 32) iguales, y
A'B'C>ABG; vamos & demostrar que A'G>AC.

Superponiendo la circunferencia O’ sobre la 0, de modo que
el punto A’ coincida con A , el punto C' caera mas abajo de C en
C", por ser el arco A'B'C’ mayor que el ABC por hipétesis; luego
la cuerda A'C estard representada y serd igual, segun la primera
parte del teorema, a la AC",

Fig.32. Ahora trazando los rddios OG y
0C", se tiene (5)
o AX-XCSAC
OX--XC">00".

Sumando estas desigualdades,
_ resulta
AX--XCHO0X-XC">ACH+0C"
AC"4-0C>ACH0GC".

B’

(") Toda cuerda subticnde dos arcos, uno mayor y otro menor quela se-
micircunferencia (cuando no es diimetro). Si, como en el teorema del texto,
e menciona s6lo uno de los arcos, se entiende siempre que se habla del

menor que la semicircunferencia.




OB

Suprimiendo en ambos miembros los radios OCG y 0C”, se
Kig- o tiene AQ'>AG,

p G v sustituyendo en vez de AC su igual

A.'{"//-"§\,’C"A’ g A'C, resulla por fin
' A'C>AC.
Si los arcos MNP>ABC estuviesen
situados en la misma circunferen-
cia 0, enla O' tomariamos A'BC=
MNP de donde resultaria, por-lo que acabamos de demostrar,
que A'C>AC, y porla primera parte del teorema MP=A'C';
luego

MP>AC.

Reciprocamente. En circunferencias iguales, ¢ en una misma
circunferencia: 1.9 cuerdas iguales subtienden arcos iquales;
9.9 la mayor cuerda subtiende el mayor arco (%).

40. TeoremA 6.° En circunferencias  iguales, 0. en una
misma cireunferencia: 1.9 cuerdas iguales equidistan del centro;
9.0 de dos cuerdas desiquales la mayor se aproxima mas al centro
(que la menor. . |

1.0 Sean las circunferencias O vy O’ (fig. 33) iguales, ¥ las

caerdas AB y A'B' iguales tambien:

vamos & demostrar que equidistan del
centro.

Trazando las perpendiculares OD y

('D'4 dichas cuerdas,ysuperponiendo

la segunda figura sobre la primerq, de

n;odo que Q' y O coincidan, ¥ que Ay A svc ’cgnfundzulxl mx\n.blenl:1
B' caera sobre B por ser los arcos AB'y A B' '1gna]‘os -(\59,)‘ yﬁ

cuerda A'B' se confundira con AB; luego O'D c.omcxdc f:unO 5

pues de lo contrario desde O habria dc?s’pcrpe.nd1<:ulares ’1 la f\tB’

lo queesabsurdo (23); luego OD y O'D" son 1guales; pcilc‘)leb as
lineas:son las que miden las distancias de las cuo.r_d.:ﬂcs a IO:chmtr(:;s

respectivos(24,corol.);luego dichas cuerdas equuhatgl‘w del centr 1

Si las cuerdas jguales estuviesen en una misma cncunfer(;nm(
como AB y MN, la demostracion seria andloga 4 la empleada en
igual hip6tesis de rema anterior.

‘gu;lohlpgogaes‘;.s[;;l;;o12: '1135 circunferencias Q' y O iguales (fi-

gura 34).

— ol

Superponiendo la figura primera sobre la segunda, de modo

que el centro O' coincida con Oy
r— el punto A’ con A, el punto B’ caera
(DTN o it < > "R mav
l en BY, por ser el arco A'B' mayor
o que AB (39, rec.) : la cuerda A'B'
estara representada por su igual AB"
—~" (39) y 0D por su igual OD"
segun la primera parte de este teorema.
Ahora (24) 0C>0D",
pero 0D>0C; luego con mas razon
OD>0D",
0, una vez que 0D"=0'D,
0D>0'D.

Luego la cuerda mayor A'B' dista ménos del centro que la
menor AB.

Si las cuerdas desiguales estuviesen en una misma ciecunfe-
rencia, como AB y MN, la demostracion seria analoga 4 la em-
pleada en igual hipétesis del teorema anterior.

Reciprocanente. En circunferencias iguales ¢ en una misma
circunferencia : 1.% cuerdas equidistantes del centro son iquales;

2.9 de dos 6 mas cuerdas, la que mas se aprozima al centro es la

mayor (42,.

Osserv AcioN. Suponiendo unido el punto A con O por una recta
AO, en la misma figura 34, se notara que si desde O se trazan
perpendiculares a las rectas AB y AB", la menor de estasperpen-

diculares es la que corresponde & la linea que con la AQ formame-
nor angulo.

. A1, Teorema 7.9 El didmetro AB perpendicular & una cuerda

CD (fig. 35), divide la cuerda y los arcos GBD g CAD, que esta sub-
tiende en dos partes ignales.

Doblando la" parte ADB de la figura sobre la ACB, sirviendo de

Fig. 35. _ eje el dilmetro AB, la linea XD tiene que caer

A sobre XC, por ser rectos los dngulos AXD y AXC;

’

y siendo D punto de la circunferencia, tiens que
caer sobre G, que tambien es punto de la misma;
luego XD se confunde con XC, el arco BD con CB y
!/ el AD con AC; luego la cuerda y los arcos quedan
B divididos en dos partes iguales.

X

0}
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Coron. Dos didmetros perpendiculares entre si dividen la cir-
cunferencia en cuatro partes iquales, llamadas CUADRANTES.

OpservacioN. La recta AB cumple con las condiciones siguien=
tes :

1. Pasa por el centro del cireulo.

2.2 Esperpendicular ¢ la cuerda.

3.2 Divide la cuerda en dos partes iquales.

L. Divide tambien en dos partesiguales el arco menor que la
cuerda subtiende.

5.2 Divide igualmente el arco mayor en dos partes iguales.

Dos de estas-condiciones-determinan la posicion de una recta
(8, corol. 1.0y 28); luego

Si una recta cumple con dos cualesquiera de las condiciones
precedentes, cumplird tambien con las tres restantes.

ARTICULO IL.
Lineas secantes y tangentes a la circunferencia.

42. Teorema 1.9 Una recta no puede tener mas que dos puntos
comunes.con la circunferencia.

Porque si tuyiese tres, trazando por ellos radios, se tendrian
bajadas desde el centro & la recta tres rectas iguales, lo que es
absurdo (2%, corol.)

43. Se lama secaxre de una circunferencin una recta ilimi=
tada, que tiene dos puntos comunes con ella ; y TANGENTE una
recta, tambien ilimitada, que tiene un solo punto comun con la
circunferencia. El punto comun se llama punto de contacto.

44. Tronema 2.° Toda recta que pasa por el extremo exterior .

de un rddio : 1.9si"es perpendicular al radio serd tangente d la

circunferencia : 2.9 si es cblicua serd secante.
Fig. 46. 1.9 Si CD es perpendidular enel extremo B del

B radio OB (fig- 36), serd tangente.

G \B_. D En efecto, siendo CD perpendicular & OB, OB
il lo serd 4 CD (22, corol. 1.%9): luego otra recta
\\,, cualquiera Om serd oblicua & CD (23); luego
/I\i‘ serd mas larga que la perpendicular OB (24);
luego el punto m estd fuera de la circunferen-
cia; y como lo mismo se demuestra de otropunto cualquiera

N

L ) e
de la CD, resulta que ésta no tiene mas que un puni{o comun
con la circunferencia ; luego es tangente (43)

2._0 Sila EF es oblicua & OB, ser4 secante de la circunferencia.

Siendo EF oblicua & OB, OB lo serd 4 EF ; luego desde O se
puede trazar otra oblicua On igual con OB (25, corol.) ; luego
el punto » se halla en la circunferencia (44, rec. 1.9) ; ]uegooia

recta indefinida EF tiene dos puntos comunes con la circunfe-
rencia, luego sera secante (43).

Recterocamente. Toda recta que pasa por el extremo exterior
de un rddio : 1.9 si es tangente serd perpendicular al rddio ; 2.9 si
es secante serd oblicua (12).

Coror. 1.9 Por un punto de la circunferencia no se puede
trazar mas que una tangente.

Porque si se pudiesen trazar dos 6 mas, habria en el extremo
delradio dos 6 mas perpendiculares 4 éste, Io que esabsurdo (23).

Ann 9 e 3 ol Y H 7 4

Coror. 2.° Dos paralelas AB y CD (Gig. 37) tangentes d-una cir-

Bic. 97, cunferencia O, tienen sus puntos de contacto E

_A K Y F en los extremos de un mismo didmetro EF.
AN Porque trazando por el punto de contacto E

( 0‘ un diametro, este seri perpendicular 4 AB,
A /. segun el teorema reciproco anterior; luego

L\| i3

¢ tambien lo serd a CD (29, corol. 3.9), luego
25 1\

pasara por el punto de contacto F : pues de lo
contrario, uniendo F con O, esta linea seria perpendicular 4 CD,
Segun el reciproco precedente, y por consiguiente desde el
centro habria dos perpendiculares 4 la CD, lo que es imposible ;
luego los puntos E y F estdn en los extremos de un mismo
didmetro.

OsservacioN. Del reciproco anterior, y tambien del nimero 24,
se infiere que: la secante dista del centro una cantidad menor
que el rddio, la tangente una cantidad igual al radio, y la linea
exterior a la circunferencia una cantidad mayor que el radio; y
reciprocamente (12).

45. Teorena 3.0 Los arcos comprendidos entre paralelas son
wyuales.

Pueden ocurrir tres casos : 1.0 que las paralelas sean dos
secantes 6 dos cuerdas GH y LM; 2. que sean una secante 6
cuerdaLM y una tangents AB; 3.9 que sean dos tangentesABy CD.
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1.9 Si se traza el didmetro EF perpendicular & GH, se ten-
dra (44) HMF=GLF:
pero siendo EF perpendicular & GH, lo serd tambien & LM (29,
Fig. 31. corol. 3.9); luego
" MF=LF :
7 Testando estas dos igualdades se tiene
HMF —MF =GLF—LF 6 HM=GL.
9.9 Trazando el didmetroEF, sera perpendi-
I cularaAB (44, rec.), y por consiguiente & LM
(29, corol. 3.9) luego
MHE=LGE.
3.0 por E se traza un diametro, el cual pasard tambien por F
(8.4, corol. 2.9); luego (38)
FMHE=FLGE.

46. Se dice que dos circunferencias son SECANTES una de otra
cuando tienen dos puntos comunes, y TANGENTES cuando solo tie-
nen uno.

4%, Teonpwa 4.0 Si dos circunferencias O y O (fig. 38),
tienen un- punto comun A fuera de la linea 00, que une los cen-
tros, serdan secanies. :

Bijese desde A una perpendicular AB sobrg 00/, v prolongucse

Fig, 3. de modo que A'B sea igual a AB: ul.n'endo

los puntos A y A’ con O y 0', lasioblicuas

OA y OA' son iguales (23), luego si A

es punto de la circunferencia O, tambien

lo sera A'(14, rec. 1.9): por igual razon

las oblicuas AO' y O'A’ son iguales luego

siendo. A punto de la circunferencia Of,

tambien A' lo sera; luego las circunferencias Oy O' tienen dos
puntos comunes, luego son secantes (a8). ‘

Corow. 1.0 La linea de los centros de dos circunferencias se-
cantes es perpendicular d la cuerde comun.

Coror. 2.9 El punto de contacto de dos circunferencias tangen-
tes estd en la linea de los centros.

Porque si estuvicse fueraserian secantes.

4. TeorEMa 5.0 Dos circunferencias que estan en un mismo
plano:

—31. =
19.  Sv son exteriores la una & la otra, la. distancia de los
centros es mayor que la suma de los rddios.
2.9 Si se tocan exteriormente, la distancia de los centros es
igual @ la suma de los radios.
8.0 Sise cortan, la distancia de los centros es menor que 1
suma de los radios y mayor que su diferencia.
6.0 Si se tocan interiormente, la distancia de los centros es
igual & la diferencia de los radios.
5.9 Si son interiores la una d la otra, la distancia de los
Fig. 30 centros es menor que la diferencia de
los radios.

1. La simple inspeccion de Ia
figura 39 nos da
00'=0A-AA'4-A'0" : de donde
00">0A-+A'0,
0 llamando d la distancia de los centros, r y »' los radios de Ias
Fig. 40. circunferencias 0'y 0,
d>r-r'.

2.° Elpunto de contacto de estas
circunferencias (fig. 40) estd en la linea
de los centros (47, corol. 2.9) , luego
00'=0A-1-AQ" 6 d=rlv'.
3.9 Los puntos de interseccion A y A" (fig. 41) estan fuera

s de la linea de los centros (4%);
luego los puntos 0,A y O’ no estan en linea
recta ; luego (5)
00'<<AO4-AO0":
y tambien 0A<<00'4-A0', de donde
00">0A—A0',
6 reuniendo la primera y ullima desigualdad,
Fig. 42. d<r-+1”, a>r—r'.

4.9 El punto  de contacto'de estas circunfe-
rencias (fig. 42) estd en la linea 00’ (4%, coro-
lario 2.%); luego

00'=0A—0'A
6 d=r—1’',
5.9 La simple inspeccion de la figura 43 nos da
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O0'=A0—0'A'—A'A ;
sumando A'A con el segundo miembro; este crecerd, y por con-
siguiente
00'<<OA—0'A" & d<r—r'.

Recierocamente.  Dos  circunferencias que
estan. en-un mismo plano :

1.9 Sila distancia de los centros es mayor
que la suma de los radios, son exteriores la
una a la otra.

2.9 §i la distancia de los centros es iqual

d la suma de los rdadios, se focan exteriormente.

3.0 Sila distancia de los centros es menor que la suma de los
radios y mayor que su diferencia, se cortan.
4.9 Sila distancia de los centros es iqual d la diferencia delos

’

)

4
radios, se tocan interiormente.

5.9 Sila distancia de los centros es menor que lg diferencia
de los radios, son interioves la una G la ofra (12).

ARTICULO 1L

Medidas de los dngulos,

49. ' Se llama Arco cORRESPONDIENTE ¢ un dngulo el arco infer-
ceptado entre sus lados y trazado desde el vértice como centro.

Coror. El arco correspondiente ¢ un dngulo recto es un cua-
drante (41, corol.).

50. Teorema 1.0 1.9 Si dos dngulos son iguales, sus arcos
correspondientes . trazados - con el mismo rddio son tambien
iguales ; 2.9 si dos dngulos son desiguales, el mayor tiene mayor
arco correspondiente, estando los dos arcos trazados con el mismo
radio.

1.9 'Sean los dngulos B y E (fig. 44) : superponiendo el pri-

Fig. &4, mero al segundo, de manera que coincidan,

A p elpunto N coincidird con Q y el M con P,
w/t p, e A B

por ser iguales por hipétesis los radios BN
Z_\__ . \ _ ¥ EQ; luezo el arco MN se confunde con
B N GE 0 F pg (g5 obs. 1.7, luego son iguales.

a3 e

20 Sean los angulos B y E (fig. 45); superpbngase el pri-

mero al segundo, de modo que coincidan

los vérlices y que BC caiga sobre EF, y

el ofro lado BA caerd en la parte interior

del &ngulo DEF en EM', por ejemplo, por

: o L.h 0T ser ef'ta.z angulo mayor q‘ue el en Bpor.hip(')-

tesis : el punto N caera sobre Q por laigual-

dad de los radios BN y EQ, y NM se ajustara con QP (3%, obser-

vacion 1.%). Ahora los arcos MN y M'Q son iguales por la primera

parte del teorema : pero PQ es evidentemente mayor que M'Q;
luego tambjen serd

PQ>MN.

ReciprocAMENTE. 1. © Si dos arcos trazados con el mismo rddio
son iquales, sus dngulos correspondientes tambien lo serdn; 2.9 si
dos areos trazados con el mismo rddio son desiquales, el mayor
corresponde @ mayor dngulo (82).

Coror. Si el arco AB (fig. 46), correspondiente d un dngulo
AOB, es un cuadrante, el angulo serd recto.

Porque completando la eircunferencia y prolongando BO hasta

G, CAB sera una semicircunferencia (286); pero
AB es un cuadrante por hip6tesis, luego AC serd
otro cuadrante; luego los angulos AOB y AOC son
iguales, segunel teorema anterior. Por otra parte,
AOB y AOC valen juntos dos rectos (19), luego
cada uno de ellos valdra un'recto; luego AOBes
un angulo recto.

54. TeoremA 2.9 Dos dngulos cualesquiera son proporcio-
nales & sus arcos correspondientes trazados con igual yadio.

Se distinguen dos casos : 1.0 que ‘los arcos sean conmensura-
bles ; 2.0 que sean inconmensurables (6).

1.0 Sean MN y PQ conmensurables (fig. 47) y Mm="Pp la

Fig. 47 unidad de medida comun. Supongamos que
r esta se puede colocar en MN tres veces y
; cinco en PQ, y se tendra
AR / MN_ 3
N G E QT 2 . 2
Trazando por los puntos de division de
esl s arcos y por los vértices lineas rectas, los &ngulos ABC y DEF

19

ZEOM. 3




quedaran divididos el primero en tres dngulos y el segundo en
cinco, todos iguales entre si (39, rec,); luego
ABC 3

DEF 5

9

- . . o
Esta proporcion y la anterior tienen comun la razon — ; lue-
9

£0 (.\lg. 153)
ABC ~ MN
DEE"PQ
Sean MN y PO (fig. 48)inconniensurables; supongamos queel
arco MN sedivide en partesiguales enfresi,
tan pequenas como se quiera (lo que espo-
sible, puesto que se puede suponer dividido
eas MN en dos partes igunales, cada una de eslas
0 K enotras dos yasi sucesivamente); yque una
d¢ estas partes'seaMm seoldquese esta medidasobre PQ todas las ve-
ces que se pueda,y quedard un resto g0, unasvez que MNy PQson
inconmensurables : tracese lnego la recta Eq.
Siendo los arcos MN y Pg conmenSurables, se tendra segunla pri-

R L)
N

mera parie del teorema v
ABG  MN-.
DEg~ Pg
Comparanda estos quebrados con los siguientes.
ABC . MN
DEEF ° PO
se ohservara que los segundos(que estin en columna) tienen el nume-
rador MNcomun, y que el denominador Pg se puede aproximar a PQ
todo lo que se quiera; porque ¢0) es menor que Mm, y esta parte pue-
. MN
de ser mas pequefia que una eantidad cualquiera dadaj Inego 5o es

rn o]

Y MN ! ABG | ABC
el limite delT([-‘\ ) : por igualrazon OEF esellimite de m, pero las
cantidades variables son iguales, luego los limites tambien lo se-
rdn [ (*) teor.]; luego
ABC  MN

() Se llama cantidad variable la que admite un numero ilimitado de va-
lores distintos, y constante la que no admile mas de uno.

Limite de una cantidad variable es otra constante, 4 la que la primera
puede aproximarso cuanto se quiera; pero sin que jamas le sea igual. El

AT

Opservacion. La unidad de medida de los éngulos es un 4n-
gulo, v la de los arcos otro arco : porque la unidad de medida
ha de ser siempre de la misma naturaleza que la cantidad que
se mide; si, pues, tomamos por unidad de medida del angulo
ABC el DEF, vy por unidad de medida de los arcos el PQ corres-
pondiente & la unidad de medida angular, la igualdad anterior

BC MN .

——=——nos dice gue
DEF~ PO

La relacion de un dngitlo con su unidad de medida es la
misma que la de su arco correspondiente con su unidad de medida
tambien.

En las mismas hip6tesis anteriores !a igualdad precedente se

D J
convierte anll"":%\ ¢ ABC=MN;
luego en ignal sentido se puede decir que
La medida () de un angulo es su arco correspondiente.

52. [l angulo tomado comunmente por unidad de medida
es el angulo recto, y como su arco correspondiente es un cva-
drante (49, corol.), el cuadrante serd tambien la unidad de
medida de los arcos. A fin de facilitar la determinacion de las
relaciones de los arcos con el cuadrante, se divide éste en 90
grados, de manera que la circunferencia tiene 360 de estos
cada grado se divide en 60 minutes, cada minuto en 60 segun-
dos, etc.

Los grados, minutos, segundos; ete. se indican asi :

52 grados, 12 minutos, 37 segundos = 42° 12" 37",

Siendo 12 medida de un angulo su arco correspondiente (ob-
servacion anterior) la misma denominacion de los arcos se aplica a

limite es superior cuando creciendo la variable se aproxima @ él; é infe-
rior en el caso contrario.

Teorexa (lamadedelos limites). Si dos cantidades variables X y Z, perma-
neciendo iguales entre si, se aproximan 4 sus limites respectivos A y B,
eslos serdnviguales,

En ¢fecto, ¢ puede supongr 4 un valor que Se aproxime 4 A todo lo que
se quiera; Iuego tambien se puede suponer @ z el mismo valor, puesto que @
y z permanecen siempre iguales ; luego A es lambien limile de z, luego Ay B
son limiles de 5 (la primera de estas canlidades por lo gue se acaba de
demoglrar v la segunda por hipdlesis) ; y como una misma variable z no
puede aproximarse del mismo modo 4 dos limites diferentes, A es igual B.




— 36 —

los angulos; ast se dice gue un angulo tiene, por ejemplo, 13°
k8 14", cuando su arco correspondiente es de 13° 48" 14";
segun lo cual el dngulo recto tiene 90°, el agudo ménos de 909
y el obtuso mas de 90°.

Modernamente se ha dividido la circunferencia tambien en
cuatlro cuadrantes, pero cada cuadrante en 100 grados, cada
grado en 100 minutos, cada minuto en 100 segundos, etc. Para
distinguir los grados, minutos 'y segundos, etc., de una y otra
division, llamaremos sexagesimales 4 los de la division antigua y
centesimales alos de la moderna (*). Guando no se haga diferencia
entenderemos que se habla de la divisionantigua, que es todayia
a mas usada.

Aunque la medida 'de un &ngulo es-su arco correspon-
diente, conviene sin embargo muchas veces referir la medida de
ciertos angulos & arcos no trazados desde el yértice como centro,
y de esto vamos & ocuparnos al presente.

Bl dngulo cuyo vértice estd en la circunferencia se llama 15s-
cripro si estd formado por dos cuerdas, Y SEMI-INSCRIPTO Si IOY un@
tangente y una cuerda.

El dngulocuyo vérlice estd dentro de una cicunferencio se
llama INTERIOR ; 3 €S CENTRAL cuando su vértice estd en el centro, y
EXCENTRICO €n 0(r0 ¢aso.

El dngulo cuyo vértice estd fuera de una circunferencia, y
cuyjos lados-tocan 6 cortan é esta se llama EXTERIOR.

54. Teorema 30. El dngulo inscripto tiene por medida la
mitad del arco comprendido por sus lados.

Se distinguen tres casos : 1.9 que el centro de la circunferen-
cia esté enuno de los lados; 2.9 que esté comprendido enfre ellos;
3.0 que esté fuera del angulo:

Sea el angulo ABC (fig. 49), cuyo lado BC pasa por el cen-
tro 0. Trazando el didmetro DE paralelo 4 AB, el angulo ABC

*) Los Franceses llaman degrés a los de la primera division y grades a
los de la sezunda.

Es inutil adverlir que por medio de una simple proporcion se reducen
los grados de la division aniigua & grados de la moderna, puesto que
estas divisiones esldn en la razon 90 :400 o6 9 :10.
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es igual & DOC por correspondientes : pero este iene por medida
Fiks 49, el arco DC; luego ABC también tendra por medida
el mismo arco DC.

Ahora, el arco DC es igual & BE, por arcos
correspondientes y trazados con el mismo radio, de
los angulos iguales (24) DOC y BOE: BE es tam-
bien igual & AD (43); luego DC es igual & AD,

luego DC es la mitad de AC. Luego el &ngulo ABC tiene por me-
dida la mitad del arco AC comprendido entre sus lados.

2.9 Siel angulo fuese ABG (fig. 50), que comprende el cen-
iro O entre sus lados, trazando el diametro BD
se tiene que el angulo ABC se compone de ABD

/ y DBG : pero la medida de ABD es la milad de

; AD, yla de DBC la mitad de DC, segun la pri-

' mera parte del teorema; luego ABC tendrd por

"L\/ medida la mitad de AD mas la mitad de DC, 0 sea
la mitad.de A

BEASi el angulo fucra \B (fig. 51), cuyos lados AB y BG

Fig. 5 estan a la izquierda del centro O, trazando el did-

metro BD, se tendrd que ABG seria igual &

\ ABD ménos CBD = pero ABD tiene por medida la

K/ /%0 \) mitad del arco AGD}y CBD la mitad de CD, segun
la primera parte ngl teorema; luego la medida de
ABC sera

1 ;
1 ACD—5CD ,:— 5 (ACD—CD)= 5 AC.

Comor. 1.9 Los dangulos inscriptos, cuyos lados comprenden
wun mismo aveo O arcos iguales; son iguales.

Conor. 2. Los angulos imcriplns, cuyos lados pasan por los
extremos de un digmetro ¢ comprenden una Semicircunferencia,
son vectos (89, corol.), los que comprenden un arco mayor obtu-
sos, y los:que-menor agudos.

55. Teorema 4.0 El dngulo semi-inseripto tiene por medida
la mitad del arco comprendido por sus lados.

Tambien distinguirémos tres casos : 1.9 que el centro de la
circunferencia esté en la cuerda; 2.9 que esté comprendido entre
los dos lados ; 3.9 que esté fuera de ellos.
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1.0 Sea el angulo ABC (fig. 52), cuyo Jado BC pasa por el

Fig 52. centro O: este dngulo serda recto (44, rec.),

luego tendra por medida un cuadrante (49, co-

rolario, y 51, obs.), 0 sea la mitad de la semi-
cireunferencia BEC comprendida por sus lados.

9.0 Si el 4ngulo es ABC (fig. 53), cuyos lados

comprenden el centro O, trazando el diametro BD

se tendrd que ABC es igual 4 ABD mas DBC : pero la medida de

Fig. 5%, ABD es la. mitad de BED; segun el primer Caso

AL del teorema, la de DBC es la mitad de DC (324);

: luego la de ABC serd

1 NSy
ZBED-+ = DC==BEDC.
=BED-+- 5 D= BEDG

i el ‘angulo fuese ABC (fig. 54), cuyos lados estan a la
izquierda del centro O, trazando el diametro BD
se lendra que ABC es igual & ABD ménos CBD :
pero la medida de ABD es la mitad de BCD, segun
el primer caso, y la de GBD la mitad de €D lue-
go lamedida-de ABC sera

l}CD—é CD:% (BCD—CD)== BC.

56. Teonema 5.9 El dngulo ABC (fig. 55), interior excén-
trico, tiene por medida la semisuma de los arcos AC y ED com-
prendidos entre sus lados y las prolongaciones de estos.

Trazando la recta DF paralela & EC, se tiene que los an-
gulos ABC y ADF son iguales por correspondien=
tes; pero ADF tiene por medida la mitad del areo
ACF (34); luego ABC tendra la misma medida.

Ahora el arco ACF es igual 4 AC mas CF 62
AG mas ED, puesto que CF y-ED son iguales (43),
luezo la medida de ABG sera

e
5 (AG-ED).

59. Trorema 6.0 FEl dngulo exterior tiene por medula
la mitad del arco concavo comprendido entre sus lados, meénos

la mitad del arco convexo comprendido entre los mismos (*).:

Conviene tambien distinguir tres casos : 1.2 que el angulo esté
formado por dos secantes ; 2.° por una secante y una tangente ;
3.2 por dos langentes.

1.9 Sea el angulo ABC (fig. 56) formado por dos secantes
AB y BC : trazando la cuerda EF paralela a AB,
se tendra que el angulo ABC es igual al FEC
por correspondientes : pero estetiene por medida
la mitad del arco FC; luego ABC tendra la misma
medida. Por otra parte el arco AF es igual al DE

AL (45); y por consiguiente

/T FC=AC—AF=AC—DE.

Luego la medida de ABC es, por tltimo,
é— (AC—DE)= % I\C—é DE.

2.0 Siel angulo es ABC (fig. 57) formado por la secante AB
y la tangente BC, trazando por el punto de con-
tacto E la recta EF paralela & AB, se tendra que

"\\ el angulo ABC es igual al FEC por correspondien-

( _,‘;E tes : mas FEG tiene por medida la mitad del arco

}\/ FE (£3); luego ABC tendra la misma medida.

/ T (S El arco FE es igual a AFE ménos AF, 6 a
AFE menes DE, puesto que AF y DE son iguales (43); luegola
medida de ABC es, por tltimo,

e— o R
3 (AFE—DE)= - AFE— 5 DE.
3.0 Siendo el angulo ABC (fig. 58), cuyos lados son las tan-
Fig. 53. gentes ABy BC, se traza por uno. de los puntos
A D |3 [ contacto E'la recta EF paralela & AB, y se
{
{5

77 =

/
i

Y

tendra que el angulo ABC es igual & FEC, por
. & orrespondientes : pero FEC tiene por medida la

l\\ o 14“11;;(1]&:[ arco FF; luego ABC tendrd la misma
T medida.

() Una curva cualquiera se llama cdnecava respeclo de un punto cuando
sus puntos intermedios son los que mas se alcjan ds dicho punto, y con-
vexa cuando sucede lo conirario. El arco AC (fig. £5) 9s concavo respecto
al punto B, y el DE conyexo respecto al mismo punvo.
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El arco FE es ignal 4 DFE ménos DF, 6 & DFE ménos DE,

una vez que DF y DE son iguales (43); luego la
pmedida de ABC sera por fin

1 1 1
= (MDRR \— - DFE— =DE
5 (DFE DE"‘Q DFE 5 DE.

Opservicioy. Del corolario 2.9, niim. 54, y de

¢ los teoremas delos nums. 56y 5% se infiere que

Cuando los lados de un angulo pasan por los extremos de un
digmelro :

1.0 Si el dngulo tiene su vértice en la circunferencia, es
recto ; 2.9 si le tiene dentro, es obtuso : 3.0 y si le tiene fuera es
aqudo.

ReciprocAmeNTe.  Cuando los lados de un dngulo pasan por los
extremos de un didmetro :

1.0 Siel dngulo es recto, tiene su vértice en la circunferencia ;
2.9 si es obtuso, le tiene dentro; 3.0y si es agudo, le tiene
fuera (12).

Corotarto. La. circunferencia es el lugar geométrico de los
vértices de los dngulos rectos, cuyos lados pasan por los extremos
de un didmetro.

PROBLEMAS GRAFICOS

velativos d los dos capitulos precedentes ().

58. 1.9 Dividir una recta AB en dos partes iguales por

medio de una perpendicular.

Se hace centro en el extremo A (fig. 59), y con un radio
;q/f’ mayor que la mitad de AB, se trazan dos ‘arcos
g mmiypg;se-hace centro en B, y eon el mismo

radio se trazan dos arcos, que cortardn & los ante-
B riores (48, rec. 3.9) en los puntos Cy D, se unen

W

% AB en dos partes iguales AO y OB.
Porque la recta CD tiene los puntos G y D equidistantes de

() Sellaman problemas grdficos los que se resuelyen con la regla y el
compds, 4 diferencia de los numéricos que se resuclven por el céleulo.
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los puntos A y B dela recta AB, por ridios de circulos iguales,
Iuego le serd perpendicular en su punto medio (26, corol. 2.9);
luego

A0=0B.

OsseevacioN. Cada una de las partes AQ y OB puede dividirse
dél mismo modo en otras dos, cada una de estas en otras dos,
y asi sucesivamente ; de manera que una recta puede dividirse
por este medio en un nimero de partes iguales expresado por
2, 4, 8, , ¥ en general por una potencia cualquiera entera
de 2.

59. 2.9 Por un punto dado trazar una perpendicular a

una recta ().

Distinguirémos tres casos : 1.% que el punto esté fuera de la
recta : 2.9 que se halle en ésta : 3.2 que esté en uno de sus ex-
tremos, sin que pueda prolongarse més alla de dicho extremo.

1.0 Sea el punto A y la recta BC (fig. 60).
Hagase centro en'A, y con un radio mayor que la distancia
Tig 6o, de A & BC tricese un arco, que cortard & la BC
AA en dos puntos D y E (44, obs.) : higase lcentro

./-f‘ N g o estos puntos'y con el mismc') radio, u otro
l’])\<l7é“ mayor que la mitad de Iijl), dCSC.I'll')BnS‘C otros dos
ol arcos, que aun en la primera hip6tesis (una vez

i que DE << AD -} AE, de donde DE < DF - FE)
se cortarin en F (48, rec. 3.9 : tnase el punto F con A, y la
recla AF sera la perpendicular pedida.

Porque tiene los puntos A y F equidistantes de Dy E; luego
le es perpendicular (28, corol. 2.9),

2.0 Si el punto fuese O, y AB (fig. 61) la recta & que se
Fie. G1. ha de trazar la perpendicular, tomariamos 4 la
o derecha € izquierda de O las distancias iguales

0D y OC : haciendo centro en C, y con un radio

—D--C—— 0_,1\)13_ mayor gue la mitad de CD, describiriamos un
arco por la parte superior'6 inferior de la recta

> ¢ dada : haciendo centro en D y con el mismo ra-

(') Este problema se resuelve facilisimamente por medio de la escuadra,
como se comprende con sélo lenerla 4 la visla,
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dio, trazariamos otro arco que cortase & uno de los dos anterio-
Fi i res (48, rec. 3.9 enel punto E 6 F; y uniendo
: uno de estos puntos con O, se tendra la perpen-
dicular pedida.
Porque tiene los puntos Ey0 6 F y O equi-
\ distanies de C y D; luego es perpendicular a la
+E GD (28, corol;- 2.9 6 4 la AB.
3.0 Seael punto B, extremo dela AB (fig. 62) que no puede
prolongarse en este sentido.
Se elige un punto O fuera de la vecta. AB, tal que la circunfe-
Fig. 62 rencia descrita desde él, con el radio OB,
corte 4 la recta dada_en un punto cualquiera
C(para lo que basta que el angulo OBA sea
agudo) : se traza el didmetro CD: se une el
7>~/ puntoD con B, y la recta, DB sera la perpen-
A C~_~8 dicular pedida.
Porque el angulo ABD es recto (84, corol. 2.9).

6¢®. 3.° Enun punto Gde una recta AB (fig. 63) formar
un angulo igual a otro dado EFG ().

Haciendo ecentro” en el vértice F_del angulo dado, eon un
Fig: 63. radio cualquiera se traza el arco MN : ha-

_/E P 2/ eiendo centro en G, y con el mismo radio,
M/ 04 se traza el arco indefinido PQ : se toma la

\ %\ cuerda MN y se aplica sobre PQ, que prin-

Gy O se traza larecta DC, y el angulo DCB sera el pedido.

Porque siendo las cuerdas MN y 0Q iguales, los arcos 3N y
0Q'lo seran tambien (38, rec. 1.9); luego los angulos DCB y
EFG son iguales (50, rec. 1.9),

G4. [.° Dividir un arco en dos partes iguales.

Distinguirémos dos casos : 1.9 que sea conocido el centro del
arco : 2.9 que no lo sea. /

(") Este probléma se resuelve con mucha facilidad por medio del semi-
circulo 6 dela falsaescuadra, como se comprende sin mas explicacion que
lener & la vista eslos instrumentos.

1.0 Si el arco es AB (fig. 64) cuyo centro esta en O, se

Fig. t4. traza la cuerda AB, y desde O se le baja

A\ una perpendicular (39, 1.9 OC, y esle_l

i\n _  dividira el arco en dos partes AD y BD
=t ignales (48).

BY 2.0 Si el arco AB no tuviese el centro

0 determinado, se trazaria tambien su cuerda AB, y esta se divi-

diria en dos partes iguales por la perpendicular EC ($8), la cual

dividiria del mismo modo el arco dado en dos partes AD y BD

iguales (&4, obs.)

Coror. Para dividic un angulo ABC (fig. 65) en dos partes

Fig. 65, iguales, 6 sea para trazar su bisectriz, se des-
cribe su arco correspondiente MN, y se divide
en dos parles iguales (€4, 1.9 por medio de
la recta BD, la cual serd la bisectriz de dicho
angulo.

Porque si los arcos MO y ON som iguales, los @ngulos ABD y
DBE lo seran tambien (3@, rec. 1.9)

Opservacioy. Cada uno de los arcos MO y ON, 6 cada dngulo
ABD v DBG, puede dividirse del mismo modo en otras dos partes
iguales, cada una de estas en otras dos y asi sucesivamente ; de
manera que un arco y un dngulo pueden dividirse por este medio
en un numero de partes iguales expresado por 2, 4, 8, ..., ¥
en general por una potencia cualquiera entera de 2 ().

@2. 5.9 Por un punto A fuera de una recta BGC (fig. 66)
trazarle una paralela.

Se _hace ceniro en A, y con un radio mayor quela distan-

Fig. 66. cia de A a dicha recta, se traza un arco
MN, que cortara la recta BC (44, obs.)
en un punto cualquiera M : se hace centro
en M, y con el mismo rddio se describe el

arco AD : se toma sobre MN una parte ME

(%) Es famoso en Geomelria el problema dela ériseccion del angulo ¢ del
arco, porlos indiiles esfusrzos que se han hecho para resolverle con solo el
u'nxili; de lalineareeta y circunferencia;j pero ¢sto 6s imposible. Lacroix le
resuelve por lainterseceion de ramas de pardbola. (V. Trailé de Trigonomeé=

trie, pag. 200.)
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igual con AD, y porlos puntos A Y E se traza una recta, que sera
la paralela pedida.
Porque los dngulos en 1 y en 2 son
iguales (3@, rec. 1.9 : pero estos son
- alht;n?os; luego BC y AE son paralelas (34,
()

63. 06.° Por un punto A fuera de una recta BC (fig. 67)
trazar otra recta AF, que forme con la primera un angulo
AF(Cigual & otro dngulo dado M.

En un punto cualquiera D de la BC se forma el angulo EDC

Fig\ Gt igualal dado M (€®) : por A se traza una
recta AF paralela 4-ED (62), y el angulo

AFC seré el pedido.

Porque el angulo EDC es igual al en M
. por coustruccion : pero el EDC es igual al
AFC (34, rec. 1.%); luego los angulos AFC y M seran tambien
iguales.

64. 7.9 Deseribir la circunferencia que determi-
nan tres puntos A, B, C (fig. 68), que no estidn en linea
recta.

Unanse los puntos dadoes por medio-de dosrectas AB y BC :

dividanse es'as en des partes iguales por medio

q de perpendiculares (38) ; y haciendo centro en
el punto O-donde se encuentran, y con un ra-
dio igual & OB, se traza una circunferencia, la
cual pasara tambien por los otros dos puntos
Ay G (38), y serad la pedida.

Conov., Para determinar el centro de una eircunferencia 6
de un arco cualquiera, se toman tres puntos : se unen por medio
de cuerdas : se dividen estas en dos partes ignales por perpen-

(*) Iste problema puede resolverse tambien trazando por A una reela que
corle & la BC, y formando los dnzulos alternos ¢ correspondientes iguales, 6
los internos de un mismo lado suplementarios: §igualmenle hajando desde A
una perpendicular & BC, y trazando por A otra perpendicular 4 esla ulfima

(831 y 28); pero el medio mas exacto en la praclicaes el que hemos empleado.

Con la escuadra se resuelve tambien ficilmente; y por medio de esla ¥
la regla siempre que sobre el papel deban (razarse muchas reclas parale-
las entre si.
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diculares, y donde estas se corten sera el centro buscado. Las
dos cuerdas pueden trazarse tomando cuatro puntos de la cir-

cunferencia 6 del arco. En este caso las dos cuardasno tienen un
punto comun,

65. 8.9 Por un punto dado trazar una tangente 4 la
circunferencia.

Distinguirémos dos casos : 1.0 que el punto dado esté situado
Fig. 69, en la circunferencia ; 2.° que esté fuera de ella;

B porque si estuviese dentro, el problema seria

/ evidentemente imposible.

\ 0— 14 10 Seael punto A (fig. 69) situado en la cir-

\_/ cunferencia 0.

G Unase el punto O con A ; tricese la perpen-
dicular BG al extremo A del radio OA, y BC sera la tangente pe-
dida (44, 1.9).

2.0 ~Sea el punto.A (fig, 70) situado fuera.de la circunferencia O.

Unase cl punto O con A, y sobre esta recta como diametro
desc nbase la circunferencia 0', la cual cortard
a Ja O en dos puntos (48, rec. 3.%)B y C; por
Ay por los puntos B y C se trazan las dosrec-
9. =5)a tas indefinidas AB y AC, cada una de las cua-
les sera la tangente pedida.

Porque trazando los radies OB y OC, los
angulos ABO y ACO son reclos (54, corol. 2.0); luego AB y AG
son tangentes a la circunferencia O (44, 1.9).

Coror. Las partes AB y AC de las tangentes, comprendidas
entre el punto Ay el de contacto, son iguales; la recta OA, que
pasa por el centro y por el punto dado, divide al dngulo BAG,
formado por las tangentes; y al arco convexo BEG, comprendido
entre las mismas, en dos partes iquales.

En efecto, doblando la figura por la recta AD, la semicircun-
ferencia ABO. coincide con Ja ACO, y la EBD con la ECD (36) : y
como el punto B es comundlas dos semicircunferencias superio-
res, tendra que coincidir con el C, donde se cortan las inferiores;
luego AB coincide con AC, el angulo BAO con el OAC y el arco BE
con el EC, Luego

AB=AC, BAO=0AC, BE=EC.
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Reciprocamente. S una recta DA divide en dos partes iguales
el angulo BAC, formado por dos tangentes d
una cireunferencia, pasard por el centro 0O
de ésta.
Porque de lo contrario, trazando por Oy
A una recta, habria dos bisectrices de un
mismo angulo BAC, lo que es absurdo.
OpservAcioN. | El lugar geométrico de los centros de las cir-
cunferencias fangentes 4 los lados de un angulo es la bisectriz
de éste.

€6. 9.0 Describir una circunferencia 0, tangente & tres
rectas AB, BC y CD (fig 71), que forman entre si dngulos cua-
lesquiera.

Trdcense las bisectrices de los angulos, las que se cortaran
en un punto O; porque siendo cada
Noof uno de los angulos B y C menor que

: A dos rectos (9, corol. 2.9, la suma
;;/// le sus mitades OBC y OCB vale ménos
/"\/

Fig, 71.

lambien que dos rectos, y por lo tanto
)B ¥ OC no son paralelas (38, 2.9) ;
hagase centro‘en O, y con un radio OE,

rectas CD, se deseribe la circunferencia
pedida.

Porque BO es el lugar geométrico de los centros de las cir-
cunferencias tangentes & ABy BC (€5, obs.); por igual razon
CO es el lugar geométrico de los centros de las circunferencias
tangentes 4 BG y CD, luego el punto. O, donde se rcortan, ‘sera
el centro de Ia circunferencia ‘que se quiere trazar, y la distancia
a una de las rectas dadas el radio de dicha circunferencia.

OsservacioN. Suponiendo prolongadasindefinidamente las ree-
tas AB, BC y CD, se podrian trazar otras tres circunferen-
cias tangentes & las mismas reclas, cuyos centros serian 0,

(400% ¢ L

6%. 10. Trazar una circunferencia tangente 4 ofra en
un punto dado, y que pase por otro punto tambien dado,
exterior ¢ interior 4 ella.

o e
Distinguirémos dos casos : 1.9 que el punto dado (que no se
halla en la circunferencia) sea exterior; 2.9 que sea interior.
1.9 Sea O (fig. 72) la circunferencia dada, A el punto de
Fig. 72. contacto y B el exterior por donde ha de
pasar la circunferencia, que va & deseri-

, \ birse.
0’ Tracese la recta AB y el radio OA,
prolongandole indefinidamente en este sen-
- tido : dividase 1a AB en dos partes iguales
por una perpendicular, la que encontrara a la OA prolongada su-
ficientemente, si el dngulo BAO es oblicuo (29) : desde el punto
0', donde se cortan, con ¢l radio O'A se describe una circunfe—
rencia que sera la pedida,
Porque pasando por A pasara tambien por B (26, 1.9, v
Fig. 73. serd tangente a la circunferencia O (48, reci-
proco 2.9),
2.2 Si el punto B'(fig. 73) es interior, se eje-
cuta una construccion andloga d la precedente
\____/ como se ve en la figura,
OeservacioN. Si el angulo BAO (figs. 72 6 73)
fuese recto, el problema seria imposible.

CAPITULO IIL

De los  poligonos.

ARTICULO PRIMERO,

Definiciones preliminares,

€8. Se lama roiicono la porcion de. superficie plana li-
mitada por rectas. Lstas rectas, los angulos que forman y sus
vértices, reciben los nombres de lados, dngulos y vértices del
poligono.

Lldmase periverRo del poligono la suma 6 conjunto de sus
lgdos,
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Reciprocamente. S una recta DA divide en dos partes iguales
el angulo BAC, formado por dos tangentes d
una cireunferencia, pasard por el centro 0O
de ésta.
Porque de lo contrario, trazando por Oy
A una recta, habria dos bisectrices de un
mismo angulo BAC, lo que es absurdo.
OpservAcioN. | El lugar geométrico de los centros de las cir-
cunferencias fangentes 4 los lados de un angulo es la bisectriz
de éste.

€6. 9.0 Describir una circunferencia 0, tangente & tres
rectas AB, BC y CD (fig 71), que forman entre si dngulos cua-
lesquiera.

Trdcense las bisectrices de los angulos, las que se cortaran
en un punto O; porque siendo cada
Noof uno de los angulos B y C menor que

: A dos rectos (9, corol. 2.9, la suma
;;/// le sus mitades OBC y OCB vale ménos
/"\/

Fig, 71.

lambien que dos rectos, y por lo tanto
)B ¥ OC no son paralelas (38, 2.9) ;
hagase centro‘en O, y con un radio OE,

rectas CD, se deseribe la circunferencia
pedida.

Porque BO es el lugar geométrico de los centros de las cir-
cunferencias tangentes & ABy BC (€5, obs.); por igual razon
CO es el lugar geométrico de los centros de las circunferencias
tangentes 4 BG y CD, luego el punto. O, donde se rcortan, ‘sera
el centro de Ia circunferencia ‘que se quiere trazar, y la distancia
a una de las rectas dadas el radio de dicha circunferencia.

OsservacioN. Suponiendo prolongadasindefinidamente las ree-
tas AB, BC y CD, se podrian trazar otras tres circunferen-
cias tangentes & las mismas reclas, cuyos centros serian 0,

(400% ¢ L

6%. 10. Trazar una circunferencia tangente 4 ofra en
un punto dado, y que pase por otro punto tambien dado,
exterior ¢ interior 4 ella.

o e
Distinguirémos dos casos : 1.9 que el punto dado (que no se
halla en la circunferencia) sea exterior; 2.9 que sea interior.
1.9 Sea O (fig. 72) la circunferencia dada, A el punto de
Fig. 72. contacto y B el exterior por donde ha de
pasar la circunferencia, que va & deseri-

, \ birse.
0’ Tracese la recta AB y el radio OA,
prolongandole indefinidamente en este sen-
- tido : dividase 1a AB en dos partes iguales
por una perpendicular, la que encontrara a la OA prolongada su-
ficientemente, si el dngulo BAO es oblicuo (29) : desde el punto
0', donde se cortan, con ¢l radio O'A se describe una circunfe—
rencia que sera la pedida,
Porque pasando por A pasara tambien por B (26, 1.9, v
Fig. 73. serd tangente a la circunferencia O (48, reci-
proco 2.9),
2.2 Si el punto B'(fig. 73) es interior, se eje-
cuta una construccion andloga d la precedente
\____/ como se ve en la figura,
OeservacioN. Si el angulo BAO (figs. 72 6 73)
fuese recto, el problema seria imposible.

CAPITULO IIL

De los  poligonos.

ARTICULO PRIMERO,

Definiciones preliminares,

€8. Se lama roiicono la porcion de. superficie plana li-
mitada por rectas. Lstas rectas, los angulos que forman y sus
vértices, reciben los nombres de lados, dngulos y vértices del
poligono.

Lldmase periverRo del poligono la suma 6 conjunto de sus
lgdos,
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DiscoNAL es la recta que une dos vértices mo contiguos d un
mismo lado, como AE (fig. 74).

Un poligono se lama convexo cuando no puede ser cortado

Bl gt por una recta mas que en dos puntos; y

s MclNcavo en el caso contrario. ABCDEF

—7‘-/"-*""""".7—1..\%1!...@3 un poligono convexo, ¥ GHLMN
B\ 7B | L | concavo:

A ‘/_E G N Cuando en lo sucesivo se nombre
un poligono en general, se entendera. que se habla del con-
vexo, que es. el unico de cuyas propiedades nos ocuparémos en
adelante.

Se llama poligono equiLitero el que tiene todos sus lados igqua-
*les entre si, y EQUIANGULO el que Liene sus dangulos iguales.

Lldmase poligono resuLar el que es equildtero y equidngulo, é
[RREGULAR el que no reune estas dos circunstancias.

69. Un poligono tiene eyidentemente: tantos lados como
angulos 'y como vértices; por razon, pues, del nimero de la-
dos ¢ angulos (*) se clasifican los poligonos de la manera si=
guiente:

El poligono que tiene 3 lados se llama tridngulo.
L. . </ + « « « cuadrildtero.
. . « « . . pentdgono.
R 11
heptdgono.
actogono.
. enedgono.
. decdgona.
<« . endecdgono.
. v« o s+« dodecagono.
. « o s . « pentedecdgono.

oo O o~ Oy Ot

p— i

Los poligonos de diferente nimero de lados de los precedentes
no tienen nombres especiales, y se les llama poligonos de 13,
920, 100, etc., lados.

() El cuadrildtero es el inico poligono que toma el nombre del numero
de sus lados, los demas le toman del de sus dngulos,

- [9 —
ARTICULO 1L,
De los triangulos.

%0. De Ia definicion de Ia linea recla (3) se infiere que

Fig. 75. ‘ /\ﬁg’. 75) AC<CAB4-BC, y tambien que

B /% ACHBC>AB, de donde AC>AB—BC:

4 luego ’

y G Un lado cualquiera de un triangulo es
qui su diferencia.

7'1!. Teonema 1.0 La suma de los dngulos de un t):i ingul
es iqual a dos dngulos rectos. . .
: Sea el tridngulo ABC. Trazando por G una recta CE paralel
@ AB, se tendra (831, rec. 1.9) Wl e

BACH-ACE=2R 6 BAC+ABG-BOE=2R"
pero (34, rec. 1.9) BCE=CBY; luego
BACH-ACB-CBA—=9R,

CGoror. 1.0 Un dngulo de un tridngulo es suplemento de la suma
r{e los otros dos ; y por consiguiente, si dos [i'fli)?/]lllO:? lz‘mzcr‘z dos
dngulos. vespectivamente iguales, tambien tendrin igual el t
dngulo (48, corol.). ‘ —

'(,:«)nor,. 2.9 El dngulo BCD, formado por un lado BC de u
trm'ngu[u y-la prolongacion CD de otro, lamado dnqulo E‘\'TFLR\’ ;
es igual & la suma de los dos internos A y B no 1147(1/?1(‘(’)1[(‘.9 A

Porque la suma de A y B tiene por suplemento el '::m"ulo
Af;B (corol. ant.) : pero BCD tiene tambien por Suplememoo il
ACB (29); luego(18, corol.). (

BCD=—A--B.

Co’nor,. 3.°  Si un tridngulo tiene un dngulo recto % obtuso. |

demas seran agudos. . P

Lldmase tridngulo Recrixcvro el que- tiene un angulo recto
(I.BTL'&\NGI‘LO el que tiene un dngulo obtuso, y .'\CiJT,.{\‘(;‘I'x'O el rz.u”
liene sus tres dngulos agudos. ' "

En el tridngulo rectangulo se llama wipotenusa el lado opues-
to al dngulo recto, y careros los lados que forman dicho dangulo
recto.

GLOM.
[
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Coror. 1.0 ILos dos dngulos agudos del tridngulo rectdn-
qulo son. complementarios Y nEciprOCAMENTE, Si dos dngulos de
un tridngulo son complementarios, el triangulo serd rectangulo.

Cotor. 5.0 Si desde un punto de una oblicua se baja una per-
pendicular sobre la recta d que lo es, la perpendicular caerd den-
tro del angulo. agudo.

Porque si cayese dentro del dngulo obtuso, resultaria un trian-
gulo con un ngulo obtuso y 0tro recto, lo que es imposible (co-
rolario 3.9).

w2, Teonema 2.0 Dos tridngulos son iquales : 1.0 si tienen
sus tres lados respectivamente iguales; 2.0 si tienen dos lados res-
pectivamente iquales ¢ igual el dngulo comprendido ; 3.0 si tienen
an lado iqual contiguo @ dos dngulos respectivamente iguales.

1.0 Seanlos triangulos ABC y A'B'C (fig. 76) en que supo—
nemos--AB=A'R’, 'BC=B'C' 'y AC=A'C' : coloquese el tridn-
gulo AB'C. sobre el ABC, de modo
B que A'C coincida con Su igual AC,

n)
/\ /\\ _y que el yerlice B' caiga a dife-
RS0 Al 2T rente lado/de la AC que el vértice

Fig. 76.

)

B, en B’ por ejemplo, unanse los
puntos By B

[a recta AC~ tiene el punto A equidistante de B y B" por
ser.rectas AB y AB' jguales por hipotesis : por igual razon G
equidista tambien de By B'; luego la AC es perpendicular a la
BB, y la divide en dos partes iguales 0B=0B" (26, corola-
rio 2.%). Doblando, pues, esta figura por AG; la_parte. inferior
sobre la superior, OB caera sobre OB (23), ¥ el punto B" coin-
cidiracon B luego los tres vértices de los tridngulos ABG y AB"'C
coinciden; luego tambien los ladosy angulos, luego son iguales :
pero el triangulo AB"C representa A'B'C' ; luego

ABC=A'BC.

9.0 Si los tridngulos  fuesen los mismos, y se supusiese
AB=A'B, AC=AC y el 4ngulo BAC igual al B'A'C!, colocando
el triangulo A'B'C’ sobre el ABC, de modo que A'C’ coincidiese
con su igual AC, y el vérlice B cayese hacia la parte superior
de AC como el vértice B, el angulo B'A'C coincidira con su
jgual BAC y el punto B caera sobre B, por ser iguales tam-
bien por hipdtesis las rectas A'B' y AB; luego los tres veértices

— gfi

de los tridngulos coinei .
os triangulos coinciden, lues 3 trif i
S , luego los triangulos son iguales.
- an los mismos triangulos, en que se supone AC=A'C':
el angulo BAC=B'A'C' y ACB=A'C'B' : Sm
oL :1 )\ ACG y ACB=A'C'B' : superponiendo dichos
dngulos de manera que A'C’ coincida con su ignal AC, A'B
caer AB por ser iou: 5 BAC v I :
erd solbre AB por ser iguales los angulos BAG y B'A'C ;' B'C
caera s igual razc : B
era sobre BC por igual razon ; luego el punto B' coincidhﬁ con

D]

ey OV e B S
; l, o]roy 395 luc??'o los tres vértices de los tridngulos se con-
m(lw(_en, uego Ios. triangulos son ignales.

Iduno‘n. Dos triangulos son iguales cuando tienen un lado iqual
Y [(US; cuzgu(ols cualesquiera respectivamente iquales, con tal que
estos tengan la misma eolocaci idngulos 0 al

tenf ik cion en los dos trigngulos res

s qulos respecto al

onr [ ip (] 3
1I orque teniendo dos angulos respectivamente iguales, tienen
el tercero tambien igual (2 ] 5 WAl
ibien ig ¢4, corol. 1.9, luego si los
perccro : : . uego si los angulos
;L?p(_cmameme ‘xguales tienen la misma colocacion rospec\‘to al
lado 1gu'al, tendran necesariamente un lado ignal contiguo 4 d
angulos iguales. ¥ P
3. Teorema 3.9 Dos trid i
- 11‘,01 = 3. .D.n.s trigdngulos rectingulos ABC y ABC'
g. 17) son zguule.s 8i tienen las hipotenusas BC y B'C' iquales
un eateto AB igual ¢ otro cateto A'B' ’ 7
Snpergong&se el triangulo A'B'C' al ABC, de modo que el
Fig. 1. R S : ]
cateto A'B' coincida con su igual AB:
Y e ' ! < 5 -
el cateto A'G' caera sobre AC, por la
igualdad de los éngulos rectos en A y
en A, y la hipotenusa B'C' sobre BC
»

desx;;uu!gs (25, 2.9), Io que es conlra la hipotesis; luego el
punto C' caera sobre C, luego los tridngulos son i”liéilé% o
.OB_gF_[\V_.\CTO\' 1.2 En este caso de igualdad derJ triz'u;:ruIO‘ I
mismo que en los del numero anterior, se notara que loscénn‘b’l ’
que coinciden son los opuestos & lados iguales, y que 1 :].:1(105
que tambien coinciden son los opuestos 4 ;'mgulo’s }ﬂtlalés OZ o
nera que en triangulos iguales, d lados i(/zmlbs se (;)onen, i e-ma-
iguales, y reciprocamente. ' ‘ i
Orssrj‘uv.-\mrm 2.2 Si al superponer estos tridngulos suponemos
AB=A'B' v BC<B'C', se notard que B™>B y fmr c(;lniia,,i:mb
C>C'; de donde resulta que dos triangulos re-ct'mvul . «!?te
nen igual un cateto y la hipotenusa c’d S £
eskrual, el angulo agudo
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opuesto 4 dicho cateto es mayor en el que tiene menor hipotenusa.
w4, Los tridngulos pir razon de suslados se dividen tambien
en ESCALENOS, (ue lienen sus tres lados desiguales, 1sOSCELES, (ue
tienen dos lados iguales, y equiitERos, que tienen los tres lados
iguales enlre si.
Se llama sase de un tridngulo uno cualquiera de sus lados;
virTice el vértice del dngulo opuesto al lado tomado por base, Yy
avtura la perpendicular bajada desde el vértice & la base 6 a su
prolongacion.
Si AG es la base del triangalo ABC (fig. 78), el punto B sera
el vértice, v la perpendicnlar BD la altura.
Coror. En el tridngulo rectdngulo, si un cateto es la base el
ofro serd la altura.
OssrrvAcion, Eu el triangulo isdsceles suele llamarse base el
lado desigual.
5%. Teoreana b0 En todo tridngulo : 1.° d lados wuales se opo-
nen dngulos iguales ; 2.9 al mayor lado se opone el mayor anqulo.
1.9 Sea el tridingulo ABC (fig. 78) en que se supone AB=
BC, y vamos 4 demostrar que el angulo Fig. 78.
en A es igualal en C. »
Bijese desde B.una perpendicular T
8D sobre AC. Los tridingulos rectingulos : \‘\
ABD-y DBC tienen el cateto BD comun : A D G- e
y la hipotenusa AB igual a la hipotenusa BC por hipétesis ; luego
son iguales (¥3); luego los 4ngulos en A y en G, opuestos al
Jado comun, tambien lo serin (%3, obs. 1.%)
9.0 Sea el tridngulo EFG (fig. 78); si FG>FE, el angulo
FEG sera mayor.que el G.
Tomando sobre FG una parte FH=FE se tendra, segun la
primera parle del teorema, el &ngulo
FEH=FHE :

pero (24, corol. 2.9) FHE>G, luego
FEH>G:

et angulo FEH es una parte de FEG; luego con mayor razon
FEG>G. '

ReciprocaMENTE.  En lodo lridngulo : 1.0 d dngulos iquales se
oponen lados iguales; 2.9 al mayor dngulo se opone el mayor
lado (12).

Conow. ¥. Siun tridngulo es isdsceles, los dngulos contiguos
a la base son iguales, y reciprocamente.

CoroL. 2.0 Si un tridngulo es equildtero, serd tambiwen equi-
dngulo, y reciprocamente ; luego el tridngulo equildtero 6 equidn-
gulo es un poligono regular.

Conow. 3.9 El mayor lado en el tridngulo obtusdngulo es el
opuesto al dngulo obtuso, y en el rectdngulo la hipotenusa.

Osservacioy. La recta BD, trazada en un triangulo ABG
isosceles (fig. 78), reune las circunstancias siguientes :

1.* Pasa por el vértice del tridngulo.

9.2 Es perpendicular d la base.

3.= Divide la base en dos partes iguales.

L. Es bisectriz del angulo opuesto @ la base.

Y como dos de estas condiciones determinan la posicion de la
reeta, resulla que:

Si una recta cumple con dos cualesquiera de las condiciones
precedentes cumplird tambien con las dos restantes.

9. Trorema 5.0 8i dos tridngulos ABC y A'BC (fig. 79)
tienen dos lados respectivamente iguales AB=A'B', BG=BC' y
el dangulo B comprendido por los dos primeros és mayor que el B
comprendido por los dos sequndos; el lado AG opuesio al mayor
dngulo es mayor que el A'C' opuesto al menor.

Superpongase el tridngulo A'B'C" al ABC, de modo que A'D

Fig. 19. coincida con su igual AB, y el
lado B'C' caeradentro deldngulo
. 78 ARG, puesto. que este _angulo
es mayor por hipétesis que el

7= BoP ABC.

i / 7 Ahora el punto G podré to-
/ mar 4 lo sumo tres posiciones
A dislintas :
1.2 en (" dentro del triangalo; 2.® en C" sobre ellado AC; 3 .
en G fueradel triangulo.
1.2 SiC caeen G se tendrd (%)
ACH-BC>AG'-BC" ¢
y como BG=BC" por hipotesis, resulta
AC>AC' 6 AC>AC.




5l

92.* Si el punto C' cayese en G", se tendria evidentemente
AC>AC" 0 ACSA'C.
3.» Si dicho punto €' cae en C" se tiene (3)
AO-0C"">AC" y BO-4{O0C>BC:
sumando estas desigualdades, resulta
A0--0G""+BO-4-0C>AC""+-BG,
0 AGH-BG"">AG"" -BC;
y como BC=BG"” por hipdtesis, resulta al fin
ACSAC“ 6L AC>A'C.

Reciprocamexte. Si dos tridn-
gulos ABC y A'B'C' tienen dos
lados  respectivamente iguales
AB=A'B,“EC=B'C" y el ter-
cer lado AC es mayor que el
tercer lado A'C, el dngulo B,
opuesto al mayor lado, es ma-
yor que el angulo B" opuesto
al menor.

En efecto, si B no fuese mayor que B, seria B=B ¢
B<B'; pero-si B=B'los tridngulos serfan iguales (%%, 2:2),
y por consiguientes AC=A'C' contra la hipotesis : si B<B', se-
gun ‘el teorema directo, serfa AC<A'C' lo que tambien es
contrala hipotesis; luego necesariamente se ha de verificar que

B>B.

ARTICULO IL
De los cuadrilateros.

%9. Loscuadriliteros se dividen en TrRAPEZOIDES, que no lienen
ningun lado paralelo @ otro como ABCD (fig. 80) : TRAPECIOS, (ué
tienen dos lados paralelos y ofros dos no, como EFGH : y Para-

Fig. 80. : L : .
LELOGRAMOS, que tienen sus la-
N

G ¥ dos paralelos dos @ dos, como
\ / MNPOQ.

D E H M Q Se llaman vases del trape-
cio los lados paralelos, y atura la perpendicular bajada de una
de las bases d la otra 6 @ su prolongacion, ¢ sea la disancia entre
las bases.

B

En el paralelégramo recibe el nombre de base uno cualquiera
de sus lados, y el de altura la perpendicular trazada desde el lado
opuesto 4 la base & esta 6 4 su prolongacion, 6 sea la distancia
entre la base y su lado opuesto.

98. Trorema 1.9 Los dngulos de un cuadrildtero ABCD (fig. 80)
valen juntos cuatro dangulos rectos.

Trazando la. diagonal BD queda dividido en dos triangulos,
cuyos angulos componen los del cuadrilatero propuesto; pero los
angulos de cada triangulo valen juntos dos rectos (31), luego los
del cuadrilatero valdrin cuatro.

%9. Teorema 2.0 En todo paraleldgramo ABCD (fig. 81)
1.9 los lados opuestos AD y BC, AB y CD son iguales ; 2.° dos
lados opuestos AD y BC ¢ AB y DC.son iguales y paralelos ; 3.0
los dngulos opuestos A y C, By D son tambien iguales ; 4.9 las
diagonales se dividen mutuamente en dos partes A0 y OC, BO Y 0D
iguales entre si.

1.0 AD=BC yAB=DC por partes de paralelas comprendidas
entre paralelas (3%).

2.9 AD=BC 6 AB=DC por el casoanterior, y son paralelas por

Fig. 81. la definicion del paralelogramo (%7%).
—@ 3.0 A=Q y B=D, porque estos angulos
/ tienen suslados paralelos y dirigidos en sentido
opuesto (33, 1.9).

4.9 Los tridngulos AOB y COD tienen
AB=CD, por la primera parte del teorema : el dngulo en 2 igual
al en 6, por alternos entre las paralelas AB y CD cortadas por la
trasversal AC (81, rec. 1.9): el 3 es igual al 7 por la misma ra-
zon ; luego dichos tridngulos son iguales (3%, 3.9), luego (%3,

observacion 1.%)

A0O=0C y OB=O0D.

Recierocamente.  Todo cuadrildtero ABCD serd paralelégra-
mo : 1.9 si los lados opuestos AB y DC, AD y BG son iguales ; 2.9
si dos'lados AD'y BC, 6 AB 1y DC son iguales y paralelos ; 3.0 si
los angulos opuestos A y G, By D.son iguales ; 4.9 si las dos dia-
gonales se dividen mutuamente en dos partes iguales AO=0Cy
BO=0D.

1.0 Tracese una de las diagonales AC, y los triangulos ABC y
ACD tienen AC comun, AB=DC y AD=BC por hipétesis; luego

011162
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son iguales (32, 1.9); luego los dngulos 2 y 6 son iguales (¥3,
r)]).s‘ 1.2); luego ABy CD son paralelas (81, 1.9). Laigualdad delos
mismos tridngulos nos da las de los dngulos 1 y 5, y esta el pa-
ralelismode AD y BC ; luego los cuatro lados del cuadrilatero son
paralelos dos & dos, luego es un paralelogramo.

2.0 5i-ABy CD son iguales. y parnlélos, trazando la diago-

Fig. 81. nal-AC, los triingulos ABC y ACD tienen AC
776G comun, AB=CD por hipotesis, y €l angulo

2 igual al 6 por alternos entre las paralelas

AB y CD, luego diches tridngulos son iguales

] (9%,°2.9; luego los &ngulos 1 y 5 son tam-
bien iguales (23, obs. 1.%), luego AD y BC son. tambien paralelas
(31, 1.9; luego el cuadrilatero sera un paraleldgramo.

3.2 Silosangulos A=Cy B=D, como (28) ]

A-LBL-C-D=/R,
se tendra / 2A4-2B=/R vy = 2A--20=4iR; de donde
AIB=9R 'y A-LD=3R,

La primfﬁ:@ de estas ullimas igualdades demuestra (34, 1.9)
que AD y-BC son paralelas, y la segunda que AB y CD lo sen
tambien ; luego el cuadrilatero.es un I:naralelégramo:

b siendo AO=0C y BO=0D : como el angulo AOB es
igual’'a GOD por opuestos por el vértice, los Lriéi)gulos AOBy
COD son iguales (8®, 2.9); luago Tos angulos 2 y 6 son tambien
1guale.s (28, 0bs. 1.9), luego AB y CD son paralelas (34, 1.9).

La igualdad de los triangulos BOC y AOD, que se demuestra
como la anterior, nos da tambien la igualdad de los angulos1y 5,
y esta el paralelismo de AD y BC ; luego el cuadrilitero es un pa-
ralelograno. /

Coror. 1.° 'La diagonal de un paralelégramo le divide en dos
tridngulos iguales.

. Porque tienen un lado comun y los otros dos respectivamente
iguales,

. 1"("‘ ‘;’ L ,CQROL. 2.0 - Dos. paralelégramoes ~ABCD

7 —— ABCD (fig. 82) son iguales si tienen un

/ dngulo igual A=A" formado por dos la-

[ [ [ dos respectivamente iguales AB=A'B" y
D A b7 AD=A'D.

Porque superponiendo el segundo de estos paralelogramos al

primero, de modo que A'D' coincida con su igual AD, A'B' caera
sobre AB, por ser A=A’ por hipotesis, y el punto B coincidira
con B por ser tambien A'B'=AB: B'C’ caera sobre BC por la
igualdad de los dngulos B' y B, como suplementos de los iguales
A"y A : y el punto C' coincidira con C, una vez que B'G'=BC,
como iguales respectivamente (teor. direc.) con A'D' y AD, igua-
les entre si por hipotesis ; luego los vértices de los dos paralelo-
gramos se confunden, luego los paralelogramos son iguales.

80. Los paralelogramos se dividen en ROMBOIDES, que SOn los
que tienen los lados que forman un dngulo desiquales, y desigua-
les tambien los dngulos contiguos d un lado, como ABCD (fig. 83) ;
romBos, que tienen iguales los lados que forman un dngulo (y por
consiguiente todos sus lados iguales entre sf) y los dngulos conti-
guos @ un lado desiguales, como EFGH ; RECTANGULOS, que tienen
los lados que forman un dngulo desiguales y los dangulos conliguos
d un lado iguales (y por consiguiente todos rectos) como LMNP;
CUADRADOS, que tienen los lados que. forman un angulo iguales €
iquales tambien los dngulos conliguos d un lado (y por consi-
guiente todos sus lados y todos sus angulos iguales entre sf) como
QRST.

Coror. El cuadrado es un poligono regular.

s4. Teomeya 4.9 1.0 Las diagonales del romboide son des-
iquales y oblieuas entre si ; 2.° las del rombo desiguales y perpen-
diculares ; 3.9 las del rectdngulo iguales y oblicuas ; 4.° las del
cuadrado iguales y-perpendiculares.

1.9 Sea el romboide ABCD; los tridngulos ABD y ADC tie-

Fig. 83.

D I ' ; T

nen AD comun, AB=CD (39, 1.9, y el angulo comprendido
BAD<<ADC por la definicion, luego BD<CAC (%6); luego las
diagonales son desiguales.

Los triangulos BOC y COD tienen OC comun, BO=0D (%9,
4.9 y BC>>CD por la definicion del romboide, luego el angu-
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lo BOC>COD (%6, rec.); luego las diagonales son oblicuas.
9.0 En el rombo EFGH, los triangulos FEH y EHG tienen
EH comun, EF=GH por la definicion, y el angulo E<TH; luego
EG>FH (%6), luego las diagonales son desiguales.
Por la definicion del rombose tiene tambien EF=EH y FG=GI;
luego EG es perpendicular & FH (2@, corol. 2.9).

o

3.0 En el rectingulo LMNP resultan  los tridngulos MLP y
LPN iguales, por tener dos lados respectivamente iguales ¢ igual
¢l angulo comprendido, de donde LN=M#; luego las diagonales
son iguales.

Los tridngulos. MXN y NXP tienen XN comun, MX=XP,
(29, 1.9 y MN>NP por la definicion del rectangulo, luego el
angulo MXN>>NXP (3@, rec.); luego las diagonales LN y MP
son oblicuas.

4.° En.el cuadrado QRST resultan iguales los tridngulos
RQT y QTS, por tener dos ladosiguales ¢ igual el éngulo com-
prendido ; luego RT=QS; luego las diagonales son iguales.

Por la definicion del cuadrado resulta tambien QR=QT ¥
RS=ST; luego QS es perpendicular a RT (28, corol. 2.9).

Recierocamente.  Si las diagonales de un paralelégramo; 1.0
son desiguales y oblicuas, el paraleligramo serd romboide ;2.9 8t
son. desiguales y perpendiculares, serd rombo, ; 3.9 si son iguales
y oblicuas; serd rectangulo ; 4.9 st son iguales y perpendiculares,
seraun cuadrado (4%).

ARTICULO, IIL
De los poligonos en general.
82. Teorewa 1.° La suma de los dngulos de un poligono

equivale & tantas veces dos rectos como lados tiene el poligono mé-
10s dos.
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Sea el polizono ABCDEF (flg. 84). Si desde uno de sus vérti-

Fig. 84. ces A se trazan diagonales 4 los demas, quedara

C —»—'D el poligono dividido en tantos triangulos como la-

Ao f \\ dos tiene ménos dos; porque los tridngulos extre-

mos ABC y AEF tiene cada uno por lados dos

\ del poligono, y los restantes cada uno tiene un

A T solo lado del mismo poligono : los dngulos de los

{riangulos componen los del poligono : pero los de cada triangulo

valen dos rectos (¥4); luego los del poligono equivaldrdn a tantas
veces dos rectos como lados tiene el poligono ménos dos.

OBSERVACIONES.

{2 Llamando S. i. la suma de los angulos (internos) del poli-
gono; y n el nimero de lados 0 de dngulos, el teorema prece-
dente quedara traducido en la siguiente formula :

S.i=R(n—2) 6 S.i.=2nR—A4R.

9.8 Como los angulos de un poligono regular son iguales entre
si, para hallar el valor de uno de estos angulos no hay mas que
dividir el segundo miembro de cualquiera de 138 formulas ante-
riores por n, numero de dngulos 0 Jados. Asi

IRM—2)

Angulo interno de poligono regular =—————; de donde
Angulo de triangulo equilitero =—=

Angulo de cuadrado. . . .

Angulo de. pentagono  regular —

Angulo de exagono regular

Angulo de eptdgono regular.
e o o '1!1.’1"-
Ete.

&3. Teomema 2.0 La suma de los dngulos DEF--CDGH-ete.
(Gg. 85), formados por los lados del poligono y la prolongacion
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de los mismos en igual sentido, lamados dngulos externos, es
wual & cuatro dngulos rectos.
Cada angulo interno AED con su adyacente externo DEF va-
Lok len juntos dos rectos; luego la suma de los an-
HN . & gulos internos y externos serd
V\' S. i--S. e.=2nR :
h"'\ / pero S. i=2nR—/R (82, obs. 1.%);
Al /... luego restando estas igualdades resulta
gl = S. e:=2nR —(2nR—{R)=/R.
Coror. Un poligono no puede tener mds de tres angulos agudos.
Porque si tuviese cuatro 6 mas, la suma de los angulos exter-
nos valdria mas de cuatro reclos.
OsservacioN. Como los angulos externos de los poligonos re-
gulares son iguales por suplementos de angulos iguales, se tendra
Angulo externo de tridngulo equilatero :ﬁ R=120°

o
Angulo externo decuadrado, . . . .= R=— 90°.

Angulo externo de pentigono regular =-R== 72°,
Ete.
84. Teopema 3.9 Si dos poligonos- ABCDEF y ABCDET
Fig. 8. (fig. 86) tienen sus lados AB=A'B'
oD y D BC=B'C, etc., y sus dngulos
: /\ ;"'\;x / I;" A=A, B=B', etc., respectivamente
(3 A / iguales € igualmente dispuestos, son

10 \ , iguales.

A gy F Superponiendo el primer poligo-
no al segundo, de modo que AB coincida con: suignal A‘B'; BG
caera sobre B'C/, por ser los angulos en By B' iguales, y el pun-
to G coincidira con C', por ser tambien BC=B'C’. Del mismo
modo se demuestra que todos los vértices coinciden : luego los
poligonos son iguales.

85. Teorema 4.0 Si dos poligonos ABCDEF y A'B/C'D'E'F!
se componen del mismo winnero de tridngulos ABC y A'B'C’, ACD
A'C'D', ete., respectivamente iguales € igualmente dispuestos, los
poligonos son iguales.

La igualdad de los triangulos ABC y A'B'C’ nos da AB=A'B',
BC=B'C’; la de los tritngulos ACD y A'C'D' nos da tambien

4

—f =

CD=CD'; y como lo mismo se deduce respecto de lIos aemas la-
dos, resulta que los poligonos tienen sus lados respectivamente
iguales ¢ igualmente dispuestos.

De la igualdad de los mismos triangulos ABCy A'B'CY, se deduce
igualmente que el angulo

B=B'
y tambien BCA=B'C'A" :

de los triangulos ACD y A'C'D' nos da del mismo modo

dngulo ACD=A'C'D'.

Sumando estas dos 1ltimas igualdades, resulta

BCA4-ACD=B'C'A'}-A'C'D' 6 C=C,

Como lo mismo se demuestra de los demas angulos, se dedu -
ce que son respectivamente iguales en los poligonos dados.

Luego dichos poligonos tienen sus lados y angulos respectiva-
mente iguales é igualmente dispuestos, luego son iguales (84).

ReciPROCAMENTE.  Sivdos poligonos "ABCDEF y A'BCD'E'F son
iguales, se pueden descomponer en el mismo nimero de tridngulos
iguales € iqualmente dispuestos.

Trazando desde A y A" diagonales 4 los otros vértices, resulta
que {los tridngulos ABC y A'B'C' tienen AB=A'B' y BC=BC'
por lados de poligonos iguales, y el angulo B=B' por la misma
razon ; luego dichos tridngulos son iguales (%2, 2.9).

Lajigualdad de estos triangulos nos da AC=A'C' y el &ngulo

ACB=A'CB':
y como los angulos igualmente dispuestos del poligono soniguales,
se tiene tambien C=C'; restando de e:ta igualdad la anterior,
resulta ACD=AC'D..

Por otra parte CD=C'D' por la igualdad de los poligonos.

Luego los tridingulos ACDy A'C'D’ son iguales (72, 2.9).

Del mismo modo se demuestra la igualdad de los demas trian-
eulos; luego el teorema reciproco es verdadero.

PROBLEMAS GRAFICOS.

86. 1.0 Dados los tres lados @, b, ¢, construir un
tridngulo.
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Tomese una recta AC=D (fig. 87), y haciendo centro en los
Fic. 87. extremos A y G con radios respectivamente
iguales a ¢ y a, se trazan dos arcos que se
cortarin en B : uniendo este punto con A
y con C, se tendrd el triangulo ABC, que es

. ¢ elpedido.
En efecto, AC=b, AB=¢ y BC=a.

OBSERVACIONES.

1.» Paraque este problema sea posible; espreciso que los arcos
se corten, lo que sucederd siempre que b<<a-tc¢ y b>a—c
(48, tec. 3.9), cuyas condiciones se hallan incluidas en la si-
guiente :

Siempre que la mayor de las rectas dadas sea menor que la suma
de las otras dos, el problema es posible.

9. Gjge tratase'de construir un tridngulo isdsceles, bastaria
conocer los dos lades designales : y si equilatero, su lado.

8%. 9.0Dados dos lados b y ¢, y el &ngulo comprendido
A, construir el tridngulo.

Formese un angulo DAE (fig. 88) igual al dado A (6®) : so-

Fig. 88 bre sus lados tomense las partes AC y AB
respectivamenteigualesab y ¢; l_'ma“s;g los
puntos B'v G, y el tridngulo ABG sera el
pedido. Porque

-
¢ LA |
& 5"

[
A A

]}, :"'

/D

D AC=Dh, AB=c y BAC=A.

8. 3.0 Dado un lado y dos angulos, construir el trian-
gulo.

Distinguirémos dos casos : 1.7 que los angulos dados sean:con-
tiguos allado conocido ; 2.2 queuno sea contiguo y otro opuesto:

1.0 Sea el lado b, v A y C (fig. 89) los angulos contiguos
Fig. 89. = 4

Témese en una recta
cualquiera una parle
AC=b : férmense en
los extremos A'y Cde
ésta angnlos respecti-
vamente iguales a los
dados A y C (80), y
el tridngulo ABG sera el pedido.
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9.0 Si fuese el lado b' y los éngulos A"y B/, de los que el
primero es contigno y el sezundo opuesto a dicho lado b', se for-
maria un angalo B'A'C igual al dado A’ : por un punto cualquiera
M de la AB se trazaria la recta MN que formase el angulo
A'MN—B' : tomando A'C'=0', y trazando la BC paralela a MN,
resultaria el tridngulo A'B'C’ pedido.

En efecto, en el primer caso se tiene

AC=b, BAC=A, ACB=C.

En el segundo A'C'=b', B'A'C/=A'. Por otra parte, A'B'C'=A'MN
(31, rec. 1.9 : pero A'MN=B' por construccion ; luego tam-
bien A'B'C=B'.

Opsenvactoy. Para que este problema sea posible es necesario
que los angulos dados valgan juntos menos que dos rectos : de 1o
contrario las rectas AB y CB en el primer caso, Y las MN y A'C
en el segundo serfan paralelas 0 se encontrarian en la parte
inferior de AC las primeras y 4 la izquierda de A’ las segun-
das (31).

€9, /.0 Dada la hipotenusa a y un cateto b construir un
triangulo rectangulo.

Férmese un dngulo A (fig. 90) recto : sobre uno de sus lados
A L_"_,;“’ se toma AB=D : haciendo centro en B, con un
radio igual a la hipotenusa @, Sé traza un arco
que cortard el otro lado en un punto C (%%, o~
>t rolario 3.0, y 44, obs.), Y uniendo este con B el
> /C___ tridngulo ABC serd el pedido.
Porque el éngulo en A es recto, AB=b, BC=a.

b

©9. 5.0 Formar un triangulo igual a otro dado.

Con los tres lados del triangulo dado, con dos lados y el angu-
lo comprendido, con un ladoy dos angulos igualmente dispuestos,
6 con la hipotenusay un cateto (si fuese rectangulo) se construye
un nievo triangulo (86, 8%, 88, €9), el cual serd igual al pro-
puesto (4% 0 93).

91. 6.0 Dados los ladosa, b, yel angulo comprendido
A, construir un paralelégramo.
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Férmese un angulo EAF=A (g. 91); témese AB=b vy

Biz, oL AD=ga : haciendo centro en B con el radio

/ AD se fraza un arco, y haciendo centro en

D con el radio AB se traza otro arco, que

cortara el anterior (3@ y 48, rec. 3.9 en

un.punto G : se une este punto con B Y con

D, y- ABCD serd un’ paralelogramo (%9, rec. 1,%), que tiene las
circunstancias pedidas.

Porque BAD=A, AB=b, AD—=a.

Osservacion. | Unrombo se construye dado ellado y un dngulo :
un rectangulo conociendo los lados desiguales ; y un cuadrado si
se da su lado.

92. 7.0 Construir un poligonoigual dotro dado ABCDEN
(fig. 86).

Se divide este poligono dado en tridngulos por medio de dia-
gonales trazadas desde el vértice A : se forman los friangulos
ABC ACD', etc. respectivamente iguales 4 1os ABC, ACD, etc.,
Y que tengan entre si la misma colocacion qué-estos; y el poligono
ABCDEF, formado por los lados exteriores.de dichos tridngu-
los, sera el pedido (83).

Otra construccion. Sea el poligono ABCDE (fig. 92) : tracen-
se por todos sus vértices paralelas entre
si : tomense sobre estas las partes igua~
les | AN=BB'=CC'=DD'=EE' : tinase

- .D.el punto A" con B', B’ con €', C' con D,
D' con E' y E con A, y el poligono
ABCDE' serd igual al dado.

0 Porque las figuras ABA'B, BCB'@,
etcétera, son paralelogramos (49, rec. 2.9); luego AB=A'B,
BC=BC, etc. (79, 1.9); y los angulos ABC=A'B'C/, BCD—
B'CD', etc.<(33, 1.9). Luego el poligone propuesto ¥ el que acaba
de formarse tienen sus lados Y angulos respectivamente iguales
¢ ignalmente dispuestos ; luego son iguales (*)- /

{4/

(*) Tambien podria resolverse este problema fundindoso en el teorema
del nimero 84 ; perola construesion eslaria mas sujeta 4 errop enla prac-
lica, y eonvienc siempre elegir entre los diferentes medios, que en .r:ada
caso pueden emplearse, acuel en que ménos se mulliplican los

: : : errores,
debidos 4 los instrumentos de que tenemos que valernos,

SEGGION SEGUNDA.

DE LA EXTENSION DE LAS FIGURAS PLANAS.

CAPITULO I

Figuras semejantes.

ARTICULO PRIMERD.

De las lineas proporcionales.
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93. Teorema 1.9 Si sobrelel lado AD de un dngulo DAD
(fig-93) se toman partes iguales AB=DBC _(JI).Y y por los pun-
elas BB, CC', DD', hasta encontrar

] AR LBl Y anfarpn 5
el ofro lado AD', las partes de este AB', B'C), C'D', interceptadas

(
tos de division se trazan paral

entre las paralelas, serdn tambien iguales entre si.

Trazando por los puntos B, G, las rectas BM, CN, paralelas
Fig. 93. 4 la AD', los triangulos AB'B, BMC, CND
tienen AB=BC=CD por hipétesis, los
angulos BAB', CBM, DCN iguales por cor-
v los ABB', BCM, CDN
en por la mismarazon; luego

, luego (93, obs.)

pero BM=D'
mos ; luego B "N
s AB=B(=CD'.
©4a. Trorema 2.9 Si una recta DE (fig. 94) es parvalela d
un lado AC de un tridngulo ABC divide los ofros dos lados AB y
BC en partes proporcionales.

5
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L A
Distinguirémos dos casos : 1.0 que las partes BD y DA de un
lado sean conmensurables ; 2.9 que no lo sean.
1.9 Sea B) Ia medida comun ; supongamos que se pueda colo-
Fig. 94. car sobre BD tres veces, y cuatro sobre DA, y
se tendra
DA
Por los puntos de division tracense paralelas
aDE 0 & la AC, v segun el teorema anterior la
BCGquedara dividida en otras siete partes iguales
entre si, de las que la BE contiene tres y la EC cuatro por
consiguiente ; luego

BD 3
i

BE 8
EG™ 4

Esta proporcion y la anterior tienen una razon comun ; luego
(Alg. £83)

BD. BE
2.* Sean BD y DA (fig, 95) inconmensurables: supongamos que la
Moo ?I’) —S,m d_ivi(»lida en parles iguales enire si, fan pe-
B .luc'nas como.se quiera, y que una de eslas parites
B esle representada por Bb : coléquese esta medida
(\ sobre DA todas las veces que se pueda, y quedard
Df__\}q‘ un resto Aa; unavez que BD y DA son inconmen-
a/_ﬂ__d-c surables: trdcese, por ultimo, la ac paralela a DE.
al \@ Siendo BD y Da conmensurables se tendrd, segun
la primera parte del teorema, :
BD BE.
Tk
comparando estos quebrados con los siguientes
BD BE
Da ¥ T
se observard quelos dos primeros(que estdn en columuna)tienenelnu-
merador BD eomun, yque el denominador Da se puede aproximar &
DA todo lo que se quiera, porque la diferencia Aa esmenor que Bb, y
esta parte puede ser mas pequefia que una ecantidad cualquiera dada;
R

D o 1530 TR
es el limite dem[oi, ()] : por igual razon L

I
luego o ;
3% DR ol es tambien

E
S : - ' : :
el limite de To - pero las cantidudes variables soniguales; luegolos

— T

limiles 1o serdn del mismo modo [31. () teor.|; luego
BD BE
DA~ EC'

CoroL. De la proporcion anterior se deduce (Alg. 184
BD-+DA BE+ EG ~ BD-+DA BEL4+EG
BD ~ BE ' T DA EG

BA BC  BA BC

BD BE ' DA EC
esto es : fodo un lado es & su parte superior ¢ inferior d la para-
lela, como todo el otro lado es d la parte superior 6 inferior d la
MISMA.
ReciprocamMente.  Si una recta divide dos lados de un tridngulo
en partes proporcionales, es paralela al tercer lado.
Es decir, que si se tiene (fig. 96) la proporcion
BD BE ; BA BC
e lo que es igual (corol. ant.) T
la recta DE serd paralela & AC.
Porque si no lo fuese, se podria trazar por D la DF paralela a
rie. 9.  AC, en cuyo caso, segun el corolario precedente,
se tendria

0 bien

BA _BG
BD BF
Esta proporcion y la anterior tienen los tres
Cprimeros términos iguales, luego
BE=BF :
pero estoes imposible ; luego la paralela DF tiene que confundirse
con DE, luego esta es paralela al lado AC.
95. - TeorEmd 3.0 La bisectriz AD (fig. 97) del dngulo BAG
iz, o1, de un triangulo ABC divide el lado opuesto BG en par-
tes proporcionales a los lados que forman dicho dngulo.
Por el punto G tricese la recta CF paralela 4
la bisectriz AD, prolongandola hasta que corte en F
' 570 la BA tambien prolongada, y se tendra (94)
g BD BA
DG AF
Ahora el angulo en 1 es igual al en 4 por correspondientes,




el 2 es igual al 3 por alternos : pero 1y 2 son 1guales por hipdte-
I

Fig. 97.  sis; luego 3 y 4 tambien lo serdn; luego (8, reci—

B proco 1.9)
l\ AF=AC.

n

e\ Sustituyendo-este valor de AF eu la proporcion
—520 anterior, resulta al fin

3/

DG~ AC

Coror.  Los lados de un triangulo no son proporcionales d sus
dangulos opuestos.

Porque siendo a b dos lados, y A B sus angulos respecli—
vaniente opuestos, se tienen las cuatro cantidades homogéneas
dos & dos

A 8.1

Bid..
duplicando 6 dividiendo por 2 una de las homogéneas A, su rela-
tiva @ no queda duplicada ni dividida por 2, segun el teorema ;
luego dichas cantidades no son proporcionales (Alg. 94, obs.)

ARTICULO IL.
De los tridngulos semejantes.

96. Sellaman en general poLiGoNos SeMEIANTES [0S que tienen
sus dngulos repectivamente iguales y sus lados homdlogos pro-
porcionales,

Llimanse vériices mombroeos los véutices de los dngulos iguales,
y lados nondrocoslos que unen vértices homdlogos.

En los tridngulos semejantes los lados homdlogos estdn opues-

. Fiz. "‘fr-" tos d dangulos iguales (%4, corol. 1.9); y como

X i esta circunstancia es mas facil de apreciar, de ella
‘ l\\ ] toman su denominacion. Asi que si en los triangu-
D=\ los ABG y A'B'C" (fig. 98) se tiene : A=A/,
B=B'" y C(=C'; BC y B'C’ son homoblogos, AC
A G y A'C', AB y A'B' lo son tambien.

9%. Teorema 1.0 Sien un tridngulo ABC (fig. 99) se traza
una recta DE paralela d un lado AG, el tridngulo parcial BDE que
resulta es semejante al total ABC.

= B =

En efecto, el angulo en B es comun 4 los dos 1trif'm€,ulos, el
. BDE=A por correspondientes, ¥y Bb:D:u por la
B e misma razon; luego dichos triangulos tienen sus tres
: \ angulos respectivamente iguales. ' '
ra-/,l 5 Por otra parte, por ser DE paralela & AG se tiene

/ \ (94, corol.)

.- BA _BC,
AE C BD BE’
v trazando la EF paralela & BA se tiene tawbien e
: 3¢ AG, oo o BC_AG

E_l =’\—l— 0, puesto que AF=DE (%9, 1.9); ToR
Esta proporcion y la primera tienen comun la razod g

lucgo (Alg. 488)

B

BA BC AC,
BD BE DE’ '
luego el triangulo parcial y el total tienen sus lados homologos
proporcionales. ’ 2
Luego los triangulos ABC y DBE tienen sus angulos respecti-
vamente iguales y sus lados homologos proporciomales, luego son
semejantes (96). : S
o8, Tronems 2.0 Dos tridngulos son semejantes : 1.° st tie-
nen sus lados proporcionales; 2.° si tienen dos lados prop:n,‘czonq-
les ¢ igual el dngulo comprendido; 3.0 si tienen Sus tres dngulos
respectivamente iguales. oy g
1.0 Sean los tridngulos ABC y A'BC (fig. 98), en que SC
supone que !
i = AB BC AC
A'BTTBO AR
Témese sobre BA una parte BD=AD, y trazando. la recta
DE paralela @ AC, resulta (97%)
AB BC,
BD BE’ i
A | S
i ipotesis — =—— 15 tres
esta proporcion y la de Ia hipotesis T tienen st

B¢
primeros términos iguales, una vez que A'B'=BD ; luego
BE=B'C.
Por el mismo ntimero 9% se tiene tambien
AB AG
BD DE'
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AB AC . :
cuya proporcion y la de la hipétesis — B A lenen del mis-

¥ig. 100, mo modo sus tres primeros términos iguales

luego
DE=A'C.
Luego los triangulos DBE y A'B'C’ son igua-
les (22, 1.9 : pero DBE es semejante 4 ABC

A G (9%); luego ABC y A'B'C’ tambien lo seran.

2.9 Supbngase que (en los mismios tridngulos) B=B' y

AB BC
Tomando BD=B'A’ y trazando DE paralela & AC, como en
el caso precedente, se tendré (9%)
AB_ BG
BDT BE "
esta proporcion y la de la hipétesis tienen iguales sus tres prime-
ros términos; luego
. BE=B'C.

Luego los triingulos DBE y A'B'C’ con iguales (==, 2.9) ;
pero DBE es semejante 4 ABC (9%) ; luego. ABC y A'B'C' tambien
lo serdn.

%0 Supongamos (en los mismos triangulos) A—A', B=B,
C=C, y ejecutando igual construceion que en los casos anterio-
res, se tendrd que los tridngulos DBE y A'B'C’ tienen DB—A'R'
por construccion, y los 4ngalos B=B', y D=A,
A=A’ por hnpotusls ¥ A=D por correspondientes.
Luego los triangulos DBE y A'B'C' son iguales (22, 3.9).:

pero DBE es semejante & ABG (9%) ; luego ABC y A'B'Q tam-~
bien lo seran.

por ser

Coror.  Dos tridngulos que tienen dos dngulos respectivamente
iguales, son semejantes (%4, corol. 1.9).,
99. Teorewa 3. Dos tridngulos rectangulos son semejantes
si tienen la hipotenusa y un eateto proporeionales.
Suponganse Tectingulos en A y en A’ los triangulos ABC y
A'BC (fig. 100), y ademas que
AB BG

— M —

Sobre BA témese BD=B'A' y tracese DE paralela a AC.

Siendo ABC rectingulo en A, DBE lo serd en D, por ser
A=D por correspondientes.

Por otra parte (9%

AB BC
BD BE°
esta proporcion y la de la hip6tesis tienen los tres primeros icr-
minos iguales ; luego
BE=B'C.
Luego los tritngulos DBE y A'B'C' son wualos’( 8)‘- peio
sien lo
DBE es semejante & ABC (9%); luego ABC y A'BC tam
seran. RO,

400. Teorema 4.0 Dos tridngulos son semejantes st 1€
sus lados respectivamente paralelos 6 perpendiculares.

En ambos casos los angulos de uno de los triangulos S(msn
respectivamente iguales 6 suplementarios de los del otro (3¢
corol. y 84). Mas dos angulos de.uno de los triangulos no pue-
den ser Supiunont‘mos de otros dos del otro, porque en tal caso
estos cuatro Angulos eqnivaldrian 4 cuatro rectos, lo que es im-
posible (%1); luego dos angulos de uno de los triangulos seran
respecti\fumvnte iguales 4 dos del otro, luego los tridingulos son
semejantes (98, corol.). )

Osservacion. Los lados hom6logos en estos triangulos son los
respeclivamente paralelos 6 perpendiculares.

ARTICULO IIL
Semejanza de los poligonos en general.

208, Teorema 1.0 Si dos poligonos ABCDEF y A'B'CDE'F
(fig. 101) se componen del mismo nimero de nym,nguln.s ABG ¥
. Fig 101. A'B'C, ACD y A'CD', etc., seme-

¢_D | 0 jantes y semejantemente dispuestos,

— | oD
MY, b+ son semejantes
r/ / \/L /\‘ La semejanza de los triangulos
\i/. 7 J B} _ / ABC y A'B'C’ nos da los angulos
A7 AW BB '
y BCA=B'CA' : 12 de los tridngulos ACD y A'C’'D' da tambien




los Angulos ACD=A'C'D/, y sumando estas dos igualdades, re-
Fig. 10L. sulta BCD=B'C'D', ¢ hien
b=l
como lo mismo s¢ demostraria de los
demés angulos, se infiere que los dos
poligonos tienen sus dngulos respec-
tivamente iguales.
De la semejanza de los tri:’mgl,lloé ABC y A'CD' resulla
igualmente
_Aﬁ BC Al

AT DO | ACT
y de la semejanza de los tridngulos ACD y A'CD' resulta del mis-
mo modo

Al

AL

CD _ AD
(O ST TRERAE B

| : I AG
estas praporciones. tienen' comun la razon 5 luego (Alge-
AR A0 )
bl'i]’ 183) .\I). _ BC L (010)]
A'B BCTTEDY

L-v-mo lo mismo se extenderia la demostracion 4 probar la pro-
Porcmnahdud de los demas lados, se deduce que dichos poligonos
tienen sus lados homologes proporcionales.

Luego los poligonos propuestos tienen sus angulos iguales y
sus lades hom6logos proporcionales, luego son semejantes (96).

Reciprocamente. 8¢ dos  poligonos ABCDEF g ABCDEF
son semejantes, se pueden descomponer en el mismo nimero de
trigngulos semejantes y semejantemente dispuestos.

Pore hinbtasiate o By 0 = i

r hipbtesis se liene, : A=A%—B=B, CG=C—elc,;5y
AB BC GD
G £ o 7 | s

Trazando desde los vérlices A y A" diagonales & los dema
resulta que los tridngulos ABC y A'B'C' tienen B=DB', por hipo-
tesis, y porigual razon

luego son semejantes (98, 2.9).
La semejanza de estos triingulos nos da los angulos
BCA=B'C'A" ;

A r—
y restando esta igualdad dela dela hipotesis C=C, resultan os
angulos
ACD=A'CD'.
pe la semejanza de los mismos triangulos BAG Y B'A'C re-
: BG AC . .. . BG CD |

sultan igualmente &= * mas por hipotesis 5w = gy ?
AC cD

Luego los triangulos ACD y ACD son tambien semejan-
tes (98, 2.9).

Lo mismo se demostraria la semejanza de los demas triangulos;
luego el teorema reciproco es verdadero.

802. Tromewa 2.0 Dos poligonos regulares de iqual n-
mero de lados son semejantes.

Estos poligonos tienen sus angulos iguales (82, obs. 2.3)..

Por otra parte, siendo los lados de cada uno iguales entre si,
si Tlamamos 1 ellado de un poligono.y l-el del otro, evidentemente
sg podra formar esta proporcion :

de donde (Alg. 183)

ARTICULO 1V.
Consecuencias de la semejanza de 10§ poligonos.

203. Trorema 1.0 Sitres 6 mas rectas 0A, 0B, OC, etc.,
(fig. 102) que. concurren. en un punto 0, cortan & dos paralelas
AE y A'E, las dividen en paries proporcionales.

Los trifngulos AOB y A'OB' son semejantes (9%) ; luego
AB OB
AB - 0B”
Tambien son semejantes los tridngulos BOC
y BOC (9%) : de donde

LI\ \g 0B _BC . 0C

LR OB BG 00
A ® G 0 ® Esta proporcion y la anterior tienen comun
0B AB BC

£ Te_tv o T
la razon o0 > luego DB
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La semejanza de los tridngulos COD y C'OD', DOE y D'OE' nos
daria la proporcionalidad deflas partes restantes con las anteriores,
luego el teorema es verdadero.

Coror.. Si las partes de una de las paralelas son iguales entre
st, las de la otra lo serdn tambien.

Porque siendo iguales los antecedentes 6 consecuentes de estas
proporciones, 1os consecuentes ¢ antecedentes lo son tambien.

104.  Sedice que dos rectas estun divididas en partes necferoca-
MENTE PROPORCIONALES; cuando las partes dela una, 6 toda la recta
y una parte suya, forman los extremos de una proporcion, y las
partes de la otra, 6 toda la recta y una parte suya, forman los
medios [V. Alg. 192 (%)].

105. Teorems 2.0 Si dos cuerdas AB y CD (fig. 103) se

rmltan quedan divididas en partes reciprocamente proporcio-
nales

Fig, 103. Uniendo A con:C, y B con-D, los tridngulos
AOG y BOD tienen los angulos A=D.y C—B
(24, coral. 1.9 ; luego son semejantes (D8,
corolario), luego
AO  0OC
0D~ 0B
106. Trorema 3.0 Si desde un punto O (fig. 104) fuera
de un civculo se trazan dos secantes OA y OB que terminen
Fig. 10%, en la parte concave de la curva, los
seqmentos externos OCy OD son recipro-
camente proporcionales con las secantes
enteras.
Uniendo. A con D, y C con B, los Irian-
gulos AOD y BOC tienen el angulo en O
comun y A=B (34, corol. 1.%); luego son semejantes (98,

corolario), luego
AO OD

0B OC
10%. Teorema 4.9 Si desde un punto O fuera de un cireulo
(fig. 105) se traza una tangente OA, que termine en el punto A
de contacto, y una secante OB, que termine en la parte eoncava
de la curva, la tangente es media proporcional entre toda la se-
cante y el seqmento externo OC-

Uniendo B con A, y A con C, los tridngulos OAB y OAC
Elgg 405, tienen el angulo en O comun, y OAC=B:
porque el primero tiene por medida la mi-
tad del arco AC (53), y el segundo tiene
tambien por medida la mitad del mismo
arco (54) ; luego los tridngulos son seme-
jantes (98, corol.) ; luego

0B _ 0A,

0A~ OC

108. Trorema 5.0 Dos tridngulos wemejantvs ABC y A'B'C
(fig. 106) tienen las bases homdlogas AC y A'G ' proporcionales con
las alturas BD y B'D'.

Por hipdtesis se tiene
Fig. 106. AC  AB |
x NG AB
los triangulos ABD y A'B'D' tienen los angulos
Ao A=A" por hipotesisy- ¥y ADB=A'D'B' por
rectos; luego son semejantes (98, corolario),
luego
AB. BD,
decuyas proporciones se deduce (Alg. 183)
AC _BD
109. Se llama rroveceion de una linea cualquiera AB (figo-
Fig, 401, ra 107) sobre una recta XZ la parte A'B' de
’/\‘\-,B éstn. comprendida entre las perpendiculares
: AN y BB, bajadas desde los extremos A y B
bk | g delaprimera.
~ AN B Osservacion. La proyeccion de la hipote-
nusa sobre un cateto es este mismo cateto. Asi en el triangulo
rectingulo ABD (fig. 108) la proyeccion de la hipotenusa AB so-
bre el cateto AD es este cateto.

140, Tronemr 6.0 Si desde el vértice B (fig. 108) del angulo
recto deun tridngulo rectdngulo ABC se baja una perpendicular
BD sobre la hipotenusa AC: 1.° un cateto AB es medio propor-
conal entre la hipotenusa AC y su proyeccion AD sobre la hipote=

AL—
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nusa ; 2.9 la perpendicular BD es tambien media proporcional
entre los segymentos AD y DC de la hipotenusa, 0 sea exire las
proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa.
1.0 Los tridngulos ABC y ABD tienen el angulo A comun,
Fig. 108. y ABC=ADB por rectos ; luego son seme-
antes (98, corol.), luego

B j
i
/x \ NJ_AB.
N/ AB~ AD
- a

, Del mismo modo se demuestra la seme-
janza de los tridngulos ABC y DBC, y de ella se deduce
AC BC
Iji .} ‘ BC ' DG
2 Siendo ABC semejante con ABD, y ABGC semejante tam-
bien con'DBC, segun acaba de verse, los triangulos ABD y DBC
son semejantes entre si; luego d
AD _ BD
CororArio 1.9 De las proporciones del primer caso
AC_AB AC_ BE
AB_AD Y/ BCT DG
se deducen (Alg. #%%) las igualdades

(AB)® == (AC) X (AD) 'y (BC)* = (AC) XX (DC) ()-
~ Luego el ‘cuadrado de un cateto es igual al producto de la
hipotenusa por su proyeccion.sobre aquella (*°).
Coror. 2.0 Formando una proporcion con las dos igualdades
del corolario anterior, se tiene -
AB®  AC X AD _AD
BC: AG X DC. DC
Luego los cuadrados de los catetos son proporcionales d sus
proyecciones sobre la hipotenusa.

(). Siempre que en lo sucesivo haya gque indicar una operacion con el

;ongunlo de Jelras que representa una linea, se hard como si todas ellas
. 2 : S0 B

uesen Em' s'olo signo. Asi por (AB)® escribirémos AB? y por (AC) X (AD)

se eseribird AG x AD.

(’ ) Se enliende por cuadrado de una linea el cuadrado de su valor nu-
1;201'1/..0, referido 4 una unidad longitudinal cualquiera;y por producto de
dos lineas ¢l producto de sus valores numéricos, referidos & una misma
unidad, aungque arbitraria.

7 —

Opseavaciox. Como el angulo inscripto cuyos lados pasan por
Fig. 109. los extremos de un diametro es recto (34,
B—~_ corol. 2.9, resulta que todo punto B (fig. 109)
A\ dela circunferencia se puede considerar como
a .\ el vértice del angulo recto de un triangulo
A D G rectangulo ABC, cuyos caletos AB y BG son
las cuerdas que de dicho punto van 4 los extremos del diametro,
y cuya hipotenusa AC es el diimetro mismo ; luego las propor-
ciones anteriores, sustituyendo punfo de la circunferencia por
vértice, cuerda por cateto,y didmetro por hipotenusa, se convier-
ten en los teoremas siguientes :

Si desde un punto de la circunferencia se baja una perpendicu=
lar al didmetro, y por dicho punto y los extremos del didmetro se
trazan cuerdas :

1.0 Cada cuerda es média proporcional entre el diametro y
sw proyeccion sobre éste ; 9.9 la.perpendicular es média propor=
cional entre los segmentos del didmetro, ¢ sea entre las proyeccio-
nes de las cuerdas sobre el didmelro ; 3.0 ¢l cuadrado de una cuer-
da es igual al producto del didmetro por su proyeccion sobre éste ;
1.9 los cuadrados de las cuerdas son proporcionales & sus proyec-
ciones sobre el diametro.

284,  Teorenwa 7.0 1.0 Enel trigngulo rectdngulo, el cua-
drado de la hipotenusa es iqual d la suma de los cuadrados de los
catetos () ; 2.9 en el obtusdngulo, el cuadrado del lado opuesto
al angulo obtuso es iqual ¢ la suma de los cuadrados de los otros
dos, mas el duplo del producto de uno de estos por la proyeceion
del-otro sobre €l ; 3.9 en un tridngulo cualquiera, el cuadrado del
lado opussto d un dngulo agudo.es igual d la suma de los cuadra-
dos de los otros dos, ménos el duplo del producto-de wno de estos
por la proyeccion del otro sobre €.

1.0 Segun el corolario 1.9 del teorema anterior se tiene (fi-
gura 110)

AB2=ACXAD, BC2=ACXDC,

{#) Esta primera parte del teorema, que €s sin duda una de las verdades
mas interesanles de la Geometria, se llama (ecorema de Pilagoras, del
nombre del célebre filésofo que le descubrid.
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y sumando estas igualdades resulta
AB*-BE*=AGX ADH-ACXDC=ACX(AD+-DC)=ACXAC=AC?,
0 bien ACP:=AB2{-B(2.

Coror. De la igualdad que precede se deducen las siguientes
AB*=AC2—BC?,

AC=V/ABTB(, AB=\/AG—BCx.
~N

\ Luego el cuadrado de un cateto es igual
) C ' al cuadrado de la hipotenusa ménos el cua-
drado del otro cateto : la hipotenusa es igual 4 la raiz cuadrada
de la suma de los cuadrados de los catetos = un cateto cualquiera
es iqual d la raiz cuadrada de la diferencia entre el cuadrado de
la hipotenusa y el cuadrado del ofro cateto.

Fig. 111, 5 2.9 Sea el tritngulo ABC (fig. 111) y AB el
4 lado opuesto al dngulc obtuso : bajando la per-

7/ 1 pendicular BD sobre AC prolongada, se tendra en
/// } el tridgngulo ABD, segun la primera parte del
AN

}. teorema,
D AB2=AD2{-BD? : pero
AD*=(ACH-CD)2=AC2-4-2ACXCD--CD?

(Alg. 40, 1.9), y. BD2=BC2>—CD? (corol. ant.) ; luego susti-

tuyendo estos valores en la igualdad primera, resultara
z\B*:.\C’—i—‘ZAGXCD—{—GD’—{—B(}Z—[1D*:.\CL{—?.;\G',\’(ID-I—UC’,
6 bien AB*=AC3-{-BC*4-2ACXCD.

3.9 Sea el tridngulo ABC (fig. 110), y AB el lado opuesio a
un angulo agudo : bajando la perpendicular BD, en el triingulo
rectangulo ABD, se tiene

AB*=AD%}-BD? ;
pero. AD*=(AC—DC)>=AC2—2ACXDCH-DC2 (Alg. 44, 1.9, y en
el triangulo DBC, BD?=B(2—D(2 (corol. ant.) ; luego susli-
tuyendo los valores de AD2 y BD2, que acabamos de determinar,
en la igualdad primera, resaltars
ABL;.XCZ-—‘Z;\CXUG-i-UU’+B(19—UUS:.\C’—ZACXDC—i—U(;s’
o bien AB*=A(*-B(2—2ACXDC.

ReciprocAvENTE. 1.9 Si el cuadrado de un lado de un tridngu-

lo es igual ¢ la suma de los cuadrados de los otros dos, el dngulo

Fig. 110

NS

10—

opuesto al primero serd recto; 2.9 si es mayor, ¢l dngulo opuesto
serd obtuso ; 3.° si es menor, agudo (12).

242, Teorema 8.9 Los perimetros de los poligonos seme-
jantes son proporcionales d sus lados homdlogos.

Llamando a, b, ¢, elc. los lados de uno de los poligonos, y
a,l, ¢, etc., los del otro, se tendré (9g)

de donde (Alg. 186)
a—+b-+ctete. a
a+b4-¢Fetc.
¢ expresando por p y p' dichos perimetros
P a

P (/3

PROBLEMAS,

Problemas grdficos.

443, 1.° Dividir una recta a en partes proporcionales
a otras rectas dadas b, ¢, d.

Sobre una recta indefinida MN (fig. 112) témense las partes
BD=b, DE=¢, EC=d : férmese sobre
BG el triangulo equilatero BAC (8@, ob-
servacion 2.%) : sobre AB y AC tomese
AB—=a y AC'=a : tracense las rectas
B'C', AD, AE, y B'D!, D'E, E'C" seran

\ NN Jas partes de @ proporcionales d b, ¢, d.

7 En efecto, siendo AB=AC y AB'=AC,
la linea B'C’ divide los lados del triangulo ABC en partes propor-
cionales, luego es paralela & BC (94, rec.); luego los triangulos
BAC y B'ACG son semejantes (9%) : pero BAC es equilatero, luego
B'C=B'A=a.

La recla BC' esta dividida en partes BD', D'E', E'C!, pro-
porcionales & BD, DE, EC (A$3) y por consiguiente a b, ¢, d;
luego tambien estan determinadas las partes de su igual @ pro-
poréiona]es ab,c,d.

OsseavacioN. Silos puntos B' y ' cayesen en la parte inferior
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de By C, la demostracion serfa la misma, tanto en este problema
como en el siguiente.

224, 2.0 Dividir una recta a en un nimero cualquiera
de partes iguales, por ejemple, en cinco.

Este problema'seé resuelve como el anterior, segun aparece
Fig. 113. en la fig. 113, sin mas diferencia que la
de tomar la parte BD arbitraria, y las
DE, EF, FG y GC iguales con BD.La
demostracion tambien es la misma que la
precedente, fundindose la igualdad de las
partes en que queda dividida la recta BT,
y por consiguiente la dada a, en el corola-
rio del nim. 103.

3.0 Hallar una cuarta proporcional a tres rec-
tas, a, b, c.

Fig, 114, Formese un angulo cualquiera MAN (fi-

gura 144 : sobre el lado AN tomese AB=a

y AC=D, y sobre-AM tomese tambien AD=¢,

- finasé el punto B.con el D 6 sean los extre-

(L NN INATTO0R de los antecedentes @ y ¢ de la propor-

A BTN cion : por @, extremo del consecuente b, tra-

cese la recta CX paralela & BD, y la AX sera la cuarta propor-
cional pedida.

Porque (97)

AB __ 4D
AC T AX

T a e

6 bien L

b~ AX

246. 4.0 Hallar una tercera proporcional a dos rectas
Fig. 415, dadas ¢ y b.

M gp pesuelve como; el anteriory tomando AC
y AD (fig. 115) iguales a b, como aparece en
{w . lafigura.

A& ¢ &  a1%. 5. Hallar una média proporcio:
nal entre dos rectas dadas a y b.

Sobre la rtecta AB (fig. 116) igual & la mayor @ de las da-

i) —
das, tricese una semicircunferencia: tomese AC="b: levaniese
I la perpendicular CD, y la cuerda AD sera la
media proporcional pedida (%).
Porque (11, obs.)
; " AB__AD
& DA

218, Se dice que una recta estd dividida en MEDIA Y EXTREMA
nazoy, cuando estd dividida en dos partes tales que la mayor es
media proporcional entre la menor y la linea entera.

449, 60 Dividir una recta ¢ en media y extrema
razon.

Témese una tecta AB=a (fig. 117): en el extremo B levain-

; : 1
Fig. 117, tese una perpendicular BO =za: desde O

con el radio OB tracese una. circunferen-
cia: por A y O se trazala secante AC, y la
parte AD exterior de la secante, aplicada
sobre AB, divide a ésta en E, en media y
extrema razon.
Enefecio AB es tangente y AG secante de la circunferencia O
uego se tendra (10%)

AC  AB AC—AB AB—AD
— = d 3 (Alg. 184 — ’
16 ap: o tomde (Alg A& = AD
y como AB=2BO=DC y AD=AE, esta proporcion se con-
vierie en
AE EB

AE _ EB + AB_AE
AB  AE

6 (Alg. 182, 2- —-:_—'
AE EB

g20. 7.0 Dado un tridngulo ABC (fig. 118), construir
sobre una recta dada A'CY, considerada como lado homo-
logo de AC, otro tridngulo semejante al primero.

(') Es inatil repelir que, entre los diferentes medios que pueden emplear-
se en la resolucion de este problema y precedentes, hemos elegido los
que nos parecen mas sencillos y exactos en la prictica.

GEOM, 6




— 89 —

Formense en los extremos de la recta A'C' los angulos A’ = A
Fig. 118. y C'=QC, y A'B'C’ sera el triangulo pe-
B B dido (98, corol.): 6 {ormese A'=Ay
i tomese A'B' igual & una cuarta propor-
l cional & las rectas AC, A'CY y AB (2.85),
y el tridngulo A'B'C’ sera el buscado
- (98, 2.9); dtambien héllese una cuarta
proporeional & AC, A'C' y AB, otrad AG, A'C' y BC; con estas
cuartas proporcionales y con la recta dada A'C’ formese el trian-
gulo A'B'C' (88), el cual sera el pedido (98, 1.9).

: 4 A’ ¢

121. 8. Dado un poligono ABCDEF (fig. 119), construir
sobre una recta dada A'B', considerada como lado homd-
logo de AB, otro poligono semejante al primero.

Dividase el poligono dado en tridngulos por medio de las dia-

Fig. 119. gonales AG, AD, etc.: constriyase

0y sobre A'B’, considerada como:lado
7//%]5, homologo de AB, un tridngulo A'B'C/
Sg/: //.
17/

¢ D

semejante al ABG (£2@): sobre A'C/,

\,,__/ considerada como ladv homdlogo

¥ deAC, constrityase otro A'C'D' seme-

jante @ ACD : y asi sucesivamente. El poligono A'B'C'D'E'F' serd el
pedido (201),

3]
B

Problemas numéricos.

122. 1.9 Dados los valores numéricos de dos lados
de un triangulo rectangulo, determinar el tercer lado.

Distinguirémos dos casos: 1.9 que el lado desconocido sea la
hipotenusa; 2.9 que sea un cateto.

1.0 Supongamos que un cateto tiene 40 metros y el otro 32;
llamando ¢ la hipotenusa se tendra (44, corol.)

a= /50322 = \/ 2624 =51,22. .. metros.

2.0 Supongamos que un cateto tiene 6 metros y 10 la hipote-
nusa, llamando b el otro cateto, sera (144, corol.)

b= \/ 102 —62= \/EZ — 8 metros.

— B3N

123. 2° Dados los valores numeéricos de los lados
de un triangulo, determinar la especie de susangulos.

Se eleva al cuadrado el valor numérico del mayor, y si este
cuadrado es igual & la suma de los cuadrados de los otros dos, el
triangulo sera rectangulo, si mayor obtusangulo, y si menor acu-
tangulo (41, rec.).

Asi, si los lados son 3, 4, 5, como 5® =25 y 32-42=25,
se tendra S2=32-1/2;
luego el triangulo es rectangulo (*).

Si los lados son 10, 12, 20, como 202 =400
y 1024 122= 244, resulta

202>102-}-122;
luego el tridngulo es obtusdngulo.

Por ultimo, si los lados fuesen 8, 9, 11, como
112=121, y 82} 92=1/45, se tendria

112 <<82-1-92;
luego el angulo opuesto al mayor lado seria agudo, y siendo los
demas menores (93, 2.9), el triangulo serfa acutangulo.

CAPITULO II.

Poligonos regulares inscriptos y circunscriptos
y razon de la circunferencia al diametro.

ARTICULO PRIMERO.

Inscripcion y circunscripcion de poligonos.

124. Sedice que una circunferencia estd CIRCUNSCRIPTA d un
poligono, 6 que un poligono estd inscripto en una circunferencia,
cuando ésta pasa por todos los vérlices del poligono.

(") Si con unacuerda 6 cadens dividida en piés, por ejemplo, se quisiese
formar un triangulo rectingulo, bastaria tomar por lados 3, 4, b divisio-
nes 6 6, 8, 10, y el 4ngulo opuesto al lado 5 en el primer caso yal 10 en
el segundo seria reclo; porque 5% =238%*--4* y 10* =8 4-62,
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Formense en los extremos de la recta A'C' los angulos A’ = A
Fig. 118. y C'=QC, y A'B'C’ sera el triangulo pe-
B B dido (98, corol.): 6 {ormese A'=Ay
i tomese A'B' igual & una cuarta propor-
l cional & las rectas AC, A'CY y AB (2.85),
y el tridngulo A'B'C’ sera el buscado
- (98, 2.9); dtambien héllese una cuarta
proporeional & AC, A'C' y AB, otrad AG, A'C' y BC; con estas
cuartas proporcionales y con la recta dada A'C’ formese el trian-
gulo A'B'C' (88), el cual sera el pedido (98, 1.9).

: 4 A’ ¢

121. 8. Dado un poligono ABCDEF (fig. 119), construir
sobre una recta dada A'B', considerada como lado homd-
logo de AB, otro poligono semejante al primero.

Dividase el poligono dado en tridngulos por medio de las dia-

Fig. 119. gonales AG, AD, etc.: constriyase

0y sobre A'B’, considerada como:lado
7//%]5, homologo de AB, un tridngulo A'B'C/
Sg/: //.
17/

¢ D

semejante al ABG (£2@): sobre A'C/,

\,,__/ considerada como ladv homdlogo

¥ deAC, constrityase otro A'C'D' seme-

jante @ ACD : y asi sucesivamente. El poligono A'B'C'D'E'F' serd el
pedido (201),

3]
B

Problemas numéricos.

122. 1.9 Dados los valores numéricos de dos lados
de un triangulo rectangulo, determinar el tercer lado.

Distinguirémos dos casos: 1.9 que el lado desconocido sea la
hipotenusa; 2.9 que sea un cateto.

1.0 Supongamos que un cateto tiene 40 metros y el otro 32;
llamando ¢ la hipotenusa se tendra (44, corol.)

a= /50322 = \/ 2624 =51,22. .. metros.
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nusa, llamando b el otro cateto, sera (144, corol.)

b= \/ 102 —62= \/EZ — 8 metros.

— B3N
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Si los lados son 10, 12, 20, como 202 =400
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Por ultimo, si los lados fuesen 8, 9, 11, como
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CAPITULO II.

Poligonos regulares inscriptos y circunscriptos
y razon de la circunferencia al diametro.

ARTICULO PRIMERO.

Inscripcion y circunscripcion de poligonos.

124. Sedice que una circunferencia estd CIRCUNSCRIPTA d un
poligono, 6 que un poligono estd inscripto en una circunferencia,
cuando ésta pasa por todos los vérlices del poligono.

(") Si con unacuerda 6 cadens dividida en piés, por ejemplo, se quisiese
formar un triangulo rectingulo, bastaria tomar por lados 3, 4, b divisio-
nes 6 6, 8, 10, y el 4ngulo opuesto al lado 5 en el primer caso yal 10 en
el segundo seria reclo; porque 5% =238%*--4* y 10* =8 4-62,
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Dicese que una circunferencia estd INSCRIPTA €n un .pnligmm 0
que un poligono estd CIRCUNSCRIPTO d una circunferencia, cuando
son tangentes d ésta todos los lados del poligono.

125. Teonewma 1.0 A todo poligono regular ABCDE (figu-
ra 120) : 1.% se le puede circunseribir una circunferencia ; 2.° ins-
cribir otra.

1.0 Tracese una circunferencia que pase por los vértices
A, By G (64): desde el centro 0 de ésta bajese la perpendicular

Fig. 120. OM al lado BC, y unase el punto O con Ay
¢ conD.

B/’[,.‘J\F Doblando el cuadrilitero MODCsobre elMOAB,
(ﬂ\ \ MC caer4 sobre MB, por ser rectos los angulos
A D" OMC y OMB, el punto G coincidird con B una
\\,// vezque MC==MB (41 ) : 1a recta CD caera sobre

5 BA, por ser iguales los angulos en By en G por
hipbtesis, y el punto D coincidira con z'.\, por sertambien CD=BA;
Juego los extremos de OD y OA coinciden, luego estas rectas son
iguales ; luego la circunferencia que pasa.por A, By G pasard

tambien por D. Lo mismo sé demostraria que pasa por 10s ver-

tices restanles ; luego dicha cireunferencia estd circunseripta al
poligono. '

9.0 Los lados del poligono inscripto son cuerdas iguales dfe la
cireunferencia circunscripta ;. luego equidistan del centro de'esta
(40, 1.9); luego todas las perpendiculares trazadas desde O a !os
lados del poligono son iguales con OM (34, corol.\’; luego la eir-
cunferencia trazada desde O con el radio OM pasara por los e'xtre-
mos de estas perpendiculares : luego todos los lados .del poh'g'ono
seran tangentes, y por lo tanto la nueva circunferencia estarains-
criptaen el poligono.

226. Llamase centro de un poligono regular el centro de la
cireunferencia circunseripta & inscripta, rddios del pvoligono las
rectas que van desde el centro a los vértices de sus a.ngulos; ¥
apotemas 1as perpendiculares trazadas dgsde el centro a lps lud(?s
del poligono. Los radios suelen tambien llamarse 1‘{:(1103 (’)b{r-
cuos, para distinguirlos de las apotemas que 56 denominan radios
rectos. '

Corot. 1.0 Los radios de un poligono son iguales entre si Y
las apotemas lo son tambien.
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Coror. 2.9 Los rddios de un poligono son bisectrices de sus
angulos.

En efecto, los tridngulos AOE, EOD (fig. 120) son iguales
(32, 1.9); luego los angulos AEO, OED son tambien iguales;
Iuego EO es bisectriz del angulo en E. Lo mismo se demuestra de
los demas.

Coror. 3. Los dngulos en el ceniro, AOE, EOD, efc., son
iguales.

Por la igualdad de los mismos triangulos AOE, EOD, etc.

OBSERVACIONES.

1.* Para determinar el centro O de un poligono, e trazan las
bisectrices AQ y EO de dos de sus angulos cualesquiera consecu-
tivos A y E, 6 las perpendiculares en los puntos medios de dos la-
dos consecutivos.

2.2 Los angulos en el centro O de un poligono regular valen
juntos 4R (49, corol. 4.9) : y son iguales entre si (corolario an-
terior) 3 luego el valor del @ngulo en el centro de un poligono re-
gular estara representado por la formula

LR
‘;‘.
De donde

Angulo en el centro de tridngulo equildt.’—
Id. de cuadrado . . «
Id. de pentigono regular

Id. de exdgono id. . «

Id. de eptagono id. . . .

T R R I S

, . R 2
Id. de decagono id.. . . . . =% .:—;—(\J::R = 3069.
5
22%. TroreMA 2.9 Todo poligono : 1.0 si es inscripto y equi-
litero es regular ; 2.0 si es circunscripto y equidnaulo es tambien
vegular,
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1.9 Sea el poligono ABCDEF (fig. 121). Los éngulos ABG,
BCD, etc., del poligono son inscriptos y comprenden entre sus la-

: 2 :
dos arcos iguales (que en este caso cada uno es gde la circun-

ferencia), luego son iguales (534, corol. 1.9); luego el poligono es
regular.

2.9 Sea el poligono A'B'G'D'E'F'. Trazando por el centro O'

Fig: 121. de la circunferencia inscripta y

o por los vértices del poligono las

B N\ lineas'O'A, OBy OC, divi-

i, N | dirdn los 4ngulos A'BC del

g poligono en dos partes iguales

(85, corol.) ; luego los dngulos

O'A'B, O'B'A', O'BC, 0CB

son iguales; luego los tridngulos

A'B'O" y BC'O', que tienen el lado B'O" comun y dos éngulos

respectivamente iguales é igualmente dispuestos, son iguales (3%,
corol.); luego A'B'=B'C.

Del mismo modo se demostraria que B'C'=CD', (D=
D'E’, etc. ; luego el poligono dado es tambien equilatero, luego es
regular.

428. TeoremA 3.9 Los perimetros de los poligonos regulares
ABGD..., AB'C'D"... (fig. 121), de igual nimero de lados, son
proporcionales & sus radios OA, O'A' y d sus apotemas OM, O'M'.

Los poligonos propuestos son semejantes (40%); luego se
tendra

p __ AB
P AB

Los angulos A, B, C...., y A, B, C..., de los poligonos
regulares de igual nimero de lados, son todos iguales enlre si
(82, obs. 2.% ; luego sus mitades tambien lo seran; luego los
triangulos AOB y A'O'B' tienen los angulos ABO=A'B'Q' y
BAQO=B'A'Q’' por ser AO y BO, A'O’ y B'O" bisectrices de los
angulos de los poligonos (426, corol. 2.%); luego son semejan-
tes (98, corol.), luego se tendr (108)

AB A0 MO
AR A0 WO"

— R —

Esta proporcion y la anterior tienen una razon comun,
luego (Alg. 230)
p A0 MO
7 A0 MO
6 llamando r, ' los radios, y @, &' las apotemas,
p_r _a

! I

P T a
PROBLEMAS.

129. 1.9 Inscribir en una circunferencia un poli-
gono regular de cualquier numero de lados, por ejem-
plo, 5.

Dividase la circunferencia en cinco partes iguales (), AB,
BC, etc. (fig. 122, 1.* y 2.%) : tricense las cuerdas correspon-
dientes & estos arcos, y el poli-
gono ABCDE serd el pedido.

Los arcos AB, BC, ..., son
iguales, luego las cuerdas

\ tambien lo seran (389, 1.9);
!\\//1', luego el poligono es equilatere
~—+7 0 inscripto, luego es reguiar

Al 127, 1°)-

130. 2.° Dado wun poligono regular inscripto
1.9 circunscribir 4 la misma circunferencia otro del
mismo namero de lados ; 2.° hallar el valor del lado
de este ultimo en valores del lado del primero y del
radio.

1.9 Seael poligono dado ABCDE ; por los puntos M, N, P, etc.,
medios de los ‘arcos subtendidos: por. sus ladoes (fig. 122, 1.9
6 por los vértices A, B, G, etc., del poligono (fig. 122, 2.¢) tra-
cense tangentes, y el poligono A'B'C'D'E', formado en una u otra
figura, sera el pedido.

Porque en uno y otro caso los angulos A, B', C, etc. del

O

(*) De dos maneras puede hacerse esta division : 1.* por tanteo; 2. caleu-
lando el dngula en el centro del poligono que trata de formarse (126, obser-
vacion2.), aue en estecaso seria 72°; construyendo con el semicireulo unén-
guloAOB de este nimero de grados, y el arco AB, que interceptan sus lados,
seré la quinta parte de la circunferencia. Por mas que este mélodo parezca
expediloy exacto, no lo es sin embargo; en la practica es preferible el primero.
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nuevo poligono tienen por medida mitades de arcos iguales, lue-
go son iguales ; luego el poli~
gono A'BCD'E' es equidngulo
y estd circunscripto, luego es
regular (42%, 2.9, tenien-
) do ademas evidentemente igual
T—?r/ g numero de lados que el pro-
X puesto.
de ser los lados paralelos, como ex?nllmg:fc:‘? 1:5 "I'm e
ta A'O divide el arco con:'exo MAN en doasu ‘prm?ua, 3 'rcs-
; X0 MA] partes iguales (65
corolario) ; lnego pasa por el punto A, medio de este arco. -
ljuego los vértices correspondientes, como A y A, y el centro
estdan en linearecta. - ’
2.9 Los tridngulos A'E'O y AF a

Hinl e lue;o Rl O y AEO (fig. 122, 1.") son seme-

AE MO

, IE ~ HO
0 llamando I el lado del poligono dado y r el ridio del ecirculo

KR r
[~ HO’
d e LUl
e flonde AR'= 103 [1].
En el triangulo rectangulo AHO se tiene (4414, corol.)

0=\ AG—AP=\/rP—(llyi=\/ r?—zrz:\/ i )
——

1 )——
i\/[l?""—ﬁ [2]

Sustituyendo est;a valor de HO en la ecuacion [1], resulta
~ "L c) " i
e A S U R B e
WIr—B B =R
s\ 4 r2—[2 \//47"‘3—13
OB;FR\-'ACION 2.* Traducida la formula [2] al lenguaje comun,
8 E {
nos dice que : la apotema de un poligone regular es igual 6 la

mitad de la raiz cuadrada del cuddruplo del radio cuadrado mé-
nos el cuadrado del lado. '

W'13l.. ::3:0 Daflo. un poligono ABCDE (fig. 123) regular ins-
cripto: 1.°inscribir otro de duplo nimero delados ; 2.%hallar
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el valor del lado de este ultimo en valores del lado del
primeroy del radio.

1.0 Dividanse los arcos AB, BC, etc., subtendidos por los la-
dos del poligono dado en dos partes iguales (G1);
tricense las cuerdas de eslos nueyos arcos, ¥
el poligono AMBNC , formado por ellas,

D serd el pedido.
Porque es regular (229, 1.9), y evidente-
" mente de duplo nimero de lados que el pro-
puesto.

9.0 Tracense los radios AO, MO y BO : MO pasa por el punto
medio del arco AMB ; luego serd perpendicular & la cuerda AB y
la dividira en dos partes iguales (41, obs.) ; luego el triangulo
BHO es rectingulo en H; luego el angulo BOM es agudo (94,
corolario 3.9), luego en el tritngulo BOM se tendra (144, 3.9

B.\lf:Bt‘)‘l—}—I\lo‘-’—-2\\ll,)><\'l10:2802—2)10>((10,
6 llamando 7 el radio,

s
/

1
BM2—9:2—9r S HO : pero (480, [2]) HO= 5~ \/ir—P;

Juego sustituyendo este valor de HO en la ecuacion anterior, re-
sulta

B2y =t V3 ~Pr{2r VPP’

de donde MB:\/ r2r— \/ 2 -—lﬂ).

132. 4.9 Dada una circunferencia : 40, inscribir
en ella un cuadrado ; 2. hallar el lado de éste en valores
del radio.

19 Se trazan dos didmetros  AGy BD (fig. 124) perpendicu=
lares entre si, los que dividiran la circunferen=
cia en cuatro partes iguales (&4, corol.) : se
unen los extremos de estos arcos por medio de
cuerdas, y el poligono ABCD que estas forman,
sera €l cuadrado pedido (£29).

9.0 El tringulo ABO, rectangulo en O, nos
da (2214, 1.9
AB2—A02-L RO2=2A0?%,
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de donde AB=\/2K02=A0\/3,
AB=r\/2.

6 llamando 7 el radio

OBSERVACIONES.
1. De estatiltima ecuacion se deduce

AB =
T:\/?.
Luego la razon del lado del cuadrado inseripto en una circun-
ferencia al rddio es inconmensurable,
2.% " Como el'lado AB es & su v

AEBO, cuyo lado es el radio, se infiere tambien que : la diagonal
de un cuadrado y su lado son inconmensurables.

3.* ' Si en la ecuacion anterior se supone r=1, resulta

AB=\/2,
Luego construyendo un cuadrad

ez la diagonal de un cuadrado

0 cuyo lado sea la unidad, su
diagonal representa exactamente a \/2_, luego la Geometria pro-
porciona medios para determinar el v
irracionales (*).

£33. 5.° Dada una circunferencia, inscribir en ella un
exagono regular.

Supongamos. el problema resuelto, y

alor exacto de cantidades

que AB (fig. 125) sea el

lado del exagono inscripto. Trazando los radios
A0y BO, el dngulo AOB=6(0 (126, obser-
vacion 2.1) ; luego los angulos A y B del mismo
triangulo ABO valdran 1200 (42, corol. 1.9

)
Mas siendo AO=R0), los angulosen A y en B se-

ran iguales; luego cada uno de ellos valdra 600;

luego el tridngulo ABO es equiangulo, luego
sera equilatero (95, corol. 2.9); luego
AB=A40;

luego el lado del eadgono es-iqual al radio de

la circunferencia
circunseripta.

(") Esta exaclitud es puramente ideal ;
para resolver graficameute los proble
nos aproximados 4 la exactitud, que j

porque los medios que se emplean
mas no dan sino resullados mas ¢ mé-
amas se consigue de esta manera.
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ircunf ig & regu-
Luego para inscribir en una circunferencia el emgoiloos e‘(?re-
lar sevcoloca el radio sobre la curva seis veces : sle u'mnnope(‘ndo
410 i2 ) sera el exago 3
10S ada arco, Y oono ABCD..... sera el exag )
mos de cada arco, y el polig : S
Coror. Uniendo de dos en dos, dejando uno znrlull)mlvu’(,u {a,-
medio de rectas, BD, DF, FB, los vértices del exdgono regular,
3 5 - oY
se tendrd el tridngulo equildtero BDF inscripto.

OBSERVACIONES.

; il
1.2 Si se quiere hallar tambien el lado del tntﬂ]gulo eglull(el
tvr(; inscripto en valores del radio, trazando el dlax(liml_ro (ll,l
7 (5 g s daria
trianzula AFD rectédngulo en F (54, corol. 2.%) nos dar -
o]
corol.) :
g < Q 9__ | .
DF=\/ADP—AF?=\/(200)°— AF>=\/ 1AQ*—A02=\/ 3A0>=A0 3
; reltédio,  DF=r\/3. |
6 llamando 7 el radio, "
LDetesta ecuacion se pueden Sacar consecuencias analobast d
5 i 32 ] ante-
las deducidas en las observaciones 1.* y 3.* del numero
rior. —
9.2 Larecta BF tiene los puntosB y F equulmlgn(t}e;;ﬁ fcoy.
0 : luego es perpendieular a Ia AO en su punto medlg 1 lkri:m,“um
rol'u'iot2 0) » luego AG=GO : mas GO es la apotema e'[ ’[( ;IHS
d ]y O o e )
equilatero inscripto; luego la apotema del tridngulo equildtero 1
< bo ! ; .
cripto os-igual @ la mitad del rddio.

H M 1 hi =1
2434. 6.0 Dada una circunferencia, inscribir en eila
un decagono regular. ‘ x-m e
Supongamos que AB (fig. 126) sea el lado del (19(33‘001”9 tm?
: : eripto. Trazando los tadios AO y BO, e Angulo
T AOB=36 (226, obs. 2.%); luego los angulos
AOB= Joguq
en Aven B valdran 1440 (%4, corolario 1.9).
Mas C(;mo AO=B0, los angulos en A y en B diel
mismo triangulo ABO serdn iguales, luego cada
4 790

uno de ellos valdra 72°. ’

Tricese la bisectriz del angulo OAB, y sus
nitades QAB y QAO valdran 360. Luego el triangulo OAQ tiene
mitades QAB y QAO ve (L ;
los angulos AOQ=0QAO0 ; luego (%3, rec. 1.9)

AQ=0Q
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El tridngulo ABQ es ta ubien isésceles; porque sien’o
skl QAB=36° y B=T29, sera AQB=720 (%1,
: corol. 1.9); luego
AQ=AB.
Esta igualdad de lados y la anle:ior nos dan
AB=00.
Siendo AQ bisectriz del angulo en A, se ten-
dra (95)
A0 0Q .
ABTT QB

AO=0B-y AB=00Q; luego
0B_0Q ., OB AB

00" QB " KB QB

Luego el lado del decagono regular inscripto es iqu I d la par-
te mayor del vadio dividido en media y extrema razon (418).

Luego para inscribir en una circunferencia el decagono regu-
lar se coloca la parte mayor del radio, dividido en media y extre-
ma razon (449), sobre la curva diez veces, una a continuacion
deotra: se unenlos extremos de cada arco, v el poligono ABCD....
sera el decéigono pedido (*).

Coror. 1.9 Uniendo de dos en dos, dejando uno intermedio,
los vértices C, E, G, L...., se tendré inscripto el pentigono re-
gular CEGLu....

Comor. 2.° Para inscribir el pentedecdgono regular se toma
la cuerda del arco, diferencia entre el subtendido por el lado del
exagono y el del decigono, y esta diferencia se coloca quince veces,
una a continuacion de otra, sobre la circunferencia, la cual que-
dard dividida en quince partes iguales : se trazan las cuerdas cor-

respondientes & eslos arcos, y el poligono que forman sera el pen-
tedecagono regular.

(') Esla construceion, si bien exacta en teoria, es baslante errénea en
la préclica; porque el error que necesariamenle se comele en la division
del radio en media y extrema razon, se multiplica por 10 al hacer aphica-
cion de ella. Es preferible en esle caso y enlos que de ¢l dependen, divie
dir la circunferencia por tantco en las bartes iguales que sa dasag,
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1 ;
Bn efecto, el lado del exagono subfiende ‘un arco B de cir-

l 1 1 D : Q X
cunferencia : el del decagono m de id.: la diferencia entre estos

arcos es
1 - 1—9 — i = i = 1— de circunferencia;
10 60 60 60 15 _
luego estearco, colocado quince veces sobre la circun,ferencna. la
divide en quingce partes iguales, cuyas cuerdas formaran el pente-
decagono regular (12%, 1.9).
OBSERVACION GENERAL
435. Se saben inscribir geométricamente, entre otros po-
ligonos regulares, 1os siguientes : el tridngulo (lizzi, coro%.),
ol cuadrado (13%), el pentdgono (134, C.OI'O]..L ) y el 1?(.)1.-
todecigono (134, corol. 2.9). Mas como mscr}ptu l’m pollé(;loi
no regular, se circunscribe otro del mismo numero de_la Ao‘s
(130, 1.9, y se inscribe otro de numero de l.adﬁos dl‘l.}lleLt
(134, 1.9), resulta que se pucden inseribir ¥ cn‘bunscu‘)u
geome’iricament\: los poligonos regnlare§, cuyo mumero d.e 1mﬁl?s
expresan los diferentes términos de las siguientes progr/esxone:.
b 5. oF DR B ... B XY
NIRRT e
s 5:10:20: 40 cven B2
s - 300 60 ;120 ha. . el s 15X
136. 7.0 Dado el lado a (fig. 127) de un poligou.o regula'r
cualquiera, por ejemplo, de un octégono, construir el poli-
gol«l‘l:‘una eivcunferencia, enyo rddio sea una linea c‘ualquiera O]?,
i inseribase un octégono ABCD.....: sobre
uno de sus lados AB tomese AM=—a: por
M tricese una paralela’ MB' al radio AO,.
hasta que corte en B'al 0B!, prolongado si
es necesario: con un radio igual 4 OB tra-
cese una nueva eircunferencia : prolon-
guense los radios 0A,0C, 0D, ete., si se ne-
cesita, hasta que eneuentren la nueva eir-
cunferencia en los puntos A, B!, C!, ete.:
ananse estos puntos por medio de cuerdas,
y el poligono A'B'G/D.... serd el pedidos




= g —
Porque siendo OA— 0By OA'=0B, se tiene
OA OB
0A'" 0OB”
lnego AB es paralela & A'B' (D4, ree.); y como MB' es tambicn
paralela @ AA’, por construceion, la figura AA'B'M es un paralelo-
gramo ; luego (¥9; 1.0)
A'B'=AM=—a.
Siendolos angulos en O ignales entre si;los arcos A'B', B'C!,C'D"...
que miden estos dngulos, serdan tambien iguales ; lnego A'B'CG'D..
es un oclogono regular, euyo lado es igual 4 la recta dada a.

ARTICULO II.
Razon de la circunferencia al didmetro.

48%. Troreva 1.0 Todo circulo se puede  considerar como un
poligono regular de infinito nimero de lados, cuyo perimetro es
la circunferencia, y cuyos radios y apotemas son iguales.

Ins¢ribiendo en una circunferencia un poligono regular cual-
quiera, despues otro de duplo nimero de Jados, luego otro, y
asi sucesivamente : los radios de estos poligonos permanecen
siempre iguales & los de la circunferencia: las apotemas se van
aproximando al radio, porque los lados del poligono son cada vez
menores (89, 2.9y 40, 2.9) : y1os perimetros de los poligonos
se van confundiendo con la circunferencia, 4 medida que el ng-
mero de lados se duplica; de manera que 4 las pocas inscripcio-
nes ya la vista no distingue la curva del ultimo poligono inseripto.
Como las inscripeiones se pueden aun suponer continuadas cuanto
se quiera, se infiere que el teorema es cierto.

Coror. 19, Dos circunferencias cualesquiera son proporciona-
les a sus radios y d sus didmetros.

Porque, siendo ¢, ¢' dos circunferencias, r, 1’ sus radios, y d,
d' los didmetros, se tiene (128)

(0 o i

==

C r

’

Coror. 2.9 La razon de la circunferencia al didmetro es una
cantidad constante.

=righ =
En efecto, alternando la proporcion

¢ d ¢ ¢
ey resulta E:ﬂ"'
CoroL. 3. Llamando = (*) la razon de la circunferencia al
diamelro, se tendra
e . C
E: T 0 '2—' =3
En cualquiera de estas dos ecuaciones entran tres cantidades
indeterminadas, y por consiguiente conocidas dos de ellas se
puede hallar el valor de la otra. Asi

c=nd: 0" ¢c=2xt,

= N = —F—
Uk o5 2m

138. Teorema 2.° Toda linea convexa () cerrada, com-

prendida dentro de otra cualquiera, es menor que ésta.

Sea ABCDA (fig. 128) la linea convexa. Si esta no es menor
que todas las que la comprenden, habra de
ellas unamenor que todas las demas, que sera
mas corta que ABCDA 6 igual con ella. Su-
pongamos que la linea que comprende & la
ABCDA con estas circunstancias sea AEFGI] :
tracese entre estas dos lineas una recta cual-

quiera MN, que 1o corte a'la ABCDA, y se tendra (3)
MN <MFGN,
agregando 4 los dus miembros la linea MEAHN, resulta
AEMNHA <AEFGHA :

mas por hipotesis ALFGHA eslalinea menor de las que compren-
den a la ABCDA ; luego esta hipétesis es absurda ; luego todas las
lineas que comprenden & la convexa son mayores que ella, 6
ABCDA es la menor de todas.

() Este signo es la p griega que se pronuncia pi.

(**) Cuando se da este nombre 4 una curva, sin relacion & olra linea ni
punto, se significa con él que la curva no puede ser corlada por una recta
mas que en dos puntos. Asi, la circunferencia es una curva convexa
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Coror. 1.2 La circunferencia es mayor que et perimetro de
un poligono cualquiera inscriplo y menor que el de otro cuglquiera
cireunseripto.

Conon. 2.°. Los perimetros de los poligonos reqularesinseripios
van creciendo & medida que el ntmero de sus lados se duplica, y
los de los eircunseriptos van disminuyendo. en i ual caso.

OBSERVACION. De estos corolarios se infiere tambien (31, ()]
que

La circunferencia, es el limite superior de l0s poligonos requla-
res inscriptos, y el inferior de los cireunseriptos.

PROBLEMAS.

439. 1.0 Hallar la razon numérica de la circunferencia
al diametro, 6 sea el valor de m.
giendo constante 6 igual para todas las circunferencias la can-
tidad que Vamos 4 determinar (23%, corol. 9.9), si se calcula
el valor de una circunferencia en el supuesto de que el didmetro
es 1, se tendrd la razon pedida ; puesto que la razon de una can-
tidad con la unidad es la cantidad misma.
inseribiende. en-una cireunferencia, cuyo diametro €s 1, un

! ; it
exagono regular, el 1ado de este poligono valdra 3 (283); y el

perimetro
i;&'):—_g e

Fl lado del ex&gono circunseripto serd tambien (130,

NI
2553
-

VIRG—® Vi

y el perimelro 0,577 .-

Ahora la circunferencia es mayor que el perfmetro del poligo-
no inscripto y menor que el del circunscripto (238, corol. (RIS
luego el valor numerico de la circunferencia sera 3 y una fraccion
decimal menor que 0,46,
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Si del mismo modo calculamos gl perimetro del poligono ins=
cripto de 12 lados (134, 2.0), y el de igual numero de lados
circunseripto, el primero de estos valores serd mayor que 3y
el 2.9 menor que 3,46... (138, corol. 2.9), luego la circunfe-
rencia estard representada por 3 Y Ja parte decimal que lengan
comun los perimetros que acaban de determinarse.

Continuando de la misma  manera ¢l calculo de los perimetros
de los poligonos inscriptos ¥ circunseriptos de 24, 48, 96, etc.,
lados, los valores de estos perimetros se iran aproximando mas y
mas, y el valor de la circunferencia se podrd hallar tan aproxi-
mado como se quiera (¥). Asi se hallo

n=3,14159...
OpservAcioN. La razon de la ciccunferencia al didmetro hallada

; 22 399
por Arquimedes es 7 por Pedro Mecnol—l—g(*‘); por otros pro-

cedimientos ménos clementales que el que hemos empleado,
n=23,1415926535..... (hasta 155 cifras decimales).

£40. 2.9 Si un radio tiene seis metros, jcual sera la
longitud de la circunferencia?

Se tendra (1379, corol. 3.9)
¢c—=2mr=2X3,14159 X 6= 37,69908 metros.

RECIPROCAMENTE. ~ Si una circunferencia tiene 516 varas de
longitud, jcual sera su radio?

El radio sera (239, corol. i“B.O)

¢ 516

. 598318 82,12 varas.

244, 3.0 Si un arco tiene 200 y el radio es 10 metros,
jcudl serd la longitud del arco?

La de la circunferencia es (837, corol. 3.9)

c=2 X 3,14159 X 10 =062,8318 metros,

y

() Claro se ve que por este procedimicnto no es posible llegar d un valor
exaclo que represente la razon de 1a cireunferencia al didmetro. Mas aun, pot
cualquiera olro de los inventados 6 por invenlar se hallaria unresultado and-
logo, porque la razon de la circunferencia al didmelro, y aun el cuadrado de
eslarazon, esuna cantidad inconmensurable. (V. Legendre, Geom., nota &),

(") Lste niimero se puede obtener aseribiendo las tres primeras cifras
impares cada una dos veces, y separando por medio el grupo que forman,
de este modo

113 | 355.
GEOM.




y la del arco se halla por la siguiente proporcion

3600 62,8318. 20 < 62,8318
Tk de donde = ‘30':‘)0 = 3,4906 metros.

o

142. [.° Conocido el radio de un arco, hallar el nimero

de grados que debe tener para que su longitud sea igual
a la de una circunferencia de radio tambien dado.

Llamando = el radio del arcoy 2 el ntimero de grados, la lon-

X n

27 ,
gitud del arco serd 360 la de la circunferencia, cuyo radio

es 1, sera tambien 2=r’ : y como estas dos expresiones represen-
tan, por hipdtesis, cantidades iguales, resulta

2z X &
360
de donde (Alg. ¥2) z = 360 X%.

= 271

Asi, el numero de grados de un arco cuyo radio son 24 va-
ras, ¢ igual en longitud & una circunferencia cuyo radio sean 410
varas, sera

1 10
P ON” _ 2L v
= 360 ’\‘2’4— 1500

143. 5.0 Hallar grificamente la longitud aproximada
de una circunferencia (*).

Tracese la cuerda AB (fig. 129), igual al radio, y el diame-
tro CD perpendicular 4 es!a cuerda : se tra-
za por D la tangente ME, y el radio 0A,
prolongandole hasta encontrarla en M+ des-
de este punto hacia la derecha se toman
tres radios; se une el extremo E del wlti-
mo con el C del diametro y larecta CE sera

la Jongitud de la semicircunferencia con ménos error que 0,0001
del radio.

En efecto, en el tritngulo CED, recléingulo en D, seticne (81,
corolario)
CE= y/CD*+DE*= \/CD*--(ME—MD):= \/CD*+ NE:—9ME X MD + MDz,

(') Tambien es imposible la resolucion exacta de este problema emplean-
do sdlo la linea recta y la circunferencia.

— 00 —

6 poniendo en vez de CD su valor 2r, y en lugar de MEel suyo 3r,
CE= V92— X MDMD?=V13:7—6XMD+MD? [1].
Parahallarel valor de MD,delos tridangulos semejantes OAH y OMD

MD OD AHXOD
ol e, snde MD—= ST N
AT o 2 onde OH

1 == ,
6 sustituyendo %—1‘ por AH, rpor OD y ~ VIr2—:= por OH (130 [2])

Ipr 1p2 72 v

T

de deduce

\I D: —_ e — Ty e
1 Wir—rz V32 ry3 V3

Sustituyendo este valor de MD en la ecuacion [1] resulta,
CE=\/13r"— B33!V BHp<rix 8= \/ r}(13:—2V/8)=
rV/13,33.....—3,46410161.....=r V/9,86923171
6 por ultimo CE=r>¢3,14153...;
y como (B37, corol. 8.°) e=2r><3,14159 Ja linea CE representa el
valor de la semicircunferencia con ménos error de 0,0001 del radio.

CAPITULO III.

De las areas de las figuras planas.

ARTICULO PRIMERO.

Determinacion de las dreas de las figuras planas.

144. Se llaman superficies EQuIvALENTES las que tienen igual
magnitud, aunque tenyan distinta figura (3).

245, Teonewa 1.0 Dos paralelogramos (fig. 130) AC y EG (%),
que tienen las bases AD y EH iguales € igual altura (2%), son
equivalentes.

Fig g - Superpongase el paralelogramo EG al AC,

B P0G T G demodo que EH coincida con su igual AD;
:_,.f" \ / y como las alturas sox} iguales, los lados
/i BC y FG formardn la linea recta BG' (3%,
A TDETHE corolario).

() Estos paralelégramos los nombramos, para mayor coneision, por las
letras colocadas en los exiremos de una diagonal : del mismo modo so
expresara en lo sucesivo todo cuadrildtero, siempre que esto no dé lugar
4 equivocaciones.
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Los tringulos ABF' y CDG' tienen los 4ngulos BAF'=CDG’
Fig. 130 (38, 1.9, ademas AB=CD y AF=DG
33_7"_‘(3__(:’ F__G (39, 1.9) luego son iguales (32, 2.9).

/17 Si del trapecio ABG'D se resla el triangulo
Fol ABF' queda el paralelogramo AF'G'D, que
A D EH  represenla al EG : si del mismo trapecio se
resta-el triangulo DCG' queda el paralelogramo AC ; luego los pa-
ralelogramos AC y EG son equivalentes.

146. Teoneuma 2.9 Todo tridngulo ABC (Gg. 131) es la mitad

de un paraleldgramo de igual base y altura.

Si por los vértices B y C se frazan las reclas BD y CD respec-
tivamente paralelas 4 AC y AB, la figura ABCD
es un paralelogramo que tiene la misma base AC
que el triangulo, y tambien la misma altura

(8%, corol.) : pero los triangulos ABC y BCD -

son iguales (%9, corol. 1.9; luego ABC es la
mitad del paraleldgramo AD, que tiene la misma
base y altura.
Corot.. Dos tridngulos de igual base y altura son equivalentes.
Porque son mitadesde paralelogramos equivalentes (143).

14%. Se llama Ares-de una’superficie la medida de su mag-
nitud (®).

En la determinacion de las areas fomarémos siempre por uni=
dad un cuadrado cuyo lado sea la unidad de longitud.

148, Teorema 3.0 Las dreas de dos rectangulos AC y EG
(Gg. 132), de iguales bases AD y EH, son proporcionales ¢ sus
alturas AB'y EF.

Fig. 132. Distinguirémos ‘dos casos : 1.9 que las alturas
T___« sean conmensurables ; 2.° que sean inconmen-
surables.

1.9 Supongamos que la medida comun se
pueda colocar 3 veces sobre AB, vy 4 sobre EF,
y se tendra

AB 3

EF &
Por los puntos de division tricense paralelas a las bases, y
los reciangulos AC y EG quedardn divididos, el primero en
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3 rectingulos parciales y el segundo en 4, todos iguales entre si
(¥9, corol. 2.9); luego
AC 3
EG 4
De esta proporcion y de la anterior se deduce (Alg. 183)
AC _AB
Sean AB y EF (fig. 133) inconmensurables. Supongamos que
Fig. 133. la AB se divida en partes iguales tan pequefas
®——G como se quiera, y que una de esfas partes sea Aa:
¢ I |9 coléquese esta parte sobre EF todas las veces
que se pu-da, y quedard un resto Ff, una vez
que AB y EF son inconmensurahles : tricese
luego la fy paralela & EH.
Siendo las rectas AB y Ef conmensurables,

2.0

A D E H

" se fendrd (primera parte del teorema)

AC AB
Eg — Ef
ecomparando estos quebrados con los siguientes
AG AB
se observard que los segundos (que estin en columna) tienen el nu-
merador AB comun, y que el denominador Efse puede aproximara
EF todo lo que se quiera : porque Ffes menor que Aa y esla parle
le ser el tidad dada cualquiera; =4
puede ser mas pequena que una cantidad dada cualquiera; luego EF

es el limite de %} (914, ()]: por igual razon pl:_f]; es el limite de}%’:
pero las canlidar.l‘es variables son iguales; luego-los limifes lamb?én
lo serdn [3&, (*) corol.]; luego
AC~ AB
EG  LF
OsservacioN. Como en todo rectingulo se puede tomar la
base por altura y Ja altura por base, resulta que
Las d@reas de dos rectangulos de iguales alturas, son propor-
cionales ¢ sus bases. ]
149. Teonems 4.0 Las dreas de dos rectangulos son propor-
cionales d los productos de sus bases por sus alturas.
Llamese R, b, a, el area, base y altura de un rectangulo,
R' V', a, el area, base y altura de otro rectangulo,
R", b, a', el area, base y altura de un tercer rec-
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tangulo, que, como se ve, tiene igual base que el primero é igual
altura que el segundo.

El primero y tercer rectingulo tienen bases iguales, lue-
go (148)
R pa—
=
El segundo y tercer rectdngulo tienen iguales alturas, lue-
80 (248, obs.)

a
pr

R" b
RAME .
Multiplicando ordenadamente estas proporciones, y supri-
miendo el factor R”, comun & los dos términos' de la primera
razon compuesta, resulta
. axb
Ta X
Coror, 1.% Sisuponemos que R’ es la unidad de medida del
reclangulo R, el primer quebrado representa el 4rea de este rec -
angulo () :'mas en tal caso V'=a'=1 (14%); luego en dicha
_ hipdtesis se tiene

R
R!

R=a<b.

Luego el drea de un rectangulo es igual al producto de su base
por su altura. ‘

De modo que si un rectangulo tuviese por base 41 metros y
por altura 22, llamando R su irea, se tendria

R=/1722=002 metros cuadrados.

Coror. 2.9 El drea de un cuadrado es. igual.d la sequnda po-
tencia de su lado.

Porque. el cuadrado es un rectingulo en que la base y altura
son iguales.

Asi, el area de un cuadrado, cuyo lado son 6 varas Y 2 piés,
llamando C dicha 4rea y reduciendo el complejo & incomplejo,
resulta

C=202=/00 piés cuadrados.

150. Teorewa 5.0 El drea de un paraleldgramo es iqual
al producto de su base por su allura.

Porque el paraleldgramo es equivalente & un rectdngulo de
igual base y altura (443) : el area del rectingulo es igual al
producto de su base por su altura (£49, corol. 19); luego la
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del paralelégramo seré igual tambien, al producto de la base por
la altura.

Asi para hallar el 4rea del paralelégramo AC (fig. 134), se

Fig. 434 mide su base AD, que supongamos tiene 6 me-
B tros : se traza su altura BE, que tambien se mide,
i y suplngase que tiene 8 metros : y llamando P
{ el area buscada, se tendra

A ED P=68=48 metros cuadrados.

158. Teorema 6.9 El drea de un tridngulo es igual d la mi-
tad del producto de su base por su altura.

Porque el tridngualo es la mitad de un paraleldgramo de-igual
base y altura (44@) : el &rea del paralelégramo es igual al
producto de su base por su altura (25@); luego la del
tridngulo serd igual & la mitad del producto de la base por la
altura.

De modo que para hallar el area del triingulo ABC (figu-
ra 135), se mide su base AC : se traza la altura BD, que se mide

Fig. 135, tambien, y suponiendo que la primera de es-
B tas lineas tenga 10 varas y la segunda 7, lla-
é mando T el 4rea buscada, serd

A J)_\\ G = - 0}7 =35 varas cuad.

Cororarro. Las dreas de dos tridngulos son proporcionales d los
productos de las bases por las alturas : si las bases son iguales, se-
rdan proporcionales d las alturas ; y si las alturas son iguales, se-
rdn proporcionales d las bases.

152. Teorems 7.0 El drea de un trapecio ABCD (fig. 136
es igual al producto de su altura por la semisuma de las bases.

Fiz. 130, Trazando la diagonal BD, el trapecio queda

B CD dividido en dos tridngulos, cuyas bases pueden

. |l serlas AD y BC del trapecio, y cuyas alturas son

| ™.\ en tal caso BB'=DD', que es la misma del tra-

ATTE pecio.

1 :
El area de ABD es% ADXBB', la de BDC esg BC)XDD"; lue=-

go la del trapecio sera
% AD X BB'-}- % BCXPD'=BB'"X = (AD-}-BC).
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Asi, el area del trapecio anterior, en el supuesto de que
BB'=10 pulgadas, AD=13 y BC=b, seria

103 % (134-5)=10>¢9=90 pulgadas cuad.

Opservacion. Si se prolonga la base AD del trapecio ABCD
(fig. 137) una parte DE=BC, y se une B con
E, el triangulo ABE es equivalente al trapecio;
SN porque tiene la misma altura que éste, y su
N> base esla suma de las dos bases del mismo.

D £ Luego el area del trapecio es tambien

BB’><§AE [1].

Los triangulos BCN y NDE, que tienen BC=DE por hip6-
tesis, y los éangulos BON=NDE y NBC=DEN por alternos en-
tre paralelas, son iguales (%2, 3.%) : luego BN=NE; y tam-
bien CN=ND.

Trazando por N la recta NM paralela & AE, se tendrd (9%)

BN _BM _ MN

BE  BA  AE°

1
pero BN:‘E BE; luego BM:%BA y MN=~- AE.

> 1
Sustituyendo este valor des AE en la formula [1], el area

del trapecio sera BB MN.
Luego el drea del trapecio es tambien igual al producto de su
altura por una recta trazada por los puntos medios de los ladosno

paralelos, 6 sea por una paralela d las bases y equidistante de
estas (°)

Fig. 138. 153. Teorems 8.0 El drea de un poligono

reqular ABCDE (fig. 138) es igual d la mitad del
producto de la apotema por el perimetro.
Trazando los radios AO, BO, CO, etc. del
poligono, este queda dividido en tantos trian-
gulos AOB, BOC, etc. iguales entre si (32, 1.9)

() A esta linea MN se le suele dar el nombre de parslela media.
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como lados tiene : el area de uno de los triangulos AOB es
. %
%MOX:-\B (131); luego la del poligono sera§&10XABXo:

%MO}( 5AB, 6 llamando P el 4rea del poligono, a la apotemay

1
2 p‘

Asi, para hallar el area de un exagono regular, cuyo lado
tiene 4 metros, serd p=6)(4=24 metros, y (130, obs. 2.%)

1 NS T,
a—_—§ \/b}(16—16:3,66 ... MeLros ;

de donde P:%}-(&AGXQA:M,E)‘A metros ... cuad.

154, Lldmase sEcTor POLIGONAL la parte ABCO de poligono
reqular comprendida por dos rddios y dos 6-mas lados.

La parte ABC de perimetro correspondiente ¢ un sector se
llama base de este.

Conor. [El drea de un sector poligonal es igual ¢ la mitad del
producto de su apotema por la base.

255, Teorewa 9.0 El drea del civculo es igual d la mitad del
producto del radio por la circunferencia.

Porque el circulo se puede considerar como un poligono
regular de infinito nimero de lados, cuyo perimetro es la cir-
cunferencia, y cuya apotema es el radio (48%); luego lla-
mando ¢ la circunferencia, r el radio y C el drea del circulo, se

> 1
tendra C:; €.

&

Coror. Sustituyendo en esta formula en vez de ¢ su valor 2mr
(437, corol. 2.9), se tendra

Luego el drea del circulo es igual al producto de la. razon de
la circunferencia al didmetro por el cuadrado del rdadio.
Asi, el area de un circulo cuyo radio sean 10 varas serd

C=3,14159>102=314,159 varas cuad.
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158. Lldimase secror de eirculo Ig parte ABCO (fig. 139)
de éste comprendida entre dos rddios OA, OC y un arco ABC.
Cororarto.  El drea de un sector de circulo es iqual ¢ la mitad
g 150 del producto de su rddio por el arco.

.\(_/1}\(; Porque se puede considerar tambien como
[ \/ un sector poligonal correspondiente 4 un poli-

( 0 ) gono regular de infinito niimero de lados,
MX 1 a8RilTse lama seemeto de cireulo la par-
D te de este comprendida entre una cuerda Y Su
arco, 0 entre dos cuerdas paralelas Yy los arcos que estas in-

lereeptan.

La cuerda 6 cuerdas que le forman se Hlaman base 6 bases del
segmento.

ABC 'y ADC son segmentos de una base AC : ACNM es un
segmento de dos bases AC y MN.

CoroL. El area de un Ségmento ABC de una base, y menor
que el semicireulo, es igual 4 Ja del sector AOCB ménos Ia del
tridngulo AOC : la de un Segmento ADC de una base tambien pero
mayor que &l semicirculo, es igual 4 la del sector ADCO mas la
del tridngulo AQC; y la del segmento ACNM de dos bases es
igual 4 la diferencia de las 4reas de los segmentos MBN y ABC de
una base.

158, Se llaman cireun
el mismo centro.

Lldmase coroza 6 anitLo g Superficie comprendida entre dos
circunferencias concéntricas de diferente radio.

CoroL. El drea de una corong es igual & la del circulo de
mayor radio, ménos la del circulo de rddio menor.

239. Para determinarel 4rea de una fig

ferencias_concentricas las que tienen

ura plana cualquiera,
Fig. 140, 10 comprendida en lo que precede de esle
articulo, se divide exacta 6 aproximadamente
€N otras, cuyas areas se saben hallar : se su-
han estas, y la suma sera exacta 6 aproxi-
madamente el drea pedida.
Asi, para hallar el 4rea de la figura
ABCDE (fig. 140) se puede dividir en el triangulo M, el rec-
tingulo N, el trapecio P y el semicirculo (); y las areas de
M--N--P-+-Q forman el frea total pedida.
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Si la figura no fuese rectilinea ni compuesta de arcos de
circulo, como ABGD (fig. 141), se divi-
diria en otras que supondriamos rectili-
neas, por ejemplo, el trapecio M, los
tridgngulos P, R, N y el rectangulo Q;
Yy la suma de las dreas de estas serfa apro-
ximadamente el area de la figura pro-
puesta.

Fig. 141,

ARTICULO IL
Comparacion de las dreas en las figuras planas.

160. Teorema 1.9 Las dreas de dos tridngulos semejantes son
proporcionales d los cuadrados de sus lados homélogos.
Las areas de los firidngulos ABC y A'B'C’ (fig. 142) se- -
ran (151)
IACXBD _ ACXBD
JACXBD' T ACKBD”
ACXBD

: ; \ -
Sustituyendo en la razon compuesta ATEXTD” en vez de

-;—ACXBD_, 12 A'C"XB'D': de donde

BD ;
Fig. 142 la razon componente 5D su igual (108)

ACX(BD _ AC?
IACBD' T AC?
Los términos de la primera razon repre-
sentan, como se ha dicho, las dreas de los triangulos dados, y
ARt VB
ICER o
ABC- . AB?,  AC? , B(?
ANBG T AB2 _AC:. BCE
161, Teonema 2.9 Las dreas de dos poligonos semejantes
cualesquiera ABCD y ABCD'..... (fig. 143) son proporcio-
nales a los cuadrados de sus lados homélogos.
Estos poligonos se pueden descomponer en igual mimero de

la razon segunda es igual a (Alg., 482, L.%;

luego
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triingulos ABC y A'B'C/, ACD y A'C'D', etc., semejantes y se-
mejantemente dispuestos(1014,re:
ciproco) ; luego se tendrd (169) :
1 ABC _ BG* ACD (D2
/\w KBC BC® KCD CDE

P

Kstas proporciones tienen las
ultimas razones iguales (96, y
Algebra, 182, 4.°), luego

ACD B(2

XBG T ACD T BEY
de donde (Alg., 186)
ABC-ACDA-etc.  BC?
ABTAGD etc.  BC?
0 llamando Py P' las areas de los poligonos,
P BC?

Za Ty

Coror. Las dreas de los poligonos requlares de un mismo ni-
mero de lados son proporcionales d los cuadrados de sus rddios y
apotemas.

Estos poligonos son semejantes (102), luego sus areas se-
ran proporcionales a los cuadrados de los lados : y como los
lados son proporcionales & los radios y apotemas, los cuadrados
de los lados seran proporcionales 4 los cuadrados de los radios y
de las apotemas (Alg., 482,.4.%); y por consiguiente, las areas
seran tambien proporcionales 4 los cuadrados de los radios y de
las apotemas. Asi

162. Teonema 3.° Las dreas de los circulos son proporcio-
nales d los cuadrados de los rdadios y de los didmetros.

Las formulas de las areas de dos circulos son (53, coro-
lario)

de donde
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y como los cuadrados de los radios son proporcionales &los cua-
drados de los diadmetros, resulta

C P a2

P

163. Teorema 4.0 Sisobre la hipotenusa a y los catetosb y ¢
de un tridngulo rectangulo, considerados como lados homdlogos,
se construyen poligonos semejantes A, B, G; el drea del poligono
construido sobre la hipotenusa es igual d la suma de las dreas de
los poligonos construidos sobre los catetos.
En efeclo, se tiene (161)
A B G

— —_ .
2

@ b2 e’
pere a>=b2}¢2 (114, 1.9); luego (Alg., 486, corol.)
A=B-}-C.

Coror. 1.9 El cuadrado construido sobre la hipotenusa es igual
d la suma de los cuadrados construidos sobre los catetos.

Porque estos tres cuadrados son poligonos semejantes (102).

Corot. 2.9 Si con radios 0 didmetros respectivamente iguales
@ la hipotenusa 6 catetos de un tridngulo rectangulo se trazan cir-
cunferencias, y en ellas seinseriben 6 circunscriben poligonos regu-
lares de igual nimero de lados, el drea del poligono formado en la
primera es igual ¢ la suma de las dreas de los ofros dos.

Este corolario y el signiente se demuestran como el teorema.

Coror. 3.9 El drea del circulo trazado con un radio 6 didgme-
tro igual a la hipotenusa es igual @ la suma de las dreas de los
trazados con el radio 6 didmetro respectivamente iguales d los
catetos.

164. Trorema 5.9 Las dreas de dos triangulos ABC y DBF
(fig. 144), que tienen un dngulo B comun, son proporcionales d
los productos ABXXBC y BDXBF de los lados que en cada tridn-
gulo forman dicho dngulo.

Fig. 144, Trazando la DG y tomando por bases de
los trilngulos ABC y DBC los lados AB y DB,
estos tridngulos tienen la misma altura, lue-
go (154, corol.)

ABC AB
DBC ™~ DB’
UNIVERSIDAD DE NUE
gIBLIOTECA U
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Si se toman por bases de los tridngulos DBC y DBF los la-
Fig. 144, dos BC y BF, tambien estos triangulos tienen
ks la misma altura ; luego
/e DBC_ 50
=i\ DBF — BF"
Le = Multiplicando ordenadamente estas pro-
porciones y suprimiendo al'mismo. tiempo el factor comun DBC,
resulta
ABC  ABXBC
DBE DB XBF’

PROBLEMAS.

265. 1. Trasformar un poligono ABCD..... (Gg. 145)
en otro equivalente y que teaga un lado ménos.

Unase B con D : por G tracese CM paralela-4 BD : prolongue-
Fig. 145. se el lado ED hasta encontraren M 4 la GM, y
v M el poligono ABMEF serd el pedido.

Bl oSS / En efecto, los triangulos BCD y BMD,
N que tienen la misma base BD y sus vértices C
y M equidistantes de esta hase (82, corol.)
¥ B son equivalentes (4@, corol.). Luego si al
poligono ABDEF se le agrega el triangulo BCD, y despyes el BMD,
los poligonos resultantes ABCDEF y ABMEF son equivalentes ; y

este tiene evidentemente un lado ménos que el primero.

Coron. Todo poligono se puede trasforsmar graficamente en un
tridngulo. equivalente.

Porque si tiene por ejemplo 10 lados, se trasforma en otro
equivalente que tenga 9, luego en otro que tenga 8, y asf suce-
siyamente.

166. 2 Cuadrar un tridngulo, 6 sea trasformarle
en cuadrado equivalente.

Hallese una media proporcional entre la altura y la mitad de
la base, 6 entre la base y la mitad de la altura (41%) : sobre
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esta media proporcional se construye un cuadrado, el cual sera
el pedido.
En efecto, de la proporcion
a =z

-—= 4
x i

1
se deduce 12— 5 ab.

Coror.  Todo poligono puede cuadrarse graficamente.
Porque se puede trasformar en triangulo equivalente (2635,
corol.), y luego en cuadrado segun el problema.

OBSERVACIONES.

1.2 Los poligonos para la determinacion de cuya area hay for-
mula determinada pueden cuadrarse sinnecesidad de trasformarlos
antes en triingulos equivalentes, hallando una media proporeio-
nal enire los dos factores que forman dicha drea, Yy construyendo
un cuadrado sobre la media proporcional.

Asi, para cuadrar el paralelégramo se halla la media propor-
cional entre la base y la altura; para cuadrar el trapecio, se de-
termina Ja media proporcional entre Ia altura ¥y la semisuma de
las bases, etc.

2.* ‘Tambien es facil calcular el lado del cuadrado equivalente
a.una figura cualquiera, hallando su &rea Y extrayendo la rafz
cuadrada del niimero que resulte.

Asi, el lado del cuadrado equivalente & una figura cuya érea
son 1800 varas cuadradas, es

I=\/1800=42,43.+. varas.

16%. 3.0 Cuadrar el circulo aproximadamente.

Hallese una media proporeional entre e radio y la semicircun-
ferencia, y éste serd aproximadamente el lado del cuadrado equi-
valente al circulo, 6 determinese el 4rea del circulo, extraigase la
raiz cuadrada del nimero que la represente, y esta raiz serd
con aproximacion el lado del cuadrado equivalente,

Osservacion. Por este dltimo procedimiento es imposible hallar
con exactitud el lado del cuadrado equivalente al circulo; porque en-
trando por factor del drea la razon de la cireunferencia al didmetro,
y siendo esta cantidad inconmensurable (239D, ()], el resultado no
puede ser exacto, aunque si tan aproximado como se quiera. Tampo-
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co puede resolverse el problema por el primer medio con exactitud;
pueslo que no paede rectificarse exactamenfe la circunferencia
ll‘l:’! (.)l

De manera que la cuadratura del circulo, el problema mas famoso
de la Geometria, es irresoluble con los auxilios que presta la Geo-
melria elemental (%)

168. 4.° Dado un poligono P -construir otro P' seme-
jante al primero, y cuyas dreas estén en una razon dada,
por ejemplo, de 3 & L.

En una recta AC (fig. 146) tomese AD=3 paries cualesquiera, pero

iguales entresi, yi continuacion DC=% partes

Fig. 146. iguales dlas anteriores : sobre ACcomo didme-

tro tracese una semicireunferencia: en el punto

Didel didmetro levantese laperpendicular DB,

y lrdcense las reclas BA y BC, indefinidas por

2 laparteiuferiordeldidmelru:témcscsol)rc,U.\

| ynaparte BA' ignal & uno de los lados del poli-

gono dado Pty trazando la recta A'C! pavalela

al diametro, construyase sobre BC!, considerada como lado homo-
logo del lado BA' del poligono P, otro poligono P' semejante al
dado (121); y el poligono formado de esta manera serd el pedido.

En efecto, se ticne (161)
P BA?
P BC?
Los {ridngulos BAC y BA'C'son semejantes (99); luego
BA' BA
BG!~ BC’
BA® BA? ,
o (Alg. 182, 4.9) TG —D&" pero (140), obs.)
BA? 3,
BG4’
luego de esta proporeion y la anferior, que fienenuna razon comun,
se deduce
BAZ 3
BC2 ™ 4
Esta proporeion y la prinlmra tienen tambien una razon igual,
8} <

luego por ultimo F‘:Z'

B

() Si bien la resolucion exacta de esle problema seria inleresante bajo
el punto de vista cientifico, no lo seria tanlo, mejor dicho, traeria muy poca
utilidad, con relacion 4 sus aplicaciones pricticas, porque la aproximacion
puede llevarse lan adelanle como en cualquier caso sea de desear.

GEOMETRIA DEL ESPACIO.

SECCION PRIMERA.

PROPIEDADES DE LAS FIGURAS EN EL ESPACIO.

PRELIMINARES.

Del plano,

169. Treomema 1.° Por tres puntos A, B, C (fig. 147)
que no esten en linea recta, pucde pasar un plano, pm'(; )?(/([rl ma;
que uno solo. - ' :

Por los puntos 1}\,_ B, C tracense rectas: por una de estas AB,

1agase pasar un plano PQ(*), el cual puec
evidentemente r:imlr S t".'iélllgizflti, derl :é“i{}l'iei‘f
ta llegar al punto C; luego el plano PQ pasa
o Por lostres puntos dados.
Otro plano PQ', que pasase por los mismos
purtos A, B, C, coincidiria con el PQ.

Porque las tres rectas AB, BU 'y ACestarian en . los dos pla-
nos \S,rcorol.); luego por un punto cualquiera D, siluado en el
plano I’A(J', se podria trazar una recta DE que cortase dos rectas
AIE y BC (‘le las tres que unen los puntos dados. Abora la recta
DE, que tiene los puntos E y Fen el plano*PQ, coincidira con

(*)- El plano se representa comunmenle por un paraleldgramo que debe
suponerse ilimitado, y se nombra por las letras de una de sus diagonales
: ! ) i« S glpgonales
como ya se ha visto (145 y siguientes). Con mas propiedad se repescn
: - ) it S@ repescn-
aria por sonlo ) o3to ni al 1 1 3
laria por un circulo; pero esto ni se acostumbra ni seria mas cdmodo.

GEOM. 8
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él en voaa su extension (8, corol.)
ta se hallard tambien en el p]
a los dos planos; Iu
luego coinciden,

; luego el punto D de esta rec-
ano PQ, luego dicho punto es comun
€g0 estos tienen todos sus puntos comunes,

Coror. 1.° Tres puntos que no estin en linea recta determinan
la posicion de un plano.

Coror. 2.° Un dngulo 6 dos rectas que se cortan determinan
la posicion de un plano.

Porque el punto comun de las dos rectas y otro en cad
de ellas forman un sistema de tres
recta; hallindose las dos rectas e
(8, corol.).

Coror. 3.9 Dos parale
que estdn situadas,

Porque tomando un punto en una de las paralel
la otra, se tiene un sistem
recta.

a una
puntos que no estan en linea
n el plano de dichos puntos

las determinan la posicion del plano en

as y dosen
a.de fres puntos que no estin en linea

Coror. 4. La interseccion de dos planos-es una linea recta.

Porque si en estainterseccion se
no en linea recta, los dos planos
hipétesis.

pudiesen tomar tres puntos
formarian uno solo; contra la

Rectas perpendiculares y oblicuas d un plano.

130. Sellama et de una linea que encuentra 6 atraviesa un
plano, el punto comun d la recta y al plano.

Se dice que una recta es PERPENDICULAR 4 UN
lo es a aquella, cuando la rectq es P
pueden. pasar-por su pié en el mism
encuentra sin serle perpendicular.

PLANO, 6 que éste
rpendicular d todas las que
0 plano: y osLicus cuando le

1%4. Teorema. 1.0 Si una rectz AQ (fig.

148) es perpen-
Fig. 148, dicular

d otras dos BO y CO, que pasan por su
pi€ O en un plano PQ, lo serd tambien 6 otrarec-
ta cualquiera DO, que pase por este punto O en
el mismo plano.

Témese (sobre la recta AQ Y su prolongacion)
AO=A'0: tricese por un punto cualquiera
D de la DO una recta BC, que corte 4 las
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i 7 A los B
fectas indefinidas BO y CO : tinanse los puntos A y A" con ;
o Jd

JyD. ; y .-
}Como los puntos A, By A’ eslan en un plano (a'&n(; ymsm-
mas BO es perpendicular & AA" en su puntﬂo m'_”dl(') 1,;”:0 a
ta (23 o) AB—A'B; por igual razon AC=A'C; lueg
R T s lados respectivamente
triangulos ABC y A'BC tienen sus Lres ,amsb . p1 e
; ‘ i % A'BC sobre el
igus son icuales. Doblando el A'BG s :
iguales, luego son 1 Do e
i ‘D coincide con la AD, lueg :
recta BG, la linea A'D I Sl
luego la ;ecta DO tiene los puntos D y O C(llllk})lbotaflteb c%)r anSi:
luezo es perpendicular 4 la AA' (2@, corol. 2. ); YD
2 S (6D . 0)
guiente AA' lo serd & DO (®%, corol. 1.‘,. N SR
Coron. 1.9 Si una recta es perpendicular d dos que f
( ., .
su pié en un plano, es perpendicular al plano. I VLN
Coror. 2.0 El lugar geométrico de los puntos eqiii a]' e
; A" de una recta, es el plano PQ perpendic
los extremos A Y ¢ : :
i i e dicha recta.
el punto medio O de dic S
{wcipnocmwrs. Si dos rectas BO y CO (fig. ld?} sr:Z -(Zz clual-
dicu}ares d una tereera AO en un punto dado O, ofra ';‘ Ln A,u;m‘,
quiera DO, perpendicular d la misma AO y en el mismo | ;
estard en el plano BOG de las dos primeras. N
1gamos que; siendo PQ el plano de 1as .
Porque supong ) g
la DO se encuentre fuera de €l : 1gas s
por AO y DO otro plano, el cual cortara a} II\D?.S
otra recta D'O distinta de DO, y se tendra * -
! ( 1 sYel .r . -
perpendicular & AO (teor. direc.); ¥ D()lpe p i
: inotagis * Yo
dicular tambien & la AO por }“PO[LSVIS 3 L:;O_,I;) So
el punto O de la AQO y en el plano ;
tienen dos perpendiculares & esta recla, loquee

Fig. 449.

surdo (23). /- ] N
abConom(mo El lugar geométrico-de las per pen'du.[uluzlt?lt e
das en un punto de una recta, es el plano perpendicular d

n el mismo punio. ‘ 7. T
¥ a2,  Teorema 2.9 Porun punto dado no se puede tra

. . VI 4 /
mas de una perpendicular. ’ .
un plano mas de w Wt

P{wden oeurrir dos casos : 1.2 que el punto esie enelp

que esté fuera de €l.
2.9 que esté fuera de L A —

1(1’ Sea el punto dado O (fig. 150), sntuaio}a:ndss f-)ec_
no PQ, y supongamos que se puedan levantar

b
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tas OA y OB, perpendiculares 4 dicho plano. Ha=
ciendo pasar por OA y OB otro plano, su intersec-
cion con el PQ sera una recta CD (269, co-
7/ rolario 4.9); luego en el punto O de la recta CD
se tendrian dos perpendiculares 4 eslarecta (130),
lo-que es-absurdo (23).
2.0 -Sea vl punto dado/ O (fig. 151), situado fuera del plano
o % PQ, y supongamos que se puedan bajar las per-
pendiculares AO y BO 4 este plano. Haciendo pa-
sar por AQ' y BO otro plano;, su interseccion con
el PQ' sera una recta AB (269, corol. 4.0);
luego desde el punto O se tendrian bajadas sobre
la AB dos perpendiculares (1%®), lo que es im-
I)Obl ( 3).
833. TeoremA 3.9 Porun punto dado no se puede trazar d
una recta mas/que un-plano perpendicular.
Se distinguen tambien dos casos : 1.2 que el punto esté enla
recta ; 2.2 que esté fuera de ella.
1.9 Supongamos que por el punto O (fig. 152), siluado en la
Fig, 152. recta AB, se puedan trazar dos p/l.:ums PQ'y P’
Al » perpendiculares'a esta recta. Haciendo pasar por
/ﬁ AO un tercer plano, que corte a los otros dos,
/"'""C sus intersecciones con los dos pl imeros seran las
o/ / reclas OC y OD-(£69, corol. 4.9 ; luego la rec-
ta ;\O serfa perpendicuiar 4 Llh OC y OD, que
pasan por su pié en dichos planos (4%@); luego en el punto O de
larecta AB, y en un mismo plano, se tendrian dos perpendicu-
lares & dicha recla, lo que es absurdo (23).
2.9 Si desde el punto O {fig. 153), situado/fuera de la recta
AB, suponemos trazados los dos planos OP
y 0Q perpendiculares 4 esta recta, ha-
ciendo pasar p\)r O y por dicha recta AB

un tercer plano, las intersecciones.de este
con los.primeros serfan las rectas OC y OD
(1€9, corol. 4.9) : v como AB es ])‘I‘i:(}l%
dicular & los dos planos OP y 0Q, lo seria tambien & las rec-
tas OC y OD que pasan por los puntos C y D en estos planos
(220); luego desde el punto O fuera de la recta AB, y en un
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mismo plano, se tendrian dos perpendiculares & dicha recta, lo
gue es imposible (23).

454, Teoreva 4.0 Sidesde un punto O, fuera de un planc
PQ (fig. 154), se trazan d este una perpendicular OA y una obli-
sua OB, la perpendicular es menor que la oblicua.

Uniendo B con A, el triangulo OAB es rectangulo en A

(2%0) ; luego OA<<OB (95, corol. 3.9).

Coror. La distancia entre un punto y un
plano se mide por la perpendicular trazada
desde dicho punto al plano.

ReciprocaMeste. St una rvecta es la menor
que se puede trazar entre un punto y un plano,
serd perpendicular d este plano.

Porque si no serfa oblicua, y entonces tra-
zaado una perpendicular seria menor que ella; lo que es contra
la hipotesis.

855, Tronema-5.0 Si desde un- punto Oy fuera de un
plano PQ, se lrazam d este una perpendicular OA y diferentes
oblieuas OB, OC, OD : 1.0 las oblicuas OB y OC, que se separan
‘”mlmuzta de la perpendicular son iguales; 2.° de dos obli-

was OC y OD, la OD que mas se separa de la perpendicular, es
la‘ mayon.

1.0 Uniendo A con By con G, los triangulos AOB y AOC tie-
nen el lado AO comun, AB=AG por hipétesis, y los angulos
BAO y CAO iguales por rectos ; luego estos triangulos son iguales
(%2, 2.9), luego 0B=0C.

9.0 Uniendo A con D, como AD>AC por hipétesis, se po-
dra tomar sobre AD una parte AE=AC, en cuyo caso O0C=O0E,
segun la primera parte del teorema : pero OD>O0E (23, 2.9);
luego OD>0C.

Reciprocamente. i desde un punto fuera de un plano Se
trazan G este una perpendicular y di [uem(’c oblicuas : 1.° las

ablicuas -iguales . se- separan—igualmente de la perpendicular
9.9:de dos oblicuas, la mayor se separva mas de la perpendicu-
lar (82)

Conor. 1.0 El lugar geométrico de los piés B, G, E, elc.,
de las oblicuas iguales OB, OC, OE, efc., bajadas desde un

punfo O sobre un plano PO. es ¥2g circunferencia BCE, cuyo

b
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centro es el pi¢ A de la perpendicular AO : y cuyo rddio es la
distancia de este pié al de las oblicuas.

l:ORL"I.. 2.9 El lugar geométrico de los puntos equidistantes de
una circunferencia BCE, es la perpendicular AO levantada en el
plano PQ de dicha circunferencia y en su centro A.

156. Teorema 6% Si desde el pié¢ O (fig. 155) de la per-
pendicular AQ d un plano PQ, se-traza una perpendicular OD
d otra recta BC situada en el mismo plano, y se une el punto D,
donde estas rectas se encuentran, con otro cualquiera A de la
perpendicular. al plano, la recta AD, que une estos dos puntos,
es perpendicular a la linza BC situada en dicho plano ().

T(’,)m"esc DB=DC, y unanse los puntos B~y C con O y con

Fig. 185, A. Las oblicuas OB y OC son iguales (23,
AN 1.9) ; Iuego las oblicuas AB y AC al plano PQ,
\ lo son tambien (%5, 1.9); luego el trian-
% gulo ABC es isdsceles; lusgo la linea AD es
perpendicular a la base BC de este triangulo

(%3, obs.).

Opsenvacioy. La recta BC es perpendicular al plano AOD
%3. corol. 1.0),

45%.

Lldmase proveccion pE uN PuNTO Sobre un plano el pié
de la perpendicular bajada desde dicho punto al plano.
PROYECCION DE UNA RECTA AB (lig:

156) sobre un plano es
0(7:(1, recta: BC, que une las proyecciones de los extremos de la
primera.
8%8. Teorema 7.° El dngulo ABC, que forma una recta
Fig. 156. AB con su proyeccion BC sobre un plano PQ,
es menor que el ABD. que la misma recta for-
ma con otra cualquiera BD, trazada por su
pié en dicho plano.
Toémese BD=BC, y los tridngulos ABC
y ABD tendran el lado AB comun, AC<CAD,
Q | porser AC perpendicular al plano PQ (2%7%)
y AD oblicua al mismo (#%2); luego el angulo ABC<ZABD
(%26, rec.).

() Este écorema se suele llamar de las tres perpendiculares.
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Coror. El dngulo que una recta forma con un plano, liene
por medida el que la misma recta forma con su proyeccion sobre
dicho plano.

De las rectas paralelas en el espacio.

299, Teorema 1.0 Dos rectas AB y CD (fig. 157), perpen-
diculares d un mismo plano PQ, son paralelas.

AB y CD son perpendiculares & la 1ecta BD que une sus
piés.

Por otra parte, trazando la EF perpendicular & BD en el

Fig. 45T, plano PQ y uniendo A con D, esta recta AD es
perpendicular 4 la EF (#%6) : BD y CGD lo son
tambien, la primera por construccion y la se-
gunda por hipétesis ; luego las tres rectas BD,
AD y CD estan en un mismo plano (2% 4, rec.): ¥
como la AB se halla tambien en él (8, corol.),

las rectas AB y CD estén en un mismo plano, y son perpendicu-
Jares 4 una tercera, luego son paralelas (28).

180. Teorema 2.0 Por un punto A (fig. 158), dado en el
espacio, no se puede trazar d ung recta CD mnas que una pi-
ralela AB.

En efecto, si se pudiese trazar otra AE, como las rectas AB

Fig. 158. y AE estarian en el plano que pasa por los puntos

% A, CyD (2%), las tres rectas se hallarian en
B este plano (269) ; luego por un punto fuera de
D yna recta y en un mismo plano se tendrian dos
paralelas a dicha recta, lo que es abhsurdo (29, corol. 1.9).

CoroLAmo 1.9 Dos rectas, una AB (fig. 159). perpendicular

R y otra CD oblicua.d un plano PQ; no son para-

A O lelas.

\ \ Porque silo fuesen, levantando en D la DE
‘ perpendicular al mismo plano PQ, serfa tambien

\
Pr‘ \‘7 patalela & AB (2%9); luego por D habria dos
B D/ rectas DC y DE paralelas a4 AB, lo que es im-
posible.

Coror. 2.0 Si un plano PQ es perpendicular d una de dos pa-
ralelas AB, tambien lo serd d la otra DE.
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Porque si el plano PQ fuese oblicuo respecto de DE, esta recta
lo serfa respecto de €l ; en cuyo caso las rectas AB y DE no serian
paralelas (corolario anterior), contra la hip6tesis.

OsservAcioN. Este corolario puede enunciarse de otro modo :
St una-recta es perpendicular & un plano cualquiera, otra recta
paralela con ella serd perpendicular al mismo plano.

Coror. 3.° ~ Dos rectas AB y €D (fig. 160), paralelas d una

Fig. 460. | lercera MN, son paralelas entre si.
A *1 h quun trazando un plano PQ perpendicular &
B, 1o serd lambien & suparalela MN (corolario
' mtonor , ¥ siéndolo a MN lo serd a su paralela
/'L L Z CD; luego AB'y CD son perpendiculares al plano
PO, bt 1ego son paralelas (2%9).

1814. Trorems 3.° Si dos dngulos BAC, BA'C' (fig. 161),
situados en diferentes planos, tienen sus lados paralelos y dirigi-
dos en el mismo sentido, sow iguales.

Tomese , AB=A'B, AC=A'C', y ftricense Ias rectas AA,
BB, -CC', BC y B'C. El cuadrilaitero ABA'B'
tiene AB igual y paralela a A'B,, luego es un
paraleldgramo (99, rec./ 2.9); luego AA" es
igual y paralela con BB : por igual razon CC' es
igual y paralelaa AA' ;' luego BB' y CC' son igua-
les y paralelas entre si; luego BCB'C' es un para-
leldgramo, luego BC=B'C’; luego los triangulos

BC y A'B'C' son iguales (92, 1.9), luego los angulos BAG ¥
B'A'C' lo son tambien,

Fiz. 161

R -

De las rectas paralelas ¢ un plano.

182. Se dice que ung recte es PARALELA A UN PLANO, { que
el plano es paralelo d la recta, cuando no se encuentran por mas
que uno y otra se prolonguen.

83. Trorema 1.9 Si una recfa AB (fig. 162) es paralela

Fiz. 162, 4 otra CD, situada en un plano PQ, es paralela

I-plano.

La AB estd en el plano ABCD (2%); luego no
puede encontrar al plano PQ sino en algun punto
de la CD : pero esto es contra la hipdtesis ; luego

tampoco puede encontrar a dicho plano, luego le es paralela,
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484. Teorema 2.0 Sipor una recta AB, paralela ¢ un pla-
no PQ, se traza otro plano que corte al primero, la interseccion CD
de estos planos es paralela d la recta dada.

En efecto, ABy CD estan en un mismo plano ABCD, ademas
AB no puede encontrar 4 CD, porque si la encontrase, encontra-
ria tambien al plano PQ en que esta se halla situada, lo que es
contra la hipétesis ; luego AB y CD son paralelas (2%).

Coror. 1.9 Si una recta AB es paralela ¢ un plano PQ, y por
un punto C de este se traza otra recta CD paralela d la primera,
dicha recta CD estard toda ella en el mismo plano.

Porque si CD no tuviese mas que el punto C en el plano PQ,
trazando por AB y CD otro plano, cortaria al PQ en una recta CE
paralela con AB (segun el teorema); luego por G habria dos para-
lelas CD y CE & la AB, lo que es imposible (29, corol. 1.9)

Coror. 2.9 Si una recta AB (fig. 163) es paralela ¢ dos pla-

Fig. 163. nos PQ y PR, que se cortan, serd paralela d la
R A interseccion CP de estos planos.

Porque trazando por un punto cualguiera Cde

la interseccion CP una paralela a la AB, debe ha-

—\\J g llarse al mismo tiempo en los dos planos (coro=

lario anterior) ; luego coincide con dicha inter-
seccion CP, luego AB y CP son paralelas.

CAPITULO PRIMERO.

Planos en sus diferentes posiciones.
ARTICULO. PRIMERO.
Angulos diedros.

4853. Se llama ANcuLo DIEDRO, O simplemente piepro, la ex-
tension comprendida entre dos planos que se cortan. Estos planos
se llaman cARss, Y ARISTA Su inferseccion.
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Porque si el plano PQ fuese oblicuo respecto de DE, esta recta
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Coror. 1.9 Si una recta AB es paralela ¢ un plano PQ, y por
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QAPR (fig. 164) es un éangulo diedro, cuyas caras Son PQ y
PR, y cuya arista es AP.

Un 4ngulo diedro se nombra, como acaba de
verse, por cuatro letras, expresando siempre en
el medio las dos de la arista. Tambien se puede
nombrar, cuando esta solo, por las letras de la
arista; asi se dice el diedro AP. :

Coror.  Un diedro no varia de valor aunque varie la magnitud
de sus caras. ‘

286. Se llaman DIEDROS ADYACENTES l0s que tienen la misma
arista, una-cara comun y las otras dos caras formando un
plano.

ABCD v DCBE (fig. 165) son adyacentes.

as%. Llimase pevro recto cada uno de los dos adyacentes é

Fig. 163. iguales que un plano forma con otro, Y osticuo el
que es mayor 6 menor que uno recto.
DIA G

Fig. 16t

188. Trorema 1.9 Los dngulos diedros rectos
A son dguales aungue no sean adyacentes.
[ Se demuestra como st analogo de la Geometrid

/

1/ plana (V. num. 4@).
#im 189. Lidmase AxcuLo dieoro Acupo el oblicuo
menor que uno recto, y osTuso el oblicuo mayor que uno recto.

190.  Se llaman DIEDROS COMPLEMENTARIOS aquellos que suma-
dos forman uno recto, Y SUPLEMENTARIOS los que forman dos'.

Coron. Dos dngulos que tienen el mismo complemento 0 com-
plementos iquales, 6 el mismo suplemento 6 suplementos iguales,
son iquales.

Porque agregéindoles el complemento en un caso y el suple-
mento en otro, dan una misma suma.

294, Teorema 2.0 Los diedros adyacentes valen juntos dos
rectos, ¢ son suplementarios.

Se demuestra como su analogo de la Geometria plana : del
mismo modo se deducen los corolarios signientes, y se demuestra
el reciproco correspondiente (V. nim. 9).

ReciprocAMENTE. Si dos diedros que tienen una cara comun y
la misma arista son suplementarios y exteriores el uno al otro, se-
rdn lambien adyacentes, 6 lo que es igual, las otras dos caras for=
man un solo plano.
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Coror. 1.9 Si un diedro es recto, sw adyacente lo serd tam-
bien, y si un diedro es oblicuo, su adyacente lo es del mismo
modo.

Coror. 2.9 Un diedro cualquiera vale ménos que dos rectos.

Coror. 3.9 Los diedros que se pueden formar en una rec-
ta situada en un plano y ¢ un lado de este, valen juntos dos
rectos.

Coror. 4.9 Todos los diedros que se pueden formar al re-
dedor de una recta, valen juntos cuatro rectos.

Coror. 5.° Los dngulos formados por dos planos que se cor-
tan, valen tambien juntos cuatro rectos.

192. Llimanse pIEDROS OPUESTOS POR LA ARISTA aquellos de
los que el uno estd formado por las prolongaciones de las caras
del otro.

193. Teorema 3.9 Los diedros opuestos por la arista son
iguales.

Porgue lienen el mismo suplemento.

194, Se llama ANGULO RECTILINEO CORRESPONDIENTE ¢ un die-
dro el formado-por dos perpendiculares d la arista, en un mismo
punto de esta y una en cada cara.

Si las rectas MO y ON (fig. 166) son perpendiculares &4 BC, el
angulo MON es el rectilineo correspondiente al diedro ABCD, y en
igual hipotesis ECD lo sera tambien,

Coror. Los dngulos rectilineos MON, ECD, etc., correspon-
dientes @ un mismo diedro BC, son iguales.

Porque tienen sus lados paralelos (28) y dirigidos en el mismo
sentido, luego son iguales (181).

495. Teorema 4.° 1.9 Si dos diedros son iguales, sus
rectilineos correspondientes lo-son tambien ; 2.0 si dos diedros
son desiquales, el mayor tiene mayor rectilineo  correspon-
diente.

1.0 Sean los diedros BC y B'C' (fig. 166): superponiendo
el primero al segundo,
de manera que coincida
la arista BC son BC,
el punto O con O’ y la
cara BD con la B'D'; la
otra cara AC coincidira
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con A'C/, por la igualdad de los diedros : .la lin(?:w ONPlcoLnﬁgx:C;
con O'N', porque sino habria dog perpendmularf;s eng{1 1p R
de la arista BC' en el plano B I)’., }o que es lmr:?:nl)ols i
por igual razon OM coincide con O'M'; luego los angt j

s | s MO'N' son iguales. :
llegbu-\l()s\;a; i\égd\iedros EC y B'C' (fig. 167): superpongase el
- primero al segundo, de ma-
nera que la arista BC coin-
cida con B'C/, el punto O
conO'y la cara BD con B'D;
la cara AC caera dentro del
diedro B'C', una vez que
este’ es mayor que el BG,

R o
y estari renresentada por A’C : ON commd.lr:l l:.n?)_ \(‘) \(’)‘\10;
;]uedzll'it representada por O'M’. Las tres xe'c‘tnsy s U
O'M' son perpendiculares, por hipotesis, & la arista lJ‘Lj (ln i.op e
0'; luego estaran en un mismo plano (a7, rec.); lueg
dentemente el angulo rectilineo

MONSM/ON 6 MON>MON. i

Reciprocamexte. 1.9 Si los @ngulos rvc[i{incos com"(’,s‘])();zglzu'z?s

d dos diedros son iquales, los diedrostambien lo 'sm'mf ‘; “1  sz' (71;9
rectilineos correspondientes & dos diedros son desiguales, al mayc

e mayor diedro (4%) '
CU}(%E);I;?,).“I El (Zjljz.gulo rectilineo correspondiente d un diedro recto

ambien recto. _ '
eslio.rquc si ABGD (fig- 468) es recto , su ady?)«\:izn]lve WDBI(?)IE

Fig. 168. tambien lo serid (299, corol. 1.9); uego 10s

g rectilineos correspondientes MON' y NOP son

> | iguales, segun el teorema directo, luego son
¢ rectos (25). ‘

17/".’]:: Reciprocanente.  El - dngulo dzml’ro cuyo

Q)———,{: rectilineo correspondiente es recto, serd tambien
I recto. '

Porque si MON es recto, NOP tar‘x.'x‘bicn 10_ st?ra} (:‘E)",U“coc-l
rol. 1.9); luego los diedros ABCD y DB-;E son iguales, 8eg
teorema reciproco, luego son rectos (28%9). i o

196. Teonema 5.0 Dos diedros ABCD y IjGHL (ﬁg 1 ;IFILL
proporcionales @ sus rectilineos corvesandientes ECD ¥ :

Fig. 467,

€n
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Distinguirémos dos casos :

: 1.9 que los angulos rectilineos sean
conmensurables : 2.9 que no lo sean.

1.9 Sea el angulo ECP=MHQ Ia unidad de medida co-

Fig. 169. mun de los rectilineos
(4
B

ECD y MHL : suponga-

/ ¥ mos que el primero de

e estos contenga 5 veces di-

cha unidad y el segundo 4;
Yy se tendra

MHL &
Trazando por la arista BC y por las divisiones CP, etc., del
rectilineo ECD planos, el diedro ABGD quedara dividido en 3, to-
dos iguales entre sf (293, rec. 1.9) : de igual manera el diedro

FGHL puede dividirse en 4 iguales entre si, é iguales & los ante-
riores; luego

ECD 5

ABCD 5
FGHL 4’
De esta proporcion y de la anterior se deduce (Alg. 183)
ABCD  ECD
FGHL —~ MHL’
Silos dngulos ECD y MHL fuesen inconmensurables
caso se demostraria como su anilogo (54, 2.9).
OzservacioN. - Sien la proporcion
ABCD  ECD
FGHL ™~ MHL
suponemos que FGHL es la unidad de medida deldiedro ABCD, y
que MHL; correspondiente al diedro unidad de medida, es tam-

bien la unidad de medida de'los angulos rectilineos, la igunaldad
anlerior nos dice que :

9.0 , este

La razon de un diedro con su unidad de medida es la misma

(que la de su rectilineo correspondiente con su unidad de medida
{ambien.

En las mismas hipdtesis, la igualdad precedente se convierte

30D ECD
“‘_1”:%_1 6 ABCD=ECD;

luego en igual sentido se puede decir que
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La medida (®) de un diedro es su rectilineo correspondiente;
pudiendo en consecuencia expresarse el valor de los diedros,
como el de los rectilineos (3%), en grados, minutos, segun-

dos, etc.

ARTICULO II.

De los planos perpendiculares y oblicuos entre si.

29%. Se llama PLANO PERPENDICULAR el que forma con 0tro dos
diedros U tos, 6 unosolo (494, corol. 4.9); y PLANO OBLICUO el
(ue forma con o0lro dos diedros oblicuos, ¢ uno solo.

Coror. 1.9 Si un plano es perpendicular @ otro, este lo
serd al primero; y i un plano es oblicuo G oro, este lo serd 4

aquel.
ConoL. 2.0 8i dos planos se cortan perpendicularmente, for-

man cuatro diedros rectos.

298, Teorema 1.0 Si una recta NO (fig. 170) es perpendicu=
lar d un plano AE, todo plano DG que pase por ella es perpendi-
cular al primero.

Trazando en el plano AE la recta MO, perpendicular 4 la in-

Fig: 170. terseccion BC de los dos planos AE y CD, el

N angulo MON es recto (1%0) : pero este angulo

B /4 es el Téctilineo correspondiente al diedro ABCD;
{_1C  Juego este diedro es recto (293, corol. reci-

S B B0
1

A
)’r/‘-w-—,-"(;é—/p proco); luego- el plano DC es perpendicular al
F——E AE (19%).

Coron. 1.0 Por un punto cualquiera N 70, 6 por una recta
NO, perpendicular ¢ un plano A, se pueden trazar infinitos pla-
nos perpendiculares al primero.

CoroL. 2.0 Si en un punto O de la inferseccion BC de dos pla-
nos-AE y DC, perpendiculares enire st, se levanta una perpendi-
cular 6 uno de ellos AE, esta. perpendicular coincidird con el otro
plano.

Porque si no coincidiese con el plano DC, como MON, corres-
pondiente al diedro recto ABCD, es tambien recto (493, corola-
rio), habria dos perpendiculares al plano AE en un mismo punto
0, lo que es absurdo (1%%).
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Coror. 3. La intersecei
ceion MO (fie
Fig. 171. (ﬁo. 171)
AIQT/
./‘

de dos pl
; ‘ ' planos AB
Y FD, per pendiculares ¢ un tercero PQ, es
pez];endwular d este tercer plano J
orque sj ) .
phnogqqe Sll e?n el punto O, comun 4 los tres
ésm )_e,r ;.e évanta una perpendicular al PQ
o 1 C;L.)endlcularse hallara en los dos planc;s’
imeryspm. (corol. ant.); luego coincide con la
*cclon OM de estos, luego esta recta es
. e perpendicular 4 PQ |
OROL. 4. or una recta 1
Mo 4f W recta no perpendicular ¢ un pl
1 }c)(e razar mas que otro perpendicular al prin S
orque si i "az: i sl
Do gl lanzedm;dlasen trazav dos, dicha recta seria perpendi
¢ ¢ i ' . —
gl p TEDBE;(\OO(EO?L[am')’ lo que es contra la hip()tegis L
! EMA 2.9 i des 7 rd
esdeun punto O (fig. 17

Fig. 172. 2) interior ¢ un

.[-) { ~
:) ([‘; 1111 uo ABCD, se trazan dos perpendiculares
< Yy OF, una ¢ cada cara, el angulo EOF
formado por las perpendiculares es su )le—’
mento del diedro, :
OFEI} Oefccto, si por las perpendiculares
pelnﬁ-y F‘se 'h]ace pasar un plano, serd per-
dicuiar  los otros dos AC y B !
\ : : S y B 3
h;iio Igmtfirseccmn BC de estos dos planos sera pel‘i)ellgii:is) i
F»,s r:cml?(;l«G(leBS, corol. 3.%; luego BC sera per'pendivcuiarr(?'
s t:'m uﬁ) Glf‘él?ue pasan por su pié en este plano (l'ﬂ))('l
g ing iGF es el rectili e i %
o g ectilineo correspondiente al diedro
Ahora, el cuadrilater D
2 ] 0 plano OEGF tiene los i
' . ( 0s dngulos )
3issn-Fl rectos, %Jego el angulo-en O y el EGF son s?lpli?n 4
> luego el anguloer O y el diedro ABCD tambien 16 seréima—

ARTICULO 111,

Planos paralelos.

204. TeorEy

. A 1.9 Dos plan ;

wortn aAnos per, T

recta son paralelos. : perpendiculares & una misma
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Porque si se encontrasen en un punto cualquiera, desde este
punto habria dos planos perpendiculares 4 una misma recta, lo
que es imposible (1%3).

202. Teorema 2.9 Las intersecciones AB y CD (fig. 173) de

Fig, 173, planos paralelos PQ y RS con un lercer plano
TU, son lineas paralelas.
En efecto, AB y CD estan en el plano
TU ; y no pueden encontrarse, porque si lo
hiciesen se encontrarian tambien los planos
PQ y RS en que estan situadas, loque es con-
tra la hipbtesis; luego son paralelas (2%).
Corot.  Si dos-dngulos BAG y BA'C (fi-
gura 174), situados en diferentes planos, tie-
nen sus lados paralelos, los planos que deter-
minan_son tambien paralelos.
Fig. 174. Porque trazando por A’ un plano paralelo al
BAC, su interseccion con el AA'B'B serd para-
Jela con AB; luego tiene que coincidir con A'B
(@9, corol. 1.0): por igual razon la interseccion
de dicho plauo con el AN'C'C tiene que coincidir
"% con A'C, luego el plano trazado por A" para-
Jelamente al BAC, coincide con el B'A'C'; luego estos son para-
lelos.

208. Tronema 3.0 Por un punto A (fig. 175) ne <e puede
trazar & un plano PQ mas que otro RS paralelo.

En- efectoy si se pudiesen trazar dos RS y RT, cortando estos

Fig. 175 tres planos por otro ADEC, las intersecciones
T AB vy AG serfan paralelas & DE. (2@2); lo
)L/(‘s que es absurdo (89, corol. 1.9),
//"b Coror. 1.0 Dos planos PQ y RT, uno per-
i i pendicular y otro oblicuo d una recta AD, no
son paralelos.

iy
/e i '
p AT 17 Porque si lo. fuesen, trazando por A otro

RS perpendicular 4 la recta AD, seria paralelo & PQ (204); luego
por A habria dos planos RT y RS paralelos a PQ, lo que es impos
sible segun el teorema.

CoroL. 2.0 Si una recta AD es perpendicular @ un plano PQ
lambien lo serd d su paralelo RS.
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Pues si fuese oblicua a RS, este plano tambien lo seria a dicha
recta AD ; en cuyo caso los planos no serian paralelos (corol. ante-
rior), contra la hipétesis.

CoroL. 3.0 Dos planos paralelos con un tercero son paralelos
entre st.

Porque si se encontrasen, desde su interseccion habria dos
planos paralelos & otro, lo que es contra el teorema.

204. Dos planos cualesquiera cortados por un tercero, for-
man ocho dngulos diedros, que toman los nombres de internos,
externos, alternos y correspondientes, como los rectilineos forma- '
dos por una secante que cotra & dos rectas (30).

205. Teonema 4.0 Si dos planos cortados por otro, de
manera que las intersecciones sean paralelas, forman con €l :
1.9 dngulos diedros alternos 6 correspondientes iguales, 6 internos
de un mismo lado suplementarios, dichos planos son paralelos ;
9.9 si forman diedros alternos 6 correspondientes desiguales, 0
internos de un mismo lado no suplementarios, dichos planos no
son paralelos.

1.9 Alternos. Supongamos que los diedros PABGC y ACDS
(fig. 173) sean iguales, siendo ademas AB y CD paralelas. Tra-
cese un plano perpendicular 4 la interseccion AB, el cual lo serd
igualmente a la CD (289, corol. 2.9 ; y sea para mayor sencillez
PEFR este plano, que tambien contiene & la GU.

Como AB y CD son perpendiculares al plano PEFR, que acaba
de trazarse, los angulos rectilineos PBD y BDF son los correspon-
dientes 4 dichos diedros : pero estos son ignales ; luego PBD—
BDF (193), luego las rectas PE y RF son paralelas (81, 1.9) :
y como AB y CD lo son por hipdtesis, PBA 0 sea PQ es paralelo al
CDF ¢ sea al RS (202, corol.).

Las demas parles del teorema se demuestran de un modo ani-
logo, como en el nimero 34.

Reciprocameste. 1.0 Si dos planos son paralelos, cortados por
otro forman con él diedros alternos y correspondientes iguales, y
diedros internos de un mismo lado suplementarios ; 2.° si no son
paralelos, forman con el transversal, una ves que las interseccio=
nes sean paralelas, diedros alternos y corvespondientes desiguales,
¢ internos de un mismo lado no suplementarios (4%).

Osservacion. El teorema directo no serd cierto si las inter-
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secciones de Tos planos con el transyersal no son paralelas, como
facilmente se comprende observando que si dos planos que se
cortan son perpendiculares & un tercero, forman con este los
ocho angulos diedros rectos, y por consiguiente iguales; resul-
tando consiguientemente los alternos y correspondientes iguales y
los internos de un mismo lado suplementarios, sin que los planos
sean paralelos. Enel reciproeo 1.9 dichas intersecciones son siem-
pre paralelas (2@2) ; y este por lo tanto es cierto en todo caso,
0 sea sin mas hipotesis que las hechas en el analogo de la Geo-
melria plana.

206. Teonems 5.° Las partes AC y BD (fig. 176) de pa-

Fig. 476. ralelas, comprendidas entre planos PQ y RS
paralelos, son iguales.

Trazando un plano que pase por dichss
paralelas, las comunes secciones AB y CD de
este plano con los paralelos son lineas para-
Ielas (2@2); luego la figura ABCD es un pa-
ralelégramo, luego

AC=BD.

CoroL. Los punios de un plano equidistan
de su paralelo.

Porque las perpendiculares trazadas desde un plano 4 su para-
lelo son paralelas (299), luego son iguales.

209. Teonewa 6.° Dos rectas CE y CE' (fig. 177) com-
prendidas-entre dos planos PQ y TU paralelos, cortadas por un
tercer plano RS, paralelo @ los primeros, quedan divididas en
partes proporcionales.

Tracese la recta C'G paralela & CE, y por E'C'G higase pa=

Fig. 171, sar un. plano.
D'F 'y E'G  sern paralelas (262);

luego se tendrd (94)

CF_CD'
FG DE”

pero C'F=CD y FG=DE por partes de

paralelas comprendidas entre planos pa-

lelos; luego

D CD
DE~ DE"
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ARTICULO 1V.

De los angulos poliedros.

208. Se llama ixcuio poumoro la extension comprendida
por tres 6 mds planos que concurren en un punio, y tienen dos d
dos una recta comun.

Los planos se llaman caras 6 angulos rectilineos, las inter-
secciones de las caras reciben el nombre de aristas, y el devértice
el punto de concurrencia.

OABC (fig. 178) es un angulo poliedro; AOB, BOG y COA

Fig. 478 sus caras ; OA, OB y OC las aristas, y Q el

0 vertice.

7 Unangulo poliedrosenombra, comoacaba
de verse, por la letra del vértice seguida de
una colocada en cada arista. Tambien se pue-
de nombrar, si esta solo, por la letra del vér-
tice : asi para expresar el anterior bastard
decir el angulo poliedro O.

Coror. Un dngulo poliedro no varta devalor aunque varie la
longitud de sus aristas.

Se da el nombre de dangulo poliedro conveso al que no puede
ser afravesado por una recta mds que en dos puntos.

En todo lo que sigue supondremos convexos los angulos po-
liedros.

Lldmase &~curo TRIEDRO O simplemente TRiepRo, el dngulo po-
liedro formado por fres caras.

209. Se dice que dos triedros son suplementarios cuando los
dngulos rectilineos de cada uno son respectivamente suplementa-
rios de los diedros del otro.

210. Teonema 1.0 Dado un dngulo triedro O, se puede for=
mar otro suplementario.

Desde un punto O, interiordel triedro dado, tricense las per-
pendiculares O'A’, O'B' y O'C" & las caras AOB, BOG y COA de
mismo triedro, y el formado en Q' por estas perpendiculares serd
el pedido.

En efecto el angulo rectilineo A'O'C’, formado por las per-
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penaiculares O'A’ y O'C’ a las caras AOB 'y AOC, es suplemento
del diedro OA (499) : por igual razon los rectilineos A'O'B' y
Fig. 178. B'O'C’ son suplementos de los diedros OB y
0C; luego los angulos rectilineos del trieiro
0’ son suplementarios de los diedros del trie-
dro O.

SiendoQ'A’ perjendicular 4 la cara AOB
y O'C 4 la AOG, el plano A'O'C’ es perpen-
dicular 4 estas dos caras (£98); luego la
interseccion AO  de estas serda perpendicular
& dicho plano A'0'C’ (498, corol. 3.9 ¢ por igual razon OB es
perpendicular al plano A'O'B), y OC al BO'C'; luego el d‘ic’dro
O'A" es suplemento del angulo rectilineo AOB, O'B’ del rectilineo
BOC, y 0'C’ del AOC; luego los angulos rectilineos del triedro O

son suplementos de los diedros del triedro O'.

Luego los triedros Oy O' son suplemeutarios (289).

244. Trorena 2.0 FEn todo dngulo triedro, un dngulo rec-
tilineo : 1.0 es menor que la suma de los otros dos ; 2.° es mayor
que sw diferencia.

1.0 Sea el triedco O (fg..179), y suponzamos que el angulo

Fiir: 470, rectilineo AOC es mayor que cualquiera de los
otros dos AOB y BOC.
Formese: el dngulo DOC=BOC, y lricese
por D-larecta AC : témese OB=0D, y tnase
a B con A y con C.

De- esta conslruccion resulta-que-los lriin=
gulos DOG y BOC son iguales (32, 2.9), lue-
go DC=BC : AC 6 sea AD-DC<AB+4-BC (90); luego,

restando de esta: desigualdad la igualdad anterior, se tiene

AD<CAB,

Ahora, los triangulos AOD y AOB tienen AO comun, OD=0B
por construccion y AD<CAB'; luego el angulo AOD<TAOB (%8,
reciproco); luego sumando con esta desigualdad los dngulos igua-
les por construccion DOC y BOC, resulta

AOD--DOC<CAOB+BOC 6 AOC<CAOB--BOC.
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2.9 Esta parte del teorema es una consecuencia necesaria de
la primera.

28%. Teorema 3. La suma de los dngulos rectilineos AOB,
BOCG, elc., que forman un dngulo poliedro O (fig. 180) es menor
que cuatro rectos.

Cortense todas las aristas del 4ngulo poliedro O por un plano

Fig. 150. ABCD, y desde un punto O', interior de este
poligono, tracense las linsas O'A, O'B, etc., 4
los vértices de todos sus anzulos.

La suma de los angulos de los (tridngulos
laterales AOB, BOC, etc., es igual a la de los
angulos de igual numero de triingulos AO'B,
BO'C, etc. formados en el poligono (% 1).

Ahora, en el triedro BAOC se tiene

ABC<<ABO--OBC (222, 1.9, 6 ABO'}0'BC<CABO--0BCj; y
como lo mismo se verifica en los triedros cuyos vértices estin en
los puntos C, Dy A, resulta que-en los tridngulos cuyo vértice
estd en O, la suma de los angulos de las bases es mayor que la
de los angulos, tambien en las bases, de los triingulos cuyo vér-
tice esta en O'; luego por compensacion, la suma de los angulos en
O sera menor que la de los dngulos en 0', pero estos valen cuatro
rectos (49, corol. 4.°); luego los en 0, 6 sean los rectilineos
del angulo poliedro, valen ménos de cuatro rectos.

283. Teosems 4.9 La suma de los dngulos diedros de un
triedro cualquiera es mayor que dos rectos y menor que seis.

En efecto, los angulos diedros de un triedro, sumados con los
rectilineos de su suplementario, valen seis rectos : pero los recti-
lineos del suplementario valen evidentemente mas de cero y ménos
de cuatrorectos (24 2); luego los diedros del primitivo valen mé-
nos de seis rectos y mas de dos.

244, Teorema 5.9 Dos dnqulos triedros som iguales : 1.9 si
tienen sus tres caras 0 dngulos rectilineos respectivamente igua-
les ;2.9 sitienen dos caras iguales é iqual el diedro comprendido ;
3.951 tienen una cara igual contigua & dos diedros respectivamente
iguales ; 4.0 si tienen sus tres dngulos diedros respectivamente
iquales, con tal que en todos estos casos los elementos estén dis-
puestos del mismo modo.

1.0 Sean los triedros O y O' (figura 484), en que s2
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supore AOB = A'0OB, BOC = BOC y AOC = AO'C.
Témense las aristas OA, OB, OC, O'A', O'B' y 0'C' iguales,
y tricense los triangulos ABG y
0 A'B'C’ : bajense las perpendicu-
\ lares OP y O'P' sobre los p'anos
\ de estos triangulos, y unanse los

2\ » puntos Py P’ con A y A'.
| #\ _Eulos triangulos AOBy A'O'B'
B[ \se tiene AO=0B=0'A'=0B' y
a Angulo AOB=A'0'B'; luego eslos triangulos son iguales
(32, 2.9; luego AB=A'B' : por dgial razon BC=B'C' y
AC=A'C'; luego los triangulos ABG 'y A'B'C" son iguales

(e, 1.9: '

Los puntos P y P, piés de las perpendiculares OP y OF,
son los centros delas circunferencias circunsctiptas a dichos trian-
gulos (193, corol. 1.9); luego los radios AP y A'P' son iguales;
luego los triangulos rectangulos AOP y A'O'P' son tambien igua-
les (¥8), luego OP=0'P".

Superponganse el triedro O al 0, de modo que el tridngulo
ABG coincida con suigual AB'C : el punto P coincide con P'y
PO con P)0' (2%2); luego la arista OA coincidira con O'A’, OB
con O'B y OC.con O'C' ; luego los triedros coinciden, luego son
iguales.

9.0 Supongamos que en los triedros 0 y O' se tengan los die-
dros AO=A'0', v los rectilineos AOB=A'0B" y AOC=A'0'C".

Superpéngase el triedro O al 0, de modo que la cara AOC
coincida con su igual AO'C', y que la arista OB caiga al mismo
lado de Ja cara comun que la'O'B' : la cara AOB: caerd sobre
A'O'B' por ser los diedros OA'y 0'A' iguales, y la arista OB coin-
cidira con O'B' por la igualdad de los angulos rectilineos AOB ¥
A'O'B' ; luego los triedros coinciden, luego son iguales.

3.0 Este caso se demuestra de una manera analoga al 2.0

1.9 Silos triedros O y O' tienen sus diedros respectivamente
iguales, formando los triedros suplementarios respectivos, estos
tendran sus 4ngulos rectilineos respectivamente iguales; luego
son iguales, segun el primer caso; luego los angulos rectilineos
de los triedros O y O' son iguales; luego estos triedros tambien
lo serén (primer caso).
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OpservAcion. Cuando dos triedros tienen los elementos que se
Fir. 182, indican en cada caso respectivamente iguales y dis-
o puestos de diferente modo, todas sus partes son

¢ / g iguales respectivamente ; pero la coincidencia no
(

\

/

/ puede verificarse.
Los triedros que reunen estas circunstancias se
% i
. longan al otro lado del vértice, resulta el triedro
A ' QA'B'CY simétrico del primero.
B

llaman simétrieos.

Si las aristas de un triedro OABC (fig. 182) se pro-

En efecto, losdngulosrectilineosAOByA'OB' son
jguales por opuestos por el vértice, lo mismo que los AOC y A'OC/,
BOC y B'OC'; los diedros OA y OA' son iguales tambien (#53), y los
OB y OB', OB y OC' lo ‘son de igual modo. Por otra parle, eslos dos
triedros no pueden, en general, superponerse de modo que coincidan,
como 4 simple vista se percibe.

285, Teorema 6.0 En todo dngulo triedro: 1.0 & caras
iquales se oponen diedros iguales; 2.° & mayor cara se opone
mayor diedro.

1.0 Seael triedro O (fig. 183) en que se supone AOB=BOC,

R Ry, y vamos & demostrar que el diedro OC es
0 igual al OA.
Por un punto B de la arista OB trdcense
dos planos, uno perpendicular & OA y otro
a 0C, los cuales seran perpendiculares a la
cara AOC (£98) lo mismo que su comun
interseccion BD (498, corol. 3.°). Los
triingulos AOB y BOC son iguales (92,
corolario) ; luego AB=BC, luego los triin-
gulos ABD y BDC son tambien iguales (33);
luego los augulos BAD y BCD resultan iguales : mas estos son los
rectilineos correspondientes 4 los' diedros OA y OG, luego estos
son iguales.

9.0 Sjen la misma figura suponemos AOB> BOC, vamos 4
demostrar que el diedro OC es mayor que el OA.

Ejecutando la construccionanterior y. doblando el trianguloBOC
sobre BOA. resulta que BA>BC (4©, obs.) ; luego los triangulos
tambien rectingulos ABD y BDC tienen el angulo BCD mayor que
BAD (%8, obs. 2.%), luego el diedro OC es mayor que el OA.

Reciprocaneste.  En todo dngulo triedro: 1.0 d@ diedros iguales
se oponen caras iguales; 2.9 d mador diedro se opone mayor cara.
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PROBLENAS.

216. 1.° Por un punto dado trazar una perpendicular
& un plano.

Pueden ocurrir dos casos: 1.0 que el punto dado esté fuera
del plano; 2.0 que esté en el mismo plano.
1.9 Sea el punto dado O (fig. 184), situado
fuera del plano PQ (%).
Bajense desde O sobre el plano tres rectas
iguales OB, OC y OE; tricese una circunle-
rencia que pase por sus piés B, Gy E (64):
tinase el centro A de esta circunferencia con
el punto dado O, y la recta AO serd la perpen-
dicular que se pide.

Porque la perpendicular levantada en A pasapor O (1%3, co-
Fig. 185. rolario 2.°); luego esta recta es la perpendicular
A CFE pedida.

92.° Sea el punto D (fig. 185) situado en el

P plano PQ.
| \l Desde un punto-cualquiera A, tuera de este
[ B

D/g  planoy bajese una perpendicular AB al misnio
(caso ant.) = por D tracese una paralela DE a esta perpendicular,
y la recta DE serd la perpendicular pedida (4890, -corol. 2.,
obseryacion).
21%. 2.9 Por un punto dado A (fig. 186), fuera de un
plano PQ, trazar una paralela a este plano.
Fig. 186.
S8

Tracese en el plano PQ una recta cualquiera
CD, y por A una paralela ABala CD; la recta
AB sera la pedida (183),

(') En la resolucion de esle problema no se hace mérito de las lineas
0D, ED, elc., de la figura del mdrgen ; lo cual depende de que la misma
figura ha sido empleada en la deniostracion de proposiciones en que era nece-
saria la consideracion de las lineas ahora omitidas.

Una cosa andloga sucede, por igusl razon, con las Lres figuras siguientes
y con olras mas de que s¢ hard uso en lo sucesivo,
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248 3.0 Por un punto A’ (fig. 187), situado fuerade un
plano BAC, trazar otro plano paralelo al dado.
Fig. 187. Por A’ tracense dos rectas A'B' y A'C’ respec-
tivamente paralelas a otras dos AB y AC, situadas
——, en el plano dado BAG, y el plano determinado por
i BA'C serd el pedido (293, corol.)

CAPITULO IL
De las superficies de revolucion.

249, Llimanse supeRFiCIES DE REVOLUCIoN las engendradas
por el movimiento de una linea, llamada GENERATRIZ, al rededor
deuna recta fija, que recibe elnombre de EIE.

Entre las infinitas superficies de revolucion que pueden con~
cebirse, tres son las que ahora nos interesa conocer : la cdnica,
la cilindrica y la esférica.

ARTICULO PRIMERO.
_De la superficie conica.

220. Se llama sveenrice coxica la engendrada por una recta
que gira al rededor de otra con la cual concurre en un punto : 6
tambien la originada por una vecta sujeta ¢ pasar por un punto
fijo, lamado VERTICE, y ¢ recorrer una Curva plana cualquicra

Fiz. 183, que toma el nombre de precTRIZ ().

2 En este tltimo caso llamamos e3E la recta que
pasa por el vértice y por el centro de la divectriz,
si le tiene.

OABCD (fig. 188) es una superficie ' conica,

\  cuyo vértice es 0: OA, OB, OC 1u OD, prolon-

g gada cuanto se quiera por la parte inferior, es la

generatriz en sus diferentes posiciones, 0 las ge-

neratrices cuando se consideran dos 6 mas: la curva ABCD es
la directriz, y OP el eje.

() Sila generalriz se supone prolongada al otro lado del vértice, {razard
otrasuperficie cénica, que con la primera forman la superficie ednica tolal,
de la que cada una de las parciales es una hoja, Aclualmente no conside-
ramos mas que una de eslas hodas.
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PROBLENAS.

216. 1.° Por un punto dado trazar una perpendicular
& un plano.

Pueden ocurrir dos casos: 1.0 que el punto dado esté fuera
del plano; 2.0 que esté en el mismo plano.
1.9 Sea el punto dado O (fig. 184), situado
fuera del plano PQ (%).
Bajense desde O sobre el plano tres rectas
iguales OB, OC y OE; tricese una circunle-
rencia que pase por sus piés B, Gy E (64):
tinase el centro A de esta circunferencia con
el punto dado O, y la recta AO serd la perpen-
dicular que se pide.

Porque la perpendicular levantada en A pasapor O (1%3, co-
Fig. 185. rolario 2.°); luego esta recta es la perpendicular
A CFE pedida.

92.° Sea el punto D (fig. 185) situado en el

P plano PQ.
| \l Desde un punto-cualquiera A, tuera de este
[ B

D/g  planoy bajese una perpendicular AB al misnio
(caso ant.) = por D tracese una paralela DE a esta perpendicular,
y la recta DE serd la perpendicular pedida (4890, -corol. 2.,
obseryacion).
21%. 2.9 Por un punto dado A (fig. 186), fuera de un
plano PQ, trazar una paralela a este plano.
Fig. 186.
S8

Tracese en el plano PQ una recta cualquiera
CD, y por A una paralela ABala CD; la recta
AB sera la pedida (183),

(') En la resolucion de esle problema no se hace mérito de las lineas
0D, ED, elc., de la figura del mdrgen ; lo cual depende de que la misma
figura ha sido empleada en la deniostracion de proposiciones en que era nece-
saria la consideracion de las lineas ahora omitidas.

Una cosa andloga sucede, por igusl razon, con las Lres figuras siguientes
y con olras mas de que s¢ hard uso en lo sucesivo,
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248 3.0 Por un punto A’ (fig. 187), situado fuerade un
plano BAC, trazar otro plano paralelo al dado.
Fig. 187. Por A’ tracense dos rectas A'B' y A'C’ respec-
tivamente paralelas a otras dos AB y AC, situadas
——, en el plano dado BAG, y el plano determinado por
i BA'C serd el pedido (293, corol.)

CAPITULO IL
De las superficies de revolucion.

249, Llimanse supeRFiCIES DE REVOLUCIoN las engendradas
por el movimiento de una linea, llamada GENERATRIZ, al rededor
deuna recta fija, que recibe elnombre de EIE.

Entre las infinitas superficies de revolucion que pueden con~
cebirse, tres son las que ahora nos interesa conocer : la cdnica,
la cilindrica y la esférica.

ARTICULO PRIMERO.
_De la superficie conica.

220. Se llama sveenrice coxica la engendrada por una recta
que gira al rededor de otra con la cual concurre en un punto : 6
tambien la originada por una vecta sujeta ¢ pasar por un punto
fijo, lamado VERTICE, y ¢ recorrer una Curva plana cualquicra

Fiz. 183, que toma el nombre de precTRIZ ().

2 En este tltimo caso llamamos e3E la recta que
pasa por el vértice y por el centro de la divectriz,
si le tiene.

OABCD (fig. 188) es una superficie ' conica,

\  cuyo vértice es 0: OA, OB, OC 1u OD, prolon-

g gada cuanto se quiera por la parte inferior, es la

generatriz en sus diferentes posiciones, 0 las ge-

neratrices cuando se consideran dos 6 mas: la curva ABCD es
la directriz, y OP el eje.

() Sila generalriz se supone prolongada al otro lado del vértice, {razard
otrasuperficie cénica, que con la primera forman la superficie ednica tolal,
de la que cada una de las parciales es una hoja, Aclualmente no conside-
ramos mas que una de eslas hodas.
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La superficie conica es recra si el eje es perpendicular al plano
de la divectriz (fig. 188), y ostica cuando el eje es oblicuo d
dicho plano (Gig. 189).

Lldmase superficie cdnica cmcutAr aquella cuya directriz es
una circunferencia.

22 tecibe el nombre de coxo el cuerpo limitado por una
superficie conica OABCD, y unplano ABCD que corta todas las
generatrices.

Vearice del eono es el vértice O de la superficie conica : Base el
plano ABCD' que limita la superficie ednica : ravos las partes OA,
OB, etc., de las generatrices, interceptadas entre el vértice y la
base, y eie es la recta OP que une el vértice con el centro de la
base, si le tiene.

El cono es recto si el ejees perpendicular d la base (fig. 188),
y osticuo en el caso contrario (fig. 189).

Se llama svruns del.cono la perpendicular bajada desde el vér-
tice al plano de la base.

CoNo circurAr es aquel cuya base es un circulo.

Coror. 1.9 En el conorecto la allura coincide con el eje.

Goror. 2.0 Los lados del cono recto y circular son iguales
(125, 1.9).

Osservaciox, El cono recto y circular se puede suponer tam-
bien engendrado por Ja revolucion de un triangulo recténgulo APO
al rededor de uno de sus catetos OP.

22%. Teorema. Si la superficie cwrva de un cono civcular
(figura 189), se corte por un plano A'B'C'D" paralelo d la base
ABCD, la seccion es una circunferencia.

En efecto, haciendo = pasar  planos por los lados OA, OB,
OC, ete., ypor el eje OP, las intersecciones AP y A'P', BP y

Fig: 189, B'P, etec., de estos planos con los paralelos
7“ ABCD y A'B'C'D' serdn paralelas (202); lue-
/|~ go los triangulos OPA y OP'A’, OPBy OP'B,
etc., son semejantes (9%) ;
AP OP BP OP
luego ——=—— 720 0e

AP 0P BP'T QP

AP BP
de donde ————¢fc.
AP R'P
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pero AP=BP= elc., por radios de un mismo circulo; luego
A'P’=BP'=retc.;
luego la curva A'B'C'D' es upa circunferencia.

223. Lldmase troxco de ‘cono ¢ cono Truncapo la parte
ABCDA'B'C'D’ comprendida entre la base del cono y un plano que
le corta paralelamente ¢ dicha base; y cono peFiCIENTE la parte del
cono total, que queda al olro lado del plano secante.

Los planos ABCD y A'B'C'D', que limitan el tronco de cono,
se llaman BAsEs; y AvTurA o distancia entre las bases.

PROBLEMAS

224. 1.° Dado un tronco de cono circular y recto AC
(fig. 190), hallar la altura OP del cono total, y la OF', del
cono deficiente.

Complétese el cono OPAC, y la semejanza de los tridngu-

D
Fig. 190. los OPA y OP'A’, nos dara %:8% : de donde
(Alg. 184)
AP—A'P! _OP—OP' . AP—AP 5 0P= (0):4
AP 0P ' AP OP
6 llamando 7, »" los radios de las bases mayor y
menor, v a la altura PP" del tronco,

r—1 a r—r a

r__ QP 7 op’
y por consiguiente
ar

Vs )

OpservAcioN. De la misma manera se hallaria que el lado del
cono tolal y el del cono deficiente son

AADXE LAY
ATy O =2

!

0A=

7" o Ve

25, 2.°Desarrollar sobre un plano unasuperficie cénica.
Dislinguiremos dos casos : 1.2 que el cono & que esta superficie
pertencce sea recto y circular ; 2%, quenoreuna estas circunstancias.
.o Sea el conorecto ¥ eirenlar OPAC (fig, 191). Tomando el lado




0C del cono por rédio, trdcese un arco CC" deigual longitud quela
circunferencia dela base (£:2) : anase O con C", y el sector OCG!
sera la superficie eonica desarroliada.
Fig. 191, En efecto, haciendo rodar el cono en el
- plano que pasa por OC, los demas lados van
N coincidiendo con dicho plano, y como todos
son de.iguallongitud (221, corol. 2.%), sus
extremos se confunden sucesivamente con
los puntos delarco CQ"; y por consiguiente
la circunferencia CBAD con el mismo arco,
hasta queel punto D se ajusta con G"; luego
la superficie conica desarrgllada esigual al
sector OCC".

OsservacioN. La superficie curva del cono
deficiente recto y circalar OP'A'C/, desarro-
llada tambien sobre un plano, es evidente-
mente el seclor OC'C"; y por eonsiguiente
la del tronco AC' ‘es el trapecio circular
co'crar.

9.0 SeaOABCDun cono cualquiera(fig. 192). Dividase ladirectriz

Fig. 192. CBAD en partes hastanie peque-

¢r 1nas para que se puedan tomar

como, rectas sin error sensible :

constriyanselosiriangulosOGB",

OB"A", ete., respectivamente

3 iguales 4 los OCB, OBA, ete.,

considerados como rectilineos; y

el poligono OCB"...C" serd apro-

ximadamente la superficie edni-

ca desarrollada sobre un plano.

OpservacioN. La  superficie

curva deuntronco de cono cual-

N quiera se puede des_nl'}‘ollux' por

un procedimienlo andlogo al emplemlo eneste caso; f“}‘\'ll‘ti'@““O sdlo

que la division de dicha superficie debe ser aliora en frapccios, como
se adverlird en la figura.

ARTICULO 1L
De la superficie cilindrica
226. Llimase superviciE ciLinprica la engendrada por el mo-
vimiento de una recta que gira al rededor de otra, & la cual es
siempre paralela : ¢ tambien la originada por una recla, que
permaneciendo constantemente paralela ¢ st misma, recorra una
curva plana cualquiera llamada DIRECTLLZs
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En e§le ultimo caso lamanos eie la recla que siendo pa-
r{z,h’la dla generatriz, pasa por el centro de la dirvectriz, sile
tiene.

ABCDA'B'C'D' (fgz. 193) es una superficie cilindrica : AA',

Fig. 193, BB', CC' 6 DI' considerada como indefinida, es
la generatriz en sus diferentes posiciones, 6 las
generatrices cuando se consideran dos ¢ mas: la
curva ABCD la directriz, y 00’ el eje.

La superficie cilindrica es necra, si el eje 6 la
generatriz es perpendicular al plano de la directriz
(lig. 193); y oviicua cuando la generatriz ¢ el eje
es oblicuo d-dicho plano (Gg. 194).

Lldmase superficie cilindrica circurar aquella cuya divectriz es
una circunferencia.

®27%. Recibe el nombre de ciuixoro el euerpo limitado por una

superficie cilindrica y dos planos paralelos ABCD y A'B'C'D, que
cortan las generatrices.

BasEs del cilindro son los planos ABCD y A'B'GD' que limitan
la superficie curva: vsvos las partes AA' BB, ete., de las gene-
ratrices interceptadas por las bases : y we la recta 00" que une los
centros de las bases, st le tienen.

El cilindro es recro si el eje es perpendicular & las bases (figu-
ra 193), y oBricuo en el caso contrario (fig. 194),

Se llama svrura del cilindro la distancia entre las bases.

CILINDRO GIRGULAR €S aquel cuyas bases son dos eireulos.

Conor 1.2 En el cilindro recto la altura es igual al eje.

Coron 2.°  Los lados del cilindro son iguales (208).

Osservacion. El cilindro recto y circular se puede tambien su-
poner engendrado por la revolucion y de ux rectinguloAOO'A" al
rededor de uno desus lados 00,

*%8. Teomsma. Si la superficie curva de un cilindro

crcular (fig. 194) se corta por un plano
A"B'C'D", paralelo & una de sus bases ABCD,
la seccion es una circunferencia igual 4 esta
base.

Haciendo pasar planos por los lados AA’,
BB, elc., y por el eje 00', las intersecciones
de estos plaiios con la base y laseccion son las
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ectas AO y A"0", BO ¥ B'0", etc., paralelas (202): y cOmo

rectas « V¢! ’ g e s

el eje 00’ 1o es & los lados, las figuras AOO"A 135)0 B [éuc ,psem
‘ o) = ete. :

paralelogramos ; luego AO=A 0 , BO_,—Bl ,1 &

AQ =B0 =ete., por radios de un mismo circulo, lueg

g i | i =2 nt 1

A'Q'=B"0"=ete.; ’

neip! es una circunferencia igual 4 la de la

Juegola seccion A"B

ase ABCD. . ' i
> Conor.  Las bases del cilindro circular son iguales ().

PROBLEMA.

ie cilindrica.
229 Desarrollar sobre un plano una superﬁg i o)
Distinguiré <05 1.° que el cilindro & que esta sup
Distinguirémos dos casos: & 1 '
. <0 tenece sea recto ; 2.° que sca oblicuo.
" pmtmetc'll: Ll 01ebl’0 \C' (. 195). Constriyase sobre el lado
i 1ro recto AG' (g, )s s sobre g
R ‘-n' 5 CC' un rectangulo CC'C"C/, cuya
X T o® base OC" sea la curva ABCD rec-
1 oelanc Y -
: \' tificada, y el rectingulo cons
truido sera la superiicie cilindri-
ca desarrollada. :
Qo demuestra como en el nu=
‘2 mero, 225, 1.°% ’ ]
9.0 Sea el cilindro oblicuo 5‘(‘
x ' sartiendo de un mis-
1 3 as has artiendo de t
(6g. 196). Dividanse los per.xmelm: dg las.ll,izzsg;,—p—cn - Boa
a]~ 1o en partes ‘-especll\'amenlc iguales GCD=UL1), e
oy : Fig. 196. y suficientemente pequenas. pr
A que se puedan tomar eomo 1‘(ielas
—-¢” ¢in error sensible: construyan
: - 2 2l B LY B
i se los paralelogramos CD DG
D'A"A"D", ete., respeclivamente
joeualesdlos DCC'D' DD'A'A, ete.,
c'f)ncidcr-.u‘n':s como planos, ¥ e'
; 7 ' UTall "
L= oligono CD'.v.a, G'CYB"..co: G
lig . .
e sera aproximadamente la super
g re U ano. :
ficie cilindrica dcsnr-rol'.u_da wmc?‘}?‘l‘“g‘c\wa i s ol Tado dol ¥
Osservacioy. El 1‘@0“\“8}110 1.-(;\’1113\\£c111mlle i lalongitud NN/ de
: - ouva bas eserigua e ¢ L ‘
S, Gu}zlbabe ddc)l' ’\bll'ulill lado, €s equivalente al poligono 0[1;110
. \ rpendicular al e 5 Us : e
a'seceion MN perpendicuiar ai 68 BqIVEE S e
i‘cprcscnla Ja superficie cilindrica desguw’\}.mll:l w}m \Ilmar dlicho A
paralelogramo 1 falta por su parte supuui)l l‘hml o BN
in: 9 inferio seris demos 3
taneoulo, le sobra por la inferior, cOIMO SE
O

cilindros, como ficilmente se com=

) jed: 4 lodos los ‘ -
() Esta propiedad es comun a Loc e e wasie

prende; porcuyd pazon omilimos la demostrac
) ¥
poco es de este lugar.
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ARTICULO 111
De la superficie esférica.

230. Se¢ llama superriciE EsFErIcA la engendrada por la re-
volucion de una semicircunferencia ABC (fig. 197) al rededor de
su didmetro AC.

Recibe el nombre de esvera el cuerpo limitado por una super-
ficie esférica.

(BSERVACION.

Con frecuencia se suele llamar esfera la superfi-
Fig. 197.

cie esférica; peroel sentido en que se ha-
ble, denotard si se trata del CUerpo geo-
métrico 6 de su superficie.

Llamase centro el punto 0, centro de la
semicircunferencia generatriz; »ddio toda
recta OA que desde el centro va & terminar
en la superficie esférica, y diametro la
recta que pasandopor el centro termina por
' sus dos extremos en la superficie esférica.

Corovr. 1.° Los radios de una esfera son iguales.

Porque son radios de la semicircunferencia generatriz en algu-

na de sus posiciones,

CoroL. 2.> Los didmetros de una esfera son iguales.

Porque cada uno se compone dedos radios.

Se llama Eie de la esfera el didmetro AC dela semicircunfe-
rencia generatriz.

Se llaman roLos de la esfera los extremos A y C del eje.

221, Teonema. 1.° La interseccion de un plano EG con lo su-
perficie esférica O, es una circunferencia EFGH.

Trazando el rddio OCG perpendicular a dicho plano, y los

£, OF, 0G;/0H, etc., las rectas EP, FP, GP; ete!, queunen
el pié de la perpendicular al plano conlos diferentes puntos de la
seccion, son iguales (49®, rec. 1.%9; luego la curva EFGH
es una circunferencia.

Lldmase voro de una circunferencia EFGH,, trazada en la su-
perficie esférica, cada uno de los puntos de esta que equidistan de
dicha circunferencia.

Coror. Los extremos A y C del diametro AC, perpendicular
al plano de una circunferencia EFGH en su centro P, son polos de




SN

dicha circunferencia, y los unicos que puede tener (133, corol. 2.%).

@32, Teorema 2.° Si haciendo centro en un punto G (figu-

ra 197) de la superficie esférica, con un rddio cualquiera CE se
traza una curva EFGH, esta curva serd una circunferencia.

Tracese el radio OC de laesfera, y otros mas OE, OF, 0G, etc.;

4 diferentes puntos de la curva : los tridn-

gulos OEG, OFC, OGC, etc., que tienen

OE— OF = QG =etc., por radios de la

esfera, EC =FC=GC=elc., por hip6-

tesis, y el lado OC comun, SOT iguales

(%2, 1.°); luego si.desde los vértices E,

T, G, etc., se bajan perpendiculares sobre

el lado comun OC, se encontraran eviden-

temente en un mismo punto P ; luego es-

{aran en un mismo plano (8914, rec.) : y como ademas EP —FP

— @GP =elc., lacurva RFGH serd una circunferencia.

Osservacion.  El punto G, que ha servido de centro para tra-
zar una circunferencia, es uno de sus polos.

233, Trorewa 3.° En una misma esfera: 1.° los planos de
circunferencias iguales equidistan del centro ; 2.0 de los planos de
dos cireunferencias desiquales, ¢l correspondiente ¢ la mayor se
aproxima 1nas al centro que el de la menor.

1.5 Sean las circunferencias, cuyos centros son Py P, iguales
(fig. 197). Haciendo pasar por el centro O de la esfera y por
los P y P’ un plano, las intersecciones de este con los planos de
las circunferencias seran los diametros EG y EG' de las mis-
mas; luego EG y E'G’ son cuerdas, iguales por hipdtesis, de la
circunferencia originada por el plano que pasa por 0,PyP ;lue-
go equidistan -del centro 0 (£0, 1.9); luego OP=0P': pero
OP y OP' miden tambien la distancia del centro de la esfera &10s
planos de dichas circunferencias (94, corol.) ; luego estos planos
equidistan del centro de la esfera. )

9. Sea la circunferencia P mayor que P’ Repitiendo la cons-
truccion anterior se hallard. del mismo modo 0P<<QP' (40, 2.%);
luego el plano de la circunferencia P se aproxima mas al centro
que el de la circunferencia P

Recierocamente.  En una misma esfera: 1.° las circunferen-
cuas cuyos planos equidistan del centro son iguales ; 2 ° dedos cir-
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cunferencias cuyos planos no equidistan del centro, la correspon
diente al plano que mas se aproxima al centro es la mayor (12).

Conov. 1.0 La mayor circunferencia de la esfera es aquella
cuyo plano pasa por el cenlro.

Por esta razon se llama circunferencia mdxime y las demas
menores. La circunferencia cuyo diametro es BD (fig. 197) es
maxima, y las que tienen por diametros EG y E'G' son menores.

Corow. 2.0 Las circunferencias mazimas de una esfera son iguales.

Coror. 3.0 Dos puntos de la superficie esférica que no sean exire-
mos de unmismo didmetro, determinan una circunferencia maxima.

Porque estos dos puntos y el centro de la esfera, forman un
sistema de tres puntos no en linea recta, que determinan la posi-
cion del plano de dicha circunferencia (169).

Corot. 4.9 Las circunferencias mdximas se dividen miutua-
mente en dos partes iguales.

Porque la interseccion de sus planos es un didmetro.

Gonow. 5.9 Una circunferencie mdwima BD divide la superficie
esférica en dos partes iguales.

Porque colocando la parte superior BCD sobre la inferior BAD,
de modo que la circunferencia permanezca comun, y que el punto
C caiga hacia A, estas dos partes coinciden en todos sus puntos;
porque de lo contrario estos puntosno equidistarian del centro 0.

OpservaAcloN. Esta superposicion prueba tambien que un cir-
culo maximo divide la esfera en dos partes iguales, que se llaman
hemisferios.

231 Recibe el nombre de Axcuro EsFERico la extension com-
prendida entre dos arcos de circunferencia mdrima BC y EG
(figs 198), llamados lados, que se reunen en un mismo punto C,
llamado vértice.

Mepa de un dngulo esférico es el dangulo rectilineo FCG,

Fig. 108, formado por dos tangentes FG Y GC, una d cada
arco, en el vértice del dngulo.
Coron. La medide de un dngulo esférico es
medida tambien del diedro formado por los planos
: (e determinan sus lados.

0 porque siendo FC tangente al arco BG en el .
punto C, €s perpendicular al radio OC (44, rec. 1.9 : por igual
razon GC es perpendicular al mismo radio y en el mismo punto: y

GEOM. 10
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como estas rectas estan en los planos de los arcos, el dngnlo rec-
tilineo FCG es el rectilineo correspondiente al diedro BCOE (2948) ;
luego tambien serd su medida (£98, obs.).

285. Lldmase triincuLo esefrico la porcion de superficie es-
férica comprendida por tres arcos de circunferencia mdxima : BCE
(Gg. 198) es un triangulo exférico.

OBservACION.  Si los vértices B, C, E del triangulo esférico BCE,

Fig. 198, se unen-con el centro O de la esfera por medio de

' radios, estos forman unangulo triedro 0, cuyos an-

gulos diedros OB, OCy OE tienen la misma medida

que los-angulos esféricos CBE, BCE y BEC (234,

corol.), y euyos angulos rectilineos BOC, BOE y COE

tienen por medidalos lados BC, BE y CE del mismo

triangulo; luego las propiedades de los tridngulos esfaricos se dedu-
cen de las de los angalos triedros, luego reemplazando los nombres
de caras y dngulos diedros por los de lados y dngulos, se tendrd :

1.0 En todo triangulo esférico un lado cualquicra es menor
que la suma de los ofros dos y mayor que su diferencia (241).

2.0 La suma de los lados de un tridngulo esférico es menor
que una circunferencie mazima (242).

3.0 La suma de los dngulos de un tridngulo esférico es mayor
que dos rectos yamenor que seis (243).

4.9 ' Dos tridgngulos esféricos de una misma esfera 6 esferas
iguales son-iguales si tienen : 1.9 sus tres lados respectivamente
iguales ; 2.° dos lados iguales ¢ igual el dngulo comprendido ;
3.0 un lado igual contiguo a dos dngulos respectivamente iguales ;
4.0 sus tres dngulos respectivamente iguales; con tal que en todos
eslos casos los elementos estén dispuestos del mismo modo (2a4).

5.0 En todo tridngulo esférico : 1.° 4 lados iquales se oponen
dngulos iguales ; 2.° d mayor lado se opone mayor angulo ; y re-
ciprocamente (2 15).

236. Tronema 1.9 El arco AB (fig. 199) de circunferencia
Fig, 199.

mdxima, menoy que 1300, que une dos puntos
¢ A ¥y B de una supcrficie esférica, es menor que
D ZINE  otra curva cualquiera ACB, trazada sobre la

é/’_\ % misma superficie, y que une dichos puntos.
AY —>8  En efecto, uniendo A con G, y C con B

por arcos de circunferencia mixima, se tiene (235, obs., 1.9

— T —

AB<CAC--CB.

Tomando entre Ay C, y entre C y B, los puntos in‘ermedios
Dy E; y trazando los arcos de circunferencia maxima AD, DC,
CE y EB, se tendra lambien

AC<AD4-DC y CB<CEJ-EB;
de donde ACH-CB<AD+-DC--CE-}-EB.

Si se continia tomando puntos intermedios, se seguira for-
mando lineas poligonales esféricas, de las que cada una tiene mas
puntos comunes con la curva y es mayor que la anterior; luego la
curva es el limite superior de dichas lineas poligonales [34, ()],
y como AB es menor quelamas corta de estas, con mayor razon
sera menor que la curva propuesta ACB.

23%. Se llama praxo TaNGENTE ¢ la superficie esférica el que
no liene con esta mas que un punto comun ; y SECANTE el que tiene
con la misma mas de un punto comun, esto es, una circunferen-
cia (231).

El punto comun 4 Ja superficie esférica y al plano tangente
recibe el nombre de punto de contacto.

288. TeoreMA 5.9 Todo plano que pasa por el extremo exte-

| ror de un radio de la superficie esférica : 1.0

st es perpendicular al radio serd tangente 4

esta superficie ; 2.9 si es oblicuo serd secante.

1.9 Si el plano PQ (fig. 200) es per-

pendicular al radio OA en el extremo A,

‘ J/ ¢l radio tambien lo sera al plano; luego

_:./7 uniendo el punto O con otro cualguiera M

R A & del mismo plano, la recta OM sera oblicua

4 este (1772), luegorsera mayor que OA (134) ; luego el punto M
estarafuera della superficie esférica; luego el plano PQ no tiene co-
mun con esta superficie mas que el punto A, luego le es tangente.

9.9 Siel plano RS (fig. 200) es oblicuo al radio OB en el ex-
tremo B, el radio tambien lo serd al plano ; luego bajando desde
0 sobre este oblicuas iguales con 0B, los piés de estas se hallaran
4 1a vez en la superficie esférica y-en el plano : y como el lugar
geomélrico de los piés de estas oblicnas sobre el plano es una cir-
cunferencia (193, corol. 1.9), el plano y la superficie esférica
tienen una circunferencia comun, luego el plano es secante de la
superficie esférica,
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RecierocAMENTE.  Todo plano que pasa por et extremo exterior
de un rddio de la superficie esférica : 1.0 si es tangente a esta su-
perficie serd perpendicular al rédio ; 2.0 si es secante serd obli-
cuo (12).

Coror. Por un punto de la superficie esférica no se puede tra-
zar mas-que un plano tangente.

Porque si se pudiesen trazar dos 6 mas, habria en el extremo
de un radio dos 6 mas planos perpendiculares & este; lo que es
absurdo (1%3).

239, Teorexa 6.° Por cuatro puntos A, B, C y D (fig. 201), que
1o estin en un mismo plano, puede pasar una superficie esférica,
pero nada mas que una sola.

Tres cualesquiera de estos puntos A, B, G estardn en un mismo
plano (169), y A, C, D estarin tambien en
ofro, pero diferente el primero; puesio que
por hipélesis los cuatrono estin en uno mis-
mo. Supongamos que Ey G sean los centros
de las circunferencias circunsecriplas d 10s
triangulos ABC yACD :desde estospuntos Ey
G bajense perpendiculares sobre la AC, co-
mun seccion de los planos, y estas perpendicu-

lares se enconlrardn enun punto I, (-#1); luego la recta ACG se:r-zi per-
pendisular al plano ELG (191 cor.1°.); luego I0’s plrmos AB('.. yACD
son perpendiculares al ELG (198), y estelo serda los dos primeros.
Levantando ahora en el punto E la perpendicular EF al plano ABC,
esta perpendicular se hallard en el plano ELG’SI!DS, corol.'Q.O) L por
igual razon la GH, perpendicular al planﬁo ACD, se hallara tany_bxen
en el ELG ; luego las rectas EF y GH esldn en un mismo plano ELG.
Por otra parte, EF y GH no son paralelf\s ; porque 3{10 fuesen, la ELi
perpendicular 4 una de ellas EF, lo seria 4 la otra (;(H; luego por I
habria dos perpendiculares EL (prolongada) y LG & GH, lo_que es
imposible (23). Luego EF y GH se encueniran en un pur}lg) 0.

Ahora, siendo EF el lugar geoméiricode los punios e.q\.udxstautes
de A, By C(179, corol. 2.°), yGH el delgspu}llps eqm@x_stuntes de
A, D y G, el punto 0 donde se cortan serd el unico equidistante d_c
A, B, C, y D; luego por estos puntos puede pasar una superficie
esférica, y no mas (ue una.

Corow. 1¢,  Cuatro puntos, que no estin en un mismo plano, de-
ferminan la posicion de una superficie esférica.

Conor. 2.° La nterseccion de dos superficies esféricas tiene todos
sus puntos en un mismo plano.

Porque de lo contrario se podrian tomar tres puntos de los co-
munes en un plano, y uno en otro plano distinto; y las dos super-
ficies esféricas se confundirian en una sola, contra la hipétesis.
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Coror. 3. ra raterseccion de dos superticies esféricas es una eir-
cunferencia.

Porque esta interseccion fiene fodos sus puntos en un mismo pla-
no (corol. anterior); luego es la interseecion de un plano con cada
una de las superficies esféricas ; luego es una circunferencia (23 1).

Osservacion. Con suma facilidad se pueden demostrar, relativa-
mente 4 la interseccion y contacto de dos superficies esféricas, teo-
remas andlogos d los demostrados acerca de la interseccion y con-
tacto de dos circunferencias (49 y -I8).

PROBLEMA.

240. Dada una esfera O (fig. 202), determinar su radio
Toémense d{)s puntos A y B sobre la superficie esférica : haciendo

Fig. 202. n” centro en cstos puntos, con
un radio cualquiera, tracense
dos arcos que se corten en D
y D' : con un rédio diferente
trdcense ofros dos arcos, que
se corlen en otro punto D" : con
las distancias DD', D'D" y DD"
constriyaseaparte, enunplano,
el Iridangulo DD! D" : circunscribasele una circunferencia (GR), vy
el radio O'D' de esta serd igual al radio de la esfera.

En efecto, uniendo los puntos D, D'. D" con el medio G de larecta
AB, lasrectas CD,CD!, GD", son perpendicularesdla AB en el punto G
(26, corol. 2.0); luego estdn en el plano perpendicular 4 la AB en
su punto medio (89, rec. corol.); luego el ceniro O de la esfera
eslard en el mismo plano (874, corol. 2.%); luego la circunferencia
que pasa por los puntos D, D', D' s mdxima; y eomo esta es igual
d la cirennseripta al tridngulo DD'DY, el radio O'D’ de la ultima es
igual al rddio de la esfera.

CAPITULO IIL
De los poliedros.

Definiciones preliminares.

2448. Se llama porienro el cuerpo limitado por planos.

Estos planos, limitados por sus mutuas intersecciones, los an-
gulos diedros ¢ poliedros que forman, los vértices de estos y las
aristas, reciben los nombres de caras, dngulos, vértices y aris-
tas del poliedro.

Discowat es foda linea que une dos vértices, que no estdn er
una misma cara.
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— 149 —

Coror. 3. ra raterseccion de dos superticies esféricas es una eir-
cunferencia.

Porque esta interseccion fiene fodos sus puntos en un mismo pla-
no (corol. anterior); luego es la interseecion de un plano con cada
una de las superficies esféricas ; luego es una circunferencia (23 1).

Osservacion. Con suma facilidad se pueden demostrar, relativa-
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Un pohedro se lama coxvexo cuando su superficie no puede ser
alravesada por una recta mas que en dos punios. : ,
Los poliedros de que nos ocuparemos en lo sucesivo seran
convexos, si no se advierte lo contrario. ‘
242. Lldmase POLIEDRO REGULAR aquel cuyas caras Son po.h—
gonos regulares ¢ iguales, y cuyos dngulos poliedros son fambien
iguales ; é RREGULAR ¢l (que no reune estas condiciones. _
Por razon del niimero de caras que pueden tener los poliedros
se clasifican del modo siguiente :
El poliedro que tiene /4 caras se llama fefraedro.
.« 4 s . pentaedro.
. |l | 4\ exaedro-
« « « o v heptaedro.
.« e« . sroctaedro.
. . . « . dodecaedro.
E . il L N deosaedro.
Los poliedros de diferente nimero de caras que los prece-
dentes no tienen nombres especiales, y se les llama poliedros de 9,
11, 13,....., 100, etc., caras.

ARTICULO PRIMERO.
De las piramides.

248,  Se da el nombre de piRavioE d un poliedro que tiene una
Fig. 203, cara poligonal cualquiera, y las demas son [ridn-
qulos cuyos vértices se reunen en ui Mismo punto.
La cara poligonal se llama base, vértice el
vértice comun 4 las caras triangulares, y altura
la perpendicular bajada, desde el vérticeal plano
de la base.
Y-\ OABCDE (fig. 203) es una pirdmide, cuya
\,)D base es el poligono ABCDE, el punto O el vértice

E ylarecta OP la altura.

244, Se llama pirdmide REGULAR aquella cuya base es un
poligono reqular y cuya altura cae en el centro del poligono de la
base: ¢ mrecuLAR la que no reune estas condiciones.

CoroL. 1.0 Las aristas laterales de una pivdmide reqular son
iguales (893, 1.%).
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Coror. 2.9 Lascaraslaterales son tridngulos iquales é isdsceles.

Lldmase svotema en una pirdmide reqular la altura de cual-
quiera de sus tridngulos laterales.

Opsenvacioy. Las piramides regulares noson siempre poliedros
regulares, tales como se han definido en el nimero 242 ; una
sola piramide puede ser poliedro regular (V. 260).

21.?. Por razon del nimero de lados del poligono dela hase,
las piramides se dividen en triangulares, cuadrangulares, pen-
tagonales, ete., segun dicho poligono sea triangulo, cuadrilitero,
penfagono, ete.

Osservacion. La pirdmide triangular es un tetraedro, y es
ademas el poliedro mas sencillo 6 de menor nimero de caras;
porque es imposible cerrar espacio con ménos de cuatro planos.

R46. Treoreya 1.0 Dos tetraedros son iguales si tienen : 1.9
tres caras respectivamente iguales ; 2.9 dos caras respectivamente
iguales, € igual el diedro comprendido ; 3.9 una cara igual contigua
d tres diedros respectivamente iguales; con tal que en todos estos
rasos los elementos estén dispuestos del mismo modo:

1.9 Sean los tetraedros OABC y O'A'B'C’ (fig. 204); y su-
pongamos que los tridngulos AOB=A'0'B, BOC=B0C vy
AOC=A'0'C'.

De la igualdad de estos trian

puaca gulos 'se deduce la de los 4ngulos

. ; rectilineos, que forman los triedrosen Oy

/ 0 en O'; luego estos triedros son ignales

|\ (284,1.9); luego superpuestcs coinciden,

/ \ \ y al verificarlo, coineiden tambien Jas ca-

A\l/.“ﬂ At |3 ras ABC y A'B'C; luego los tetraedros son
G iguales.

2.0 Supongamos que los mismos tetraedros tengan los diedros

AO=A'0"y los tridngulos AOB=A'0'B, AOC=A'0'C".

Superponiendo estos tetraedros de modo que la cara AOB
coincida con su igual A'O'B, la cara AOC caera sobre A'0'C,
por ser iguales los diedros AO y A'0' : y como estas caras son
tambien iguales, la arista OC coincide con O'C), la OB con O'B),
ete.; luego los dos tetraedros coinciden en todos sus puntos,
luego son iguales.

3.0 Se demuestra de una manera analoga 4 los anteriores.

24%. TeoremA 2.° Si una pirdmide (OABCDE (fig. 205) es
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cortada por un plano ABCD'E paralelo & la base: 1.0 el poli-
gono de la seccion es semejante al de la base ; 2.0 las dreas de estos
Fiz. 203. poligonos son proporcionalcs & los cuadrados
de sus distancias OP y OP' al vértice de la
piramide.
1.0 Las rectas AB y A'B, BC ¥ BC,
CD y €D, etc., son paralelas (202) : por
icual Tazon, sise trazan las diagonales AC Y

‘>3 AD en el poligono de la base, y por ellas y la -

arista OA se hacen pasac planos, ACY A'C,
AD y A'D' seran tambien paralelas; luego los
triangulos ABC y A'B'C tienen sus angulos
respectivamente iguales (18 1), luego son-semejanies : y como lo
mismo sucede conlos tridngulos ACD y A'C'D, etec., resulla que
los poligonos ABCDE y ABCD'E" son tambien semejantes (10%).
9.0 De la semejanza de los poligonos ABCDE y A'BCD'E' se
deduce (161)
ABGDE  AB?
ABCDE  ABY
Siendo. AB y A'B' paralelas, 1os triangulos AOB ¥y A'OB' son
semejantes, luego
AB  BO ,
NB BO’
por igual razom, haciendo pasar un plano por la arfsta BO y la al-
tura PO, se tendra
BO PO
B0 PO
De esta proporcion y la anterior se deduce (Alg. 183)
AB PO AB2 202
pero esta Gltima proporcion yla primera tignen una razoncomuns
luego
ABCDE. _ PO?
ABCDE. PO¥
Coron. 1.9 Si dos pirdmides OABCD y SEFG (6g. 206) de
ijual altura, se cortan por planos A'BCD' y EFG, paralelos
d las bases y equidistantes de los vértices, las dreas de las seccio-
nes son proporcionales d las de dichas bases.
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Porque segun el teorema, se tiene

ik ABCD _ PO® EFG _QS?:
ABGD PO® ' EFG QS
mas por hipotesis PO=SQ ¥y
P'0=0'S; luego estas propor-
ciones tienen igual la ultima ra-
zon, luego

ABCD _ EFG

> ABCD  EFG’

Coror. 2.0 Si, en las mismas -hipétesis, las bases son equi-
valentes, las secciones tambien lo serdn.

Porque en tal caso los antecedentes de la proporeion anterior
son iguales, Juego tambien lo seran los consecuentes.

248, Llimase moxco de pirdmide 0 pirdmide TuNcapa la
parte AC' de una pirdmide comprendida entre la base de esta y el
plano que la corta paralelamente d dicha base, y pirdmide DEFI-
aiente la parte de pirdmide que queda al otro lado del plano secante.

Los planos ABCDy A'B'CT, que limitan el tronco, se llaman
bases del mismo, y alfura la distancia entre las bases.

249 PROBLEMA. Dado un tronco de pirdmide AC
(fig. 206) hallar la altura OP de la piramide total y 1a
OP de la piramide deficiente.

Supongamos completa la piramide OABCD, Y la semejanza
de los tringulos AOB y A'OB" nos dara
AB AO

KB O
1a de los tridngulos AOP y A'OP" da tambien
A0 _OP |
ANQ — OP’
de cuyas proporciones se deduce
AB _ OP
AB ~ OP”

de donde (Alg. 184)
AB—A'B__OP—OP" AB—A'B  OP—OP'
T AP (BB o o
6 llamando L y ! los lados paralelos de la base Y de la seccion
y a la altura del tronco,
- a - a

—=or ! T 0P’
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y por consiguiente

E—

ax1 .l
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ARTICULO 11

De los prismas.

250. Se llama prisua un poliedro que tiene dos caras iguales
y paralelas y las demas son paraleldgramos,

Las caras iguales y paralelas se llaman bases, y altura la dis-
tancia entre estas.

El poliedro AD' (fig. 207) es un prisma cuyas bases son los
poligonos ABCDE -y A'B'C'D'E', y su altura la recta CC'.

Coror. 1.0 Las aristas de un prisma son paralelas (2890, co-
rolario 3.9) éiguales (298).

Conor, 2.9 Para construirun prisma se traza una de sus bases

HL"(.»QO" ABCDE: en los vértices A, B, G, etc., se levantan

; las aristas laterales AA', BB, CC, etc., iguales y
\ﬁly paralelas, y se unen los extremos de estagaristas
' [ | consecutivas por rectas A'B', B'C', C'D’, ete.

'l}'“’D" Porque las caras laterales BA', BC', CD', elc.,

. [F] sonparalelégramos (¥9, rec. 2.%); luego AB es

\J'/"D igual y paralela a A'B', BC 4 B'C', CD 4 C'D', ele.;

A & luego los angulos ABC=A'B'C', BCD=B'C'D’, etc.

(284); luego los poligonos ABCDE v A'B'C'D'E' son tambien
iguales (84).

®54. Se llama prisma rECTO aquel cuyas aristas son perpen-
diculares d las bases, y opricvo aquel en que son oblicuas.

Prisma reGULAR es aquel cuyas bases son poligonos regulares y
que ademas es recto.

Coror. En el prisma recto la altura es igual ¢ cualquiera de
sus aristas, y las caras laterales son rectangulos; en el prisma
reqular los rectdngulos laterales son wguales entre si.

OssEryAcioN. Los prismas regulares no son siempre poliedros
regulares como se han definido (2.42); el cubo es el dnico prisma
regular, que es al mismo tiempo poliedro regular (V 289).
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252. Teorema 1.0 Si un prisma AD' se corta por un plano
A"B"C'D"E", paralelo d las bases, la seccion es un poligono igual
& una cualquiera de estas ABCDE.

Las rectas AB Y :\.“B'I, BC ¥ B"C”, CD y C"'D”’ etc., son para-
lelas (202);luego los angulos ABCy A"B"C” BCD, y B'C'D", ete.,
son iguales (181).

Por otra parte, siendo A\ y BB’, BB" y CC"! ete., paralcl;\s,
los cuadrilateros AB", BC", CD", etc., son paraleldgramos; luego
AB=A"B", BC=B"C", ete. Luego los poligcnos ABCDE y
A"B'C'D"E" tienen sus angulos y lados respectivamente iguales;
luego son ignales (84).

253, Teoremy 2.° Dos prismas AD' y MQ' (fig. 208) son
iguales, si tienen un dngulo triedro A y M, formado por tres caras
respectivamente iguales, ABCDE=MNPQR, AB'= MN' y AE'= MR'
é igualmente dispuestas.

Siendoiguales respectivamente y estando dispuestos del mismo

Rig-202; modo los poligonos, que forman los

T& triedros en A y en M, estos seran igua-

0les (244, 1.°); luego superponiendo

el prisma AD' al MQ', de manera que

la cara ABCDE coincida con su igual

! MNPOR, la cara AB' caera sobre la

i Q MN', y como estas caras son iguales,

—— larecta A'B' coincidird con M'N': por

gual tazoa A'E' coincidird con M'R'; luego la base A'BCDE

coincide.con su igual MN'P'Q'R, luego los vértices de los dos
primas coinciden, luego estos son evidentemente iguales.

Corot.  Dos prismas rectos de igual base y altura son iguales.

Porque los triedros A y M son iguales, por ser los angulos
BAE—=NMR, BAA'=NMM y AAE=MMR, por hipotesis: las
caras ABCDE= MNPQR (tambien por hipotesis), y BA'=NM,
AE'=NMR' (99, corol. 2.°).

254. Por razon del ntmero de lados de las bases, los pris-
mas se dividen en triangulares, cuadrangulares, pentagonales, etc.,
segun dichas bases sean tridngulos, cuadriliteros, pentigonos, etc.

Lldmase parareLipipeno el prisma cuyas bases son paraleli-
gramos.

255. Teonema 3.° En todo paralelipipedo AC' (fg. 209) las
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caras laterales y opuestas AB' y DC', AD' y BC/, son tambien 1guales
y paralelas.
La recta AA' es igual y paralela 4 DD' (250, corol. 1.°) y
Flz. 200, por hipotesis AB es igual y paralela con DG ; luego
" la cara AB' es igual y paralela & DC' (%9, co-
(' rolario 2.°, y 202, corol.). Por igual razon la
_A'LE_QD, cara AD' es igual y paralela a BC'.
5 Coror. Enun paralelipipedo se pueden tomar
.1G por bases dos caras opuestas cualesquiera
) 256. Sellama pARALELIPIPEDO RECTANGULO afuel
que tiene: por bases dos paraleldgramos rectingu-
los y ademus es recto.
Corow. Las caras de un paralelipipedo rectdngulo son parale-
ldgramos rectingulos, y sus dngulos diedros son rectos.

Bl

257%. Sedaelnombre de cuso d un paralelipipedo rectangu-
lo, cuyas aristas son todas iguales.

Coror. El cubo es un exaedro reqular.

Porque sus caras son evidentemente seis cuadrados iguales, y
sus angulos poliedros, formados por tres angulos de cuadrado,
son tambien iguales (214, 1.9).

ARTICULO 111,

De los poliedros en general.

258. Teorewas 1.° Si dos poliedros OPABCD y O'P'A'B'C'D'
Fig, 2fo. (Gg. 210) tienen sus caras ABCDY
@ A'B'C'D', ABOP y A'BO'P' etc., y sus
| dngulos diedros AB y A'B', OB y O'B',
etc., respectivamente iguales ¢ igual-
mente dispuestos, son iguales.
A Superpongase el primer poliedro
al se_undo, de modo que la cara ABCD coincida con su igual
A'B'CD, la ccra ABOP caera sobre A'B'O'P' por ser los diedros
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AB y A'B iguales, y la arista OP coincidira con la O'P', por la
igualdad de estas caras; luego los vértices de estos poliedros
coinciden, luego los poliedros son iguales.

Del mismo modo se demostraria cualquiera que fuese el ni-
mero de caras de los poliedros.

259. TeoreMa 2.° Si dos poliedros OPABCD y O'P'A'B'C'D'
se componen del mismo mimero de tetraedros OABD y O'A'B'D,
OAPD y O'A'PD', OBCD y O'B'C'D', respectvamente iguales é
igualmente dispuestos, los poliedros son iguales.

La igualdad de los tetraedros OABD y O'A'B'D’ nos da los die-
dros AB=A'B'.

De los mismos tetraedros resulta la igualdad de los diedros
OADB y O'A'D'B': y comolos tetraedros OAPD y O'A'P'D' son tam-
bien iguales, los diedros OADP y O'A'D'P' lo terdn de la misma
manera : luego los diedros

OADB +-OADP=0'A'D'B'4+O'A'D'P,
0 los diedros totales
AD=A'D".

Lo mismo se demuestra la igualdad de los diedros restantes,
La igualdad de los tetraedros OAPD y O'A'P'D' nos da la igual-
dad de sus caras homélogas

APD=A'P'D'.

De los mismos tetraedros resulta la igualdad de los tridngulos
AQPy A'O'P' : y como los tetraedros OABD y O'A'B'D' son tambien
iguales, los triangulos AOB y A'O'B' lo seran del mismo modo
luego

AOP--AOB=A'0'P'+A'0'B,
6 las caras totales (83) ABOP=A'B'O'P'
Lo mismo se demuestra la igualdad de las caras restantes.
Luego los poliedros propuestos tienen sus. caras y dngulos

diedros respectivamente iguales y ordenados del mismo modo;
luego son iguales (238).

ReciprocaMente.  Si dos poliedros son iguales, se pueden des-
componer en el mismo nimero de tefraedros respectivamente igua-
les ¢ igualmente dispuestos.
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Haciendo pasar un plano por los puntos O, A, D, y otro por
Elz: 810: los 0, B, D, y ejecutando igual ope=
¢ racion en el segundo poliedro, aquel
quedard dividido en los tetraedros
OAPD, OABD, OBCD,
y este en los
OAPD, OABD, O'BCD'.

Ahora, los tetraedros OAPD 'y O'A'P'D' tienen el diedro
AP—A'P', por ser diedros eolocados del mismo modo en los po-
liedros iguales : la cara APD—A'P'D’" tambien por hipotesis, ¥ la
0AP=0'A'P’" (85, rec.); luego los tetraedros son iguales
(248, 2.9).

Como del mismo modo se demuestra la igualdad de los tetrae-
dros restantes, el teorema reciproco es cierto.

260. Tronema 3.0 Elnimero de poliedros regulares 1o puede
pasar de cinco.

En efecto, el numero de poliedros regulares no puede exceder al
de angulos poliedros que puedan formarse con angulos d@ poligo-
nos regilares iguales (24%) ; luego si demostramos que el numero
de estos 4ngulos poliedros €s cinco, s¢ tendra demostrado que el
de los poliedros regulares no puede exceder 4 este nimero.

Esto supuesto, y recordando que para formar un angulo polie-
dro se necesitan & 1o ménos tres angulos rectilineos, cuya suma
no puede llegar 4 cuatro reclos (24%) 0 sea 3609, se tendra que :

valiendo el angulo de tridngulo equilatero 60° (82, obs. 2.7)
con 3, 4 y 5 de estos angulos se podran formar &ngulos: polie=
dros, porque

60X 3<<360, 60>Ah<360 60x5<360;
mas con 6 ya no puede formarse, porque
60><6=360.

valiendo el angulo de cuadrado 90°, con 3 de estos angualos se

podra formar un 4ngulo poliedro, porque
90332360 ;

pero con 4 de estos angulos ya no pucde formarse, porque
903 4=360.

valiendo el angulo de pentagono regular 108°, con 3 de estos
angulos se puede formar un dngulo poliedro, porque

108 3<360 5
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mas con 4 ya no puede formarse, porque
o 108 >4>360.
Valiendo el dngulo del exagono 1209, con 3 de estos Aneulos
no puede formarse ya anguls poliedro, porque .
ﬂ 120%¢3=360.
Con ; AZ0 i
o mayor razon no pueden formarse angulos poliedros con
. o { v
dn;u os de poligonos regulares de mayor niimero de lados
,:iwgof con angulos de poligonos regulares é iﬂuales. solo
pueden formarse 5 angulos poliedros : 3 ¢ fasiouios deiteii
3 gulos poliedros : 3 con los ang i3
S , : angulos de trian-
Tulo u]ll_nlatero, 1 con los del cuadrado y 1 con los ;1391 penliltrohm
uego el nimero de poliedros r ipa o
edros regnlares no puede pas ]
g pot D puede pasar de cinco.
- S ‘u\.\(,lION. Deberiamos ahora demostrar la posibilidad de a
= X . : ) y «Q » C
macion de los cinco poliedros regulares: pero la demostraci
no es de este lugar. Nos limita RIS oae ool b
‘ gar. Nos limitaremos & indicar que efectivs
s10 Qo ~ Y . N : : I\Vd ;
existen estos cinco poliedros regulares, y son : s
Ellctmc'dr(), terminado por 4 tridngulos equilateros (fig, 211 1)
El ezaedro, terminado por 6 cuadrados (fig, 211, 2! TR
5 . e S ot
El octaedro, terminado por 8 triangulos equilateros (fig. 211, 3)
g. 211, 3).

l‘l dO(lt’(’(l(‘([l'O tCl‘ i [ 2 pe 1 7 X r
= Z b} mlll.']dO Dor 1:4 A i 'S
"‘11! ll)- [ t{lD()nOS Ie,‘.\LllﬁICS (ﬁ{“[] a

1‘11 ?.(‘()S(lé (’Zl 0 ’ t-['mi nad p [ 2 i (] -
0 (6] 0 “‘la 18 ] b
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SECCION SEGUNDA.
DI LA EXTENSION DE LAS FIGURAS EN EL ESPACIO.

CAPITULO PRIMERO.

De los poliedros semejantes, inscriptos
y circunscriptos.

PRELIMINARES

2G4. Se llaman POLIEDROS SEMEIANTES los que tienen sus an-
qulos diedros, colocados del mismo modo, respectivamente iquales
y sus.caras homologas semejantes.
Lldmanse ARISTAS HOMOLOGAS las aristas de los diedros iguales,
9 CARAS HOMOLOGAS las formadas por-aristas homadlogas.
gi en-los poliedros OPABCD. y OPABCD (fig. 212), su-
ponemos iguales los diedros AB=
Fig./att A'B, BO=B0', etc., cuyas aristas
/(. ~_ lienen las mismas letras, las aristas
o/ ® =g AB y AB, AP Y A'P', etc., son
| homologas; y las caras ABOP ¥
) ABO'P, APD y APD, etc., forma=
AL das por dichas aristas, son las caras
homologas.
Coro. Los poliedros semejantes tienen proporcionales las aris=
tas homdlogas. "o
Porque la semejanza de las caras ABOP Yy ABO' nos da
AB _BO _OP AP
X5 BO 0P AP’
v la de los tridngulos APD y APD' da tambien
) AP AD __PD
P AD PD’
cuyas séries de razones iguales se enlazan por ja razon comun
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AP s :
P y se enlazarian igualmente con otras deducidas de la com-

naracion de las caras homoélogas restantes.

ARTICULO PRIMERO.
De los tetraedros semejantes.

2G2. Teonema 1.0 Si un tetraedro OABC (fig. 213) se cor-
ta por un plano A'B'C' paralelo G una de sus caras, el tetraedro
OQA'B'C parcial que resulta, es semejante al total.

Los diedros OB y OB' son uno mismo, y por lo tanto iguales.
Otro tanlo sucede con los diedros laterales res-
tantes. Los diedros OBAC y OB'A'C’ son tambien
iguales (203, rec. 1.%9) 1 y como lo mismo se
demostraria respecto de los demas diedros de las
bases, resulta que los tetraedros propuestos tienen
sus angulos diedros respectivamente iguales.

Los triangulos “ABC y A‘B'GC' son-semejantes

(247, 1.9): OAB es tambien semejante con OA'B'

(9%), y como los demas triangulos laterales se

hallan en igual caso, 10s tetraedros tienen sus caras homoélogas
respectivamente semejanles.

Luego dichos tetraedros son semejantes.

263, Trorema 2.0 Dos tetraedros son semejantes : 1.9 si
tienen tres caras respectivamente semejantes ; 2.9 si tienen dos ca-
ras respectivamente semejantes € igual el diedro comprendido ;
3.0 gi tienen una carasemejante contigua & tres diedros respectiva-
mente iguales ; con tal que en todos estos casos los elementos estén
semejan‘emente dispuestos.

Fig. 214, 1.0 Sean los tetraedros OABC y Q'AB'Y
(fig. 214), en que se suponen semejantes
D

0 0
k / los triingulos OAB y O'A'B', OAC y O'A'C),
N\ 5/ 1\ oncy OBC.
/E:‘/ o Témese sobre la arista OB una parte
" AN\G OB'=0'B!, y por el punto B" tracese el
b plano B'A"C", paralelo & BACG.
A Los tetraedros OABC y OA"B"C' serdan
semejantes (262). De la semejanza de estos tetraedros se de-

duce la de las caras homologas OAB ¥ OA"B", OBCy 0OB"C", etc.;
GEOM. 1
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mas por hipdtesis OAB y O'A'B', OBC y O'B'C/, etc., son tam-
bien semejantes; luego los tridngulos OA"B" y O'A'B,, OB"C"y
Fig. 214, 0'B'C, ele., tienen sus angulos respectiva-

mente iguales; luego los tridngulos OA"B'

0 0
y O'A'B, OB'C" y OBC, que tienen
= o g 9 OB'=0'B' por construccion y los angulos
» contizuos iguales, son iguales (%2, 3.7),
B H
A

luego los triangulos OA”C' y O'A'C' tam-
bienlo seran (%2, 2.9); luego los tetraedros
OA"B"C" y O'A'B'C'son iguales (246, 1.%) :
pero el primero es semejante con OABC, luego el segundo tam-
bien lo' sera.
9.0y 3.9 Eslos casos se demuestran de una manera analoga,
fundandose en el 2.9 y 3.0 del niim. 48,

ARTICULO 1L
De los poliedros semejantes en general.

264, Trorema 1.0 Si una pirdamide se corta per un plano
paralelo d la base, la piramide deficiente es semejante @ la total.

La demostracion de este teorema es-ignal & la del teorema del
nim, 282, que es un caso particular del presente.

Coror.  Las bases de dos piraimides semejantes son proporcio-
nales @ los euadrados de sus alturas (24%,2.9)

265, Teorema 2.0 Si dos poliedros OPABCD y OP'A'B'C'D.
(fig. 215) estan compuestos del mismo mimero de tetraedros

e OABD y O'A'B')', OAPD y O'APD,
o OBCD y Q'B'C'D' respectivamente se-
mejantes 1 semejantemente  dispues=
los, son semejantes.
La semejanza de los telragdros
OABD y O'A'B'D" nos da los diedros
AB=A'B!.

De los mismos tetraedros resulta la igualdad de los diedros
OADB y O'A'D'B' : y como los tetracdros OAPD y O'A'P'D' son
tambien semejantes, los diedros OADP y O'A'D'P' seran de la
misma manera iguales; luego los diedros

OADB--OADP=0'A'D'B'--O'A'D'P!,
6 los diedros totales AD=A'D'
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Lo mismo se demuestra la igualdad de los diedros restantes.

La semejanza de los tetraedros OAPD y O'A'P'D' nos da la se-
mejanza de sus caras homologas

APD y APD".

De los mismos tetraedros resulta la semejanza de los triangulos
AOP y A'O'P’ : y como los tetraedros OABD y O'A'B'D' son tam-
bien semejantes, los tridngulos ABO y A'B'O’ lo serdn del mismo
modo ; luego los poligonos

ABOP y ABO'P
son semejantes (101).
Lo misnio se demuestra la semejanza de las demas caras.
Luego los poliedros propuestos tienen sus angulos diedros res-
ectivamente iguales y sus caras homoélogas semejantes, luego son
semejantes (261).

ReciprocaMente. Si dos poliedros son semejantes, se pueden
descomponer en el mismo mimero de tetraedros respectivamente
semejantes y semejontemente dispuestos.

Haciendo pasar un plano por los puntos O, A, D, y otro por
los O, B, D, y ejecutando igual operacion en el segundo poliedro,
aquel quedara dividido en los tetraedros

OAFD, OABD, OBCD,
y este en los O'A'P'D', O'A'B'D’, O'B'C'D'.

Ahora, los tetraedros OAPD y O'A'P'D', tienen los diedros
AP=A'P/, por ser diedros colocados del mismo modo en los
poliedros semejantes : el tridngulo APD es semejante al A'PD’
tambien por hipotesis, y el OAP al O'A'P' (201, rec.); luego
los tetraedros son semejantes.

Como del mismo modo se demostraria la semejanza de los
tetraedros reslantes, el teorema reciproco es evidente,

ARTICULO IIL.

Poliedros inscriptos y circunscriptos en los cuerpos
de revolucion.

266. Se dice que una pirdmide esld INSCRIPTA en un Cono (i
un cono CIRCONSCRIPTO & una pirdmide, cuando ambos cuerpos tie-
nen el mismo vérlice y la base de la pirdmide estd inscripta en la
del cono.
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26%. Inscribiendo en un cono una piramide cualquiera, des-
pues otra de duplo nimero de caras laterales, luego otra, ¥ asi
sucesivamente, las aristas de la pirimide permanecen iguales a los
lados del cono : el ntimero de aristas que coincide con la superficie
conica se duplica; y por lo tanto lasuperficie lateral de la pirdmi-
de se va confundiendo-con la superficie cénica, y la base de aquella
con la dé esta, de manera que & las pocas inscripciones ya la vista
no puede distinguir un cuerpo del otro. Como Jas inscripciones se
pueden atn suponer continuadas cuanto se quiera, se infiere que

Todo cono se pucde considerar como una pirdmide de infinito
nimero de caras.

OsservacioN. El cono recto y circular se debe considerar en tal
¢aso como una piramide regular de infinito numero de caras, cuyas
apotemas y aristas son iguales y estan represenitadas por los lados.

268. Sedice que un prisma esld INSCRIPTO €n un cilindro ¢
an cilindro circvnscarpro dun prisma, cuando las bases del prisma
estan inseriptas en las del cilindro.

269. Sien un cilindro se inscribe un prisma cualquiera, des- i

pues otro.de duplo nimero de caras laterales, luego otro, y asi
sucesivamente, el niumero de-aristas que coincide con la superficie
cilindrica se va duplicando 4 medida que el nimero de caras lale-
rales se duplica; y por lotanto la superficie lateral del prisma se
va confundiendo con la del cilindro, y las bases de aquel con las
de este, de manera que & Jas pocas inscripciones ya no es facil
distinguir un cuerpo del otro. Como las inscripciones se pueden
atin suponer continuadas cuanto se quiera, sé infiere que

Todo cilindro se puede considerar como un prisma de infinito
nimero de caras.

290. Se dice'que un poliedro esti INSCRIPTO en una esfera, o
una esfera CIRGUNSCRIPTA & un poliedro, cuando todos los vértices del
poliedro estén en la superficie esférica.

Dicese que un poliedro estd CIRCUNSCRIPTO & una esfera, 0 una
esfera 1xscniera en un poliedro, cuando todas las caras del poliedro
son tangentes & la superficie esférica.

@34, Teormma. A todo poliedro regular : 1.2 se le puede inscri=
bir una esfera ; 2.° circunscribir otra.

Supongamos que ABC y CBD (fig. 216) sean dos caras adyacentes
del poliedro dado; levantando enlos centros Py () de los poligonos,
que forman dichas caras, perpendiculares 4 las mismas, estas per-
pendiculares se encontrardn en el punto 0, centro de la esfera que
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pasa por dichos puntos A, B, G, D (239). Si en el centro R de la
cara EDF, contigua 4 una de las anteriores
CBD, se levanta otra perpendicular, esta en-
conlrard porigual razondla QO en un punto
cual¢uiera 0.

Ahora este punto O' debe ser el mismo
punto O donde se encuentran las POyQO.En
efecto, tracense desde P y Q perpendiculares
sohre la arista BG, comun dlas dos primeras
caras, cuyas perpendiculares coneurrirdn en
el punto M (41);y desde Q y R sobre laDE,
las euales coneurren en N, por la mismara-
zon : doblese el cuadrilitero plano (239)

OPMOQ sobre el de igual clase O'ONR, sirviendo de eje 0Q, y QM caera
sobre QN por ser los dngulos 0QM y OQN rectos (19@),yel punto M
coineidird con N, porque QM=ON por apotemas de un mismo poli-
gono, MP caerd sobreNR, por ser iguales los angulos PMQ y ONR,
como medidas de los diedros BG y DE, iguales por hipétesis; y el
punto P coincidird con R por ser PM—NR, como apofemas de poli-
gonos iguales : PO caerd sobre RO'porser rectoslos dngulos OPM y
O'RN (170); luego-el punto O' coincidecon 0, y OP=0'R. Como lo
mismo se demostraria respecto de la perpendicular levantada en el
centro de olra cara cualquiera, resulla que todas las perpendiculares
levantadas en los centros delos poligonos se encuentran en un mismo
punto O y soniguales, luego {odas las caras equidistan de este punto
0; luego si desde él.como cenlro se traza una esfera de igual radio
que OP, todas las caras del poliedro son perpendiculares & los exire-
mos de los radios OP, 0Q, OR, efe., de esta esfera, luego son tan-
gentes (238, 1.°) ; luego la esfera queda inscripta en el poliedro.

9. Siendo OP perpendicular al poligono ABG en su ceniro P, se
tendra () OA=0B=0C=elc. (179, 1.°): por igual razon O0B=0C=
OD—=c¢te. ; de donde 0A—0B=0C=0D=elc. y como lo mismo se de-
mostraria de todas las rectas que desde O van d los vértices del po-
liedro, resulta que estos equidistan de O; luego si desde O, como
cenlro, s6 supone Irazada una esfera de igual radio que OA, esfa
pasard por todos los vérlices del poliedro, y por lo tanto estard eir-
cunseripfa 4 este.

2% [ limase centro de un poliedro regular el centro de las esfe-
rasinscriplaycircunseriplaal mismo poliedro: ravrosdel poliedro las
rectasquevandesde el centrod los vértices de sus angulos; y APOTEMAS
las perpendiculares trazadas desde el centrod las caras del policdro.

Conov. 1.5 Los radios de un poliedro son iguales entre si, y las
apotemas lo son tambien.

() Estaslineas no estdn trazadas en la figura; porque les puntos extremos
las expresan con elaridad, y si se hubiesen trazado, la figura resullaria confusa.
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Coror. 2> Todo poliedro regular se puede descomponer en tantas

pirémides regulares é iguales como caras tiene, cuyas bases son
las caras del poliedro y cuyos vértices se reunen en el centro.

CAPITULO IL
De las areas de los cuerpos geométricos.

ARTICULO PRIMERO.
Determinacion de las areas de los poliedros.

2%38. El area de la superficie de un poliedro cualquiera es
evidentemente igual & la suma de las &reas de los poligonos que
forman sus diferentes caras ; y como se sabe determinar las areas
de las figuras planas (%), s6lo nos ocuparemos al presente de las
areas de las superficies laterales del prisma, de la piramide regu-
lar y de su tronco, que pueden determinarse de una manera mas
sencilla, como aparece de los siguientes teoremas.

2%4. Teorema 1.0 El drea de la superficie lateral de una

~ piramide rveqular 'OABCDE (fig. 217) es
tgual d la mitad del producto de la apotema
OM-por el perimetro de la base.
Los triangulos laterales AOB, BOG, ete.,
son iguales é isdsceles (244, coral, 2.9):
el area de cada uno de estos triangulos es

Jor
(151)§ MOXAB; luego la de los cinco serd

1 _ 1
S MOXABY(5="

4

MO X 5AB,
6, llamando ¢ la apotema y p el perimetro de la base,
Ar. de sup. lat. de piram. reg. :}—)ap.

Esempro. Hallar el area de la superficie lateral de la pirdmide
OABC....., suponiendo que la apotema tiene 3,12 metros y el
lado de la base 1,03 metros; p=1,033<5=5,15, a=3,12; ldeg
el area buscada serd

3,125,156
9

4

—8,0340 metros cuadrados.

?) V. Geometria plana, seccion I, cap. 3.2, art. 1.0,
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2%5. Teorema 2.9 El drea de la superficie lateral de un
tronco AD' de pirdmide regular esigual al producto de su apotema
MM por la semisuma de los perimetros de las bases.

Los trapecios laterales ABA'B', BCB'C/, ele., son evidente-
mente iguales : el area del primero de estos es (15%)

L
MM ><§ (AB--A'B'}; luego la de los cinco sera

IS / 1 ! (] 1‘ = ! 1}
M) 5 (AB--A'B))(5=MM ) 5 (5AB+-5AB).

6, llamando p y p' los perimetros de sus bases y a la apotema,

1
Ar. lat. de tronco de pir. rcg.:(:'X;(p—{-p’).

2%6G. Teonema 3.0 El drea de la superficie lateral de un
Fig.ais,  prisma AD' (fig. 218) cualquiera es igual al
@ producto de la ariste AA' por el perimetro de
I‘\/ \/j una seccion A"B"C'D"E", perpendicular 4 dicha
|87 [ arista.
Siendo la seccion perpendicular & la arisla
AN, 1o sera 4 todas (280, corol. 2.9); luego
estas 1o seran 4 la seccion, y por lo tanto, cada
una de ellas 4 los lados A"B", B"CY, de la
seccion, que pasan por su pié en el mismo plano
(230); luego el drca de los paralelogramos laterales serd (130)
ABA'B' =AA">A"B", BCB'C'=BB XB'C, ete.;
luezo el area de la superficie lateral del prisma, como las aristas
son iguales (230, corol. 1.9), serd
AX'(A'B"4-B"C' +C'D" +D"E" +-E"A"),
0, llamando a la arista y p el perfmetro de dicha seccion,
Ar. lat. de prisma—ap.
Conor. | El dren de la superficie lateral de un prisma recto s
wual al producto de su arista por el perimetro de la basse.
Porque en este prisma la base es una seccion perpendicular
A la arista. i
ARTICULO 1I.
Areas de los cuerpos de revolucion.
wmy. Tronema 1.0 El drea de la superficie curva de un cono
recto y circular es iqual & la mitad del producto del lado por la
gircunferencia de la base.
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Coror. 2> Todo poliedro regular se puede descomponer en tantas

pirémides regulares é iguales como caras tiene, cuyas bases son
las caras del poliedro y cuyos vértices se reunen en el centro.

CAPITULO IL
De las areas de los cuerpos geométricos.

ARTICULO PRIMERO.
Determinacion de las areas de los poliedros.

2%38. El area de la superficie de un poliedro cualquiera es
evidentemente igual & la suma de las &reas de los poligonos que
forman sus diferentes caras ; y como se sabe determinar las areas
de las figuras planas (%), s6lo nos ocuparemos al presente de las
areas de las superficies laterales del prisma, de la piramide regu-
lar y de su tronco, que pueden determinarse de una manera mas
sencilla, como aparece de los siguientes teoremas.

2%4. Teorema 1.0 El drea de la superficie lateral de una

~ piramide rveqular 'OABCDE (fig. 217) es
tgual d la mitad del producto de la apotema
OM-por el perimetro de la base.
Los triangulos laterales AOB, BOG, ete.,
son iguales é isdsceles (244, coral, 2.9):
el area de cada uno de estos triangulos es

Jor
(151)§ MOXAB; luego la de los cinco serd

1 _ 1
S MOXABY(5="

4

MO X 5AB,
6, llamando ¢ la apotema y p el perimetro de la base,
Ar. de sup. lat. de piram. reg. :}—)ap.

Esempro. Hallar el area de la superficie lateral de la pirdmide
OABC....., suponiendo que la apotema tiene 3,12 metros y el
lado de la base 1,03 metros; p=1,033<5=5,15, a=3,12; ldeg
el area buscada serd

3,125,156
9

4

—8,0340 metros cuadrados.

?) V. Geometria plana, seccion I, cap. 3.2, art. 1.0,
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2%5. Teorema 2.9 El drea de la superficie lateral de un
tronco AD' de pirdmide regular esigual al producto de su apotema
MM por la semisuma de los perimetros de las bases.

Los trapecios laterales ABA'B', BCB'C/, ele., son evidente-
mente iguales : el area del primero de estos es (15%)

L
MM ><§ (AB--A'B'}; luego la de los cinco sera

IS / 1 ! (] 1‘ = ! 1}
M) 5 (AB--A'B))(5=MM ) 5 (5AB+-5AB).

6, llamando p y p' los perimetros de sus bases y a la apotema,

1
Ar. lat. de tronco de pir. rcg.:(:'X;(p—{-p’).

2%6G. Teonema 3.0 El drea de la superficie lateral de un
Fig.ais,  prisma AD' (fig. 218) cualquiera es igual al
@ producto de la ariste AA' por el perimetro de
I‘\/ \/j una seccion A"B"C'D"E", perpendicular 4 dicha
|87 [ arista.
Siendo la seccion perpendicular & la arisla
AN, 1o sera 4 todas (280, corol. 2.9); luego
estas 1o seran 4 la seccion, y por lo tanto, cada
una de ellas 4 los lados A"B", B"CY, de la
seccion, que pasan por su pié en el mismo plano
(230); luego el drca de los paralelogramos laterales serd (130)
ABA'B' =AA">A"B", BCB'C'=BB XB'C, ete.;
luezo el area de la superficie lateral del prisma, como las aristas
son iguales (230, corol. 1.9), serd
AX'(A'B"4-B"C' +C'D" +D"E" +-E"A"),
0, llamando a la arista y p el perfmetro de dicha seccion,
Ar. lat. de prisma—ap.
Conor. | El dren de la superficie lateral de un prisma recto s
wual al producto de su arista por el perimetro de la basse.
Porque en este prisma la base es una seccion perpendicular
A la arista. i
ARTICULO 1I.
Areas de los cuerpos de revolucion.
wmy. Tronema 1.0 El drea de la superficie curva de un cono
recto y circular es iqual & la mitad del producto del lado por la
gircunferencia de la base.
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El cono recto y circular se puede considerar como una pira-
mide regular de infinito nimero de caras, cuyas apotemas y
aristas son iguales y estan representadas por los lados (267,
obs.) : el drea de la superficie lateral de la piramide regular es
igual & la mitad del producto de la apotema por el perimetro de
Ja base (2%4); luego el area de la superficie curva del cono sera
tambien la mitad del producto del lado por la circunferencia de
la base.

Siendo, pues, OPAB (fig. 219) un cono recto y circular, se
tendrd

Ar. de sup. cur. de OPAB:%O:\}(‘ZnP;\:nPAXOA [1],

0, llamando r el radio de la base y I ¢l lado,
Ar. de sup. cur. de cono rec. y cir.==rl. [2].

OBSERVACIONES.

1.2 Sipor el punto A', medio del lado AO, se traza una sec-
Fiz, 219, cion paralela 4 la base, cuyo didmetro sea A'B',
1 de la semejanza de los tridngulos OAP y OA'P,
resulta
O PA"
OA  PA’

1
pero 0A'= 5 0A;

P'.‘\I:%PA 6 PA=2P'A,

4

cuyo valor sustituido en la férmula [1], nos da
Ar. de sup cur. de OPAB=2=P'A")(0A.
Luego el drea de la superficie curva de un cono recto Y circu-
lar es tambien igual al producto del lado por la circunferencia de

una seccion, hecha por el punto medio del lado y paralela @ la
base.
2. Si por el punto A’ (fig. 219), medio del lado, se trazala
A'C perpendicular & este, los triangulos AQP Y A'P'C seran se-
mejanles (100);
A0 OP
KNG AP’
AOXAP=A'CXOP,

luego de donde
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cuyo valor sustituido en la formula de la observacion anterior, da
Ar. de sup. cur de OPAB=2=A'CXOP.

Luego el drea de la superficie curva de un como recto y circu-
lar es tambien igual al producto del eje por la circunferencia, cuyo
rddio es la perpendicular levantada en el punto medio del lado ¢
interceptada entre este punto y el eje.

®2%98. Para determinar el area de la superficie curva de
un cono cualquiera, se desarrolla dicha superficie sobre un plano
(=5, 2.9), y luego se halla el drea de la figura plana resul-
tante (259).

2%99. Teorema 2.0 El drea de la superficie curva de un
tronco de cono recto y circular es igual al producto de su lado por
la semisuma de las circunferencias de las bases.

Considerandose el cono recfo y circular como una piramide de
infinifo numero de caras (26%, obs.), el tronco de cono recto
y circular se puede considerar tambien como el tronco de una
piramide regular, cuyo ntimero de caras es infinito : el areadela
superficie de la pirdmide truncada es igual al producto de la apo-
tema por la semisuma de los perimetros de las bases (2% 3) ; luego
la del tronco de cono recto y circular serd tambien igual al pro
ducto de su lado por la semisuma de las circunferencias de las
bases.

Siendo, pues, AB'(fig. 220) un tronco de cono recto y cir-
cular, se tendra

o) = U
Ar. de sup. cur. de AB’:AA’X% (@:PA-}—%:P’A'):AA'X?:I'—\'}JP—A.

OBSERVACIONES.

1.2 Si por el punto A", medio de AA'; sc
traza una seccion paralela alas bases cuyo did-
metro es A"B", en el trapecio APA'P', re-
sulta (152, obs.)

PA-}-P'A
—r
cuyo valor sustituido en la férmula precedente, da
Ar. de sup. cur. de AB'=2x=P"A" X AA,

Luego el drea de la superficie curva de un tronco de cono

recto y circular tambien es igual al sroducto de su lado por la

— P'IAI"
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circunferencia de una seccion hecha por el punto medio del ladoy
paralela d las bases.

Fig. 290. 9.2 Si por los puntos A' y A" se trazan las

A=5>8"  perpendiculares A'D y A'C 4 la base y al lado

: '?1,;_,___\3.. A, los tridngulos AA'D y A’P’C serdn seme-
jantes (109), luego
"\3 DA/ __:_\i’ -
PAY CA”’
de donde, v supuesto que DA=PP,
PIATSCAAZ=GA (PP,
cavo valor sustituidoen laformula de la precedente observacion, da

i Ar. de sup. curva de AB=2=A"CPP".

Luego el drea de la superficie curva de un tronco de cono reelo
gy circular, es tambien iqual al producto de su eje por una Circun-
ferencia, cuyo radio es la perpendicular levantada en el punto
medio del lado é interceptada entre este punto y el eje.

280, Para determinar el area dela superficie curya de un
tronco de cono cnalquiera se desarrolla dicha superficie sobre un
plano. (223, obs. 2.%), y luego se halla el area de la figura re-
sullante (139) .

284. Teorewa 3.9 Eldrea dela superficie curva de un cilin-
dro cualquiera es igual al producto del lado por el perimelro de
una seccion perpendicular ¢ dicho lado.

A todo cilindro se le puede considerar como un prisma de
infinito nimero de caras (269) ; el area de la superficie lateral
del prisma es igual al producto de la arista por el perimetro d'e
la seccion perpendicular & la misma arista (2%6); luego 1a del ci
lindro sera igual al producto del lado por el perimetro de la sec-
cion perpendicular & este lado ().

Corov. El drea de la superficie curva del cilindro recto 3
arcular es igual al producto de la circunferencia de la base por
el lado. '

porque en este cilindro la base es una seccion perpendicular
al lado.

() Como no sabemos rectificar mas curvas que la circunferencia, Cr.l‘Cl
presente caso puede arrollarse un hilo perpendicular & los ladgm del cilin-
dro, y la medida de su extension nos dara la longitud del perimetro de 19
seccion pedida,
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Llamando r el radio dela base y [ el lado, se tiene
Ar. de sup. cur. de cil. rec. y cir.—=2=rl.
EJEMPLO. ;Cudl es el area de la superficie curva de

un cilindro recto y circular, cuyo radio de la base es
6 metros y el lado 407?

La circunferencia de la base es e=2=r—37,69908, y por con-
siguiente el area buscada sera

37,69908%10=376,9908 metros cuadrados.
2?3.33?5011&1.\1.\ 4.9 El drea de la superficie deserita por la

e base ABCD (fig. 221) de un sector poligonal

ABCDO, que gira al rededor de uno de sus vd-
dios AO, es igual al producto de una circunferen-
cia, cuyo radio es la apotema OP por la proyec-
cion. AD' de la base sobre el eje.

El Jado AB describe la superficie curva de un
cono recto y circular cuyo eje es AB' : CB la de
~; un tronco de cono recto y circular cuyo eje
es B'¢/, y CD la de un cilindro que tiene por eje C'D'; luego

Ar. de sup. desc. por AB=2z0P)AB' (%%, obs. 2.%),
Ar. de sup. desc. por BC=2z00QXB'C’ (2%9, obs. 2.%),
Ar. de sup. desc. por CD=2=DD"XCD (284, coral.).

Sumando estas igualdades, advirtiendo que CD=C'D', y que

DD'=0P y O0P=0Q=0R (2286, corol. 1.9), resulta
Ar. de sup. des. por ABCD=2=0PAD'".

283, Selluma zoxa esférica la parte de superficie de la es-
fera, descrita por un arco cualquiera de la semicircunferencia
generalriz de la superficie esférica.

Las cwcunferencias descritas por los extremos del arco gene-
rador de-la zona Se laman BASEs de esta, y ALTURA la proyeccion
de dicho arco sobre el eje.

Si uno de los extremos del arco generador coincide con el
eje, la zona tiene una base sola.

La zona de una sola base se llama tambien casquele es-
ferico.

La superficie descrita por el arco BCD es una zona: sus bases
son las circunferencias que tienen por radios las rectas B'By D'D,
y B'D' es su altura. Si el arco generador fuese ARC, la tnica
base serfa la circunferencia, cuyo radio es CC' y AC' la altura.




os4. Teorema 5.0 El drea de una zona esférica es igual al

producto de su altura por und circunferencia maxima.

Considerando el arco generador oMo la base de un sector
poligonal regular de infinito nitmero de lados, el drea dela super-
ficie descrita por esta base serd igual (28%) al producto de su
proyeccion sobre el diametro, 6 sea a la altura de la zona, por la
circunferencia cuyo radio es la apotema de dicho sector, 0 sea
por una circunferencia maxima.

Llamando, pues, Z el area de Ja zona, @ su altura y 7 el radio
de la esfera, se tendra
7=2x14.

Conor. El drea de la esfera es iqual al producto del didmetro
por una circunferencia mazima.

Porque Ar. de zona desc. por arc. AD=2=zr<AD,

Ar. de zona desc. por arc. DM=2x=r ¥ D'M; luego
Ar. de sup. desc. por ADM=2z1(AD'-D'M)=271)< AN,
& llamando d el diametro y E la superficie esférica
- Ar, de E=2xrd,
4, sustituyendo en vez de d su valor 27,
Ar. de E=lmr2.

Osservacion: Siendo m1® el area deun circulo maximo, resulta
que el drea de la superficie esférica es cuddrupla de la del cir-
culo mdaimo.

EJEMPLO. Supoaiendoque la tierra sea esférica, y que
su radio sea 1142 leguas, joual serd el area de su super-
ficie?

Ar. de sup. T.=h)3,14159.... ;X1142*=16 388 608 leguas
cuadradas proximamente.

ARTICULO IIL

Comparacion de las areas de los cuerpos geométricos semejantes.

285. Teorems 1.9 Las dreas de las superficies de los polie-
dros semejantes son praporcionales d los cuadrados de sus aristas
homdlogas.

Sean OPABCD y OPABCD" (fig. 222) los poliedros seme-=
janles, y se tendra (161)

ABOP ___'\13_2'
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Estas proporciones tienen las ultimas razones iguales (264
)

corclario, y Algebra 482, }.%)

N z,\BOP ot BOC s AB?
ABOP BOC T ABY

de donde (Alg. 188)
ABOP--BOCH-... AB?

| : NBOP+BOCH... AB®’
0 llamando Ay A" las dreas de las superficies de estos poliedros,
1\ .\Bl

2

cr

A'TABY

286. Dos conos rectos y circulares son semejantes cuando
son engendrados por tridngulos semejantes, que giran al rededor
de catetos homalogos.

28%. Teorema 2.° Las darees de las superficies curvas de
dos conos semejantes son proporcionales d los cuadrados de los ra-
dios de las bases.

Llamando 7, 7' los radios y [, I' los lados de estos dos conos,
las areas de sus superficies curvas serén (2%97%)

il yamr'l

ol 1l
de donde A
o'l Nl

e, rl
y sustituyendo en la razon compuesta Sp en vez de la razon
'l

l : o e griaia
componente 7 Su igual por hipotesis 5 (Alg., 425, corol.),

i &

resulla =

arl 1

OnservAcioN.  De una manera analoga se definen los cilindros
semejantes, y se demuestra tambien que las dreas de sus superfi-
cies curvas son proporcionales & los cuadrados d2 sus radios.

288. Teonema 3.0 Las dreas de dos superficies esféricas son
proporcionales d los cuadrados de sus rddios.
' Llamando r y #' los radios de estas superficies esféricas, sus
ireas respectivas seran (284, corol.)
Lrr2 y

himr2

Ler®

de donde
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CAPITULO III.
De los volimenes de los cuerpos geomeétricos.

ARTICULO PRIMERO.
Equivalencia de los poliedros.

250, Se dice que dos cuerpos geométricos son EQ(‘JFVALE.\’TES
cuando tienen igual magnitud aunque lengan disiinta {zgura. (3).

ag9p. Trorena 1.0 Dos paralelipipedos, que lienen una
misma base & igual altura, son equivalentes. .

pueden ocurrir dos casos : 1.0 que:las bases’ superiores estén
entre unas mismas paralelas ; 2.% que no lo estén. )

1.0 Seanlos paralelipipedos AC' y .-\C”v(ﬁ;. ‘:7:1'12»), cuyas ba-
ses superiores estan entre las parale:lag [},’D’ Y B.(f Ty v b
Los prismas triangulares AA'A'BBB" 'y ,PDP ”u_lu tienen
las caras BA'= CD' (83%) : A'BB'A"=D'C'G'D 'pos ”com—

ponerse de la parte comun D'GB ATy de
los paralelégramos A'C' y A'CY, iguales
entre sf, por serlo cada uno de ellos con la
base comun AC : y el tritngulo AA'A" =
DD'D" (%2, 1.9 ;luego los prismas trian-
gulares tienen un angulo triedro (A'y D')
formado por tres caras respectivamenté
izuales 6 igualmente dispuestas, luego son iguales '(".’53). '
~Si del poliedro total se resta. el primero de dichos prismas,
queda el paralelipipedo AC", si se resta el segundo que‘da el pa-
ralelipipedo AG; luego estos paralclipipcdosﬂson eqm’\'alentes.
9.0 Sean los dos paralelipipedos AC'y AC" (fig. 221). Comp
Fig. 224 estos paralelipipedos tienen (por hi-
B” polesis) igual altura, sus bases supe-
riores estarin en un mismo plano
paralelo 4 la base comun : luego
si se prolongan- las caras BA® ¥
CD' del primero, y las AD y BC!
del segundo, sus intersecciones for-
~ maran un tercer paralelipipedo s\C';'
(254), que serd equivalente 4 cada uno de los dados AC'y AC'y
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scgun la primera parte del teorema ; luego estos son equivalentes
entre si.

294. Teorema 2.9 Todo paralelipipedo se puede convertir
en otro rectangulo equivalente, de la misma altura Yy base equiva-
lente d la del primero.

Sea el paralelipipedo AL (fig. 225) oblicuo, y su base ABCD

i un paralelogramo oblicudngulo ; levantando

y r.en los vértices A, B, Cy D de la base las

Z\aristas AA', BB' etc., perpendiculares & di-

cha base é iguales 4 la altura del paraleli-

pipedo dado, se formar el paralelipipedo

recto AC’ equivalente al propuesto (29@).

En los extremos de los lados AD y A'D!

de las bases del paralelipipedo AC, le-

vantense las perpendiculares AM, DN y A'M’, D'N' : tricense

las rectas MM' y NN'; y quedaré formado-un tercer paralelipipedo

AN'‘rectangular, de igual altura que AL, y cuya base AMND es
equivalente a la ABCD del mismo.

Ahora puede suponerse que los paralelipipedos AC' y AN’
tienen por base la cara comun AA'D'D y por allura la perpen-
dicular AM; luego tienen la misma base y altura, luego son
equivalentes (29@) : pero AC' es equivalente & AL, luego AN
tambien Jo serd. Luego el paralelipipedo AL se puede convertir
en otro AN equivalente, rectangulo, de igual altura y base equi-
valente.

282. Teonema 3.0 Todo prisma triangular es la mitad de
ur paralelipipedo de igual altura y dupla base.

Distinguiremos. dos casos : 1.9 que el prisma triangalar sca
recto : 2.9 que sea oblicuo.

1.9 Sea el prisma triangular ABCA'B'C’ (fig. 226) reclo.

iz 250, Complélese el paralelipipedo BD'. Los prismas
(¢ triangulares ABCA'B'C' y ACDA'C'D' son rectos,
?;_-,ﬂ-_g' tienen iguales las bases ABC y ACD (%9, coro-

¢ lario 1.9) & igual altura ; luego son iguales (253,

corol.); luego cada uno de ellos es la mitad del

i paralelipipedo BD'; luego el prisma triangular
_\? ABCAB'C' es la mitad del paralelipipedo BD" de

igual altura y dupla base.

1}4
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9.0 Sea el prisma triangular oblicuo ABCABC' - (Gg. 227).
g2 Complétese el paralelipipedo BD , ¥ tracese
B{\ @ el plano MNPQ perpendicular & sus aristas :
{ A= Iy prolonguense estas hécia la parte inferior de
W [ modo que MM=NN=P P=Q'Q=AA' : unanse
+0’ los extremos de las aristas contiguas a la
| misma cara,y setendrd el paralelipipedo recto
MNPOMNP'Q' (230, corol. 2.9) : tracense las
diagonales MP Yy MP!, y resultaran los dos
"o ) prismas triangulares rectos

MNPMINP' y  MPQM'P'Q’,

de los que cadauno.es la mitad del paralelipipedo recto (1.2 parte

del teor.), y que por consiguiente son iguales entre si.
Superponiendo el poliedro MNPABC al MN'PAB'C,, de modo

i

ue la base MNP coincida con su igual M'N'P, Ja arista MA caerd
sobre M'A' (2%®); Y como estas aristas son iguales (porque
restando de AA"y MM/, iguales por construccion, la parte AM'co-

duos MA==M'A) el vértice A coincide con A':
1o mismo Se demuestra queé B coincide con B' y G con G’y luego
dichos poliedros son iguales. Luego agregando 4 cada uno de
estos poliedros la parte ABCM'N'P!, los prismas triangulares
ABCA'BC ¥ MNPM'NP' son equivalentes : del mismo modo se
demuestra que ACDA'CD'Y MPQMPQ' son equivalentes i pero
Jos prismas triangulaves Tectos MNPMNP' y MPQMPQ" son
jguales entre si; luego los oblicuos ABCA'B'C' y ACDA'CD' son
equivalentes ; luego uno de ellos ABCA'B'C serd equivalente 4 la
mitad del paralelipipedo ABCDA'BC'D' de igual altura y dupla

base (148).

mun, quedan los resi

CororL. Los prismas triangulares
de igual allura y bases equivalentes,
son equivalentes.

293. Teonema 4.0 Dos lelraes
dros OABC'y SPQR (fig. 228) de wual

, altura y bases equivalentes, son equi-
valentes.

Supongamos ~ para mayor Sei
cillez, colocadas las bases de los

P tetraedros en un mismo plano, ¥
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dividida su altu
su altura comun MN i i
o fousles, S porlos én un nimero cualquiera de par=
e T tebtpurtitos de division se trazan planos parale-
Z ses, los tetraedros quedarin 'dividi L
gy ,q_‘uedamu divididos en troncos de
‘ ;s YC _,db )3563 ABL y PI()nRI \,/BuCl x UFaViis il
son equwg[emes (-3_‘g corol ‘)ll; ’.‘-' + Y P Q R ,etc.,
tronco un prisma trian"ui-n‘ ([0; -é R A
2 : gular (tomando por base la superic
tfoneo), Tos 4 v 1. 2 I se la superior del
: Y 1, 2 y 2, etc., son equivalentes (2
rolario), luego la suma de l’w : . m-dle[m'b (28%, co”
e 08 prismas inscriptos en uno de los
e )Clo‘ ala de los inscriptos en el otro. Dividiendo la
e Constlr a.flucldPUplo. etc. nimero de partes, y ejecutando
pbrimer letmmﬁiﬂones} la suma de los prismas inscriptos en el
aedro permanecera igual a 1 ' G
e P T gual & la de igoal nimero de
e pgsmaesnigiciiegtuudo : y como por otra parte la extension
S SCTIPLoS se 3 1 mdefini A
T e [; sp(s)(;{ aproxima indefinidamente a la de
£ petne coars v - - [
s , estos seran equivalentes [314, (%)
294. Lldima <
eonliia entrien?(ffap(fll:m 'rbuUNcADo la parte de un prisma com-
' na.de sus bases y u ‘ta obli
R y un plano que le corta oblicua-
295, Teorema 5.0 1 ; i
L N 2 -A, -; Fozgo prisma triangular truncado ABCPQR
qui' A : ]IU'M ente @ tres tetraedros PABC, QABC y RABC
L ve’rtfces2 é)l ases una base ABG del prisma, y euyos vértices sm’z
s » Q, R, de la otra base del mismo.
Cle Akl
o Eev(.) pasar un plano por el vértice P y por la arista BC, y
Sltrc; por el mismo punto P y por la diagonal BR
e la cara BQRC, queda el prisma truncado divi-
dido en los tetraedros
PABC, PBCR, PBQR.
F,l'p'nmero de estos tetraedros cumple con las
condiciones del teorema.
El segundo PBCR y el ABRC tienen la base
e comun BRC, y sus vértices en los puntos P y A
1dista 38 € 5 70 SC i
e[{ -\BRCL r;tes dedubl,a bﬂbB’ : 'luego son equivalentes (893) : pero
te“.‘aeq , omando ppl. vértice R, es el RABC luego el segundo
e :rro cumple tambien con las condiciones del teorema.
c (2] (2] 20011 S 1v7 0O
i iﬁc:qr‘ FJL{'JJLTI:) PBOR es equivalente al ABQG, porque
- g e]» alturas, y las hases BQC y BQR son equivalentes
, corol.) : pero el ABQC, tomando por vértice el punto
GEOM, 12
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0, es QABC; luego el tercer tetraedro cumple del mismo modo las
condiciones del teorema.
Fig. 229. Luego el prisma truncado ABCPOR es equi=

a valente & los tres tetraedros PABC, RABC y

| QABC, que tienen la misma base ABC que el pris-
ma y cuyos vértices se hallan en los vértices P, Q,
R de la otra base.
Coror. Todo tetraedro es la tercera parte de
Gy prisma de igual base y altura.

Porque el teorema anterior es cierto, cualquie-
ra que sea la posicion de las bases, y en el prisma los tres tetrae-
dros 4 que equivale; tienen Ja misma bage que €l y la misma
altura, puesto que todos los puntos de una de las bases equidistan
de su paralela (296, corol.) ; luego los tres letraedros son equi-
valentes (293) ; ‘uego cada uno de ellos es la tercera parte de un
prisma de igual base y altura.

29¢. Trorema 6.° Todo tetraedro truncado ABCPQR (fi-
gura 230) es equivalente d tres {etraedros PABC, CPQR y QBDG,
que tienen la misma altura que el tronco, Y cuyas bases sonw labase
mayor del.mismo tronco, la- menor y la BDC, media proporeional
entre ellas.

Haciendn pasar un plano por el vértice P y por la arista BC,

Fig.2%0. .y ofro por el mismo punto P y por la diagonal
B QG de la cara BORC, se tiene el tronco del te-
traedro dividido en los tres tetraedros
PABC, PQRC, PQBC.

e El primero de estos tetraedros y el segundo,
que se puede expresar por CPQR, cumplen con
las condiciones del teorema.

Trazando la PD paralela 4 QB, yuniende D con C y con Q,
ex tercer tetraedro PQBG Y el OBDC tienen comun la base QBCy
Jos vértices P y D en la recta PD, paralela & esta cara (183);
luego tienen igual base Y altura, luezo son equivalentes.

S6lo, pues, resta demostrar que el triangulo BDC es una media
proporcional entre la base mayor ABC y la menor PQR.

Al efecto tracese la recta DE, paralela 4 AG, y el triingulo
BED es igual al PQR (%%, 3."). Los triangulos BDG Y BDE,
cuyas bases BG Y BE estdn ea linea recta y cuyos yértices estan en
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gl punto D, tienen la misma altura, 1
altura, luego son pr i es
sus bases. (231, corol.) ; luego - s
BDC _BC
; BDE BE
por igual razon los tridngulos BCD y BCA nos dan
ABG_ BA BG_ BA
BDG 8D - P (®%) g =g5p>
Tuego las dos primeras proporei iene
o : porciones tienen una rs igual; lueg
e aee arazon igual; luego
ABG _ BDC
_ BDG  BDE
y como BDE=PQR, resulta al fin
ABC BDC
BDC — PQR"

ARTICULO IL
Determinacion de los volumenes de los poliedros

9%,

. MEN (e un euerpo la medi 4

.En la determinacion de los voliimenes {omaremos siempre por-
unidad un cubo cuyn arista sea la unidad de longitud )

> @ E5 R ] 231, -
: ’;JS. 9'11_01{1,.\1;.\ 1.9 Dos paralelipipedos rectingulos A'C y
.,1 (.ﬁn" ...31) de zguales bases ABCD /] MNPQ, son I)‘)'o Oreion l
& sus alturas AA" y MM.. \ : 4

Distinguiremos dos ¢asos :
3 ~ as0s ¢ 1.9que las .
Fig. 231. que las alturas sean conmensu-

rables ; 2.° que no lo sean.
0
. 1. Supongamos que la comun me-
dida de las alturas se puede colocar 2
veces sobre AA' y 3 sobre MM/, y se

AA' 2
: MM T3
Si por 'los puntos de division seé trazan planos paralelos 4 las
bases, los paralelipipedos propuestos quedaran divididos el pri-
mero en 2 paralelipidedos par ciales, y el segundo en 3, todos
iguales entre si (253, corol.); luego
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De esta proporciony de la anterior

se deduce
AC  AY
MP MM

2.0 Este caso se demuestra como
su anélogo del nim. 448.

OpservacioN. Las aristas AA', AB,
AD, que forman un dngulo triedro A de un paralelipipedo rec-
tingulo A'C, son sus tres dimensiopesj y como por otra parle
el producto AB3AD representa Ja cara ABCD & que pertenecen las
dimensiones 0 factores AB y AD (849, corol. 1.9), resulta que €]
teorema anterior puede tambien expresarse de este modo :

Dos paralelipipedos—rectangulos, que tienen dos dimensiones
iquales, son. proporcionales d la tercera dimension.

Cosov. Dos paralelipipedos rectingulos, que tienen igual al-
tura, son proporcionales ¢ sus bases (), d dos paraleliptpedos rec-
tangulos, que tienen una dimension igual, son proporcionales-d
los productos de las ofras dos.

Porque llamando

P, a, b, ¢ el volumen y las tres dimensiones de uno de los
paralelipipedos,

P, a, b', ¢ el volimen y las tres dimensiones del otro,
y P’ a, b, ¢, el volimen y las tres dimensiones de un tercer
paralelipipedo, que; como se ve, tenga dos dimensiones iguales
a olras dos del primero, y dos iguales tambien 4 otras dos del
segundo, se tendra

|
T=5
de donde multiplicando estas dos proporciones y suprimiendo
el factor P, comun & los dos términos de la primera razon,
resulta
P bXe
Pl bXen

299, Teorema 2.9 Dos paralelipipedos rectangulos cua=

() Esto es, 4 las areas de las superficies de sus bases. Otro tanto debe
enlenderse siempre que una base ¢ seccion se haya de comparar con olra
& mulliplicarse por la longitud de una linea.

— 181 —
lesquiera son proporcionales d los productos de sus bases por sus
alturas, 6 a los productos de sus tres dimensiones.
Lldmese, de una manera analoga al corol. anterior,
P, a, b, ¢ el volimen y las tres dimensiones de uno de los
paralelepipedos,
P, a', U, ¢ el volimen y las tres dimensiones del otro y
P', @', b, ¢ el voliimen y las tres dimensiones de un tercer
paralelipipedo, que tenga, como se ve, dos dimensiones iguales
4 otras dos del primero, y una igual 4 otra del segundo, y se
tendra (298, obs.)
P a
P a

!

: ' P Xe
y tambien (298, corol.) —=:—"——; de donde
P ) XE

XbXe
X X"

Qoror. 1.9 Si suponemos que P' es la unidad de medida del
paralelipipedo P, el primer quebrado representa el voliimen de
este paralelipipedo (2) : mas en tal caso a'=b'=c=l (297) ;
luego en dichas hipotesis se tiene

P=axbXc.

Luego el volimen de un paralelipipedo rectangulo es igual al
producto de su base por su altura, ¢ al producto de sus tres di-
MENSIoNes.

Asi, el volimen de un paralelipipedo rectingulo, cuyas di-
mensiones son 4,6 metros, 3,24 id. y 6'1d., serd

P=1,6:¢3,2/;><6=89,424 metros cubicos

Coror. 2.9 [l voliimen de un cubo es igual d la tercera poten~
cia de su arista. ‘

Porque el cubo es un paralelipipedo rectangulo, cuyas aristas
son todas iguales (25%).

300. Trorewa 3.0 El voliunen de un puralelipipedo cual-
quiera es igual al producto de su base por su altura.

Todo paralelipipedo se puede convertir en “otro equivalente
rectangulo de igual altura y base equivalente (291) : el volimen
de este esigual al producto de su base por su altura (399 corola-
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rio 1.9); luago el de un paralelipipado cualquiera serd tambien
igual al producto de Ja base por la altura.

308. Teonems 4.0 El voliimen de un prisma triangular es
igual al producto de su base por su altura.

Todo prisma triangular es la mitad de un paralelipipedo de
igual altura y dupla base (282) : el volimen del paralelipipedo es
igual al producto de su base por su altura; luego el del prisma
serd tambien igual al producto de su base por su altura.

Coror. 1.2 El woliumen de un prisma cualquiera es igual al
producto de su base por su allura,

Porque trazando diagonales desde dos vértices homélogos de
ks bases i todos los-demas; y haciendo pasar por ellas planos, el
prisma quedard dividido en tantos triangulares de igual altura,
como triangulos se hayan formado en una de las bases : el volimen
de cada prisma triangular se halla multiplicando la base por la
altura ; luego el del prisma total sera igual-4 su altura, que es la
altura comun de los triangulares, por su base, que e3la suma de
las bases de los triangulares.

Corot. 2.0 Dos prismas de igual altura y bases equivalentes
son equivalentes.

302, Teorews 5.0 El voltimen-de un tetraedro es igual al
tercio del producto de subase por su altura.

Todo tetraedro esla tercera parte-de un prisma de igual base y
altura (893, corol.) : el volimen del prisma es igual al pro-
ducto de su base por sa altura (304, corol. 1.°); luezo el
del tetraedro sera igual al tercio del producto de su base por
su altura.

Coror. 1.9 El voliimen de una pirdmide cualquiera es igual al
tercio del producto de su base por su altura.

Se deduce como el corol. 1.° del nidmero anterior.

Coror. 2.9 Dos pirdmides de igual allura y bases equivalentes,
son equivalentes.

303. Teorewa 6.° El wolimen de wun prisma triangular
truncado es igual al tercio del producto de una de sus bases porla
suma de las tres perpendiculares bajadas sobre ella desde los vér-
tices de la otra.

Llamando B una de las bases, a, o', @ las perpendiculares
bajadas sobre ella desde los vértices de la otra, los volimenes de
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los tetraedros & que el prisma equivale (29%), serin (302)
1

1 1 :
—BXa, —BXd, —BXa',
3 3

cuya suma, que es evidentemente el volumen del prisma trun-
cado, serd

1 e
-§B(a+‘a —+a").

Coror. 1.9 EI volitmen de un prisma triangular fruncado y
recto con relacion d una de las bases, es igual al tercio del pro-
ducto de esta base por la suma de las tres aristas.

Porque en este caso las tres aristas son las alturas respectivas
de los tetraedros en que se considera descompuesto.

Corov. 2.9 El volitmen de un prisma triangular truncado cual-
quiera, es tambienigual al tercio del producto de una seccion per-
pendicular d laswaristas por la suma de-estas.

Porque la seccion le divide en dos rectos, de los que esta es
la base comun, y la suma de las seis aristas eomponen las tres
del prisma dado.

3048. Teorcva 7.° Elvohimen de un tetraedro truncado es
iqual al tercio del producto de su altura por la suma de las bases
majjor, menor y ung media proporcional entre ellas (296 y 302).

Corov. 1.0 El wolimen de un tronco de pirdmide cualquie-

Fig. 232, ra AC" (fig. 232) es igual al tercio
del producto de su altura por la

suma de las bases mayor, menor y

wna-media proporcional entre ellas.

Porque completando la piramide

OABCD, y construyendo ofra trian-

gular SEFG, de igual altura y base

equivalente & la de la 1.8, estas dos

piramides seran equivalentes (3@%, corol. 2.%)

Si se corta la piramide triangular por un plano paralelo &
la base, y que diste del vérlice S tanto como la base me-
nor AB'C'D' del tronco AC dista de O, la seccion E'F'G' es
equivalente 4 A'B'C'D (24%, corol. 2.9); luego las pirdmi-
des deficientes son tambien equivalentes (302, corol. 2.°).
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Luego los troncos AC' y EG', diferencias entre las piramides
BAER totales y las respectivas defi-
cientes, son equivalentes.

El volimen de EG' es igual al
producto de su allurapor la suma
de las bases mayor, menor y media
proporcionai entre ellas ; luego el
de AC' sera del mismo modo igual
al producto de su altura, que es la

misma quc la del troneo de tetraedro, por la suma de sus bases,
equivalentes 4 la del mismo, y una media proporcional entre ellas,
ignal evidentemente & la media proporcional entre las del tronco
del tetraedro.

Coror. 2.9 Dos troncos de pirdmide, de igual altura y bases
equivalentes, son equivalentes.

Esenero. Qué volimen tienme un tronco de pirdmide,
cuya base mayor son 10,20 metros cuadrados, la menor
6,50 id. y la altura 4,1 metros?

La media proporcional entre las bases sera (Alg. 180)

m=— \,/10 20¢6,50=8,1/ metros cuadrados;

y por consiguiente el volimen de tronco es

V— 3 x1,1>¢(10,20-1-6,504-8,14)=33,948 met. cib.

303. Los volumenes de los cinco poliedros regulares se ha-
llan : el del tetraedro regular, como el de un tetraedro cualquiera
(302); el del cubo, como se ha dicho (299, corol. 2.9):el del
octaedro suponiéndole descompuesto en dos piramides, cuya base
comun esun cuadrado que tiene porlado una arista, y cuya altura
es la mitad de la distancia entre dos vértices opuestos; el del do-
desaedro, considerandole formado de 12 piramides pentagouales,
que tignen por base una cara del poliedroy por altura la apotema
(@22, corol. 2.9 0 sea la mitad de la distancia entre dos caras
opuestas; y el del icosaedro, suponiéndole descompuesto en
20 piramides regulares é iguales, de una manera aniloga & la
anterior.
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ARTICULO PRIMERO.
Determinacion de los volimenes de los cuerpos de revolucion.

306. Trorema 1.0 El volimen de un cilindro cualquiera es
igual al produclo de su base por su altura (269, y 304 coro-
lario 1.9),

OsservacioN. Si el cilindro fuese circular, llamando r el radio
y a la altura, la férmula de su volimen seria

C=nr%a.

Esempro. ; Gual es el volimen deun cilindro circular,
cuyo radio es 30 centimetros y 52 su altura?

C=3,14159<30252=14703 centim. ctib. proximamente.

30%. Trorema 2.° El voliimen de un cono cualquiera es igual
al tercio del producto de su base por su altura (6% y 302 co-
rolario 1.9).

Osservacion. Si el cono es circular, llamando r el radio y a
la altura, la formula de su volimen es

C:%m"—’a.

308. Teormva 3.0 El volimen de un tronco de cono es igual
al tercio del producto de su altura por la suma de las bases mayor,
menor y.una media proporcional entre ellas.

Todo cono truncado se puede considerar como una plramlde
truncada de infinito nimero de- caras; luego su volimen serd
igual al tercio del producto, etc. (304, corol. 1.°).

Onservacion.  Si el tronco de cono fuese circuiar, lamando r,
¢ los radios y a su altura, la formula de su volimen seria

,_1'(\‘,., L2/ (mr2)) ~/(1———7'f)"—i—) 21')Xa,
3

Ay ;
T= gzm‘r‘?—}—r 2-).

309. Trorema 4.° Bl volimen de la esfera es iqual al tercio
del producto de su drea por el radio.
En efecto, la superficie de la esfera se oucde considerar como
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una superficie poliédrica de infinito niimero de caras; si supone-
mos unidos los vérlices de estas caras con el centro dela esfera,
esta quedard dividida en un numero ioficito de pirdmides, cuya
altura es el radio dela misma esfera: el volumen de cada pirami-
de es el tercio del producto de su base por su altura ; luego el de
la esfera serd igual al tercio del producto de su area, que esla
suma de las bases infinitamente pequeiias de las piramides, por
el radio, altura comun de estas.

Osservaciox. Llamandor el radio de la esfera, la formula de
su volimen sera

FiemeLo. ; Gual es el volumen de la tierra, suponiéndola
esférica y deun radio de 1142 leguas?

4 : -
V. de T.:§x3,14159. oo X 11428—6238596735 leg. cib. proxim.

310. Llamase secror EsrErico la parie de esfera engendrada
por un sector cualquiera del semicirculo generador de la mi:ma
esfera.

Coror. El volimen de un sector esférico es igual al tereio del
producto del darea de la zona, correspondiente al seclor, por el

adio.

844, Sellama sremento EsFERico la parte de esfera compren-
dida por una zona y el plano ¢ planos que determinan la base ¢
bases de esta.

El plano ¢ planos que Te forman, se llaman BASE 6 BAsEs del
segmento.

CoroL.  El -volimen de un segmento PABCD (fig. 233) de
una base y mener que la semiesfera, es
igual al volimen del sector OAPC ménos el
del cono OABCD: el del segmento QABCD,
deuna basetambieny mayor qu: la semies-
fera, es igual al del sector OAQGC mas
el del cono OABCD; y el del segmento
ABCDEFGH de dos bases, es igual a la dife-
rencia de los segmentos PEFGH y PABCD de
una base.
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212. Para determinar el volumen de cuerpos no compren-
didos en lo que precede de estearticulo y del anterior, se dividen
exacta 6 aproximadamente en otros cuyos volimenes se sabe

hallar : se suman estos voliimenes, y la suma sera exacta 6 aproxi-
madamente el volumen pedido.

ARTICULO 1V.

Comparacion de los volumenes de los cuerpos semejantes.

313. Teorewa 1.9 Los voltunenes de dos tetraedros semejantes
son proporeionales a los cubos de sus aristas homdlogas.
S an los tetraedros OABC y O'A'B'C' (fig. 234) : sus volumenes
seran (302)
1. , 1 i,
5}(-\1’;0}(0? Y g/\"A'B C 0P
2 XABCXOP ABC)OP
de donde = = X
s XABGXOP  ABCXOP
ABCOP
ABCXOP

y sustituyendo en la razon compuesta envez de
)
J

ABC

Oop2

la razon componente —
: op?

su igual (®€4, corol.)

. SXABCYOP  gps
se tiene (Alg. 495, corol) ——— M = ——
sXABC 0P Ut

Por otra parte, de

Fi . ABCI_ 0P
ABC _0P?
y de (161) AI}L—: /\(‘2,

' A'B'GC A'CH

se deduce (Alg. 483)

orz - ACt

ST

y tambien (Alg. 482, 4.%)

OP3 _ AC3
0P3 ACY




— 188 —
de cuya proporcion y de la [a] resulta al fin

= ABC)(OP

-AB( Ol’

314. Teorems 2.0 Los vulumem’s de dos poliedros semejantes
OPABCD y O'P'A'B'C'D' (0ig. 233) son proporcionales @ los cubos
de sus aristas homdlogas.

Estos poliedros se pueden dividir en jgual nimero de te-
Fig. 235. traedros semejantes y semejante-
/r‘ mente dlqpuetha (263, rec.) OABD
9/” y O'A'BD', 0APD y O'AP'D', etc.,
| luego (813)
OABD _ ABM- | OAPD _ AD®
OABD  ABE OAPD AL
Estas proporciones tienen lns ultimas razones iguales (%61,
corol., y Alg. 482, /.?), luego
OABD  OAPD
OABD ~ OAPD
de donde (Alg. 186)
OABD--OAPD-.... ~ AB3
OABDHOANPY ... AB¥
6, llamando V y V' los voldmenes de estos poliedros,
V. AB3

VY T A'B®

315. Teorema 3.9 Los volumenes de dos conos semejantes
(288) son proporcionales @ los cubos de sus radios.
Llamando 7, *' sus radios, y @, @' sus alturas, los volimenes
de estos conos seran (30%)
1

o
3

de donde

; %a
y sustituyendo en la razon compuesta T vez de la ra-

v

— 189 —

e u - 2 ol
ZOMl componente 7 Su igual por hipétesis - resulta-(Alg., 195,
! i
corol.)

1
;TT}'3(L re

%.—.r"—"a’ 78
Osservacio¥. De una manera analoga se demuestra que los
volumenes de dos cilindros semejantes son proporcionales & los
cubos de sus radios.
326. Teoneys 4.°  Los voliimenes de dos esferas son propor-
cionales a los cubos de sus rdadios.
Llamando r y #' sus rddios, los volimenes de estas esferas
seran (309, obs.)
4

:-;-:,'3 —3:
de donde

PROBLEMAS NUMERICOS.

319, 1.0 ;Cudl serd el radio de una esfera, cuyo vo-
limen es 4,000 metros cubicos?
La férmula del volimen de la esfera es (3®3, obs.)
b, IXE
E:STI‘ ; de donde £ \ —;
i
y por consiguiente en el presente caso

/731000
7‘:\/ X —6,2035..... metros.

4x3,14159

2.9 ;Cudnto pesa un ftubo de hierro fundido, de 3 me-
tros de largo y 5 centimetros de grueso, teniendo el
radio mayor 40 ceL.imetros, y pesando un ceatimetro
cubico del mismo hierro 7,207 gramos?
El volumen del tubo €s (366)
3,14159(402—352)300=333428,875 centim. cub.,

pe\r') serd

2

ye
353428,875 X 7,207 = 2547161,902 gram. = 2547,162 kilder,

el
34
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3.0 Hallar la arista z de un cubo de duplo volamen que
otro cuya arista esa.

Los volimenes de estos cubos serin (299, corol. 2.9)
a3y a*; luego segun las condiciones del problema, 2*=2a*,
de donde (c:\‘g/‘Zw‘::a V2

Osservacion. - Las aristas de estos cubos son inconmensura-
bles ().

(') Ya se veque el problema de la duplicacion del cubo no puede resol-
vérse exactamente porel-edleulo, Tampoco se consigue esto por consiruc-
ciones grifica en que soloenlren arcos de civenlo y lineas rectas. Lacroix
le resuelve por la interseccion de ramas de pardbolas. (V. Traité de Tri-
gonométrie, pag. 259.)

FIN DE LA GEOMETRIA.

TRIGONONETRIA RECTILINE.

CAPITULO PRIMERO.

De las lineas triconométricas.

PRELIMINARES,

4. Las construcciones graficas empleadas en la resolucion de
los problemas geométricos, no son tan exactas como en muchos
casos serfa de desear ; porque la exactitud estd siempre limitada
por la imperfeccion de los instrumentos, y tambien por la mayor
6 menor destreza del que ha de manejarlos.

Por esta razon, aunque ya hemos visto como en Geometria se
resuelve un triangulo rectilineo, esto es, cdmo se hallan tres de
sus seis elementos, conocidos otros tres que le determinen (°), vol-
veremos ahora 4 insistic en la resolucion del mismo problema
general, que es del mayor interés, empleando en vez de las cons-
truceiones graficas el cdlculo, el cual permite obtener los ele-
mentos incégnitos con toda la aproximacion que en cada caso pue-
de ser necesaria. Tal es el objeto de la Trigonometria rectilinea.

Es, pues, la TrigoNOMETRIA RECTILINEA la clencia que ensena @
resalver los tridngulos rectilineos por medio del cdleulo.

Este resultado se conseguiria por medio de una simple pro-

() V. Geometria, nimeros 86, 87,88 y 89.
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3.0 Hallar la arista z de un cubo de duplo volamen que
otro cuya arista esa.

Los volimenes de estos cubos serin (299, corol. 2.9)
a3y a*; luego segun las condiciones del problema, 2*=2a*,
de donde (c:\‘g/‘Zw‘::a V2

Osservacion. - Las aristas de estos cubos son inconmensura-
bles ().

(') Ya se veque el problema de la duplicacion del cubo no puede resol-
vérse exactamente porel-edleulo, Tampoco se consigue esto por consiruc-
ciones grifica en que soloenlren arcos de civenlo y lineas rectas. Lacroix
le resuelve por la interseccion de ramas de pardbolas. (V. Traité de Tri-
gonométrie, pag. 259.)

FIN DE LA GEOMETRIA.

TRIGONONETRIA RECTILINE.

CAPITULO PRIMERO.

De las lineas triconométricas.

PRELIMINARES,

4. Las construcciones graficas empleadas en la resolucion de
los problemas geométricos, no son tan exactas como en muchos
casos serfa de desear ; porque la exactitud estd siempre limitada
por la imperfeccion de los instrumentos, y tambien por la mayor
6 menor destreza del que ha de manejarlos.

Por esta razon, aunque ya hemos visto como en Geometria se
resuelve un triangulo rectilineo, esto es, cdmo se hallan tres de
sus seis elementos, conocidos otros tres que le determinen (°), vol-
veremos ahora 4 insistic en la resolucion del mismo problema
general, que es del mayor interés, empleando en vez de las cons-
truceiones graficas el cdlculo, el cual permite obtener los ele-
mentos incégnitos con toda la aproximacion que en cada caso pue-
de ser necesaria. Tal es el objeto de la Trigonometria rectilinea.

Es, pues, la TrigoNOMETRIA RECTILINEA la clencia que ensena @
resalver los tridngulos rectilineos por medio del cdleulo.

Este resultado se conseguiria por medio de una simple pro-

() V. Geometria, nimeros 86, 87,88 y 89.
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porcion, si los angulos de los triangulos fuesen proporcionales
con sus lados opuestos; pero no sucediendo asi (Geometria, 93,
corol.), fué necesario inventar un sistema de rectas, que al mismo
tiempo que determinan los arcos, y por consiguiente los dngulos
que estos arcos miden, son proporcionales d los lados de los tridn-
gulos @ que dichos dngulos pertenecen. De este sislema de lineas,
1'amadas lineas trigonométricas, nos vamos & ocupar al present

ARTICULO PRIMERO.
Valor absoluto de las lineas trigonométricas.

2. Llamase sexo de un arco la perpendicular bajada desde
uno de sus extremos al vadio ¢ didmelro que pasa por el olro
extremo.

El seno del arco AM (fig. 1.%) es MP, el de AB es BO, el

Pz A4 de ABM' es M'P', el de la semicircunfe-

b B p rencia ABA' es cero; el del arco ABA'M"

N& | es M'P', etc.

%

5 N

- e Ao cero, el de un cuadrante el radio, el de la
\ semicircunferencia tambien es cero, ele
o OpservacioN. El menor valor absoluto
del seno es cero; y el mayor el radio.

CoroL 2.0 El seno de un arco AM es lamitad de la cuerda MM™
del arco duplo.

-Ax

< 2 | Coror. 1.9 El seno de un arco cero €s

h

B_'/J\l\ g

Porque PM:%MM’” y MAM"=2AM (Geom. 41

8. Sellama TANGENTE frigonomélrica de un arco la parte de
la tangente geométrica, levantada en uno de sus extremos é inter-
ceptada entre el punto de contacto y la prolongacion del rddio ¢
diamelro, que pasa por el ofro exiremo.

La tangente del arco AM es AT, la del arco AB infinita, la de
ABM' es AT', la de la semicircunferencia ABA" cero, la del arco
ABA'M" es AT, ete.

CoroL. 1.9 La tangente del arco cero es cero, la del cuadrante
infinita, la de la semicircunferencia tambien cero, efc.
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Osservacroy. El menor valor absoluto de la tangente es- cero,
y el mayor elinfinito.

Coror. 2.° La tangente del arco de 45° es igual al rddio.

Porque siel arco AM es de 45°, el angulo AOT, que mide, sera
de 45°; luego el angulo ATO tambien serd de 45° (Geometrfa,
71, corol. 4.°); luego AT=AO (Geom., %8, rec., corol. 1.°).

4. Llamaremos arcos compLEMeNTARIOS aquellos que sumados
algebrdicamente forman un cualrante, y suereMesTarios los que
forman dos.

El complemento del arco AM es MB, el de AB es cero, el de
ABM'es— BM', el de ABA' es — BA', el de ABA'M" es — BA'M', etc.
El suplemento de AM es MBA', el de la semicircunferencia cero,
el de ABA'M" es— A'M", etc.

Osservacion. Los complementos de los arcos que nacen en A
y se cuentan en el sentido AM, tienen su origen en B, y los su-
plementos de iguales condiciones en A'.

5. Se llama coseNo (*) de un arco el seno de su arco comple-
mentario. '

El coseno del arco AM es MQ, el de AB es cero, el de ABY' es
M'Q, el de la semicircunferencia es el radio A'O, el de ABM'A'M"
es M'Q', etc.

OBservAcloy. Como QM=O0P, M'Q=0P, M"Q' = OF', etc.,
por lados opuestos de paraleldgramos, resulta que

El coseno de un arco es la parte del radio inferceptada entre
el pié del seno y el centro.

6. Lldmase corancente de un arco la tangente de su arco
complementario. -

La cotangente del arco AM es BC, la de AMB es cero, la
de ABM' es BC, la de la semicircunférencia es infinita, la de
ABA'M" es BC, etc.

De lo expuestoen este numero y precedentes se deduce que

1.0 A todo arco se refieren cuatro lineas trigonomeétricas,
dos propias, que son el seno y la tangente, y dos del arco

(*) La palabra coseno estd formada de complementi sinus, eslo es, seno
del complemento. De igual modo cafangente se forma de complementi tan-
gens, tangento del complemento.

GEOM. 13
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comprementario, llamadas por esta razon colineas, que son el co=
seno y la cotangente (%).
9.° Las lineas propias de un arco son las covineas del comple-
mento, y las coLiNess de un arco son las lineas prop1as del com-
plementario. Asi, llamando el arco 2, como Su complemento es
900—z (4); setiene
sen x=cos (90°—x), tg x=cot (900—2z) ().
cos z=sen (900—). cot x=tg (900—x).
3.0 (Cuando un arco crece desde. cero hasta el cuadrante,
crecen sus lineas propias y menguan sus colineas; lo contrario
sucede cuando el arco crece desde el cuadrante basta la semi-

circunferencia.
ARTICULO 1I.

Valores relativos de las lineas trigonometricas.

%. Se ha visto (Alg., 1) que si las cantidades que tienen
an modo de ser determinado se consideran como positivas, las que
tienen un modo de ser contrario & ellas son negativas. Haciendo,
pues, aplicacion de esto al caso presente, ¥ considerando como
positivos los arcos que tienen su origen en A y se prolongan en el
sentido AMB..., y como positivas tambien las lineas trigonomeé-
tricas del arco positivo AM, menor que el cuadrante, resulta que

1.0 Los arcos que tienen su origen en Ay se prolongan en el
gentido AM"'B'... son negativos.

9.0 Los senos y las tangentes que, COMO M"P, M"P' y AT
se encuentran en la parte inferior del diametro AA" son negativos;
y tambien 10 serdn los cosenos y cotangentes que, COMO BC' ¥
OP!, se hallan & la izquierda del diametro BB'.

CoroL. Las lineas trigonomélricas de los arcos comprendidos
en el 1.5 cuadrante son positivas ; las de los que terminan en el
9.2 son megalivas, exceplo el seno ; de las correspondientes G
arcos que terminan en el 3.5 cuadrante son negativas el senoy el

(*) Se suelen considerar otras cuatro mas, que son el senoverso, la se-
cante, el cosenoverso y la cosccante.

(**) Los nombres seno, tangente, coseno ¥ colanggnte, se escriben abre=
wiadamente de este modo : sen, tg, c0s, cot.
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co il
§eno, Y positwvas la tangente Yy cotangente ;
minan en el 4.° son negativas ) :
8. Teonema 1.0 I ’

las de los que ler-
excepto el coseno.

Las lineas trigonométricas de un arco nega-

_ absoluto d las de otro posi-
e gitud que el primero pero tienen
pluando el coseno, que es en todo igual para

tivo —AM" son iguales en valor
u‘vo—}—AM, de la misma lon
signo contraro exc
los dos arcos.

Los senos MP it i
y M"P ¢ i
perso;oéig;aleslen longitud (®, corol. 2.9);
vo el primero y negati

¢T gundo (7, 2.9), s
it Los tridngulos AOT y AOT tienen AQ
comun, los angulos en A rectos, y el
;\OT:AOT, porque tienen por medidas los
AN rcos _Al\I y.A.\l ', iguales en valor absoluto
B-/"‘I{'\T' por lhlpotlems; luego dichos triangulos son
‘ 1guales; luego las tangentes AT y AT'

’ . 2 b tam-
bien lo seran en longitud ; mas la primeraoes ositivi 1
gunda negativa (%7, 2.9). i A

:1‘,10:0‘5(?}]0 OF es comun a los dos arcos y positivo para ambos

.08 triangulos BOC y BOC' tienen OB : ,
b . comun, los angulos
(én B;;;tos : y como AM es igual en longitud & A;\l"” Y esteglo es
Con : , los arcos AM y A'M’ son iguales en longitud ; luego sus
B%rgp el?(l)%?toi BM y BM tambien lo seran, luego el ;ngulo
= . Luego dichos tridngulos son igu
80 ] guales, luego las co-
tz'lr?gentes BC y BC' son de igual longitud ; mas la ,primz:ara es po-
sitiva y la segunda negativa (%, 2.9). :
Llamando  un arco cualqui
n : quiera, este teor
gebraicamente asf : : a8 SpreEa ol
sen (—z)—=—sen z, tg (—a)=—tg z
2
. oS (—a)=--cos z, cot (—z)=—cot
orOL. sen (90°+-z)=[@, 2.9] cos (—x)=cos z,

i, cos (9094-z)=[®, 2.9] sen (—z)=—sen z.

M;M ”EOREMA '2.0 Las lineas trigonométricas de dos arcos AM
y M 5 que {zfzzzen un extremo A comun y los otros dos M y M"
en un mismo flzaznetr'o, son iguales ; pero el seno y coseno llevan
signo contrario en los dos arcos.

_ AT es’la tangente“de estos dos arcos y BC la cotangente. La
igualdad de los tridngulos OPM y OP'M" nos da PM=P'M" y

PIA
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OP=0P' : pero PM es de signo contrariq a P’M'iyi OpP a OP'
(%, 2.9) ; luego el Leorema es cierm ‘prylra”’dlchos arcos. el

Si los arcos fuesen ABM' y ABABM™, la lansﬁ;en}e ‘,»\ dyl ;i
cotangente BC' serian comunes 4 los dos, y la igualdad he 08
trianealos OP'M’ y OPM" nos daria los senos y COSENos respec-
tivamente iguales y de signo contrario. ' .

Lo mismo se verifica en otros dos arcos cualesqmerg de igua-
les condiciones, aunque uno sed positivo ymotro rfelgafwo como
ABM y AM", 6 los dos negativos, como _AM y AB'A'M'. ,

Llamando, pues, &' umn arco Cualqmel‘é’l., el otro alr?o sera
18001 : y este teorema se expresa algeb@xca}mente asi : ‘

sen (18004-a)=—sen &, tg (1800+4-2)=--tg @,
cos (1800-z)—=—cos &, cot (1800+w):+cot 1‘
Corow. 1.9 Las lineas trigonométricas de un arco 1o varian
de valor absoluto, aungque de dicho arco
y T se veste una semicircunferencia ; pero el

=

Y ) seno y el coseno llevan signo conlrario en

i\ los dos arcos. N
N Coror. 2.0 Las lineas trigonométricas
7 de.dos arcos suplementarios son iguales en
° valor absoluto , pero de signo contrario;
S excepto el seno, que es igual en todo para
los dos arcos.

Porque - mudando el signo alazenlas férm_u‘.as dﬁl teorerga,
y teniendo presente que cuanc?o el arco cambia _de signo to ai
sus lineas trigonométricas varian de signo tambien, excepto e
coseno (8), resulta

sen (1800—&)=-+sen &, tg (1800—2)=—1g z,
cos (1800 — z)=—cos &, - cot (1809— a)=—cot 2.

10. Teorema 3.9 Las lineas trigonométricas de los arcos
que se diferencian en und, dos, tres, elc., circunferencias, Son
iguales. 'N ] TTF

Haciendo que eslos arcos tengan un mismo Origen, comcu,hmr}
sus extremos, y por lo tanto tienen evidentemente ignales lineas
trigonomeétricas. » )

Conor. 1.0 Las lineas trigonomeltricas de un arco no varian
aunque se le agreguen ¢ resten de él una d mas circunferencias:
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Coror. 2.9 Ura linea trigonométrica dada corresponde d infi-
nitos arcos.

B1. Teorewa 4.° Todo arco * x se puede reducir a otro contenido
en el primer cuadrante,y cuyas lineas {rigonométricas sean respec-
tivamente iguales en valorabsoluto 4 las del arco dado.

En efeclo, si el arco dado es negativo se convierte en posilivo, con
lo que el valor absoluto de sus lineas (rigonométricas no varia (8)
Réstense del arcot-ax todas las circunferencias que contenga, y el res
to—+x' tendra iguales lineas frigonométricas que < (1@, corol. 1.),
Si--a' fuese mayor que una semieircunferencia, réstese ésta de él, y
el resto |-a'"tendrd sus lineas trigonométricas de ignal valorabsoluta
que--@’ (D, corol. 1.°), y por consiguiente que +x. Si ' fuese
mayor que un cuadrante, (6mese su suplemento 180°—z", 6 lo que
es igual, réstese de 180°, y las lineas frigonométricas de este resto
--2'"" serdn iguales en valor absoluto 4 las de +2" (9, corol. 2.9) y

por consiguiente 4 las de -+’ y 4 las de . Luego las lineas trigo-
nométricas del areco -}-2", menor que un cuadrante, son iguales en
valor obsoluto 4 las del arco primitivo T .

Osservacion. Elsigno decadalinea trigonométrica se deduce fcil-
mente de los principios expuestos en los cuatro niimeros precedentes.

EJEMPLOS.

fo sen 35680—=sen(36003<11-}-328°)—[ 1D, corol. 1.9
sen 328°=|9, corol.1.°—sen (328°—180°)——sen {48°—=(9D, corol. 2.%]
—sen (180°—1482)—— sen 320,
9.9 (—3833°)—[8]—tg 88830—=—tg (36003 10-1-2330)— [¥ @, corol. 1.]
— g 233°= (D, corol. 1,°] — tg (2832 — 180°) =—tg 53°.

ARTICULO HI.

Relacion entre las lineas trigonomeétricas de un mismo arco.

12. Sea el arco AM, menor que un cuadrante, sus lineas
trigonométricas seran : MP el seno, OP el coseno, AT la tan-
gente y BC la cotangente.

El tridngulo rectangulo OMP nos da (Geom. 44, 1.9)

PM2--PO2=0M2
0, llamando « este arco y r el radio,
sen®a-}-cos>r—r2,

De la semejanza de OPM y OAT, resulta

OP OA . cosa £is
MP AT © senz  iga’
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de donde lga— Ll 1\<'

CT COos

e Los triangulos OPM y OBC tambien
son semejantes, porque ademas de tener

p{a los angulos en P y en B rectos, tienen
MOP=O0CB por allernos entre paralelas;
luego

OP BC , cosz __colz,
MP— OB ° senz T '

c0S X7
: f o=——.
de donde oot 2= ———

Opservacion.  Haciendo r=1 en las férmulas anteriores, <e
convierten respectivamente en }

I sen%z--cos?r—=1 (11
sen
— 2
B cas2 (2],
cos &
sen 2 (31.

cotr=

RiciPROCAMENTE, Si se quisiese restablecer el radio en al-
Fig. 2. guna férmula trigonométrica, de don-

B de hubiese desaparecido por haberle

hecho igual 4 la unidad, se observara
que describiendo desde el vérlice A
(fig. 2.%) de un éngulo dos arcos BCy
B'C, y trazando sus senos correspon=
dientes BP y B'P', la semejanza de los triangulos ABP y ABP,

BP _BP
nos da AB__AD"

U
'G'

A PG—2

Suponiendo ahora los radios AB=I, AB'=r, y llan?ando )
el nimero de grados de los arcos BC y B'C’ vy % la longitud del

seno BP, se tendrd

SCI]Z'C_
= —

» . . SEn & :
luego en vez de % 6 sea sen &, S€ deberd sustituir ——; ¥ como

¢iro tanto puede demostrarse de las demas lineas trigonometri-

cas, resulta que . ‘
Para restablecer el rddio en una férmula trigonométrica,
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se sustitwye en vex de cada linea la misma partida por el rddio.
Asi, restableciendo el radio en la férmula [1], se tendria

sen @\2 , rcos @\ 2 . Sen2w , cos3w
— | —_
<T)+<T)~10 2 I s =
y por ultimo sen®r - cos2r—12,
que es la formula de donde la [1] provino.

3. Las formulas obtenidas en el numero anterior, en el su-
puesto de que el arco es menor que un cuadrante, son generales y
ciertas por lo tanfo para otro arco cualquiera.

Tomemos una de dichas férmulas, por ejemplo la [2], y vamos &
demostrar que, cualquiera que sea el arco z : 1.9 los dos miembroa
de esta ecuacion tienen igual valor absoluto ; 2.c tambien tienen el
mismo signo.

1. Reduciendo el arco & a ofro o' contenido en el primer cua-
drante (1), se tiene para «' (12)

;. sen '

fog'— ——
S cos &'’

y ecomo las lineas trigonoméltricas de o' tienen respectivamente igua
sen®
CosS &
2.° sen @ y cos x tienen el mismo signo en el4.¢ cuadrante, con-
trario en el 2.°, el mismo en el 3.°, y contrarioen el 4.0 (@, corol.);
luego el miembro e
cos

¢l 2.0, positivo en el 3.0 y negativo en el 4.0; pero esto eslo que sucede
sen o . s .
<o ¥ tgw tienen el mismo signo, lnego

valor absoluto que las de @, tgx y son igunales en valor absoluto

es positivo en el 4er cnadrante, negatlivo en

atgx (¢, corol.); luego Lﬁ
t o sen o
°7 cos a?
cualquiera que sea el valor del arco x.
Lo mismo se demuesirala generalidad de las demas formulas.
14. Por medio de las tres ecuaciones

sen o
sen?z{-cos?r =1, tgr=—r, cote—

cos »
sen @’
que ligan entre si las cuatro lineas trigonométricas, conocida una

de estas se pueden determinar las restantes (Alg., 443).
Suponiendo conocido sen &, se tendra

A e sen ¥
cosT= \/1 —sen’y, {gr=

= , col
V1—sensz
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OpseavAcion. Multiplicando la formula [2] por la [3],
. . sen @, ,C0S T
tambien se tiene g & cotT=——

¢ —1; de donde
cos @7 dsen !

ARTICULO 1V.

Relacion entre las lineas trigonométricas de dos arcos y las
de 1a suma 0 diferencia de los mismos.

15. Prosiewa. Dados los semos y cosenos de dos ar-
cos a y b determinar el coseno de la diferencia de dichos
arcos.

Supongamos que los arcos @ y b sean
posilivos y menores que el cuadrante, por
ejemplo, a=AC y b=AD (fig. 3.?). Tra-
cense desde Cy D las perpendiculares CP
y LQ sobre el diametro AA', la DE para-
lela 4 este, y la cuerda CD.

El tridngulo rectangulo CDE nos da
(Geom, 444, 1.9)
CD2=CE2-}ED? ;
pero evidentemente se tiene
CD = cuerda (@ — b), CE=sen a —sen b, ED=cosb—cos a;
luego sustituyendo estos valores en Ja ecuacion anterior, resulta
cuerd? (@ — b)=(sen a — sen b)*+-(cos b — cos 0=
sen2q — 2 sen asen b---sen®D -+ cos?h —2 cosa cos b-}-cos’a, 6
como sen2a-cos2a=1 y sen*h{-cos®h=1 (2%, obs.),
cuerd?(s —b) =2 —2(sen asen b-{- cos a cos b) [A].
Suponiendo en esta ecuacion b =0, se convierte en (%, co-
rolario 1.0 y 5.9 | cuerd*e=2—2 c0s a,
y cambiando en esta ecuacion @ en @ — b, resulta
cuerd®(a—b) —2—2 cos (@a—1b);
de esta tltima ecuacion y de la [A], que tiene comun el primer
miembro, se deduce
2—2cos(a—Db)=2—2 (senasenb+-cos acos b);
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y despejando cos (a—D)
cos (a—b)=cos a cos b-}+-sen asen b [1],

cuya ecuacion resuelve el problema propueslo.

Coror. 1.9 sen (a—b)=sen @ cos b — cos asen b [2].

Porque cambiando @ en 90%-}-¢ en la formula [1], se tiene
cos [900-(a—b)]=cos (9094-a) cos b-}sen (30°+-a) sen D,
0 (8, corol.)

— sen (a—b)=—sen @ cos b-}- cos a sen b,

cuya ecuacion, cambiados los signos, da la que se quiere de-
ducir.

Coror. 2.0 cos (a--b)=cos a cos b—sen asen b [3],
sen (a---b)=sen a cos b}-cos asend [4].

Porque cambiando el signo al arco ben las {érmulas[1] y [2],
y teniendo presente que sen b cambia tambien de signo (8), resul-
tan las del corolario.

OrservacioN. Por medio de las cuatro formulas prece-
dentes facilmente se hallarian otras analogas para tg(atb) y
cot(atb).

Generalizacion de las formulas precedentes.

16. Supongamos ahora que los arcosa y b sean de una magnitud
y signo cualquiera. Dandoles un origen comun A, eualquiera que sea
la posicion de los puntes C y D en que caen los ofros exlremos, se
puede repelir la conslruceion anlerior, y siempre quedard formado
el triangulo CDE.

Para demoslrar, pues, la generalidad de la formula [A], ¥y por
¢)nsiguiente la de las euatro deducidas de ella, basta probar que en
t do caso se verifiea = 1.° CD=cuerda (a—b),

9.0 (CE=r1 (sena—senb),
3.0 ED= T (cosb—cos a).

{.o El arco a se compone del menor arco positivo AC, que vades-
de A & C,aumentado de cierto nimero de circunferencias positivas 6
negativas : de igual manera el arco bes igual al menor arco positivo
AD mas 6 ménos cierto numero de circunferencias; luego la diferen-
cia a—b de estos dos arcos es el arco DC=AC—AD mas 6 ménos
cierlo namero de circunferencias. Si se toma el punto A como origen
de este arco, sera necesario hacerle dar eierto nimero de vueltas en
uno t otro sentido, tomar despues un arco AH= CD en cl sentido
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AIIDCB ,y H serd el extremo del arco a—b;lucgo la cuerda Al
de este arco serd igual 4 la del arco CD.

2.0 Si los puntos C y D estin en un mismo lado del didmetro AA',
es evidente que CE=T (sen a—sen b), tomando el signo - cuando
esté C superior 4 D y el — cuando inferior ; si estdn 4 lado dife-
rente del didmetro, CE es una suma GP+-DQ, pero enténces uno de
ellos es positivo y olro negativo ; luego tambien se verifica en este
caso que CE = 1 (sen a—senb).

35 Del mismo modo se demuestra que la igualdad CD =
+ (cos b—cos a), evidente euando los puntos Cy D estén en un mis-
mo lado del diametro BB/, se verifica de igual modo cuando se hal-
lan 4 diferente lado de dicho didmelro, tomando el signo -~ cuando
C esté a la izquievda de D.

Luego las. f6rmulas deducidas son generales ().

Consecuencius de las fdrmulas anteriores.

1%. Haciendo a=D en las férmulas [3] y [4] del nimero
anterior, se tiene
cos 2a—cos*a—sen’a,
sen 2a—2sen @ €0s.a;

y suponiendo en estas 2e¢=A, de donde a==;A, resulta
COS A._cos‘%;x-sen‘?-}f\ [1],
sen A:‘Zsen%;\ cos%.-\ [2].
Tambien se tiene (42, obs.)
1:cos‘~’%A+sen?%A,
de cuya ecuacion y de la [1] se deduce (~Alg. 93)

_1_ {+cos' A

cos*s A= y sen?%:\. o

2 2 2

de donde 2 cosQ%A::H—cos A [3]

2 sen%A:l—cos A (4]

(") Esta elegante demostracion esla tomada de la Trigonometria de
AMM. Rouche y Lacour, que & su vez la han tomado de AMr. Sarrus.
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18. La suma de las férmulas [4] y [2] del mim. 45 nos
da sen (a-}+-b)--sen (a—b)=2 sen a cos b
y la diferencia
sen (a-}-b)—sen (a—b)=2 cos @ sen b :
dividiendo ordenadamente estas igualdades y observando
sen
que (42, obs.) =
sen (a-+b)-}-sen(a—b) 2senacosh sena senb tga.
sen (a-1b)—sen(a—b) 2cos a sen b~ cos @ cos b tg b’

—tgz, resulta

suponiendo en esta ecuacion a-tb=A y a—b=B,

de donde a:%(A-'rB‘) y b:%(A—B), se tiene al fin

sen Atsen B_ tg
sen A—sen Bt

CAPITULO IL

De las tablas trigonométricas.

ARTICULO PRIMERO.
Determinacion de sen 4' en valores del radio.

19. Teorema 1.9 Todo arco positivo y menor que un cua=
drante es mayor que su seno y menor que su tangente.
Sea el arco AB (fig. 4.*). Tracense los radios OAy 0B, el
Fig. 42 seno AP y la tangente AT; doblese la figura
' AOT hacia la parte superior, sirviendo de eje
3»T OT, yenla figura total resultante AOA'T se ten-
{  dra/(Geom. 5y 138)
A AA'<<ABA'<<ATA',
6 partiendo por 2°y llamando & el -arco AB,
sen x<a<tg .
20. Teonema 2.0 La diferencia enire un arco del primer
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AIIDCB ,y H serd el extremo del arco a—b;lucgo la cuerda Al
de este arco serd igual 4 la del arco CD.

2.0 Si los puntos C y D estin en un mismo lado del didmetro AA',
es evidente que CE=T (sen a—sen b), tomando el signo - cuando
esté C superior 4 D y el — cuando inferior ; si estdn 4 lado dife-
rente del didmetro, CE es una suma GP+-DQ, pero enténces uno de
ellos es positivo y olro negativo ; luego tambien se verifica en este
caso que CE = 1 (sen a—senb).

35 Del mismo modo se demuestra que la igualdad CD =
+ (cos b—cos a), evidente euando los puntos Cy D estén en un mis-
mo lado del diametro BB/, se verifica de igual modo cuando se hal-
lan 4 diferente lado de dicho didmelro, tomando el signo -~ cuando
C esté a la izquievda de D.

Luego las. f6rmulas deducidas son generales ().

Consecuencius de las fdrmulas anteriores.

1%. Haciendo a=D en las férmulas [3] y [4] del nimero
anterior, se tiene
cos 2a—cos*a—sen’a,
sen 2a—2sen @ €0s.a;

y suponiendo en estas 2e¢=A, de donde a==;A, resulta
COS A._cos‘%;x-sen‘?-}f\ [1],
sen A:‘Zsen%;\ cos%.-\ [2].
Tambien se tiene (42, obs.)
1:cos‘~’%A+sen?%A,
de cuya ecuacion y de la [1] se deduce (~Alg. 93)

_1_ {+cos' A

cos*s A= y sen?%:\. o

2 2 2

de donde 2 cosQ%A::H—cos A [3]

2 sen%A:l—cos A (4]

(") Esta elegante demostracion esla tomada de la Trigonometria de
AMM. Rouche y Lacour, que & su vez la han tomado de AMr. Sarrus.
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18. La suma de las férmulas [4] y [2] del mim. 45 nos
da sen (a-}+-b)--sen (a—b)=2 sen a cos b
y la diferencia
sen (a-}-b)—sen (a—b)=2 cos @ sen b :
dividiendo ordenadamente estas igualdades y observando
sen
que (42, obs.) =
sen (a-+b)-}-sen(a—b) 2senacosh sena senb tga.
sen (a-1b)—sen(a—b) 2cos a sen b~ cos @ cos b tg b’

—tgz, resulta

suponiendo en esta ecuacion a-tb=A y a—b=B,

de donde a:%(A-'rB‘) y b:%(A—B), se tiene al fin

sen Atsen B_ tg
sen A—sen Bt

CAPITULO IL

De las tablas trigonométricas.

ARTICULO PRIMERO.
Determinacion de sen 4' en valores del radio.

19. Teorema 1.9 Todo arco positivo y menor que un cua=
drante es mayor que su seno y menor que su tangente.
Sea el arco AB (fig. 4.*). Tracense los radios OAy 0B, el
Fig. 42 seno AP y la tangente AT; doblese la figura
' AOT hacia la parte superior, sirviendo de eje
3»T OT, yenla figura total resultante AOA'T se ten-
{  dra/(Geom. 5y 138)
A AA'<<ABA'<<ATA',
6 partiendo por 2°y llamando & el -arco AB,
sen x<a<tg .
20. Teonema 2.0 La diferencia enire un arco del primer
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cuadrante y su seno es menor que la cuarta parte del cubo del
arco.

Sea x el arco menor que el cuadrante, y se tendrd (19)

[l . sen fz_ 1
tg§£>§a) 0 (12, Obs.) m>§x;

de donde sen%x>%a: cosj—,x;

y multiplicando esta desigualdad por 2 cos%m, resulta

1 1 1
2 sen=x COSL > COS*5 0 ¢

o o
2sen-2-z COS;aT=sen & (1%9),
cos. /l‘—-l—serﬂi z (14);
Rl 2 ’
luego sen x>a‘<1—sen°—‘ )

. 1
Sustituyendo en  vez de senzx el arco,i)a', que es mayor

que el seno (19), el sustraendo del segundo miembro aumenta;

luego el resto, 6 sea el segundo miembro, disminuye ; Iuego con
mayor razon se tiene

sen w>a‘(1—1,7;vﬁ> 6 sen a‘>w~—§a:3,
4 4

; 1
i} T —Ta:3<sen T
y sumando con los dos miembros de esta ultima designaldad

i
Za:”—sen x, resulta al fin
&—sen a:<%a;3.

®4. Prosema. Calcular el valor del seno de un minuto,
suponiendo el radio igual 4 la unidad.

La longitud de la circunferencia, que tiene 1 por radio, es
{Geom. 439, corol. 2.9 ¢=2=; de donde
1 ’ .
g== b 180°==; luego la longitud del arco de 1' sera

_om_ 3AMB9....
arcode1-—,18l)0><60~ 10800 = 0,009 290 888 208 6....
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La longwua ae este arco es, pues, menorque 0,0003; luego
si se supone
sen 1'=arco 1'
el error cometido es menor (20) que
1
5(0,0003>3<0,000 000000007 :
y como este error s6lo afecta la cifra decimal del érden duodéci~
mo, resulta que el valor del seno con once cifras decimales es
seno 1'=0,000290888 20.

ARTICULO I1.

Formacion de las tablas.

22. Las tablas trigonométricas naturales contienen al lado
de cada arco desde O hasta 90°, contados de minuto en minuto 6
de 10 en 10 segundos, los valores de las lineas trigonométricas
correspondientes. No es necesario que se extiendan & mayor ni-
mero de grados, porque ya se ha dicho (#1) que todo arco
puede reducirse & otro contenido en el primer cuadrante, y cuyas
lineas trigonométricas sean respectivamente iguales en valor ab-
soluto 4 las del arco primitivo, pudiendo tambien en cada caso
determinarse el signo correspondiente (44, obs.). Asi

sen 145°=sen 35°, tg98°=——tg 82° etc.

Debe advertirse ignalmente que basta caleular las lineas tri-
gonométricas de losarcos comprendidos desde 0 & 45° inclusive;
pues las lineas propias y colineas de los arcos mayores que
L5° y menores que 90° son las colineas y lineas propias de
sus arcos complementarios, necesariamente menores que 45°
(6, 2.%). Asi

sen 60°=cos 30°, cos 72°=sen 18", etc.

Supondremos que en las tablas, de cuya formacion se trata,
los arcos crecen de minuto en minuto ; de manera que segun lo
expuesto, el problema que 1nos proponemos resolver se reduce
4 la determinacion de las lineas trigonométricas de-los arcos de
1', 2, 8, etc., hasta 45°%

Veamos como puede esto conseguirse.
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23. Conociendo el valor de sen 1'(21), el de cos 1' s de-

termina por la formula (44)

cos 2=\/1—senz,
haciendo’ en ella =1' y sustituyendo en vez de sen 1' el valor
hallado para este.

Los valores de los senos y cosenos de 2'3, &', ..... 45
se pueden calcular por medio-de las formulas (135, corol. 2.9)

sen (a-1-b)=sen @ cos b-}-cos a sen b,
¢os (a-+-b)=cos a cos b—sen a sen b,
haciendo en ellas a=1' y b=1', 2/, 3',5', ....., 44°59".

Los valores de las tangentes y cotangentes pueden hallarse
tambien por las formulas (4%, obs.)

sen & cos &
b= ¥l |lcotir===—
COS I sen &
sustituyendo en vez de sen & y €os  los valores de los senos y
cosenos de 1,2/, 3, ....., L5 calculados de antemano.

24. Del modo que acabamos de exponer se pueden conce-
bir formadas las tablas trigonométricas naturales (*); mas eje-
cutandose los céleulos por medio de logaritmos con mucha ma-
yor facilidad que por los métodos ordinarios, estas tablas han
sido trasformadas en otras, donde al lado de cada arco se hallan
los logaritmos de sus respectivas lineas trigonométricas..Las nue-
vas tablas se conocen con el nombre de tablas trigonomeétricas
artificiales 6 simplemente de fablas trigonomélricas, porque son
las tinicas de que en la practica se hace uso.

Al ejecutar la trasformacion de que se acaba de hacer mérito,
como los senos y cosenos son menores que el radio, sucediendo
otro tanto con las tanigentes de los arcos comprendidos entre 0°
y 45°, v las contangentes de los comprendidos entre 45° y 90°,
los logaritmos de todas estas lineastrigonométricas deberan resul-
tar negativos 6 de caracteristica negativa y mantisa positiva, enla
suposicion de que el radio sea igual 4 la unidad (Alg. 23@, 3.
y 239) ().

)

" Fl mélodo expuesto sirve sélo para que se vea la posibilidad de la cons-
truceion de las tablas, 4 fin de que los principiantes no se arredren al mane-
Jar unos libros cuya formacion es para ellos un misterio. Por lo demas exis-
tcn.otros métodos mucho mas expeditos, cuya exposicion no es de este lugar.

(**) Por creer esto un inconveniente (que no lo es cuando se emplean lo~

— 207 —

ARTICULO 111

Uso de las tablas trigonometricas.

25. Las tablas de los logaritmos de los niimeros van acom-
pafiadas casi siempre de las trigonomélricas : siendo de aquellas
las mas conocidas entre nosotros, como ya se indico en otro
lugar, las espaiiolas de Vazquez Queipo y Calvet, y las fran-
cesas de Callet y Lalande ; otro tanto sucede con las trigonomé-
tricas.

Las de Vazquez Queipo y Lalande contienen los lagaritmos
de las lineas trigonométricas de los diferentes arcos del cua-
drante, contados de minuto en minuto, con seis cifras decimales
las primeras y con cinco 6 siete las segundas. En las de Callet
y Calvet los arcos aumentan de 10 en 10 segundos, y las lineas
trigonométricas van expresadas con siete cifras - decimales de
aproximacion.

Por medio de cualquiera de ellas se resuelve el problema
general : « Dado un arco 6 angulo, hallar los logaritmos de las
lineas trigonométricas del mismo » y su reciproco. Al efecto van
precedidas de su respectiva explicacion, que serfa inttil repetir
aqui.

Ya hemos indicado la preferencia que para nosotros mere-
cian las de Vazquez Queipo, calculadas en el supuesto de que
el rddio es igual d la unidad, por cuya razon & ellas nos refe-
riremos en los problemas que hayamos de resolver en lo suce-
sivo.(’)-

garitmos de mantisa posiliva), las tablas que se citan excepto la§ del Sr. Vaz
quez Queipo desde la edicion de 1867, estdn caleuladas suponfendo el radio
igual & diez mil millones, eslo €s, r=1010, en cuya hipd(em‘s L. r=.10 y
C. Lir=10 (Alg. 238 2.2 y 246). Ya se ve que por evitar esta dificultad ima-
cinaria se incurre en una real, cual es la de figurar en los cdleulos el loga-
ritmo del radio, y tener que resfablecer csle en las férmulas cuando haya
desaparecido por haberle hecho jgual 4 la unidad; lo que no sucede cuando
r=—1 ; puesto que L.4=0 y C. L. 1=0 (Alg. 230, 2.0y 245).
(") El que quiera emplear otras tendrd en cuenta la nota precedente.
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CAPITULO TII.

De la resolucion de triangulos.

ARTICULO PRIMERO

Teoremas relativos & la resolucion de triangulos rectangulos,

®6. TeonemA. 1.° En todo tridngulo rectingulo el rddio es al
seno deuno de los dngulos agudos, como la hipotenusa es al catelo
opuesto d dicho angulo.

Sea el triangulo ABC (fig. 5.%): con un rédic cualquiera
describase el arco DE correspondiente al
angulo en A: tracese el sero EP, y dela
semejanza de los tridngulos AEP y ABC se
deduce

Fig. B

AE AB
EP_ BC
Sustituyendo en lugar de estas lineas
sus valores, y. expresando para mayor sencillez por a el lado BG
opuesto & A, por b el opuestoa By por ¢ el que se opone acG
(como haremos siempre en lo sucesivo), resulta que

r ¢

sen A @

Coror. Suponiendo r=1, un cateto es igual d la hipotenusa
multiplicada por el seno del dngulo opuesto.

Porque en dicha hipdtesis la proporcion anterior da

a=csen A.

2%. Teorema 2.° En todo tridngulo rectangulo el radio es
al coseno de un angulo agudo, como la hipotenusa es al cateto
conligue & dicho dngulo.

# La semejanza de los mismos trizngulos AEP y ABG nos da
AE_AB T ¢
AP AC ~ csA b

Coror. Suponiendo r=1, un cateto es igual @ la hipotenusa

multiplicada por el coseno del dngulo contiguo.
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Porque en esta hipbtesis
h=c><cos A.
28. Teonia 3.9 En todo tridngulo rectdngulo el rddio es d la
tangente de un dngulo agudo, como el cateto contiguo @ dicho dn-
gulo es al cateto opuesto.
Trazando la tangente trigonométrica DT (en la misma figura),
la semejanza de los tridngulos ADT y ACB nos da
AD AG . T b
0

DT BG tgA @
ARTICULO II.

Resolucion de los triangulos rectangulos.

29. Como siempre es conocido el ingulo recto en un trian-
gulo rectangulo, basta que se conozcan dos lados 6 un lado y un an-
gulo agudo para resolverle, 6 sea para determinar los tres ele-
mentos restantes (Geom., 8%, 88 ¥ €9). La combinacion bi-
nariade los cinco elementos indeterminados, sujetos & las indicadas
condiciones, dalugar & los cualro problemas particulares distintos,
que aparecen & continuacion, donde el angulorectoes G (fig. 6.3).

Fiz, 6.2 DATOS. INCOGNITAS.

1.0 6y G
2.0 a, b,
3.9 Csi A7
Aﬁ a, A>

PROBLEMAS.

30. 1.0 Dada la hipotenusa ¢y el cateto a, determinar
los angulos agudos A, B Y el o'ro catetob. .
El angulo A se determina por medio de la proporcion (26)

1 ¢
6 enA 4

de donde (Alg. 23%)
L. sen A=L. a-{-CoL.C.
Las tablas daran el valor de este angulo.

para hallar el 4ngulo B se tiene (Geom. %1, 4.°)
—900—A.

GEOM.
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El cateto b se caleula por la proporcion (2%)
O R e A
cos A~ b cos AT D’
de donde L. b=L. cos A-}L. ¢.
OsservacioN. Tambien se puede calcular el dngulo B por la

proporcion (2%) ﬁ:%, y despues el catelo b directamente

por medio de la ecuacion (Geom., #84, corol.)
b:\/ c'l—a‘~’=\/ (c+a)(c—a);
1
de donde L. b=¢[L. (c4-a)-L. (c—a)]-

32. 2.9 Dados los catetos @¢ y b, ‘hallar los dngulos
agudos A, B y la hipotenusa ¢.
El angulo A se determina por la proporcion (28)
S [l L
tg A a | AL | e
de donde L. tg A=L. a-}-C,L. b.
El B se halla porlaigualdad B=90°—A.
Por dltimo, la hipotenusa ¢, conocido el ‘angulo A, se deter-
mina por la propercion (26)

7 _ATC 6 ¥ ¢,
sen’ AT @ sen A a’
de donde L. c=L. a4-CyL- sen A.
OsservacioN. Tambien puede hallarse directamente ia hipo-

tenusa ¢ por medio de la ecuacion (Geom. #4#, corolario

¢=\/a1-?; pero esta formula tiene el inconveniente de no estar
preparada para el ealculo logaritmico (Alg. 264).

32. 3.9 Dada la hipotenusa ¢ y el dngulo agudo A,
determinar el otro B y los catetos ayb.

Para hallar B se tiene B=900—

El cateto @ se calcula por la pruporcion (2®)

r_._ ¢ 8 N8
sen A a sen A~ a’
ae donde L. a=L. sen. A+L. e.
De igual manera se halla b por medio de Ia proporcion (2%)
r C
cosA b
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- Osservacroy. Hallado uno de los catetos, el otro se puede de-
terminar por la formula (Geom. 444, corol.)

b=\ cE—al.

88. 4. Dado un cateto a y el angulo agudo A
determinar el otro B, la hipotenusa ¢ y el cateto
restante b.

B=90°—A.
La hipotenusa ¢ se halla por la proporeion
T ¢ T b
=~y el cateto b por la otra — ——,
senA @ lgA a

OsservacioN. Despues que se haya determinado el lado ¢ 6 b,
se puede hallar el otro por medio de la ecuacion

c=a2--b2.

OBSERVACIONES GENERALES.,

34. 1.* Los problemas resueltos son siempre determinados
y posibles, con tal que en el primero la hipotenusa sea mayor que
el cateto conocido, y enlos dos ultimos el angulo dado sea agudo.

9.2 Los valores hallados para las incognitas se pueden com-
probar calculando alguno de ellos por el medio indicado en la ob-
servacion respectiva, y comparando este resultado con el hallado
anteriormente.

EJEMPLO.

35. Sabiendo que en un tridngulo rectdngulo en C,
¢=300 y a=240, hallar los angulos A, B y el cateto b.
Las férmulas que deben emplearse son (3®)

L. sen A=L.a-+CyL. ¢,
B=190°—A,
L.b=L. cos A{-L.c.
2 380211 1778152
L senn— {5,522879 L b—{g AT7121

e 2“ 9273

1,903090 89 59 60"
53 T 48
A=5H3°T7'48" B o LA b =180.
Comprobacion.
b="\/3002—2402=180.
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ARTICULO III,

Yooremas relativos a la resolucion de triangulos oblicuangulcs.

36, Teorena 1.9 El cuadrado de un lado de un tridnyulo es
iqual @ la suma de los cuadrados de los otros dos, ménos ei duplo
del Prqducto de estos por el coseno del dngulo comprendido.
sttmgpiremos dos casos : 1.° que el lado, que ha de formar el
Fig. 7.+ primer miembro de laigualdad del teorema,
esté opuesto a un angulo agudo : 2.9 que
eslé opuesto & un angulo obtuso.
¢ 1.9 Seael lado AB (fig. 7.2) opuesto al
angulo agudo C en el tridngulo ABC : ba-
jese la perpendicular RD y se tendrd (Geom. £41, 3.9)
AB2=—B(2}-AG2—2ACXDC
pero (2%, corol.) DC=BCXcos G;
luego AB?*=BC2--AC*—2ACXBCX cos C.
2.°Fl"Se':x el lado AB (fig. 8.2) opuesto al dngnlo obtuso ACB :
g+ bajando la perpendicular BD, se tendra de igual
B modo (Geom. 444, 2.9)
AB2—BC2--AC24-2ACXCD :
pero CD=BC>< cos BCD, y como por olra parte
cos BCD=— cos ACB (9, corol. 2.9),
A G D CD=BCxX— cos ACB =— BCX cos C;
luego AB2=B(2--AC2—2ACXBCX cos C.
Luego en todo caso se verifica que
e2=a2-}-b>—2ab < cos C.
De igual modo se demostraria que
b2=a2-}-c2—2acX cos'B,
a2=Db21-c2—2bc X cos A.

OBsErVACION. [Estas tres ecuaciones contienen los elementos
necesarios para la resolucion general de los iriangulos recti-
lineos.

87%. TeoremA 2.9 En todo tridngulo los senos de los dngulos
son proporcionales d los lados opuestos.

Bajando la perpendicular BD (fig. 9.%) sobre 11 base, se ties
ne (26, corol.)
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BD=ABX sen A y BD=BC}X sen C, luego
ABX'sen A=BCX sen G 0 ¢ sen A=aX sen C;
de donde (Alg. 481)
sen A sen C
i
Bajando la perpendicular desde C sobre AB: del mismo modo
se deduciria que

sen A sen B
@l il

B

/ de cuya proporcion v de la anterior re-
A . sulta

D

sen B sen G
— [) :——C—'.
38. Trorgua 3.0 Lz suma de dos lados de un tridngulo es
d su diferencia, como la tangente de la semisuma de los dngulos
opuestos d dichos lados es G la tangente de la semidiferencia de
los mismos dngulos.
Por el teorema anterior se tiene

sen A sen B

Fig. 9+

a b
de donde (Alg. 484, corol. 4.0)
scn A4sen B a+-b,
sen A—sen B~ a—b
gen A-tsen B tgi (A+B),
pero (1) sen A—sen B gk (A—B)’
=15

a+b gk (A+B)
luego = A—D)"

1g3

{
2\

ARTICULO 1V.
Resolucion de los triangules chlicuangulos.

39. Si en un tridngulo cualquiera se conocen tres de los
seis elementos que le constituyen, con tal que entre los datos
se halle un lado, €l triangulo puede resolverse, 6 lo que es igual,
se pueden determinar los tres elementos restantes (Geometria,
8G, 87, 88).

La combinacion ternaria de los seis elementos, sujetos &
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dicha condicion, da luear & los cuatro

g problemas particulares

distintos que aparecen & continuacion

Fig. 10. DATOS. INCOGNITAS

b,
c?

1.9 @, s A, B, C.
20BN hN e iA B, C, a.
3.0° a; A, B, G, b, ¢
(S (Tl B, C, b.

PROBLEMAS.

40, .1.0 Dados los tres lados @ b, ¢ de un tridngulo,
determinar los tres angulos A, B, C. A
De la formula (36) @*=b24-c*—2bc¢ cos A, se deduce
_bre—g?
cos A — — o+ [1].

et —p2 ]
2ac ?

2ab [3]:
Parg hallar ahora cualquiera de los angulos, el A por ejemplo
se aplican los logaritmos 4 la formula [1], y resnlta
L. cos A=L. (02*+-c2—a?)-+-CyL. (2bc) ().

Es evid : 4 i
: ente que de una manera analoga se pueden determinar
los angulos B y C.

OBservacioy. - Las formilas precedentes ne se hall
paradas para el caleulo logaritmico, porque ya se ve que para to-
-mar el logaritmo de b2-}-¢2 ~a2, ‘¢s necesario ejecutar de ante-
mano tres elevaciones al cuadrado Y la suma y resta indicadas.

Por e'sta. razon se las suele trasfGenar en otras,.mas cémodas en
la practica, del modo siguiente :

Restando la- ecuacion [1] de la igualdad 1 == >, Se halla

{—cos A =1 — V2 —a? | Qe~h—c2pe2 . @*—(b—c)?

Del mismo modo cos B

24 72 52
N A

an bien pre-

———

2be 2be

2

. a—+4-b—c¢ ~-c—

(Alg., 4@, 3.9) W,
«ue
y llamando 2;0 la suma gle los tres lados, se tiene
a-+b4+e=2p" de donde « Fb—c=2p—2¢
.

01\ )’ Es preferible casi siempre hallar por el mélod
<Vc a sumar los logaritmos de sus

—_—

0 ordinario el produclo
factores, ele.
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Y a-+c—b=2p—2b, cuyos valores sustitnidos en la ecuacion
primera, teniendo al mismio tiempo presente que

1
1—cos A=2 sen®*- A (2%), resulta

%A—_—. Alp—c) (p=b) __ 2Ap—b) (p—0). ge donde

2 sen2
2be be

1, ¢ [(p—=b) (p—0) AT :
sen EA“@/_—bc [A] :

y de una manera analoga

. 1 ! (p—a) If])—C) Y
seng B= \/———”c (B],

o (p—a) (p—D A
SEI]E(J:\/ p—a) (p—u) [L] (:)’

ab

Aplicando los logaritmos & cualquiera de estas férmulas, po
ejemplo a la primera, resulta

L. scné A:‘—z [L. (p—b)-+L. (p—e)+CyL. b-+CoL.c].

41. Dados dos lados b, ¢ y el angulo comprendido A,
determinar los otros dos dngulos B, C y el tercer lado «.
La suma de los angulos B y C es

B--G=1800— A

1 800'— A

y por con&guienteé(B-‘rC): >

: tambien tenemos (38)

t
btec '€

b—¢ i)

(B-+0)

RO L= | S v

de donde
L. tg3 (B~C)=L. tg2 (BY-OH4-L (b0 Gk (-}

por medio de cuya igualdad se determina el valor de ~-(B—C);

1
2

y como el de?—)(B—{—G‘y es tambien conocido, se tendra (Alge-

(*) Do los dos valores de cstos radicales, solo el posilivo salisface las condi-
ciones del problema; porque siendo un @ngulo eualquiera A <180°, § A<90¢;
luego todas sus lineas trigonomélricas son positivas (¥, corol.).
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bra, 93) suponiendo que B esté opuesto al mayor lado,

1 .1 1 1
B=2(B+CH5(B—0) y C=;B+C)—5(B—0)

El lado a se halla por medio de la proporcion (8%)
sen B senA
b a’
42. 3.9 Dado unladoa y dos dngulos cualesquiera A
7 B, determinar el tercer angulo C y los otros lados b y c.
El dngulo C se halla por medio de la ecuacion

C=1809—(A-}-B),
y los lados b y ¢ por las proporciones (3%)
sen'A senB sen A senC

a b a ¢\’
43. 1.° Dados dos lados a yc¢ y el angulo A, opuesto

auno de ellos, determinar los otros angulos B y C y el
tercer lado b. '

El dngulo C se halla por medio de Ia proporcidn (39)
sen A sen C

a C

el angulo B se determina por la igualdad
B=1800—(A-1-C)

y el lado b tambien por medio de la proporcion (3%)
sen A sen B

a b

’

Osseryacion. . Como el seno corresponde-siempre & dos arcos
menores que la semicircunferencia, uno contenido en el cua-
fil'ante ¥ otro suplementario del primero (9, corol.), cuandoun
{mgl.llo se defermina por medio de su seno, puede ocurrir la duda
de si el angulo buscado es el agudo que dan las tablas 6 debe
Ser su suplemento obtuso.

Esta duda, que no ocurre en la resolucion de los tridngulos
_rgctflngult)s, porque los dngulos incognitos son siempre agudos,
ni en los tres primeros problemas de los oblicudngulos, como apa-

rece de un ligero exdmen de cada uno de ellos, puede tener lugar
en el presente caso.
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En efecto, sea ABC (fig. 11) el tringulo & que se refiere

Fig. {12 el problema tltimo : bajando desde B la
perpendicular BD sobre AC, tomando
DC'=DC y uniendo C con B; los dos
triangulos ABC y ABC' contienen los mis-
mos datos A, ¢y a=BC : y como los
dngulos BC'C y BCC' son iguales, BC'A
tiene por suplemento el dnguly C; luego sen G corresponde
tambien al 4ngulo BCA. Si se toma para C el &ngulo que dan
las tablas, resulta b=AC y B=ABC; si se toma para C el
suplemento del angulo que dan las tablas, resulta b=AC y
B=ABC.

La doble solucion, que acaba de hallarse, no tiene lugar sino
cuando el lado opuesto al angulo dado sea menor que el otro lado
conocido, esto es, cuando a<C¢; porque en cualquier otra hipo-
tesis el angulo C es agudo, y por lo tanto el que dan las tablas es
el tnico que satisface las condiciones del problema.

v
2
G

* OBSERVACIONES GENERALES.

44. 1.® Los tres primeros problemas de que acabamos de
ocuparnos son posibles siempre que en el 1.° el mayor lado sea
menor que la suma de los otros dos; y en el 3.9 los dos angulos
conocidos valgan ménos que 1809, El 4.0 problema es evidente-
mente imposible 6 absurdo cuando A no es agudo y a<¢ : lo sera
ademas si a<<BD, esto es, cuando el lado opuesto al angulo co-
nocido es menor que la perpendicular bajada desde el vértice co-
mun & los lados a y ¢ conocidos, sobre el tercer lado. Esta ulti-
ma condicion no siempre se conoce a simple vista; perolo absurdo
del problema se manifiesta en el calculo al determinar el angulo C,
hallando para €l un seno mayor que el radio (como se vera, ejem-
plo 3.9); cuyo resultado significa lo mismo que las raices imagi-
narias en las ecuaciones de 2.9 grado 6 el valor infinito en las
de 1.0

2. Los valores hallados para las incdgnitas en los anterio-
res problemas, se pueden comprobar, en el 1.9 sumando los tres
angnlos y viendo si la suma compone 1809 ; en el 2.9 hallando
directamente los dos &ngulos incégnitos, y observando si sumados
con el tercero dan tambien 180°; yen el 3.9 y 4.9 calculando uno
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de los dngulos por laférmula del 1+ caso, y comparando el resul-
tado con la hipétesis 6 con otro resultado hallado anteriormente.

EJEMPLOS.
45. 1.° Dados los tres lados de un triangulo, a—==85,
0="10, e=45, hallar los tres dngulos A, B y C.
Las férmulas que pueden emplearse son (40, obs.)

1 1
L. sengA=[L. (p—)+L. (p=0)+CoL. 04-CoL. ¢
L. sen%B:é—[I,. (p—a) L. (p—e)+-CoL. a--CyL. c.
L. sen%C:Eetc.
Ahora, a{-b4-¢=200; de donde p=109, p—a=15, p—b=30

Y p—c=55. Luego

1,477121
1,740363
2,154902
2,346787

5 — _:L E

=~

1
L. sen 5 A=

;119173
,859586=L. sen (40° 21' 53”)
, 176091

T ST s

1
L. sen - Be=—

i

1,666911=L. sen (270 40’ 22")
[ 1,176091

1,477121
2,070581

U
=

L. sen % C::sz

1,439347=L. sen (150 57' 457)

Lh"
30"
Comprob. A--B--C—1780 118’ 120"—1800

2.9

Dados los lados de un triangulo y el angulo opuesto
a uno de ellos, ¢ — 1085, ¢ — 1098, A = 46° 12" 42", hallar
los otros dos angulos B, C y el tercer lado b.

Las férmulas que deben emplearse son (89)
sen A sen G

== ]

@ [
B=1800—(A-}-C),
sen A sen B
“a b
Este ejemplo tiene dos soluciones (43, obs.).

Primera solucion.

3,035430
1,999343

G

4
4,
]

{
L. sen C _-2

1,863650=L. sen (460 55' 57"
B=180°—(93" 8' 39")=86° 51' 21"
C=46° 55" 57"
B=86° 51' 21*
b=1500,71.

Sequnda solucion.

C=1800—(4

99! 57")=1330 ' 3"
B=1800—(1

6
790 16" £5")=00 43" 15"
0354:

4

£

3,
= i
o,
0,
1,276653=L. 18,91
b=18,91,
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Comprobacion de Ja solucion 1.* (44, 2.%) ¢
’ 9 9 29 T ™~ -
1 51%%1&33 [NDICE.

L. sen 5 A=! 27,823'702 Sy
1.,959398 Capitulos, Pdcinas.

——eeeeees

T1875‘27 INTRODUCCION: v e vvsvnsnnss CARFGH A el e SR 3
3

T,593763=L. sen (23° 6' 21"). GEOMETR{A PLANA
Luego A=£60 12.42". .
De una manera analoga se comprueba la 2. solucion. SECCION 1. — Propiedades de las figuras planas.

3.0 Dados dos lados de un tridngulo y el dngulo opuesto ; Primero ... ILINEAS RECTAS EN SUS DIFERENTES POSICIONES....
4 uno de ellos, @ — 513, ¢ =860, A= 66° 10" 12/, hallar 2 ‘
108 4ngulos B, C y el tercer taloib, gcrpend,u:ulnros y oblicnas.
e las lineas paralelas.e..c.oooieviivniinnan
En este ejemplo se emplean las mismas formulas que en el DE LA CIRCUNFERENCIA .. .v... oo Ty S
ShErios. Pyopxedndes de la cn*cx_mlvx‘c‘ncm.' .............
T4 Lineas secantes y tangentes 4 la circunferencia.
( :939020 ' Medida de los 4ngulos.....oeve svvveeinn.ens
_) 1,961290 Problemas raficos
L.sen C= ’ 11 De L0S POLiGONOS .
3980833 Definiciones preliminaresi........«. B-r< o era e
i ot (0 De los tRiangulos. . ..o ee . v covonalenenns
0,190204 3 Delosciadiiitoees. ... . 8. ..o S . ..on
luego este problema es absurdo (44, 1.9). : De los poligonos en general
Problemas gréificos

SECCION 1. — De la exlension de las figuras planas.

Primero ... FIGUNAS SEMEJANTES. .e.uiamee viei unnearnes,
De las lineas proporcionales
De los tridngulos semejantes
Semejanza de los poligonos en general........
Consecuencia de la semejanza de los poligonos,
Problemas graficos
Problemas numéricos
PoL{GONOS REGULARES INSCRIPTOS Y GIRCUNSCRIP-

TOS, Y RAZON DE LA CIRCUNFERENCIA AL DIAMETRO,

Inscripeion y circunscripeion de poligonos....
Problemasty, T S bae s e o A LNt na
Razon de la eircunferencia al didmetro
ProbIeImass .k s et messiieore/sie sslseiizaniasamneiesate
DE LAS AREAS DE LAS FIGURRAS PLANAS: .. s.uu.a..,
Delerminacion de las areas de las figuras planas,
Comparacion de las dreas de las figuras planas.
Problemas...cceesssevessstsecnescnanns




— 220 —

Comprobacion de Ja solucion 1.* (44, 2.%) ¢
’ 9 9 29 T ™~ -
1 51%%1&33 [NDICE.

L. sen 5 A=! 27,823'702 Sy
1.,959398 Capitulos, Pdcinas.

——eeeeees

T1875‘27 INTRODUCCION: v e vvsvnsnnss CARFGH A el e SR 3
3

T,593763=L. sen (23° 6' 21"). GEOMETR{A PLANA
Luego A=£60 12.42". .
De una manera analoga se comprueba la 2. solucion. SECCION 1. — Propiedades de las figuras planas.

3.0 Dados dos lados de un tridngulo y el dngulo opuesto ; Primero ... ILINEAS RECTAS EN SUS DIFERENTES POSICIONES....
4 uno de ellos, @ — 513, ¢ =860, A= 66° 10" 12/, hallar 2 ‘
108 4ngulos B, C y el tercer taloib, gcrpend,u:ulnros y oblicnas.
e las lineas paralelas.e..c.oooieviivniinnan
En este ejemplo se emplean las mismas formulas que en el DE LA CIRCUNFERENCIA .. .v... oo Ty S
ShErios. Pyopxedndes de la cn*cx_mlvx‘c‘ncm.' .............
T4 Lineas secantes y tangentes 4 la circunferencia.
( :939020 ' Medida de los 4ngulos.....oeve svvveeinn.ens
_) 1,961290 Problemas raficos
L.sen C= ’ 11 De L0S POLiGONOS .
3980833 Definiciones preliminaresi........«. B-r< o era e
i ot (0 De los tRiangulos. . ..o ee . v covonalenenns
0,190204 3 Delosciadiiitoees. ... . 8. ..o S . ..on
luego este problema es absurdo (44, 1.9). : De los poligonos en general
Problemas gréificos

SECCION 1. — De la exlension de las figuras planas.

Primero ... FIGUNAS SEMEJANTES. .e.uiamee viei unnearnes,
De las lineas proporcionales
De los tridngulos semejantes
Semejanza de los poligonos en general........
Consecuencia de la semejanza de los poligonos,
Problemas graficos
Problemas numéricos
PoL{GONOS REGULARES INSCRIPTOS Y GIRCUNSCRIP-

TOS, Y RAZON DE LA CIRCUNFERENCIA AL DIAMETRO,

Inscripeion y circunscripeion de poligonos....
Problemasty, T S bae s e o A LNt na
Razon de la eircunferencia al didmetro
ProbIeImass .k s et messiieore/sie sslseiizaniasamneiesate
DE LAS AREAS DE LAS FIGURRAS PLANAS: .. s.uu.a..,
Delerminacion de las areas de las figuras planas,
Comparacion de las dreas de las figuras planas.
Problemas...cceesssevessstsecnescnanns




— 222 —

GEOMETRIA D.L ESPACIO.
SECCION 1. — Propiedades de las figuras en el espacio.

Proliminares Primero ... DE LAS LINEAS TRIGONOMETRICAS. ... ... .... AT
ref ares ... PRI T I)
rell
Primero PLANOS EN SUS DIFERENTES POSICIONES........ .. 121 eliminares i S 50 SO0
v 1oulos diedros id Valor absoluto de las luuas trigonométricas. .
ADNCUIOB HI6ATOS c ox on i/e siorais oia nie 0is asine sia Sletenle s s
De Tos planos perpendiculares y oblicuosentresi, 126 Valores relativos de las lineas lm"onomemcas.
Plﬁ's paralelos 197 Relacion entre las lineas trigonométricas de un
anos paralelos. ., 9
: : £ { mismo arco S8 el s s N
De los angulos poliedros........... 131 :
Pr anq 138 i Relacion entre l"«almeasturvonomch ricas de dos
DFOL\:, Nl e e o 197 arcos y las de la suma 6 diferencia de los
f N mismos .
uperficie conica v w30
[I))eozaj i.fl 139 $ . DE LAS TABLAS TRIGONOMETRICAS.
en sals B
I)Ie la su >m(1ue cilindrie: 140 Determinacion de sen 1' en vu]orcs del mdlo
Pr ;1 mll ; 149 Formacion de las tablas. .......
04 ¢ .. e 8 i o fgce
De la supmhoxe caienca 143 Uso de las tablas tngonqmetx icas
Prohléma 149 III........ DE LA RESOLUGION DE TRIANGULOS. .
11 D& 1.0S POLIEDROS id Teoremas relativos 4 1a resolucion de tridngulos
DR N - J “" - ""."" AL 2 - l‘ [ "
Definiciones preliminares....... . o id, ectangulos
De las piramides 150 Re\oluc'on de los tridngulos rectingulos
- = Ejempl
De los prismas....... caerins SR ADA 4]empio. . =
De los poliedros en general, . : 156 leoremas x'elam os4dla lesolumon de trxaxwulos
. | oblicudngules..,

, : ' Resol de los tridng :
SECCION 11 — De la extension do las figuras en el espacio. E;;f}p‘}‘;‘s‘f'f“"_'f’? ridngulos oblioudngulos.
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Preliminares.......... .ad.
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