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Recirrocamente.  Si una recta DA divide en dos partes iguales
el angulo BAG, formado por dos tangentes d
una circunferencie, pasard por el centro O
de ésta.
Porque de lo contrario, trazando por O y
A una recta, habria dos bisectrices de un
mismo angulo BAC, lo que es absurdo.
Ospservacion. El lugar geométiico de los centros de las cir-

cunferencias tangentes & los lados de un angulo es la bisectriz
de éste.

©6. 9.0 Describir una circunferencia 0, tangente a tres
rectas AB, BC y CD (fig 71), que forman entre sidngulos cua-
lesquiera.

Tracense las bisectrices de los angulos, las que se cortaran

it en un punto O; porque siendo cada

o uno de los angulos B y C menor que

A dos rectos (49, corol. 2.9), la suma

|g¢/;ie sus mitades OBC y OCB vale ménos

// tambien que dos rectos, y por lo tanto

0 0 JOB y OC no son paralelas (34, 2.9) :

\\/ hégase centro en O, y con un radio OE,

— s =-__igual 4 las distancias de O 4 una de las

rectas CD, se describe la circunferencia
pedida.

Porque BO es el lugar geométrico de los centros de las eir-
cunferencias tangentes & ABy BC (&5, obs.); por igual razon
CO es el lugar geométrico de los centros de las circunferencias
tangentes 4 BC y CD, luego el punto O, donde se cortan, sera
el centro de la circunferencia que se quiere trazar, y la distancia
a una de las rectas dadas el radio de dicha circunferencia.

Osservacion. Suponiendo prolongadasindefinidamente las rec-
tas AB, BG y CD, se podrian frazar otras tres circunferen-

cias tangentes & las mismas rectas, cuyos centros serian O,
0" y 0"

~o?

@%. 10. Trazar una circunferencia tangente 4 otra en

un punto dado, y que pase por otro punto tambien dado,
exterior ¢ interior 4 ella.
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Distinguirémos dos casos : 1.% que el punto dado (que no se
halla en la circunferencia) sea exterior; 2.° que sea interior.
1.0 Sea O (fig. 72) la circunferencia dada, A el punto de
Fig. 72, contacto y B el exterior por donde ha de
pasar la circunferencia, que va a descri-
birse.

Tracese la recta AB y el radio OA,
prolongdndole indefinidamente en este sen-
tido : dividase la AB en dos partes iguales

por una perpendicular, la que encontrard 4 la OA prolongada su-
licientemente, si el dngulo BAO es oblicuo (29) : desde el punto
0', donde se cortan, con el radio O'A ce describe una circunfe—
rencia que serd la pedida,
Porque pasando por A pasard tambien por B (2@, 1.9, y
sera tangente 4 la circunferencia O (48, reci-
proco 2.9),

2,9 Si el punto B (fig. 73) es interior, se eje-
cuta una construccion analoga 4 la precedente
como se ve en la figura.

OpservacioN.  Si el &ngulo BAO (figs. 72 6 73)
fuese recto, el problema seria imposible.

CAPITULO IIL

De los' poligonos.

ARTICULO PRIMERO.

Definiciones preliminares.

@€8. Se llama rpoiicozo la porcion de superficie plana li-
mitada por rectas. Kstas rectas, los angulos que forman y sus
vértices, reciben los nombres de lados, dngulos y vértices del
peligono.

Lldmase perineTro del poligono le suma 6 conjunto de sus
lados,




DiacoNAL es la recta que une dos vértices no contiguos @ un
mismo lado, como AE (fig. 74).

Un poligono se lama coxvexo cuando no puede ser cortado

Fis 1k por una recta mas que en dos punios; y

SR Mchveavo en el caso contrario. ABCDEF
\ 1N es un poligono convexo, Y GHLMN
7 L concavo.

A ‘/.ME @ x  Cuando en lo sucesivo se nombre
un poligono en general, se entendera que se habla del con-
vexo, que es el Unico de cuyas propiedades ncs ocuparémos en
adelante.

Se llama poligono soumiTero el que tiene todos sus lados iqua-
‘ les entre si, y EQuIANGULO el que tiene sus dngulos igquales.

Lldmase poligono reguLar el que es equildtero y equidngulo, é
[RREGULAR €l que no reune estas dos circunstancias.

69. Un poligono tiene evidentemente tantos lados como
angulos y como vértices; por razon, pues, del numero de la-
dos 6 angculos (*) se clasifican los poligonos de la manera si-
guiente :

El poligono que tiene 3 lados se llama tridngulo.
.+« « o o cuadrildtero.
. « . . pentdgono.
. .+ . o EXAGONO.
. heptdgono.
. octogono.
S . enedgono.
10 = . . decdgono.
fiEo . » . endecdgono.
19 i e o dodecigonos
15. « . o « s . « pentedecdgono.

Los poligonos de diferente niimero de lados de los precedentes
no tienen nombres especiales, y- se les llama poligonos de 13,
20, 100, etc., lados.

() El cuadrildtero es el tnico poligono que loma el nombre del numero
de sus lados, los demas le toman del de sus dngulos.
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ARTICULO 1.
Be los tridngulos.
20. ‘De Ia definicion demla linea recta (8) se infiere que
Fig. 75, (fig. 75) AC<ABH-BC, y tambien que

= a 1AC+BC>AB, de donde AC>AB—BC:
uego :

A Unlado cualquiera de un tridngulo es
D menor que la suma de los otros dos y mayor

£ i
qui su diferencia.
%:ﬂ. Teorema 1.0 La suma de los dngulos de un tridngulo
es iqual a dos dngulos rectos. '
: Sea el triangulo ABC. Trazando por G una recta CE paralela
& AB, se tendra (81, rec. 1.9) o
: BACHACE=2R ¢ BAC+ABCH-BCE=9R :
pero (34, rec. 1.9 BCE—CRA ; luego
BAC--ACB4-CBA—2.

Corot. 1.0 Un dngulo de un tridngulo es suplemento de la suma
d'.f.e los otros dos ; y por consiguiente, si dos tridngulos tienen dos
cfngu[os respectivamente iguales, tambien tendrdn igual el tercer
dngulo (18, corol.).

.C’onor,. 2.% El dngulo BCD, formado por un lado BC de un
t-r:v.al-nguln y la prolongacion CD de otro, lHamado dngulo E‘{Tsnvb
es igual & la suma de los dos internos A y B no adyacemés :

Porque la suma de A y B tiene por suplemento el‘z:mgulo
ACB (corol. ant.) : pero BCD tiene tambien por suplemento a
ACB (19); luego (28, corol.). ;

BCD=A-}-B.

Coror. 3.° Si un tridngulo tiene un dngulo recto 1 obtuso. los
demds seran agudos. : b

lei:fn.ase tridngulo RrecTineuLo el que tiene un dngulo recto
OBTUSANGULO el que tiene un dngulo obtuso, y ACUTANGULO €] trz:z
liene sus tres angulos agudos. : :

En el tridngulo rectangulo se llama wipoteNusa el lado opues-

to ;Il dngulo recto, y cateros los lados que forman dicho dngulo
recto.

GEOM.
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Conon. L.° Los dos dngulos agudos del tridangulo rectdn-
qulo son. complementarios = Y REGIPROGAMENTE, i dos dngulos de
un trigngulo son complementarios, el trigngulo serd rectdngulo.
Cotorn. 5.0 Si desde un punto de una oblicua se baja una per-
pendicular sobre la recta d que lo ¢s, la perpendicular caerd den-
tro del dngulo agudo.

de 1 it incider
Sgs tsmangrﬂas 'commden, luego los triangulos son iguales
.0 Sean los mismos tridngulos, en que se su S
el angulo BAG=B'A'C/ ’ e
triim;i B AC y ACB=A'C'B' : superponiendo dichos
: 1gulos de manera que A'C’ coincida con su ignal AC, A’B
caer: i : 1
: erd sokl))re AB por ser iguales los angulos BAG y B'A'C’ ;rB"C
aera sobre BG por igual razon ; luego el punto B' coincidiirit con

Porque si cayese dentro del 4ngulo obtuso, resultaria un trifn-
gulo con un angulo obtuso y otro recto, lo que es imposible (co-
rolario 3.9). :

we. Teonema 2.0 Dos tridngulos son iguales : 1.0 si tienen
sus tres lados respectivamente iguales ; 2.0 si tienen dos lados res-
pectivamente iquales é iqual el dngulo comprendido ; 3.0 si tienen
un lado iqual contiguo & dos dngulos respectivamente iguales.

1.0 Sean los triangulos ABC y A'B'C (fig. 76) en que Supo=
nemos AB=A'R, BC==B'C ¥y AC=A'C' : colbquese el tridn-

i gulo AB'C' sobre el ABC, de modo

B » que A'C' coincida con su igual AC,
/\\ /\\ , Y que el vériice B' caiga a dife-
NN ¢ rente lado de la AC que el vertice

B, en B’ por ejemplo, unanse los

B puntos By B".

La recta AC tiene el punto A equidistante de B y B" por
ser rectas ABy AB’ iguales por hipotesis : por igual razon G
equidista tambien de By B"; luego la AC es perpendicular & la
BB, y la divide en dos partes iguales 0OB=0B" (28, corola—
rio 2.%). Doblando, pues, esta figara por AC, la parte inferior
gqbre la superior, OB caera sobre OB (23), y el punto B" coin-
cidira con B; luego los tres vértices de los tridngulos ABG y AB'G
coinciden ; luego tambien los lados y angulos, luego son iguales :
pero el triangulo AB'C representa A'B'C ; luego

ABC=AB'C.

9.0 Si los tridngulos fuesen los mismos, Y S€ supusiese
AB=A'B, AC=AC y el 4ngulo BAG igual al B'A'C/, colocando
el triangulo A'B'C’ sobre el ABC, de modo que A'C’ coincidiese
con su igual AC, y el vértice B cayese hacia la parte superior
de AC como el vértice B, el angulo B'A'C’ coincidira con st
igual BAC y el punto B caera sobre B, por ser iguales fam-
bien por hipdtesis las rectas AB.y AB; luego los tres vertices

S any - L
B (& ; corol. 39) ; lue?go los tres vértices de los triangulos se con
funden, luego los tridngulos son iguales - g
: EORO*L. J;)os t-i‘z.(engquJs son iquales cuando tienen un lado igual
Y r-os angulos cu.f'ﬂesqu.zem respectivamente igquales, con tal que
estos ?engan la misma colocacion en los dos tridngulos respecto al
lado igual. : e
- liorqu‘e temgpdoldos angulos respectivamente iguales, tienen
' erce;otam ien igual ('.Sﬂ, corol. 1.9, luego si los angulos
{edspgc ivamente fguales tienen la misma colocacion I‘BSpBCDI:O al
‘a 0 1gu§1, tendran necesariamente un lado igual contiguo 4 d
angulos iguales. ; g
%8 Tt 3.0 :
ﬁns'] 7 .lLOR:E.’.\I.\ 3. .D{)S tridngulos rectdngulos ABC y AB('
(fig. 77) son zlguczles st tienen las hipotenusas BC y B'C' iguales
un cateto AB igual d otro cateto A'B' g
Superpongase el triangulo A'B'C’ al ABC, de modo que el
1 @

Fig. 11. aul inei
- 5 cateto A'B' coincida con su igual AB:

el cateto A'G' caerd sobre AC, por la
\ igualdad de los &ngulos rectos en A’ y
ol : en A, y la hipotenusa B'C’ sobre BC
A j [HEY €' pues de lo contrario B'C' y BC serl'a'
desiguales (25, 2.9), lo que es contra la hipotesis; lueg ";
punto C' caerd sobre C, luego los tridngulos son inualés o
IOBSERVAG[O.‘{ 1.2 En este caso de igualdad deD triﬁn'aulos ]
mistno que en los del ntimero anterior, se notard que loscén' ,I :
que coinciden son los opuestos 4 lados iguales, y que lo %udos
que tambien coinciden son los opuestos a angulo,s iguales; fl g
nera que en tridngulos iguales, & lados iguales se 03)0??61%, i
iquales, y reciprocamente. s
AB(ESL:R}';\CION 9.2 : S:i al superponer estos tridngulos suponemos
C\?rA.B vy BC<B'C, se notard que B™>B y por consiguiente
/C., de donde resulta que dos tridngulos rectangulos t,ue ti
nen igual un cateto y la hipotenusa desiaual, eloe’lngu,I;I agulr?c;
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opuesto 4 dicho cateto es mayor en el quetiene menor hipotenusa.

w4. Los tridngulos pdr razon de sus lados se dividen tambien
en ESCALENGS, que fienen sus tres lados desiguales, 1sOSCELES, que
tienen dos lados iquales, y equiLtEros, que tienen los tres lados
iguales enire si.

Se llama ase  de un tridngulo uno cualquiera de sus lados;
vErTice el vértice del dngulo opuesto al lado tomado por base, Yy
attura la perpendicular bajada desde el vértice é la base 6 @ su
prolongacion.

Si AG es la base del tridngulo ABC (fig. 78), el punto B serd
el vértice, v la perpendicular BD la altura.
Coror. En el tridngulo rectdngulo, si un cateto es la base el
otro serd la aliura.
OssErvAcioN. En el triangulo issceles suele llamarse base el
lado desigual.
%5. Trorema 4.2 En todo tridngulo : 1.° & lados iguales se opo-
nen dngulos iguales ; 2.0 al mayor lado se opone el mayor dngulo.
1.0 Sea el triangulo ABC (fig. 78) en que se supone AD—=
BC, y vamos 4 demostrar que el angulo Fig. 78.
en A es igual al en C. B
Bajese desde B una perpendicular : \\\1{
BD sobre AG. Los tridngulos rectdngulos \ \ \\
ABD y DBC tienen el cateto BD comun: A D ¢ % &
y la hipotenusa AB igual a la hipotenusa BC por hipotesis ; luego
son iguales (¥3); luego los angulos en A y en C, opuestos al
lado comun, tambien lo serin (%8, obs. 1.%)
2.9 Sea el fridngulo EFG (fig. 78); si FG>FE, el angulo
FEG sera mayor que €l G.
Tomando sobre FG una part2 FH=FE se tendrd, segun la
primera parle del teorema, el angulo
FEH=FHE :
pero (¥4, corol. 2.9) FHE>G; luego
FEH >G :
el angulo FEH es una parte de FEG; luego con mayor razon
FEG>G.

RecipROCAMENTE.  En todo tridngulo : 1.0 d dngulos iguales se
oponen lados iguales; 2.° al mayor dngulo se opone el mayor
lado (1.2). '

!
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Coror. €.  Siun tridngulo es isdsceles, los dngulos contiguos
d la base son iguales, y reciprocamente.

Corow. 2.9 Si un tridngulo es equildtero, serd tambien equi-
dngulo, y reciprocamente ; luego el tridngulo equildtero 0 equidn-=
gulo es un poligono regular.

CozoL. 3.0 El mayor lado en el tridngulo obtusingulo es el
opuesto al dngulo obtuso, y en el rectangulo la hipofenusa.

Opservacion, La recta BD, trazada en un tridngulo ABG
isosceles (fig. 78), reune las circunstancias siguientes :

1.% Pasa por el vértice del tridngulo.

9.+ Es perpendicular d la base.

3.2 Divide la base en dos partes iguales.

1> Es bisectriz del dngulo opuesto & la base.

Y como dos de estas condiciones determinan la posicion de la
rocta, resulta que: :

Si una recta cumple con dos cualesquiera de las condiciones
precedentes cumplird tambien con las dos restantes.

s6. Tronems 5.0 Si dos tridngulos ABC y A'BC (fig. 79)
tienen dos lados respectivamente iguales AB=AB', BC=BG y
el angulo B comprendido por los dos primeros es mayor que el B
comprendido por los dos sequndos, el lado AG opuesio al mayor
dngulo es mayor que el AX'C" opuesto al menor.

Superpongase el tridngulo A'B'G' al ABC, de modo que A'B

Fig. 79. coincida con su igual AB, y el
: lado B'C' caera dentro deldngulo
B' ABC, puesto que este 4ngulo
es mayor por hipotesis que el
A'BC.

Ahora el punto C' podra to-
mar 4 lo sumo tres posiciones
distintas :

1,2 en C" dentro del triangulo; 2.* en G" sobre ellado AG; 3 .
en G fuera del tridngulo.

1.2 SiG caeen G" se tendra (%)

ACHBC>AC'-BC" &
y como BC=BC" por hipotesis, resulta
AC>AC" 6 AC>AC.
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9.+ Si el punto C' cayese en G, se tendria evidentemente
AC>AC" 6 ACA'C.
3.2 Si dicho punto C' cae en C"" se tiene ()
AO-FOC">AC"" y BO+0G>BC:
sumando estas desigualdades, resulta
AO-OC"-+BO-HO0C>AC""4-BG,
0 AGHBC"'>AC"" +4-BC
y como BC=BC"" por hipétesis, resulta al fin
AC=>AC™" 6 AC>AC.

Reciprocamente. Si dos tridn-
qulos ABC y A'B'C' tienen dos
lados respectivamente iguales
AB=A'B, EC=B'C y el ier-
cer lado AC es mayor que el
tercer lado A'C, el dngulo B,
opuesto al mayor lado, es ma-
yor que el dngulo B' opuesto
al menor.

En efecto, si B no fuese mayor que B, seria B=B' 0
B<B'; pero si B=B' los tridngulos serian iguales (%2, 2.%),
y por consiguientes AC=A'C’ contra la hipdtesis : si B<B, se-
gun el teorema directo, serfa AC<CA'C’ lo que tambien es
contra la hipotesis ; luego necesariamente se ha de verificar que

B>B.

Fig. 79.

ARTICULO 1L
De los cuadrilateros.

%9. Loscuadrilateros se dividen en TRAPEZOIDES, que no tienen
ningun lado paralelo d otro como ABCD (fig. 80) : TRAPECIOS, (ue
tienen dos lados paralelos y otros dos nmo, como EFGH : y PARA-

Fig. 80.

LELOGRAMOS, que tienen sus la-
¢cE_ 8 ¥

® dos paralelos dos d dos, como
: / MNPQ.

D E HM 0 Se llaman Bases del trape-
ci0 los lados paralelos, y avtura la perpendicular bajada de una
de las bases d la otra 6 & su prolongacion, 6 sea la disancia enire
lus bases.

e h5ae

En el paralelégramo recibe el nombre de base uno cualquiera
de sus lados, y el de altura la perpendicular trazada desde el lado
opuesto & la base 4 esta 6 & su prolongacion, 0 sea la distancia
entre la base y su lado opuesto. -

98. Trorema 1.0 Los dngulos de un cuadrildtero ABCD (fig.30)
valen juntos cuatro angulos rectos.

Trazando la- diagonal BD queda dividido en dos triangulos,
cuyos angulos componen los del cuadrilitero propuesto; perolos
angulos de cada triangulo valen juntos dos rectos (31), luego los
del cuadrilatero valdran cuatro.

%9. Teoreya 2.0 En todo paralelégramo ABCD (fig. 81) :
1.9 los lados opuestos AD y BC, AB y CD son iguales ; 2.0 dos
lados opuestos AD y BC 6 AB y DC.son iguales y paralelos ; 3.°
los dngulos opuestos A y G, By D son tambien iguales ; 4.° las
diagonales se dividen mituamente en dos partes AO y OC, BOy OD
iguales entre si.

1.0 AD=BC y AB=DC por partes de paralelas comprendidas
entre paralelas (8%).

9.0 AD=BC 6 AB=DC por el caso anterior, y son paralelas por

Fig. 81. la definicion del paralelégramo (%%).
3.0 A=C y B=D, porque estos angulos
tienen suslados paralelos y dirigidos en sentido
opuesto (83, 1.9).
4.0 Los tridngulos AOB y COD tienen
AB—CD, por la primera parte del teorema : el dngulo en 2 igual
al en 6, por alternos entre las paralelas AB'y CD cortadas por la
trasversal AC (81, rec. 1.9) : €l 3 es igual al 7 por la misma ra-
zon; luego dichos tridngulos son iguales (4%, 3.9), luego (93,
observacion 1.7%)
A0=0C y OB=0D.

Reciprocameste.  Todo cuadrildtero ABCD serd paralelégra—
mo : 1.9 si los lados opuestos AB y DC, AD y BG son iguales ; 2.9
si dos lados AD y BC, 6 AB y DC son iguales y paralelos ; 3.9 si
los dngulos opuestos A y G, By D son iguales ; .0 si las dos dia-
gonales se dividen mituamente en dos partes iguales AO=0C y
BO=QD.

1.9 Tracese una de las diagonales AC, y los triangulos ABC y
ACD tienen AC comun, AB=DG y AD=BC por hipotesis ; luego




