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son 1guales (%2, 1.9); luego los 4ngulos 2 y 6 son iguales (¥$,
01)_5. 1.4); h.l,eigo ABy CD son paralelas (814, 1.9). La igualdad delos
mismos triangulos nos da las de los angulos 1 y 5, y esta el pa-

ralelismode AD y BC ; luego los cuatro lados del cuadrilatero son

paralelos dos & dos, luego es un paralelogramo.
90 uj ; :
2.9 5i AB y CD son iguales y paralelos, trazando la diago-

Fig. 81. nal AC, los tridingulos ABC y ACD tienen AG
__._;?;,n"Gcomun, AB=CD por hipdtesis, y el angulo

“/ 2 igual al 6 por alternos entre las paralelas

AB y CD, luego dichos tridngulos son iguales

e (%%, 2.9); luego los &ngulos 1 y 5 son tam-
bien iguales (%3, obs. 1.%), luego AD y BC son tambien paralelas
(81, 1.9); luego el cuadrilatero serd un paralelégramo.

3.2 Silos angulos A=C y B=D, como (%8)

A4-B-CD=—/R,
se tendrd  2A49B=/R y 2A42D=/R; de donde
A-+-B=2R vy A}D=2R.

La primera de estds tllimas igualdades demuestra (34, 1.9)
que AD y BC son paralelas, y la segunda que AB y CD lo sen
tambien; luego el cuadrilatero es un paralelogramo.

_ 4.° Siendo AO=0C y BO=O0D : como el angulo AOB es
igual a COD por opuestos por el vértice, los triangulos AOB y
_COD son iguales (%2, 2.9) ; luego los angulos 2 y 6 son tambien
iguales (%8, obs. 1.2), luego AB y CD son paralelas (32, 1.9).

La igualdad de los triangulos BOGC y AOD, que se demuestra
como la anterior, nos da tambien la igualdad de los angulos 1y 5,
y esta el paralelismo de AD y BC ; luego el cuadrilatero es un ‘pa -
ralelogramo.

0 : . il
_QOE{OL. 1_. La diagonal de un paralelégramo le divide en dos
tridngulos iguales.
% Porque tienen un lado comun y los otros dos respectivamente
iguales,

Fig. 82, : -
e ~ Coror. 2.° Dos paralelégramos ABCD
C B _C gy . : e
: ABCD (fig. 82) son iguales si tienen un
dngulo igual A=A' formado por dos la~
dos respectivamente iguales AB=A'B' ¥

A D" AD=AD.

Porgue superponiendo el segundo de estos paralelogramos al

B
A D

e

primero, de modo que A'D' coincida con su igual AD, A'B' caera
sobre AB, por ser A=A’ por hipotesis, y el punto B coincidira
con B por ser tambien A'B'=AB: BC caerd sobre BG por la
igualdad de los angulos B' y B, como suplementos de los iguales
A"y A :y el punto C' coincidira con G, una vez que B'G=BC,
como iguales respectivamente (teor. direc.) con A'D' y AD, igua-
les entre st por hipotesis ; luego los vértices de los dos paraleld-
gramos se confunden, luego los paraleldgramos son iguales.

80. Los paralelogramos se dividen en ROMBOIDES, (ue SOT los
que tienen los lados que forman un dngulo desiguales, y desigua-
les tambien los dngulos contiguos d un lado, como ABCD (fig. 83) 5
RoMBOs, que tienen iguales los lados que forman un dngulo (y por
consiguiente todos sus lados iguales entre sf) y los dngulos conti-
guos d un lado desiguales, como EFGH ; RECTANGULOS, que tienen
los lados que forman un dngulo desiguales y los dngulos conliguos
d un lado iguales (y por consiguiente fodos rectos) como LMNP;
CUADRADOS, que fienen los lados que forman un dngulo iguales €
iguales tambien los dngulos contiguos & un lado (y por consi-
zuiente todos sus lados y todos sus angulos jguales entre si) como
QRST.

Conot. El cuadrado es un poligono reqular.

s48. Teonema b9 1.9 Las diagonales del romboide son des-
iquales y oblicuas entre si ; 2.0 las del rombo desiguales y perpen-
diculares ; 3.9 las del rectingulo iguales y oblicuas ; 4.° las del
cuadrado iguales y perpendiculares.

1.9 Sea el romboide ABCD; los tridngulos ABD y ADC tie-

A

nen AD comun, AB=CD (%9, 1.9, y el angulo comprendido
BAD<?ADC por la definicion, luego BD<CAC (¥8); luego las
diagonales son desiguales.

Los tridngulos BOC y COD tienen OC comun, BO=0D (%9,
I.9 y BC>CD por la definicion del romboide, luego el angu-




opgise

lo BOC>>COD (%@, rec.); luego las diagonales son oblicuas,
9.0 En el rombo EFGIL, los triangulos FEH y EHG tienen
EH comun, EF=GH por la definicion, y el angulo E<H; luego
EG>FH (76), luego las diagonales son desiguales.
Por la definicion del rombose tiene tambien EF=EH y FG=GH;
luego EG es perpendicular & FH (26, corol. 2.9).

Fig. 83.
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3.9 En el rectangulo LMNP resultan los tridngulos MLP y
LPN iguales, por tener dos Jados respectivamente iguales € igual
el angulo comprendido, de donde LN=MP ; luego las diagonales
son iguales.

Los tridngulos MXN y NXP tienen XN comun, MX=XP,
(39, 4.9 y MN>>NP por la definicion del rectangulo, luego el
angulo MXN>NXP (%@, rec.); luego las diagonales LN y MP
son oblicuas.

4.0 En el cuadrado QRST resultan iguales los tridngulos
RQT y QTS, por tener dos lados iguales € igual el &ngulo com-
prendido ; luego RT=QS; luego las diagonales son iguales.

Por la definicion del cuadrado resulta tambien QR=QT Yy
RS=ST; luego QS es perpendicular & RT (26, corol. 2.9).
~ Reciprocamexte.  Si las diagonales de un paralelogramo, 1.0
son desiquales y oblicuas, el paraleldgramo serd romboide ; 2051
son desiguales y perpendiculares, serd rombo ; 3.0 si son iguales
y oblicuas, serd rectingulo ; h.9 si son iguales y perpendiculares,
serdun cuadrado (82).

ARTICULO IIL
De los poligonos en general.
82, Trorewa 1.0 La suma de los dngulos de un poligono

equivale d tantas veces dos rectos como lados tiene el poligono mé-
n0s dos. : :

by A Sl eaa Y e R

ey

Sea el poligono ABCDEF (flg. 84). Si desde uno de sus verti-
Flg. 84. ces A se trazan diagonales 4 los demas, quedara
; ‘_.-B el poligono dividido en tantos tridngulos como la-
/ f\E dos tiene ménos dos; porque los triangulos extre-
Ly} -y mosABG y AEF tiene cada uno por lados dos
’3\' ‘ del poligono, y los restantes cada uno tiene un
»——F solo lado del mismo poligono : los dngulos de 10s
tridngulos componen los del poligono : pero los de cada triangulo
valen dos rectos (74); luego los del poligono equivaldran & tantas
veces dos rectos como lados tiene el poligono ménos dos.

OBSERVACIONES.

1. Llamando S. . la suma de los ingulos (internos) del poli-
gono; y n el niimero de lados 6 de dngulos, el teorema prece-
dente quedara traducido en la siguiente formula :

S.i.—=2%Rn—2) 6 8.i.=2nR—IR.

9.2 Como los angulos de un poligono regular son iguales entre
si, para hallar el valor de uno de estos angulos no hay mas que
dividir el segundo miembro de cualquiera de las formulas ante-
riores por 7, numero de dngulos 6 lados. Ast

2Rn—2)
)

Angulo interno de poligono regular = de donde

Angulo de cuadrado. . . .
Angulo de penthdgono regular — —==

Angulo de exagono regular .

10R 10
Angulo de eptagono regular, .t—,;,——:—{{ — .

: . 1280,57...

L} TR R i )

R=s s B 1-‘&!&0-

' e
Angulo de decgono regular. . =
Ete.

&3. Teorema 2.0 La suma de los dngulos DEF--CDG--etc.
(fig. 83), formados por los lados del poligono y la prolongacion
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de los mismos en igual sentido, lamados dngulos EXTERNOS, es
wual & cualro angulos rectos.
Cada angulo interno AED con su adyacente externo DER va-
Fig. 85, len juntos dos rectos; luego la suma de los 4n-
IL\ . G/ gulos internos y externos sera
BN\ S. -5, e.=2nR :
3’ D pero . S. i=2nR—/AR (82, obs. 1.9);
Al oo luego restando estas igualdades resulta
I'm' ¥ S 322?1R_(2?ER—!LR):‘:4H
Coror.  Un poligono no puede tener mds de tres dngulos agudos.
Porque si tuviese cuatro 6 mas, la suma de los angulos exter-
nos valdria mas de cuatro reclos.
Osservacion. Como los &ngulos externos de los poligonos re-
gulares son iguales por suplementos de 4ngulos igualcs, se tendra

Angulo externo de triangulo equilatero :—%R: 120°

Angulo externo de cuadrado. . . . .= R= 90°.
Angulo externo de pentigono regular —
Ete.
®4. Teorema 3.0 Si dos poligonos ABCDEF y ABCDEF
Fig. 8. (fig. 86) tienen sus lados AB=—A'B'
BC=B'C, etc., y sus dngulos
A=A, B=B/, etc., respectivamente
iguales é igualmente dispuestos, son
iguales.

Superponiendo el primer poligo-
no al segundo, de modo que AB coincida con su igual A‘B’, BC
caera sobre B'C/, por ser los angulos en By B' iguales, y el pun-
to G coincidirh con C, por ser tambien BC—=B'C'. Del mismo
modo se demuestra que todos los vértices coinciden : luego los
poligonos son ignales. :

83. Trorema 4.0 S§i dos poligonos ABCDEF y A'B'C'D'E'F'
se componen del mismo nitmero de tridngulos ABC y A'B'C/, ACD
A'CD', ete., respectivamente iguales é igualmente dispuestos, los
poligonos son iguales.

La igualdad de los triangulos ABC y A'B'C’ nos da AB=A'B,
BC=B'C’; la de los trilngulos ACD y A'C'D' nos da tambien

- 6] —

CD=C'D'; y como lo mismo se deduce respecto de los aemas la-

dos, resulta que los poligonos tienen sus lados respectivamente
iguales é igualmente dispuestos,

De la igualdad de los mismos triangulos ABCy A'B'C', se deduce

igualmente que el 4ngulo
B=R'
y tambien BCA=B'CA' :

de los triangulos ACD y A'C'D’ nos da del mismo modo

angulo ACD=A'C'D'".

Sumando estas dos tltimas igualdades, resulta

BCA--ACD=B'CA'--A'C'D' 6 C=C'.

Como lo mismo se demuestra de los demas angulos, se dedu -
ce que son respectivamente iguales en los poligonos dados.

Luego dichos poligonos tienen sus lados y angulos respectiva-
mente iguales € izualmente dispuestos, luzgo son iguales (84).

Recivrocamente.  Si dos poligonos ABCDEF y A'B'C'D'E'F son
iguales, se pueden descomponer en el mismo nimero de tridngulos
iguales € igualmente dispuestos.

Trazando desde A y A’ diagonales a los otros vértices, resulta
que jlos triingulos ABC y A'BC' tienen AB=A'B' y BC=B'C'
por lados de poligonos iguales, y el angulo B=B' por la misma
razon ; luego dichos triangulos son iguales (%2, 2.9).

La}igualdad de estos triangulos nos da AC=A'C’ y el 4ngulo

ACB=A'CB :
y como los dngulos igualmente dispuestos del poligono son iguales,
se tiene tambien C=C; restando de e:ta igualdad la anterior,
resulta ACD=A'C'D'.

Por otra parte CD=C'D' por la igualdad de los poligonos.

Luego los tridingulos ACDy A'C'D’ son iguales (22, 2.9).

Del mismo modo se demuestra la igualdad de los demas trian-
gulos ; luego el teorema reciproco es verdadero.

PROBLEMAS GRAFICOS.

86. 1.0 Dados los tres lados @, b, ¢ construir un
triangulo.
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Témese una recta AC=Db (fig. 87), y haciendo centro en los
Fie. 81. extremos A y G con ridios respectivamente
l__,;_g_:_,;. iguales @ ¢y @, se trazan dos arcos que se
g s- cortaran en B : uniendo este punto con A
i ' y con C, se tendra el trifingulo ABC, que es

25— el pedido.
En efecto, AC=b, AB=¢ y BC=a.

OBSERVAGIONES.

1. Paraqueeste problema sea posible; espreciso que los arcos
se corten, lo que sucederd siempre que b<<late y b>a—c
(48, rec. 3.9), cuyas condiciones se hallan incluidas en la si-
guiente :

Siempre que la mayor de las rectas dadas seamenor que la suma
de las otras dos, el problema es_posible.

9.2 Gisge tratase de construir un triangulo isdsceles, bastaria
conocer los dos lados desiguales : y si equilatero, su lado.

&%. 9.0 Dados dos lados by e, y el dngulo comprendido
A, construir el tridngulo.

Formese un angulo DAE (fig. 88) igual al dado A (6®) : so-

; Fig. 88 bre sus lados tomense las partes AC y AB

—fd /D respectivamenteigualesa b y ¢; unanse los

b By puntos By G, y el tritngulo ABG sera el

L / pedido. Porque
: A B AC=Db, AB—¢ y BAC=A.

8. 3.9 Dado un lado y dos dngulos, construir el tridn-
gulo.

Distinguirémos dos casos : 1.% que los &ngulos dados sean con-
tiguos allado conocido ; 2. que uno sea contiguo y otro opuesto.

1.0 Sea el ladGFig.’sg A y C (fig. 89) los angulos contiguos.

\x___,_: = , o cualquiera una parle
e B \_,LF__ AC=b : formense en
et R \ 5 lps extremos A y Gde
" M ésta angulos respecti-
\\ \ e vamente iguales a los
At a w g dados A y C(60),7

el triangulo ABG sera el pedido.

7 Tomese en una recta
: B
\

Ny

9.0 Si fuese ol lado b y los angulos A' y B, de los que el
primero es contigno y el segundo opuesto 4 dicho lado I', se for-
maria un angulo B'A'C’ igual al dado A" : por un punto cualquiera
M de la A'B se trazaria la recta MN que formase el angulo
A'MN—B' : tomando A'C’=0', y trazando la BC paralela a MN,
resultaria el triangulo A'B'C’ pedido.

En efecto, en el primer caso se tiene

AC=b, BAC=A, ACB=C.

En el segundo A'C=0', BA'C'=A". Por otra parte, A'B'C=A'MN
(34, rec. 1.9 : pero A'MN=B' por construccion ; luego tam-
bien A'B'C=B".

OBservAcioy. Para que este problema sea posible es necesario
que los angulos dados yalgan juntos ménos que dos rectos : de lo
contrario las rectas AB y CB en el primer caso, Y las MN y A'C
en el segundo serian paralelas 6 se encontrarian en la parte
inferior de AC las primeras y 4 la jzquierda de A" las segun-
das (32).

9. /.0 Dada la hipotenusa a y un cateto b construir un
triangulo rectdngulo.

Férmese un 4ngulo A (fig. 90) recto : sobre uno de sus lados
Eig: 0. se toma AB=D : haciendo centro en B, con un

Jree i T y !

| ; radio igual a la hipotenusa &, sé traza un arco

que cortara el otro lado en un punto C (%%, co-

rolario 3.0, v 44, 0bs.), ¥ uniendo este con B el

_________ tridngulo ABC serd el pedido.

i’i.;!—‘*

Porque el dngulo en A es recto, AB=Db, BC=a.

B
¥
va

99. 5.0 Formar un tridngulo igual & otro dado.

Con los tres lados del triangulo dado, con dos lados v el angu-
lo comprendido, con un ladoy dos 4ngulos igualmente dispuestos,
6 con la hipotenusay un cateto (si fuese rectangulo) se construye
un nuevo triangulo (86, 8%, 88, €9), el cual sera igual al pro-
puesto (9% 6 ¥3).

o1. 6.0 Dados los ladosa,b, yel angulo comprendido
A, construir un paralelégramo.
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Formese un éngulo EAF=A (fg. 91); témese AB=D vy

Fige-ot. AD=a : haciendo centro en B con el radio

AD se traza un arco, y haciendo centro en

D con el radio AB se traza otro arco, que

cortard el anterior (%0 y 48, rec. 3.9) en

un punto G : se une este punto con B y con

D, y- ABCD serd un paralelogramo (39, rec. 1,9, que tiene las
circunstancias pedidas.

Porque BAD=A, AB=b, AD=q.

Osservacron.  Un rombo se construye dado ellado y un angulo :
un rectangulo conociendo los lados desiguales ; y un cuadrado si
se da su lado.

2. 7.0 Construir un poligonoigual aotro dado ABCDEL
(fig. 86).

Se divide este poligono dado en tridngulos por medio de dia-
gonales trazadas desde el vértice A : se forman los triangualos
A'BC, A'C'D', etc. respectivamente iguales 4 los ABC, ACD, etc.,
¥ que tengan entre si la misma colocacion que estos; y el poligono
ABCDET, formado por los lados exteriores de dichos iriangu-
los, sera el pedido (83).

Otra construccion. Sea el poligono ABGDE (fig. 92) : tricen-
Fiz, 02, se por todos sus vértices paralelas entre
.. si:lomense sobre estas las partes igua-
» les AN="BB=CC'=DD'=EE' : tnase
_(mkﬁ,el punto A’ con B, B' con €', (' con D',
/ D' con E'y E'con A, y el poligono
A'BCDE' sera igual al dado.

B Porque las figuras ABA'B, BCB'CY,
etcétera, son paralelbgramos (49, rec. 2.9; luego AB=A'B,
BC=BC, etc. (*9, 1.9 vy Ios angulos ABC=A'B'C/, BCD—
BCD', etc. (33, 1.9). Luego el poligono propuesto y el que acaba
de formarse tienen sus lados Y angulos respectivamente iguales
¢ igualmente dispuestos ; luego son iguales (*).

(*) Tambien podria resolverse este problema funddndose en ol leorema
del namero 84 ; pero la construceion estaria mas sujeta 4 errop en la prac-
tica, y conviene siempre elegir entre los diferentes medios, que en cada
caso pueden emplearse, aguel en que ménos se mulliplican los errores
debidos d los instrumentos de que tenemos que valernos, :

SECCION SEGUNDA.

DE LA EXTENSION DE LAS FIGURAS PLANAS.

CAPITULO L

Figuras semejantes.

ARTICULO PRIMERO.

De las lineas proporcionales.

93. Teorema 1.0 Si sobre’el lado AD de un dngulo DAD'
(fig. 93) se toman partes iguales ABI:‘BG:CD‘, y por los pun-
tos de division se trazan paralelas BB, CC', DD, hasta encontrar
el otro lado AD', las partes de este AB, B'C', C'D', interceptadas
entre las paralelas, serdn tambien iguales entre sf. :

Trazando por los puntes B, C, las rectas BM, CN, paralelas

Fig. 93. 4 la AD', los friangulos AB'B, BMC, CND

A B ¢ ©’ tienen AB=BC=CD por hipétesis, los

B angulos BAB', GBM, DCN iguales por cor-

, | respondientes, y los ABB', BCM, CDN
b~ igualestambien por la misma razon; luego
dichos tridngulos son iguales (2%, 3.%), luego (¢3, obs.)
AB'—BM=CN :

ero BM=B'C' y CN=CD, por lados opuestos de paralelogra-

mos ; luego e |

©4. Teorema 2.0 Si una recta DE (fig. 94) es paralela d
un lado AC de un tridngulo ABC divide los ofros dos lados AB y
BC en partes proporcionales.

GEOX.




