—iphes

La semejanza de los tridngulos COD y C'OD', DOE y D'OE' nos
daria la proporcionalidad dejlas partes restantes con las anteriores,
luego el teorema es verdadero.

CoroL. Si las partes de una de las paralelas son iguales entre
si, las de la otra lo serdn tambien.

Porque sicndo iguales los antecedentes 6 consecuentes de estas
proporciones, los consecuentes ¢ antecedentes lo son tambien.

104. Sedice que dos rectas estdn divididas en partes nEcipROCA-
MENTE PROPORCIONALES, cuando las partes de la una, 6 toda la recta
y una parte suya, forman los extremos de una proporcion, y las
partes de la otra, 6 toda la recta y una parte suya, forman los
medios [V. Alg. 298 (*)].

105. Teorema 2.0 Si dos cuerdas AB y CD (fig. 103) se

cortan, quedan divididas en partes reciprocamente proporcio-
nales.

Fig. 103, Uniendo A con:C, y B con D, los tridngulos
AOC y BOD tienen los angulos A=D y (=B
(54, corol. 1.9; luego son semejantes (98,
corolario), luego
AD 0OG
0D~ 0B
106. TroreMa 3.0 Si desde un punto O (fig. 104) fuera
de un circulo se trazan dos secantes OA y OB que terminen
Fig, 104, en la parte concava de la curva, los
segmentos externos OGy OD son recipro-
camente proporcionales con las secantes
enteras.
; Uniendo A con D, y C con B, los frian-
B gulos AOD y BOC tienen el anzulo en O
comun y A—=B (34, corol. 1.9); luego son semejantes (8,

corolario), luego
A0 0D

0B OC’

10%. TeoreMA £.9 Si desde un punto O fuera de un circulo
(fig. 105) se traza una tangente OA, que termine en el punto A
de conlacto, y una secante OB, que termine en la parte concava
de la curva, la tangente es media proporcional entre toda la se-
cante y el segmento externa OC-

e

Uniendo B con A, y A con C, los tridngulos OAB y OAC
tiedin tienen el angulo en O comun, y OAC=—B:
porque el primero tiene por medida la mi-
tad del arco AC (53), y el segundo tiene
tambien por medida la mitad del mismo
arco (54) ; luego los tridngulos son seme-
jantes (98, corol.); luego

0B 0A

0A~ OC

2108, Tromewa 5.9 Dos tridngulos semejantes ABG y A'B'C
(fig. 106) tienen las bases homdlogas ACy A'C proporeionales con
las alturas BD y B'D'. _

Por hipdtesis se tiene
Fig. 106. _z‘_\i & iB_ ;
B 3 U
; los triangulos ABD y A'B'D' tienen los angulos
A7 A=A por hipétesis, v ADB=A'D'B' por
rectos; luego son semejantes (98, corolario),
luego
Sy E
AB BD”
de cuyas proporciones se deduce (Alg. 483)
KG'45BD
AT~ BD
109. Se llama proveccion de una linea cualquiera AB (figu-
Fig. 407, ra 107) sobre una recta XZ lu parte A'B' de
ésta. comprendida entre las perpendiculares

; AN y BB, bajadas desde los extremos A y B

7 y, de la primera.
TN B Osservacion. La proyeccion de la hipote-
nusa sobre un cateto es este mismo cateto. Asi en el triangulo
rectingulo ABD (fig. 108) la proyeccion de la hipotenusa AB so-
bre el cateto AD es este cateto.

120. Tronems 6.9 Si desde el vértice B (fig. 108) del angulo
recto de un tridngulo rectingulo ABG se baja una perpendicular
BD sobre la hipotenusa AC: 1.9 un cateto AB es medio propor-
cional entre la hipotenusa ACy su proyeccion AD sobre la hipote
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nusa ; 2.9 la perpendicular BD es tambien media proporcional
entre los segmentos AD y DC de la hipotenusa, 6 sea entre las
proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa.
1.8 Los triangulos ABC y ABD tienen el angulo A comun,
Fig. 108. y ABC=ADB por rectos ; luggo son seme-
B jantes (88, corol.), luego
= AC _AB
AB 1D
= Del mismo modo se demuestra la seme-
janza de los tridingulos ABC y DBC, y de clla se deduce
AC BG
| BG DG
'2.0 Siendo ABC semejante con ABD, y ABC semejante tam-
bien con .DBC, segun acaba de verse, los tridngulos ABD y DBG
son semejantes entre sf ; luego
AD _BD.
BD LG
Cororanto 1.9 De las proporciones del primer caso
A_C AB AG BCJ

G

oD Bane
se deducen (Alg. 4%%) las igualdades
(AB)= (AC) X (D) ¥ (BC)* = (AC) X (DC) ().
_ Luego el cuadrado de un caleto es igual al producto de la
hipotenusa por su proyeccion sobre aquella (**).

CoroL. 2..0 Formando una proporcion con las dos igualdades
del corolario anterior, se tiene

AB®_ ACX AD_ AD
BC*T AGXDC DG
Luego los cuodrados de los catetos son proporcionales d sus
proyecciones sobre la hipotenusa.

(*) Siempre que en lo sucesivo haya que indicar una operacion con el
conjunto de letras que representa una linea, se hard como si todas ellas
fuesen un s.olo signo. Asi por (AB)? escribirémos AB® y por (AC) x (AD)
se eseribird AC x AD.

(."). Se enliende por cuadrado de una linea el cuadrado de su valor nu-
mérico, referido 4 una unidad longitudinal cualquiera; y por producto de

dos. lineas el producto de sus valores numéricos, referidos 4 una misma
unidad, aunque arbitraria.

by, B

Osservacron.  Como el angulo inscripto cuyos lados pasan por

Fig. 109. los extremos de un didmetro es recto (54,

B corol. 2.9), resulta que todo punto B (fig. 109)
;'f ‘\

! de la circunferencia se puede considerar COmo

Ho i \ el vértice del apgulo recto de un triangulo
AD "G rectingulo ABC, cuyos caletos ABy BG son
las cuerdas que de dicho punto van 4 los extremos del diametro,
y cuya hipotenusa AC es el didmetro mismo ; luego las propor-
ciones anteriores, sustituyendo punio de la circunferencia por
vértice, cuerda por cateto,y diimetro por hipotenusa, se convier-
ten en los teoremas siguientes :

Si desde un punto de la circunferencia se baja ura perpendici=
lar al didmelro, y por dicho puntoy los extremos del didmetro se
trazan cuerdas : '

10 Cada cuerda es média proporcional entre el diametro ¥y
su proyeccion sobre éste ; 9.0 lg perpendicular es média propor-
cional entre los segmentos del didmetro, 4 sea entre las proyeccio-
nes de las cuerdas sobre el didmeiro ; 3.0 ¢l cuadrado de ung cuer-
da es igual al producto del didmetro por su proyeccion sobre éste ;
1.9 los cuadrados de las cuerdas son proporcionales d sus proyec-
ciones sobre el didmetro.

f44.  Teorema 7.0 1.0 Enel trigngulo rectangulo, el cua-
drado de la hipotenusa es igual d la suma de los cuadrados de los
catetos (*) ; 2.0 en el obtuséngulo, el cuadrado del lado opuesto
al dngulo obtuso ¢s igual d la suma de los cuadrados de los otros
dos, mas el duplo del producto de uno de estos por la proyeccion
del otro sobre él ; 3.0 en un tridngulo cualquiera, el cuadrado del
lado opuesto d un dangulo agudo es igual d la suma de los cuadra-
dos de los otros dos, ménos el duplo del producto de uno de estos
por la proyeccion del otro sobre él.

1.0 Segun el corolario 1.0 del teorema anterior se tiene (fi-
gura 110)

AB2—=ACXAD, BC2=ACXDC,

{*} Esta primera parte del teorema, que es sin duda una de las verdades
mas interesantes de 1a Geometria, se llama feorema de Pitdgoras, del
nombre del célebre filésofo que le descubrid.




Seegl
y sumando estas igualdades resulta
AB*-B*=AGXADH-ACKDE=ACX(ADHDC)=ACXAC=AC?,
0 bien ACP—=AB2-[ B(2,
CoroL. De la igualdad que precede se deducen las siguientes
AB?=AC2—B(?,
AC=\/ABFBCE, AB—\/AG—BCE,

\ Luego el cuadrado de un cateto es igual
D G al cuadrado de la lhipotenusa ménos el cua-
drado del otro cateto : la hipotenusa es tgual d la raiz cuadrada
de la suma de los cuadrados de los catetos * un cateto cualquiera
es iqual d la raiz cuadrada de la diferencia entre el cuadrado de
la hipotenusa y el cuadrado del otro cateto.

Fig. 110

Fig. 111 o 2.0 Sea el tridngulo ABC (fig. 111) y AB el

lado opuesto al angule obtuso : bajando la per-
pendicular BD sobre AC prolongada, se tendra en
el tridngulo ABD, segun la primera parte del
teorema,
AB2=AD2-| BD? : pero
AD2=(ACH-CD)?=AC24-2ACXCD}-CD?

(Alg. 49, 1.9), v BD2=B(>—CD? (corol. ant.) ; luego susti-

tuyendo estos valores en la igualdad primera, resultara
AB*:AGH—QAGXGD-{—CDE—}-BGE—-GD*:AGH—ZAGXGD%—BG’,
6 bien AB?=AC2-|-BC>--2ACXCD.

3.0 Sea el triangulo ABC (fig. 110), y AB el lado opuesio a
un angulo agudo : bajando la perpendicular BD, en el tridngulo
rectidngulo ABD, se tiene

AB2=AD21-BD? :
pero AD3=(AC—DC)*=AC2—2ACXDCH-DC2 (Alg. 44, 1.9, y en
el triangulo DBC, BD?=B(2—DC(2 (corol. ant.) ; luego susli-
tuyendo los valores de AD? y BD?, que acabamos de determinar,
en la igualdad primera, resultard
AB=ACP—2AGXDCA-D0*--BGe—CD2=AC2—2ACXDG--BCe,
0 bien AB*=AC*4-BC2—2ACXDC.

ReciprocAMENTE. 1.0 Si el cuadrado de un lado de un lridngu-

lo es igual ¢ la suma de los cuadrados de los olros dos, el dngule

B

opuesto al primero serd recto; 2.9 si es mayor, €l dngulo opuesto
serd obtuso ; 3.0 si es menor, agudo (4®).
482. TroncmA 8.9 Los perimetros de los poligonos seme-
Jjanles son proporcionales d sus lados homdlogos.
Llamando a, b, ¢, etc. los lados de uno de los poligonos, y
a, b, ¢, ele., los del otro, se tendra (gg)
%:%:Z—,: (5]
de donde (Alg. 188)
a—+b-4ctetc. a

¢ +0+c¢Fetc. d’
6 expresando por p y p' dichos perimetros
; P a

==

yu 74

PROBLEMAS.

Problemas grdficos.

283, 1.9 Dividir una recta g en partes proporcionales
a otras rectas dadas D, ¢, d.

Sobre una recta indefinida MN (fig. 112) témense las partes

o BD=b, DE=¢, ECG=d : formese sobre

o t: BC el tridngulo equilitero BAC (8€, ob-

beq /N servacion 2.%) : sobre AB y AC tomese

al [TT //\ AB=—=q¢ y AC=a : tracense las rectas

|:£;j_\¥’ B'C, AD, AE, y BD', D'E, EC seran
il NS TN partes de @ proporcionales 4 b, ¢, d.
DB En efecto, siendo AB=AC y AB'=AC,
la linea B'C’ divide los lados del tridngulo ABC en partes propor-
cionales, luego es paralela & BC (94, rec.); luego los triangulos
BACy B'AC son semejantes (9%) : pero BAC es equilatero, luego
RiEi—BlA—un:

La recla B'C’ estd dividida en partes BD', D'E, EC, pro-
porcionales 4 BD, DE, EC (488) y por consiguiente & b, ¢, d;
luego tambien estan determinadas las partes de su igual @ pro-
porcionales 4 b, ¢, d.

OsservacioN. Silos puntos B' y C cayesen en la parte inferior

b8
B
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de By C, la demostracion serfa la misma, tanto en este problema
como en el siguiente.

284, 2.0 Dividir una recta a en un numero cualquiera
de partes iguales, por ejemplo, en cinco.

Este problema se resuelve como el anterior, segun aparece
enla fig. 113, sin mas diferencia que la
de tomar la parte BD arbitraria, y las
DE, EF, FG y GG iguales con BD. La
demostracion tambien es la misma que la
precedente, fundindose la igualdad de las
partes en que queda dividida la recta BC,
y por consiguiente la dada g, en el corola-
rio del nim. 493.

3.0 Hallar una cuarta proporcional a tres rec-
tas, a, b, c.

Fig, 114 Férmese un angulo cualquiera MAN (fi-
][ 8L gura 114 : sobre el lado AN témese AB—a
“'bl‘{ y AC=D, y sobre AM tomese tambien AD=c,
2 Ginase el punto B con el D 6 sean los extre-
7 N\ mosdelos antecedentes a y ¢ de la propor-
AT W CN gion: porC, extremo del consccuente b, tra-
cese la recta CX paralela & BD, y la AX sera la cuarta propor-
cional pedida.
Porque (2%)
AB AD r a c
T =2 6 bien 5=t
g46. 4.0 Hallar una tercera proporcional a dos rectas
Fig 115. dadas a y b.
M gp resuelve como. ¢l anterior, tomando AG
y AD (fig. 115) iguales & b, como aparece en
_ lafigura.
i g4%. 5.0 Hallar una média proporcio-
nal entre dos rectas dadas a y b.

Sobre la recta AB (fig. 116) igual & la mayor & de las da-

By

das, tricese una semicircunferencia : tomese AC=Db: levantese
Fig. 116. la perpendicular CD, y 1a cuerda AD sera la

media proporcional pedida (7).

Porque (4 4@, obs.)
ceARTEAY e o AD
I=C . &0 b
218, Se dice que una recta estd dividida en MEDIA Y EXTREMA ;
razoy, cuando estd dividida en dos partes tales que la mayor es
media proporcional entre la menor y la linea entera.

249, 60 Dividir una recta ¢ en media y extrema
razon.

Témese unarecta AB=a (fig. 117): en el extremo B levan-

: 3 1
Fig. 117. tese una perpendicular BO =50 desde O

con el radio OB ftricese una circunferen-
cia: por A y O se trazala secante AC, y la
l parte AD exterior de la secante, aplicada
""——_{g_ - sobre AB, divide 4 ésta en E, en media y
extrema razon.
En efecio AB es tangente y AG secante de la circunferencia O;
uego se tendra (20%)
AC__ AB AC—AB AB—AD

AB . i¢ donde (Alg. 184
AG— 5 4 donde (Alg. 464) —y AD

y como AB—2BO=DG y AD=AE, esla proporcion se con-
vierle en

AE  EB , AB AE

= lg, 182, 2.%) —=—"

T e

£20. 7.9 Dado un tridngulo ABC (fig. 118), construir

sobre una recta dada A'C/, considerada como lado homg-
logo de AC, otro tridngulo semejante al primero.

(') Es initil repetir que, entre los diferentes medios que pueden emplear-
se en la resolucion de este problema y precedentes, hemos elegido los
que nos parecen mas sencillos y exactos en la praclica.

GEOM. 6
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Formense en los extremos de la recta A'C' los angulos A' = A
Fig. 118, y C'=C, y AB'C serd el triangulo pe-
B B dido (98, corol.): 6 formese A'=Ay
] tomese A'B' igual & una cuarta propor-

I i\ cional 4 las rectasAC, A'C! y AB (28 8),

N y el triangulo A'B'C’ sera el buscado

A G n (88, 2.9); 6 tambien hallese una cuarta
proporcional & AC, A'CC y AB, otrad AC, A'C" y BC; con estas
cuartas proporcionales y con la recta dada A'C’ férmese el trian-
gulo A'B'C’ (886), el cual sera el pedido (98, 1.9),

124. 8. Dado un poligono ABCDEF (fig. 119), construir
sobre una recta dada A'B’, considerada como lado homd-
logo de AB, otro poligono semejante al primero.

Dividase el poligono dado en tridngulos por medio de las dia-

Fig. 119, gonales AG, AD, etc.: constriyase
e sobre A'B, considerada como lado
2

C

5 / T homoélogo de AB, un tridngulo A'B'C’

S/ o semejante al ABC (22@): sobre A'C/,
\/ / considerada como lado homologo
F A

B

A de AC, constriyase otro A'C'D’ seme-
jante @ ACD : y asi sucesivamente. El poligono A'B'C'D'E'F' seré el
pedido (108).

Problemas numéricos.

122, 1.° Dados los valores numéricos de dos lados
de un triangulo rectangulo, determinar el tercer lado.

Distinguirémos dos casos: 1.9 que el lado desconocido sea la
hipotenusa; 2.° que sea un cateto.

1.0 Supongamos que un cateto tiene 40 metros y el otro 32 ;
llamando @ la hipotenusa se tendra (844, corol.)

o= \/502322 = \/262h=51,22. . . metros.

2.0 Supongamos que un cateto tiene 6 metros y 10 la hipote-
nusa, llamando b el otro cateto, sera (144, corol.)

b= \/10‘-’—692 \/53 = 8 metros,

S

123. 2.° Dados los valores numéricos de los lados
de un tridangulo, determinar la especie de susangulos.
Se eleva al cuadrado el valor numeérico del mayor, y si este
cuadrado esigual & la suma de los cuadrados de los otros dos, el
triangulo sera rectangulo, si mayor obtusangulo, y si menor acu-
tangulo (£ 44, rec.).
Asi, si los lados son 3, 4, 5, como §2 =25 y 32-42—=25,
se tendr H2—32-L/2:
luego el triangulo es rectangulo ().
Si los lados son 10, 12, 20, como 202 =400
y 102122 =244, resulta
202>1024-122;
luego el tridngulo es obtusdngulo.
Por ultimo, si los lados fuesen 8, 9, 11, como
112—121, y 8292 =145, se tendria
112 < 82492,
luego el angulo opuesto al mayor lado seria agudo, y siendo los
demas menores (73, 2.9), el tridngulo serfa acutangulo.

CAPITULO II.

Poligonos regulares inscriptos y circunscriptos
y razon de la circunferencia al diametro.

ARTICULO PRIMERO.

Inscripcion y circunscripcion de poligonos.

124, Se dice que una circunferencia esld CIRCUNSCRIPTA & un
poligono, 0 que un poligono estd inscripto en una circunferencia,
cuando ésta pasa por todos los vértices del poligono.

(") Si con unacuerda 6 cadena dividida en piés, por ejemplo, se quisiese
formar un tridngulo rectangulo, bastaria tomar por lados 8, 4, 5 divisio-
nes 6 6, 8, 10, y el édngulo opuesto al lado 5 en el primer caso yal 10 en
el segundo seria recto ; porque 5* =3*+4* y 10°> =862,




