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Formense en los extremos de la recta A'C' los angulos A' = A
Fig. 118, y C'=C, y AB'C serd el triangulo pe-
B B dido (98, corol.): 6 formese A'=Ay
] tomese A'B' igual & una cuarta propor-

I i\ cional 4 las rectasAC, A'C! y AB (28 8),

N y el triangulo A'B'C’ sera el buscado

A G n (88, 2.9); 6 tambien hallese una cuarta
proporcional & AC, A'CC y AB, otrad AC, A'C" y BC; con estas
cuartas proporcionales y con la recta dada A'C’ férmese el trian-
gulo A'B'C’ (886), el cual sera el pedido (98, 1.9),

124. 8. Dado un poligono ABCDEF (fig. 119), construir
sobre una recta dada A'B’, considerada como lado homd-
logo de AB, otro poligono semejante al primero.

Dividase el poligono dado en tridngulos por medio de las dia-

Fig. 119, gonales AG, AD, etc.: constriyase
e sobre A'B, considerada como lado
2

C

5 / T homoélogo de AB, un tridngulo A'B'C’

S/ o semejante al ABC (22@): sobre A'C/,
\/ / considerada como lado homologo
F A

B

A de AC, constriyase otro A'C'D’ seme-
jante @ ACD : y asi sucesivamente. El poligono A'B'C'D'E'F' seré el
pedido (108).

Problemas numéricos.

122, 1.° Dados los valores numéricos de dos lados
de un triangulo rectangulo, determinar el tercer lado.

Distinguirémos dos casos: 1.9 que el lado desconocido sea la
hipotenusa; 2.° que sea un cateto.

1.0 Supongamos que un cateto tiene 40 metros y el otro 32 ;
llamando @ la hipotenusa se tendra (844, corol.)

o= \/502322 = \/262h=51,22. . . metros.

2.0 Supongamos que un cateto tiene 6 metros y 10 la hipote-
nusa, llamando b el otro cateto, sera (144, corol.)

b= \/10‘-’—692 \/53 = 8 metros,

S

123. 2.° Dados los valores numéricos de los lados
de un tridangulo, determinar la especie de susangulos.
Se eleva al cuadrado el valor numeérico del mayor, y si este
cuadrado esigual & la suma de los cuadrados de los otros dos, el
triangulo sera rectangulo, si mayor obtusangulo, y si menor acu-
tangulo (£ 44, rec.).
Asi, si los lados son 3, 4, 5, como §2 =25 y 32-42—=25,
se tendr H2—32-L/2:
luego el triangulo es rectangulo ().
Si los lados son 10, 12, 20, como 202 =400
y 102122 =244, resulta
202>1024-122;
luego el tridngulo es obtusdngulo.
Por ultimo, si los lados fuesen 8, 9, 11, como
112—121, y 8292 =145, se tendria
112 < 82492,
luego el angulo opuesto al mayor lado seria agudo, y siendo los
demas menores (73, 2.9), el tridngulo serfa acutangulo.

CAPITULO II.

Poligonos regulares inscriptos y circunscriptos
y razon de la circunferencia al diametro.

ARTICULO PRIMERO.

Inscripcion y circunscripcion de poligonos.

124, Se dice que una circunferencia esld CIRCUNSCRIPTA & un
poligono, 0 que un poligono estd inscripto en una circunferencia,
cuando ésta pasa por todos los vértices del poligono.

(") Si con unacuerda 6 cadena dividida en piés, por ejemplo, se quisiese
formar un tridngulo rectangulo, bastaria tomar por lados 8, 4, 5 divisio-
nes 6 6, 8, 10, y el édngulo opuesto al lado 5 en el primer caso yal 10 en
el segundo seria recto ; porque 5* =3*+4* y 10°> =862,
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Dicese que una circunferencia estd INSCRIPTA e un .pnlfgmw i}
que un poligono estd CIRCUNSGRIPTO d una circunferencia, cuendo
son tangentes d ésta todos los lados del poligono.

225, Tromema 1.0 A todo poligono regular ABCDE (figu-
ra 120) : 1.9 s le puede circunseribir una circunferencia ; 2.0 ins-
cribir otra. .

1.0 Tracese una circunferencia que pase por los vertices
A, By G (@4): desde el centro 0 de ésta bajese la perpendicular
OM al lado BC, y unase el punto O con Ay
conD.

. |ML poblando el cuadrilitero MODCsobte el MOAB,
'U\ MC caera sobre MB, por ser rectos los dngulos

e | : : ERE A
Aw OMC y OMB, ei punto C coincidirad con B una
3 vezque MC-=MB (4 1): la recta CD caera sobre
& BA, por ser iguales los 4ngulos en By en Gpor
hip6tesis, y el punto D coincidira con !}, por sertambien CD=BA;
luego los extremos de OD ¥ OA coinciden, luego eslas rectas s011
iguales ; luego la circunferencia que pasa por A, By G pasard

Fig. 120.

tambien por D. Lo mismo sé demostraria que pasa por los vér-

tices restantes ; luego dicha circunferencia estd circunseripta al
poligono. :

9.0 Los lados del poligono inscripto son cuerdas iguales de la
circunferencia circunscripta luego equidistan del centro de'ésta
(40, 1.9) ; luego todas las perpendiculares trazadas desde O a %Og
Jados del poligono son iguales con OM (24, corol.),; luego la cir-
cunferencia trazada desde O con el radio OM pasara por los e.xtre-
mos de estas perpendiculares : luego todos los lados _del pol:'gf)no
seran tangentes, y por lo fanto la nueva circunferencia estara ns
cripta en el poligono.

126. Llamase ceniro de un poligono regular el centro de la
cireunferencia circunscripta ¢ inscripta, rddios del p'oligono las
rectas que van desde el centro 4 los vértices de sus apgulos =y
apotemas 1as perpendiculares trazadas dfasde el centro g lps ladc?s
del poligono. Los rhdios suelen tambien llamarse 1‘§cdws c}b%:—
¢U08, para distinguirlos de las apotemas que se denominan rddios
rectos.

Corot. 1.0 Los rddios de un poligono son iguales enire sty
las apotemas lo son tambicn.

TIRCVPr L oF Lok B Ve
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Coror. 2. Los rdadios de un poligono son bisectrices de sus
angulos.

En efecto, los triangulos AOE, EOD (ig. 120) son iguales
(2, 1.9); luego los angulos AEO, OED son tambien iguales ;
Iuego EO es bisectriz del angulo en E. Lo mismo se demuestra de
los demas.

CoroL. 3.° Los dngulos en el ceniro, AOE, EOD, elc., son
iguales. '

Por la igualdad de los mismos triangulos AOE, EOD, etc.

OBSERVACIONES.

1.2 Para determinar el centro O de un poligono, e trazan las
bisectrices AO y EO de dos de sus dngulos cualesquiera consecu-
tivos A v E, 6 las perpendiculares en los puntos medios de dos la-
dos consecutivos.

9.2 Los angulos en el centro O de un poligono regular valen
juntos 4R (49, corol. 4.9) : y son iguales entre si (corolario an-
terior) ; luego el valor del dngulo en el centro de un poligono re-
gular estara representado por la formula

LR
?n
De donde
: LR &

Angulo en el centro de triangulo equilat.’= ?:§R=120".

Id. de cuadrado S

Id. de pentigono regular

Id. de exagono id, . «

Id. de eptagono id. . . .

Id. de decagono id. . . . « « o

12%. Teorema 2.° Todo poligono : 1.0 si es inscriplo y equi-
latero es reqular ; 2.° si es circunscripio y equidnaulo es tambien
vegular, '




1.9 Sea el poligono ABCDEF (fig. 121). Los angulos ABC,
BCD, etc., del poligono son inscriptos y comprenden entre sus la-

; 2 :
dos arcos iguales (que en este caso cada uno es 3 de la circun-

ferencia), luego son iguales (4, corol. 1.%); luego el poligono es
regular.

2.0 Sea el poligono A'B'G'D'E'F'. Trazando por el centro O'

Fig: 121. de la circunferencia inscripta y

por los vértices del poligono las

lineas O'A’, O'B' y 0'C', divi-

dirain los angulos A'B'G' del

poligono en dos partes iguales

(@3, corol.) ; luego los éngulos

O'A'B, O'BA', OBC, 0GB

son iguales; luego los triangulos

ABO' y BC'O, que tienen el lado B'O' comun y dos &ngulos

respectivamente iguales é igualmente dispuestos, son iguales (9%,
corol.); lnego A'B'=B'C..

Del mismo modo se demostraria que B'C=CD', CD'=
D'E', etc.: luego el poligono dado es tambien equilatero, luego es
regular.

128. TeoremA 3.0 Los perimetros de los poligonos regulares
ABCD..., A'B'C'D'... (fig. 121), de igual namero de lados, son
proporcionales d sus rddios OA, O'A' y d sus apotemas OM, O'M',

Los poligonos propuestos son semejantes (1@2); luego se
tendra

ZAB
=

Los angulos A, B, C...., y A, B, C..., de los poligonos
regulares de igual ntimero de lados, son todos iguales enlre si
(82, obs. 2.%; luego sus mitades tambien lo seran; luego los
triangulos AOB y A'O'B' tienen los &ngulos ABO=A'B'0' y
BAO—B'A'Q' por ser AO y BO, A'O’ y B'O' bisectrices de los
angulos de los poligonos (426, corol. 2.9); luego son semejan-
tes (98, corol.), luego se tendra (108)

AB A0 MO
KB~ RO~ WO

SR

Esta proporcion y la anterior tienen una razon comun,
luego (Alg. 230)
p A0 MO
PE o A0 MO,
6 llamando r, 1 los radios, y a, a' las apotemas,
Pl a

TS

e A
PROBLEMAS.

229. 1.0 Inscribir en una circunferencia un poli-
gono regular de cualquier nimero de lados, por ejem-
plo, 5.

_Dividase la circunferencia en cinco partes iguales (), AB,
BC, etc. (Gg. 122, 1.* y 2.%) : tricense las cuerdas correspon-

dientes & estos arcos, y el poli-

gono ABCDE serd el pedido.
Los arcos AB, BC, ..., son
iguales, luego las cuerdas

tambien lo sern (39, 1.9);
£ luego el poligono es equilatere

: 0 inscripto, luego es reguiar
A 129, 19.

120. 2.° Dado wun poligono regular inscripto
1.9 circunscribir 4 la misma circunferencia otro del
mismo numero de lados ; 2.° hallar el valor del lado
de este ultimo en valores del lado del primero y del
radio.

1.9 Seael poligono dado ABCDE ; por los puntos M, N, P, etc.,
medios de los arcos subtendidos por sus lados (fig. 122, 1.9
6 por los vértices A, B, G, etc., del poligono (fig. 122, 2.2) tra-
cense tangentes, y el poligono A'B'C'D'E', formado en una u otra
figura, sera el pedido.

Porque en uno y otro caso los angules A, B, C, etc. del

(*) De dos maneras puede hacerse esta division : 1.2 por lanteo; 2.* calcu-
lando el dngulo en el cenlro del poligono que trata de formarse (126, obser-
vacion2.%), aue en este caso seria 72°; construyendo con el semicirculo un én-
gulo AOB de este nimero de grados, y el arco AB, que interceptan sus lados,
gera la quinta parte de la circunferencia. Por mas que esle método parezca
expediloy exacto, no lo es sin embargo; en la praclica es preferible el primero.
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nuevo poligono tienen por medida: mitades de arcos iguales, lue-
go son iguales ; luego el poli-
gono A'B'CD'E' es equiangulo
y esld circunscripto, luego es
regular (42%, 2.9, tenien-
do ademas evidentemente igual
g’ numero de lados que el pro-
puesto.
- Osservacion 1.2 En el caso
s!er ]'os lados paralelos, como en la figura primera, la rec-
ta AQdivide el arco convexo MAN en dos partes igua,les ()
co;o]ario) ; luego pasa por el punto A, medio de este arco. :
7, Jartap 40 -
gstdze;rf lgzi»;:; é‘;f correspondientes, como A y A', y el centro,
2.0 Los triangulos A'E'Q D ¢
Jantes (9%) ; luegbo (108) e
AE MO
: AE ~ RO’
0 llamando I el lado del poligono dado y r el ridio del cfreulo
RE v
e Ho?
d ]
e donde A E:-H—O-; [1].
En el triangulo rectingulo AHO se tiene (4414, corol.)

e VT

e
. gVir=p 2l
Sustituyendo este valor de HO en la ecuacion [1], resulta

N e S

A'E

i ————— 0 ey
5\/!1?'2—5*4 Vire—p Vihr—p
OBSFRVAGION 2.% Traducida la formula [2] al lenguaje comun,
nos dice que :’Ia apotema de un poligono regular es igual d la
mitad de la raiz cuadrada del cuddruplo del rddio cuadrado mé-
nos el cuadrado del lado. '
”.131.. 03:0 ]Jafio. un poligono ABCDE (fig. 123) regular ins-~
cripto: 4.°inscribir otro de duplo numero delados ; 2.0hallar

— Ry

el valor del lado de este ultimo en valores del lado del
primeroy del radio.

1.0 Dividanse los arcos AB, BC, etc., subtendidos por los la-

Fig. 123, dos del poligono dado en dos partes iguales (61);
¢ p tracense las cuerdas de estos nuevos arcos, Y
el poligono AMBNC....., formado por ellas,
D sera el pedido.
Porque es regular (1279, 1.9), y evidente-
" mente de duplo numero de lados que el pro-
puesto.

9.0 Tracense los radios AO, MO y BO : MO pasa por el punto
medio del arco AMB ; luego sera perpendicular & la cuerda AB y
1a dividira en dos partes iguales (44, obs.); luego el triangulo
BHO es rectangulo en I ; luego el angulo BOM es agudo (%2,
corolario 3.9), luego en el triangulo BOM se tendra (244, 3.9)

BMﬂ:BO?—}—MO?——QMOXHO:QBOQ-—ZMOXHO,
6 llamando r el radio,

e
BME—9r2—9r SCHO : pero (430, [2]) HO= 5= Vir—P;

luego sustituyendo este valor de HO en la ecuacion anterior, ré-
sulta

B.\P:Qrﬁ—fzr}(%\/ i —F=gre—r \/ n? —E=r(2r—\/irP—12)}

de donde 1\-1[3:\/1(2-:-— Vi)

232. 4.0 Dada una circunferencia : 10 insecribir
en ella un cuadrado ; 2.0 hallar el lado de éste en valores
del radio.

1.0 Se trazan dos didmetros ACy BD (fig. 124) perpendicu-
lares entre si, 10s que dividiran la circunferen=
Fig. 124 cia en cuatro partes iguales (4%, corol.) : se
unen los extremos de estos arcos por medio de
cuerdas, y el poligono ABCD que estas forman,
sera el cuadrado pedido (£29).
9.0 El tridngulo ABO, rectangulo en O, nos
da(2214,1.9
AR2—A02-L R02=2A02,




g0 e
de donde AB=\/2402=40V/3,
AB=p\/2.

6 llamando r el radio

OBSERVACIONES.

1.» De esta tiltima ecuacion se deduce

A =
—:iz\/ 9.
Luego la razon del lado del cuadrado inscrip

ferencia al rddio es inconmensurable.
2.* Como el lado AB es 4 sy

)0 en una eircun-

vez la diagonal de un cuadrado
AEBO, cuyo lado es el radio, se infiere tambien que : la diagonal
de un cuadrado y su lado son inconmensurables.

3.* Si en la ecuacion anterior £e supone r—1, resulta

AB= \/5_

cuadrado cuyo lado sea la unidad, su
diagonal representa exactamente a
porciona medios para determinar
irracionales (*)

2&83. 5.0 Dada una circunferenci
exagono regular.

Luego construyendo un

\/2_, luego la Geometrfa pro-
el valor exacto de cantidades

.

a, inscribir en ella un

Supongamos el problema resuello, y que AB (fig. 125)

Fif 13k, lado del ex4gono inscripto. Trazando los radios
AO y BO, el 4ngulo AOB=600 (126, obser-

sea el

vacion 2.%) ; luego los angulos A y B del mismo
tridngulo ABO valdran 120° (94, corol. 1.7),
Mas siendo AO=BO0, los dngulosen A y en B se-
ran iguales: luego cada uno de ellos valdra, 600;
luego el tridngulo ABO es equiangulo, lueg
sera equilatero (¥, corol. 2.9); luego
AB=A0;
luego el lado del exdgono es tgual al rddio de |
circunseripta.

0

@ circunferencia

() Esta exactitud es puramente ideal;
para resolver grificamente los problema
n0s aproximados 4 la exactitud, que jam

porque los medios que se emplean
S no dan sino resultados mas 6 mé-
as se consigue de esta manera.

=ogh
i i i 3 egu-
Luego para inscribir en una circunferencia el exagoiloos ;‘mgre‘
lar seacoloca el radio sobre la curva seis veces : izu;]fé]no g
, i ser: X¢ ;
ono ABCD sera e g '
mos de cada arco, y el polig BCD. e
i dos, dejando uno in R
CoroL. Uniendo de dos en dos, jar , v
medio de rectas, BD, DF, FB, los vértices del exdgono reguiar,
‘ 2 . '.
se tendrd el tridngulo equildtero BDF inscripto.

OBSERVACIONES.

1.» Si se quiere hallar tambien el lado del 11‘iz:1pgu10 eilglae—l
terc; inscripto en valores del radio, trazandoﬂ el dlargeif:f; (11,1
tridngula AFD recténgulo en F (34, corol. 2.%) nos dari ;
corol.) n ;
DF=\/AD—AF?=\/ (2A0)?— AF*=\/A0—A0*=\/ SA0?=A0V/3

i ey g
5 llamando r el radio DF=i \/ . ' ’
- H?)e esta ecuacion Tse pueden sacar consecuencias analog?ls;ea
las deducidas en las observaciones 1.2y 3.* del numero a
rior. o \
: 2.2 Larecta BF tiene los puntos By F eqmdisl.angaued: !(\:032
0 : luego es perpendicular 4 la AO en su punto med1g 1 L("'],ni'rulo
roia1'1002.°)' luego AG=GO : mas GO es la apotema e'g rid ?-”3_
equildtero i;zscripto; luego la apotema del tridngulo equildtero @
cripto o-igual d la mitad del rddio.

s s -
434. 6.0 Dada una circunferencia, inscribir en ella
un decigono regular. : -
Supongamos que AB (fig. 126) sea el lado del decagon'o ing
e cripto. Trazando los vadios AO y BO, el.angulo
& o AOB=36° (#26, obs. 2.*); luego. los qngulgs
en Ayen B valdran 1449 (74, corolario 1.9).
Mas como AQ=B0, los angulos en A y en B d;l
mismo triangulo ABO seran iguales, luego cada
uno de ellos valdra 720. :
Tracese la bisectriz del angulo OAB, y sus
milades QAB y QAO valdran 360. Luego el triangulo OAQ tiene
: — : %35, rec. 1.9)
10s angulos AOQ=QAO ; luego (¥,
i AQ=0Q

- "




