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El tridngulo ABQ es ta ubien isésceles; porque siendo ;
QAB=36°, y B=T2°, sera AQB=T72% (%1,
corol. 1.9); luego

AQ=AB.
Esta igualdad de lados y la anlerior nos dan
AB=00Q.
Slendo AQ bisectriz del angulo en A, se ten-
dra (95)
A0 0Q .
KB=2 OB
AO=0B y AB=00Q; luego
0B_0Q . OB_AD
00 QB AB~ QB
Luego el lado del decdgono reqular inscripto es iqu I d la par-
fe mayor del radio dividido en media y extrema razon (448).
Luego para inscribir en una circunerencia el decigono regu-
lar se coloca la parte mayor del radio, dividido en media y extre-
gla razon (449), sobre la curva diez veces, una 4 continuacion
cotra: se unen los extremos de cada arco, y el poligono ABCD....
sera el decagono pedido (*). :
1 Cmfcm_. 1.0C Uniendo de dos en dos, dejando uno intermedio,
os vertices G, E, G, L...., se tendra inscript ]
~ ) o el pentdgo -
gular CEGL : it
Gonorj. 2.9 Para i_nscribir el pentedecigono regular se toma
la cuerda del arco, diferencia entre el subtendido por el lado del
exagono y e_:I del_decagono, y esta diferencia se coloca quince veces,
una_ a f:o'm.muacmn de otra, sobre la circunferencia, la cual que-
dard dividida en quince partes iguales : se trazan las cuerdas cor-

TCSpOI}dlenteS a estos arcos, y el poligono que forman serd el pen-
tedecagono regular.

: (') ’Egta construccion, si bien exacla en teoria, es baslante errénea en
da Fa?;'lca’ porque el error que necesariamente se comete en la division
cf: I'aJ io en media y e:;ltr'ema razon, se multiplica por 10 al hacer aphea-
di_onl ( e. ella.rEs preferible en esle caso y en los que de él dependen, divi-
ir la cireu i 0 i ’
inferencia por tanico en las partes iguales que sa dasag,

ARG e

; : 1 :
£n efecto, el lado del exagono subtiende ‘un arco 5 de cir-

: b= . -
cunferencia : el del decagono T de id.: la diferencia entre estos

arcos es
S 1 : ( =
ﬁ_i—uﬁﬁﬁ -—6—6#6—0_1—5 de circunferencia;
luego este arco, colocado quince veces sobre la circunferencia, la
divide en quince partes iguales, cuyas cuerdas formaran el pente-
decagono regular (42%, 1.%).
OBSERVACION GENERAL

235, Se saben inscribir geométricamente, entre otros po-
ligonos regulares, los siguientes : el tridngulo (433, corol.),
ol cuadrado (23%), el penfdgono (134, corol. 1.9 y el pen-
t2decdgono (34, corol. 2.9). Mas como inscripto un poligo-
no regular, se circunscribe otro del mismo nmimero de lados
(130, 1.9, y se inscribe otro de numero de lados duplo
(134, 1.9), resulta que se pueden inscribir y circunscribir
geométricamente 10s poligonos regulares, cuyo numero de lados
expresan los diferentes términos de las siguientes progresiones :

T e AR Eepas st
e RN R o O LX2"
%5:10:20:&0: oT anOn
=45 :30 5 60 : 120 2 ....eelnenn <152

426. 7.0 Dado el lado a (fig. 127) de un poligono regular

cnalquiera, por ejemplo, de un octégono, construir el poli-

gono.
[n una eircunferencia, cuyo rddio sea una linea cualquiera OB,

inscribase un octégono ABCD.....: sobre
uno de sus lados AB tomese AM=—a: por
M tricese una paralela MB' al rddio AO,
hasta que corte en B’ al OB, prolongado si
es necesario: con un radio igual & OB' trd-
cese una nueva circunferencia : prolon-
guense los ridios OA, 0C, 0D, ele., sl s¢ ne-
cesita, hasta que encuentren la nueva cir-
cunferencia en los puntos A', B, C, ele.:
tnansc estos puntos por medio de cuerdas,

y el poligono A'B'G'D.... serd el pedidos




e
Porque siendo OA— 0By OA'=0B), se tieno

0A OB

QA= R
lnego AB es paralela & A'B' (94, rec.); y como MB' es fambien
paralela & AA', por construcecion, la figura AA'B'M es un paralel6-
gramo ; luego (39, 1.9)

A'B'=AM=a.
Siendo los dngulos en O iguales enfre si, los arcos A'B', B'C!,C'D".,.

que miden estos dngulos, seran tambien iguales ; luego A'B'G/D',.
es un ocldgono regular, euyo lado es igual 4 la recta dada a.

ARTICULO II
Razon de la circunferencia al didmetro.

43%. TeorEva 1.0 Todo circulo se puede considerar como un
poligono regular de infinito nimero de lados, cuyo perimetro es
la circunferencia, y cuyos rddios y apotemas son iguales.

Inscribiendo en una circunferencia un poligono regular cual-
quiera, despues otro de duplo nimero de lados, luego otro, y
asi sucesivamente : los radios de estos poligonos permanecen
siempre iguales 4 los de la circunferencia : las apotemas se van
aproximando al radio, porque los lados del poligono son cada vez
menores (39, 2.0y 4@, 2.9 : y los perimetros de los poligonos
se van confundiendo con la circunferencia, 4 medida que el ni-
mero de lados se duplica; de manera que & las pocas inscripcio-
nes ya lavistano distingue la curva del ultimo poligono inscripto.
Como las inscripciones se pueden aun suponer coniinuadas cuanto
se quiera, se infiere que el teorema es cierto.

Conor. 1°. Dos circunferencias cualesquiera son proporciona-
les d sus rddios y d sus didmetros.

Porque, siendo ¢, ¢ dos circunferencias, 7, ' sus radios, y d,
d' los didmetros, se tiene (428)

Co s 2 e

7 = ) —— ="
Gt o o o
Conor. 2.° La razon de la circunferencia al didmetro es una
cantidad constante.

=95
En efecto, alternando la proporcion

o ¢
= resulta o

CoroL. 3.° Llamando = (*) la razon de la circunferencia al
didmelro, se tendra

’é: ™ 6 “2—6'- — .
En cualquiera de estas dos ecuaciones entran tres cantidades

indeterminadas, y por consiguiente conocidas dos de ellas se
puede hallar el valor de la otra. Asi

c=nd 6 ¢=2mur,

!
i38. Teorema 2.0 Toda linea convexa () cerrada, com-
prendida dentro de ofra cualquiera, es menor que ésta.
Sea ABCDA (fig. 128) la linea convexa. Si esta no es menor
Fig: 125, que todas las que la comprenden, habra de
i & ellas una menor que todas las demas, que sera
Moo .9 mas corta que ABCDA ¢ igual con ella, Su-
¥ pongamos que la linea que comprende & la
Gb ABCDA con estas circunstancias sea AEFGH :
tricese entre estas dos lineas una recta cual-
quiera MN, que 1.0 corte & la ABCDA, y se tendra ()
MN <MEGN,
agregando & los dus miembros la linea MEAHN, resulta
AEMNHA << AEFGHA :

mas por hipdtesis ALFGHA esla linea menor de las que compren-
den a la ABCDA ; luego esta hipdtesis es absurda ; luego todas las
lineas que comprenden 4 la convexa son mayores que ella, 6
ABCDA es la menor de todas.

(') Este signo es la p griega que se pronuncia pi.

(*") Cuando se da este nombre & una curva, sin relacion & otra linea ni
punto, se significa con él que la curva no puede ser cortada por una recta
mas que en dos puntos. Asi, la circunferencia es una curva convexa
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Coror. 1.2 La circunferencia es mayor que ¢t perimetro de
un poligono cualquiera inscripto y menor que el de otro cualquiera
cireunseripto.

Conor. 2.0. Losperimetros de los poligonos reqularesinscriptos
van creciendo & medida que el ndmero de sus lados se duplica, Y
los de los circunscriptos van disminuyendo en igual caso.

OpSERVACION. De estos corolarios se-infiere tambien (51, (]
que

La circunferencia es el limite superior de los poligonos requla-
res inscriptos, y el inferior de los circunseriptos.

PROBLEMAS.

139. 1.0 Hallar la razon numérica de la circunferencia
al diametro, 6 sea el valor de m.
giendo constante 6 igual para todas las circunferencias la can-
tidad que vamos 4 determinar (239, corol. 2.9), si se calcula
el valor de una circunferencia en el supuesto de que el diametro
es 1, se tendra la razon pedida ; puesto que la Tazon de una can-
tidad con la unidad es la cantidad misma.
[nscribiendo én una circunferencia, cuyo diametro es 1, un

: : =
exagono regular, el lado de este poligono valdra 3 (283); yel

perimetro
1
—6=3.
gx
Fl lado del ex&gono circunscripto serd tambien (130, 2.9)

DG s e

____._-4__._———-f__._~______-__ == —_——

1
3
\/&6:?5 Vi B V3
- \/3=0,57T....,

y el perimetro 0,577 } 6=3,46....

Ahora la circunferencia es mayor que el perimetro del poligo-
no inscripto y menor que el del circunscripto (238, corol. 1.9
luego el valor pumérico de la circunferencia sera 3 y una fraceion
decimal menor que 0,46,

gy

Si del mismo modo calculamos el perimetro del poligono ins-
cripto de 12 lados (234, 9.9), y el de igual nimero de lados
circunscripto, el primero de estos valores seri mayor que 3y
el 2.0 menor que 3,46... (138, corol. 2.9), luego la circunfe-
rencia estard representada por 3 Y la parte decimal que lengan
comun los perimetros que acaban de determinarse.

Continuando de la misma- manera €l calculo de los perimetros
de los poligonos inscriptos ¥y circunscriptos de 24, 48, 96, etc.,
Jados, los valores de estos perimetros se iran aproximando mas y
mas, y el valor de la circunferencia se podra hallar tan aproxi-
mado como se quiera (¥). Asi se hallo

r=3,14159...

OpseRVACION. La razon de la circunferencia al diametro hallada
por Arquimedes es 127—2’ por Pedro Mecio -?%(*‘); por otros pro-
cedimientos ménos clementales que el que hemos empleado,

n=23,1415926535.+ ... (hasta 155 cifras decimales).
g4@. 2.0Si un radio tiene seis metros, jcudl sera la
longitud de la circunferencia?

Se tendra (1373, corol. 3.9)
c—=92mr =2 3,14159X 6 = 37,69908 metros.

Reciprocameyte.  Si una circunferencia tiene 516 varas de
longitud, ; cual sera su radio?

Fl radio sera (237, corol. 3.%)

¢
= m_ 82,12 varas.

g41. 3.0 Si un arco tiene 920° y el radio es 10 metros,
jcual serd la longitud del arco?

La de la circunferencia es (83%, corol. 3.9)

c=2%3,14159 X 10 =62,8318 metros,

() Claro se ve que por este procedimiento no es posible llegar 4 un valor
exaclo que represente la razon de la cireunferencia al didmetro. Mas aun, por
cualquiera otro de 10S invenlados 6 por inventar se hallaria un resultado and-
logo, porque la razon de la circunferencia al didmelro, y aun el cuadrado de
estarazon, esuna cantidad inconmensurable. (V. Legendre, Geom., nota L.s),

(") Este namero sé puede obtener oscribiendo las tres primeras cifras
impares cada una dos veces,y separando por medio el grupo que forman,
de este modo

113 | 855,

GLEOM.




y la del arco se halla por la siguiente proporcion

360° 62,8318. 20 % 62,8318
T de donde m:——égu—a— = 3,4906 metros.

142. [.° Gonocidoel radio de un arco, hallar el niimero

c'Ie grados que debe tener para que su longitud sea igual
4 la de una circunferencia de radio tambien dado.

Llamando r el radio del arco y 2 el ntimero de grados, la lon-

Amrodr :
gitud del arco sera Sy la de la circunferencia, cuyo radio

es 1, serd tambien 2=r': y como estas dos expresiones represen-
tan, por hipdtesis, cantidades iguales, resulta

i b

360
de donde (Alg. ¥2) & = 360 -
;

= 2xnr’;

Asi, el nimero de grados de un arco cuyo radio son 24 va-

ras, € igual en longitud 4 una circunferencia cuyo radio scan 10
varas, sera

x:BﬁOOX%:«Isoo-

143. 5.0 Hallar gréficamente la longitud aproximada
de una circunferencia (*).
Tricese la cuerda AB (fig. 129), igual al radio, y el didme-
Fiz. 120, tro CD perpendicular 4 esta cuerda : se tra-
: za por D la tangente ME, y el radio 04,
N prolongandole hasta encontrarla en M: des-
,./?0 de este punto hacia la derecha se toman
L tres radios; se une el extremo E del dlti-
mo con el G del diametro y larecla CE sera
la longitud de la semicircunferencia con ménos error que 0,0001
del radio.
En efecto, en el tridngulo CED, rect4ngulo en D, setiene (A4 4
corolario) }

CE= V/CD*+DE = \/CD*-(ME—NDRE= \/CD* | ME:—2ME x MD + Dy,

G.

N

() Tamhi‘en es imposible la resolucion exacta de este problema emplean-
do sdlo la linea recta y la circunferencia.

Sy
6 poniendo en vez de CD su valor 2r, y en lugar de ME el suyo 3r,

CE=V/ 92— 61X MD--MD?= V/13:2—6:5MD-+MD?  [1].
Parahallarel valor de MD,de los tridngulos semejantes OAH y OMD

MD 0D S NI
de deduce A O de donde MD= o

6 sustiluyendo %1‘ por AH, »por OD yé— Vir*—r* por OH (£SO [2])

ir Lr2 i r Tculiei i
MD=—- el == !__7: :—_:%:gl\/{}
IVip—@ 5\V/3;z ry\3 V3 3
Sustifuyendo este valor de MD en la ecuacion [1] resulta,
CE=V/ 1812 — 6r3 Va+ixroxs=\/ P(13—2 V3=
rV/13,33.....—=3,46410161.....—r V/9,86923171
6 por ultimo CE=r><3,14153...;
y como (EB7, corol. 3.°) e=2rx3,14159 Ja linea GE representa el
valor de la semicircunferencia con ménos error de 0,0001 del radio.

*

CAPITULO III.

De las areas de las figuras planas.

ARTICULO PRIMERO.

Determinacion de las dreas de las figuras planas.

144, Se llaman superficies EQuIVALENTES las que tienen igual
magnitud, aunque tengan distinta figura (8).

245, Teonema 1.0 Dos paralelogramos (fig. 130) AC y EG (),
que tienen las bases AD y EH iguales € igual altura (%%), son
equivalentes.

Fig. 430. Superpongase el paraleldogramo EG al AC,
B30 @R _G demodoqueEH coincida con su igual AD;
4 y como las alturas son iguales, los lados
BC y FG formardn la linea recta BG' (3%,

corolario).

() Estos paraleldgramos los nombramos, para mayor coneision, por las
letras colocadas en los extremos de una diagonal : del mismo modo se
expresara en lo sucesivo todo cuadrilatero, siecmpre que esto no dé lugar
4 equivocaciones.




