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158. Lldmase sector de circulo Iy parte ABCO (fig. 139)

de éste comprendida entre dos rddios 04, OC y un arco ABC.

Cororarto.  El drea de un sector de circulo es igual d la mitad
F "‘a':ﬁm- del producto de su radio por el arco.

Porque se puede considerar tambien como
un sector poligonal correspondiente 4 un poli-
gono regular de infinito numero de lados,

15%. Se llama seeuento de cireulo la par-

D te de este comprendida entre ung cuerda Y su
arco, 6 entre dos cuerdas paralelgs y los arcos que estas in-
terceptan.

La cuerda 6 cuerdas que le forman se llaman base 6 bases del
seamento.

ABC y ADC son segmentos de una base AC : ACNM es un
segmento de dos bases AC y MN.

Coror. El drea de un segmento ABC de una base, y menor
que el semicireulo, es igual 4 la del sector AOCB ménos la del
tridngulo AOC : la de un Segmento ADC de una base tambien pero
mayor que el semicirculo, es igual 4 la del sector ADCO mas la
del tridngulo AQC; y la del segmento ACNM de dos bases es

igual 4 la diferencia de las dreas ds los segmentos MBN y ABC de
una base.

138. Se llaman cireun

ferencias concentricas las que fienen
el mismo centro.

Lldmase corona 6 sniro Ig superficie comprendida entre dos

circunferencias concéniricas de diferente rddio.
Coror. Eldrea de una corong es igual & la del circulo de
mayor rddio, ménos lg del circulo de rddio menor.
239. Para determinar el drea de una figura plana cualquiera,
Fig. 130: 10 comprendida en lo que precede de este
articulo, se divide exacta 6 aproximadamente
€n otras, cuyas dreas se saben hallar : se sy-
nan estas, y la suma sera exacta 6 aproxi-
madamente el 4rea pedida.
Asi, para hallar el 4rea de la figura
ABCDE (fig. 140) se puede dividir en el triangulo M, el rec-
tangalo N, el trapecio P Y el semicirculo ; y las areas de
M+N-4-P+Q forman el érea total pedida.
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51 la figura no fuese rectilinea ni compuesta de arcos. de
circulo, como ABCD (fig. 141), se divi-
diria en otras que supondriamos rectili-
neas, por ejemplo, el trapecio M, los
tridngulos P, R, N y el rectingulo Q;
Yy la suma de las areas de estas seria apro-
ximadamente el area de la figura pro-
puesta.

Fig. 141.

ARTICULO 11,
Comparacion de las dreas en las figuras planas.

16®. Teorema 1.0 Las dreas de dos tridngulos semejantes son
proporcionales ¢ los cuadrados de sus lados homologos.

Las areas de los iriangulos ABG y A'B'C' (fig. 142) se-
ran (454)

IACXBD  ACX BD
INCXBD — ACXBD"
ACXBD
A'CXBD

1 s e
= —A B'D': de donde
5 ACXED, 5 AT

Sustituyendo en la razon compuesta , en vez de

BD =
Fig. 142. la razon componente 5p U igual (1©8)

% , Tesulta (Alg. 475, corol.)

ACXBD  AC2
INCXBD ~ ACE
Los términos de la primera razon repre-
sentan, como se ha dicho, las areas de los tridngulos dados, y
2 2
la razon segunda es igunal & :—]1;@ v a ];3—((1:'2 (Alg., 182, }.%);
ABC AB2? AGat BE2
ABC _ AB2 AG: BCP
164. Teorema 2.9 Las dreas de dos poligonos semejantes
cualesquicra ABCD y ABCD..... (fig. 143) son proporcio-
nales & los cuadrados de sus lados homdlogos.
Estos poligonos se pueden descomponer en igual nimero de

luego
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tridtngulos ABC y A'B'C, ACD y A'C'D', etc., semejantes y se-
mejantemente dispuestos(101,re-
ciproco) ; luego se tendrd (269) :
! ABC _ BC®2 ACD _ (D2
"/ \w KBC BG® KGD DR
dvvioe Estas proporciones tienen las
ultimas razones iguales (96, y
Algebra, 282, 4.%), luego
ACD BC2?
EBC = NUD o
de donde (Alg., 186)

ABCH-ACD{-etc.  BC?
A'B'CHAGD}-ete. — BC?’
6 llamando P y P’ las areas de los poligonos,
P B2

P BGE

Coror. Las dreas de los poligonos requlares de un mismo ni-
mero de lados son proporcionales d los cuadrados de sus rddios y
apotemas.

Estos poligonos son semejantes (402), luego sus areas se-
ran proporcionales & los cuadrados de los lados : y como los
lados son proporcionales 4 los radios y apotemas, los cuadrados
de los lados seran proporcionales 4 los cuadrados de los radios y
de las apotemas (Alg., 482, 4.%); y por consiguiente, las areas
seran tambien proporcionales 4 los cuadrados de los radios y de
las apotemas. Asi

162. Teonema 3.9 Las dreas de los circulos son proporcio-
nales d los cuadrados de los rddios y de los didmetros.

Las formulas de las areas de dos circulos son (155, coro-
lario)

et s
C=n?2 y C=mr"e;

de donde
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y como los cuadrados de los radios son proporcionales a los cua-
drados de los didmetros, resulta
Ui s
e m e
183. Teorema 4.9 Si sobre la hipotenusa a y los catefos b y ¢
de un tridngulo rectangulo, considerados como lados homdlogos,
se construyen poligonos semejantes A, B, G; el drea del poligono
construido sobre la hipotenusa es igual d la suma de las dreas de
los poligonos construidos sobre los cateios.
En efecto, se tiene (161) .
b 0
@ e
perc a,ﬂzbg—k—cQ (144, 1.9); luego (Alg., 486, corol.)
A=B{-C.
Coror. 1.0  Elcuadrado construido sobre la hipotenusa es igual
d la suma de los cuadrados construidos sobre los cafetos.
Porque estos tres cuadrados son poligonos semejantes (402).
Corot. 2.% Si con radios ¢ digmetros respectivamente iguales

d la hipotenusa 6 catetos de un tridngulo rectdngulo se trazan cir- -

cunferencias, y en ellas seinscriben ¢ circunscriben poligonos regu-
lares de igual nitmero de lados, el drea del poligono formado en la
primera esigual d la suma de las dreas de los otros dos.

Este corolario y el siguiente se demuestran como el teorema.

CoroL. 3.9 El drea del circulo trazado con un radio 6 didme-
tro igual @ la hipotenusa es igual d la suma de las dreas de los
trazados con el radio 0 didmetro respectivamente iguales d los
catetos.

164. Teorema 5.9 Las dreas de dos tridngulos ABC y DBF
(fig. 144), que tienen un dngulo B comun, son proporcionales d
los productos ABXBC y BD)XBF de los lados que en cada tridn-
gulo forman dicho dngulo.

Fig. 14k Trazando la DG y tomando por bases de
4 los triangulos ABC y DBC los lados AB y DB,
estos tridngulos tienen la misma altura, lue-
_/__\,_;n‘ go (54, corol.)
o ABC AB
DBC DB’
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Si se toman por bases de los tridngulos DBC y DBF los la-
Fig. 144 dos BC y BF, tambien estos tridngulos tienen
' la misma altura ; luego
DBC  BG
DBF  BI
=4 Multiplicando ordenadamente estas pro-

porciones y suprimiendo al mismo. tiempo el factor comun DBC,
resulta

ABC  ABXBG
DBF DB }BF'

PROBLEMAS.

165. 1.0 Trasformar un poligono ABCD..... (Gg. 145)
en otro equivalente y que tenga un lado ménos.

Unase B con D : por G tricese CM paralela 4 BD : prolongue-
Fiz, 145. se el lado ED hasta encontraren M 4 la CM, y
o €l poligono ABMEF sera el pedido.

]  En efecto, los triangulos BCD y BMD,
que tienen la misma base BD y sus vértices G
Yy M equidistantes de esta hase (82, corol.)
iy E son equivalentes (146, corol.). Luego si al
poligono ABDEF se le agrega el triangulo BCD, y desp}ms el BMD,
los poligonos resultantes ABCDEF y ABMEF son equivalentes ; y

éste tiene evidentemente un lado ménos que el primero.

Coror. Todo poligono se puede trasforznar grdficamente en un
tridngulo equivalente.

Porque si tiene por ejemplo 10 lados, se trasforma en otro
equivalente que tenga 9, luego en otro que tenga 8, y asf suce-
sivamente.

2166. 2. Cuadrar un tridngulo, 6 sea trasformarle
en cuadrado equivalente.

Hallese una media proporcional entre la altura y la mitad de
la base, 6 entre la base y la mitad de la altura (41%) : sobre

RS STt SR
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esta media proporcional se construye un cuadrado, el cnal sera
el pedido.

En efecto, de la proporcion

se deduce

Coror.  Todo poligono puede cuadrarse grdficamente.
Porque se puede trasformar en triangulo equivalente (165,
corol.), y luego en cuadrado segun el problema.

OBSERVACIONES.

1.2 Los poligonos para la determinacion de cuya &rea hay for-
mula determinada pueden cuadrarse sinnecesidad de trasformarlos
antes en triangulos equivalentes, hallando una media proporcio-
nal enire los dos factores que forman dicha drea, y construyendo
un cuadrado sobre la media proporcional.

As, para cuadrar el paralelégramo se halla Ia media propor-
cional entre la base y la altura; para cuadrar el trapecio, se de-
termina la media proporcional entre Ia altura Y la semisuma de
las bases, etc.

2.* Tambien es facil calcular el lado del cuadrado equivalente
4 una figura cualquiera, hallando su &rea Y exirayendo la raiz
cuadrada del niimero que resulte.

Asi, el lado del cuadrado equivalente & una figura cuya érea
son 1800 varas cuadradas, es

l::\/TSW}:M,&Q... varas.

16%. 3.° Cuadrar el circulo aproximadamente.

Hallese una media proporcional entre e radio y la semicircun-
ferencia, y éste serd aproximadamente el lado del cuadrado equi-
valente al circulo, 6 determinese el 4rea del circulo, extraigase la
raiz cuadrada del nimero que la represente, y esta raiz sera
con aproximacion el lado del cuadrado equivalente,

Osservaaion. Por este tltimo procedimiento es imposible hallar
con exactitud el lado del cuadrado equivalente al cireulo ; porque en-
trando por factor del drea la razon de la circunferencia al didmetro,
y siendo esta cantidad inconmensurable (239, ()], el resultado no
puede ser exacto, aunque sf tan aproximado como se quiera. Tampo-
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co puede resolverse el problema por el primer medio con exactitud. :
pueslo que no puede rectificarse exactamente la circunferencia
(143, ().

De manera que la cuadratura del circulo, el problema mas famoso
de la Geometria, es irresoluble con los auxilios que presta la Geo-
melria elemental (*).

168. 4° Dado un poligono P -construir otro P’ seme-
jante al primero, y cuyas areas estén en una razon dada,
por ejemplo, de 3 a 4. :

En unarecta AG (fig. 146) tomese AD=3 partes cualesquiera, pero

iguales entresi, y4 continuacion DC=/4 partes

Fig. 146. iguales 4 las anteriores : sobre ACcomo diame-

{ro tracese una semicircunferencia: enel punto

. D del didmetro levintese la perpendicular DB,

g y tracense las rectas BA y BG, indefinidas por

o laparteinferior deldidmetro: tomese sobre BA

\ una parte BA' igual & uno de los lados del poli-

gono dado P : y trazando la recta A'C' paralela

al diametro, constriyase sobre BC!, considerada como lndq homo-
logo del lado BA' del poligono P, ofro poligono P' sefneJnntelz al
dado (121); y el poligono formado de esta manera serd el pedido.

En efecto, se ticne (1G1) e

BB
Los {ridngulos BAG y BA'C! son semejantes (97); luego
BA' BA
BG' BC’
2 2
6 (Alg. 182, 4.9 %‘é—,z:% : pero (110), ohs.)
BA? 3
Bea
luego de esta proporeion y la anterior, que tienen unarazon comun,

se deduce BAZ 8

BC2 4
Esta proporeion y la primera tienen tambien una razon igual,
P 3 '

luego por ultimo =

L e
() Si bienla resolucion exacta de este problema seria interesante bajo
el punto de visia cienlifico, no 1o seria tanlo, mejor dicho, traeria muy poca

utilidad, con relacion 4 sus aplicaciones préclicas, porque la aproximacion
puede llevarse tan adelanle como en cualquier caso sea de desear.

GEOMETRIA DEL ESPACIO.

SECCION PRIMERA.

PROPIEDADES DE LAS FIGURAS EN EL ESPACIO.

PRELIMINARES.

Del plano.

169. Trorema 1.° Por fres punfos A, B, C (fig. 147),
que no estén en linea recta, puede pasar un plano, pero nada mas
que uno solo.

Por los puntos A, B, G trdcense rectas: por una de estas AB,

e hagase pasar un plano PQ (*), el cual puede
evidentemente girar sirviéndole de eje AB has-
ta llegar al punto C; luego el plano PQ pasa
por los {res puntos dados.

Otro plano PQ', que pasase por los mismos
puutos A, B, G, coincidiria con el PQ.

Porque las tres rectas AB, BC y AC estarian en los dos pla-
nos (8, corol.); luggo por un punto cualquiera D, silnado en el
plano PQ’, se podria trazar una recta DE que cortase dos rectas
ABy BG de las tres que unen los punios dades. Ahora la recta
DE, que tiene los puntos E y F en el plano PQ, coinecidira con

(*)- El plano se representa comunmente por un paralelégramo que dehe
suponerse ilimitado, y se nombra por las lefras de una de sus diagonales

'

como ya se ha visto (45 y siguientes). Con mas propiedad se repescn-
taria por un circulo; pero esto ni se acostumbra ni seria mas cdmodo.

GEOM. 8




