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co puede resolverse el problema por el primer medio con exactitud. :
pueslo que no puede rectificarse exactamente la circunferencia
(143, ().

De manera que la cuadratura del circulo, el problema mas famoso
de la Geometria, es irresoluble con los auxilios que presta la Geo-
melria elemental (*).

168. 4° Dado un poligono P -construir otro P’ seme-
jante al primero, y cuyas areas estén en una razon dada,
por ejemplo, de 3 a 4. :

En unarecta AG (fig. 146) tomese AD=3 partes cualesquiera, pero

iguales entresi, y4 continuacion DC=/4 partes

Fig. 146. iguales 4 las anteriores : sobre ACcomo diame-

{ro tracese una semicircunferencia: enel punto

. D del didmetro levintese la perpendicular DB,

g y tracense las rectas BA y BG, indefinidas por

o laparteinferior deldidmetro: tomese sobre BA

\ una parte BA' igual & uno de los lados del poli-

gono dado P : y trazando la recta A'C' paralela

al diametro, constriyase sobre BC!, considerada como lndq homo-
logo del lado BA' del poligono P, ofro poligono P' sefneJnntelz al
dado (121); y el poligono formado de esta manera serd el pedido.

En efecto, se ticne (1G1) e

BB
Los {ridngulos BAG y BA'C! son semejantes (97); luego
BA' BA
BG' BC’
2 2
6 (Alg. 182, 4.9 %‘é—,z:% : pero (110), ohs.)
BA? 3
Bea
luego de esta proporeion y la anterior, que tienen unarazon comun,

se deduce BAZ 8

BC2 4
Esta proporeion y la primera tienen tambien una razon igual,
P 3 '

luego por ultimo =

L e
() Si bienla resolucion exacta de este problema seria interesante bajo
el punto de visia cienlifico, no 1o seria tanlo, mejor dicho, traeria muy poca

utilidad, con relacion 4 sus aplicaciones préclicas, porque la aproximacion
puede llevarse tan adelanle como en cualquier caso sea de desear.

GEOMETRIA DEL ESPACIO.

SECCION PRIMERA.

PROPIEDADES DE LAS FIGURAS EN EL ESPACIO.

PRELIMINARES.

Del plano.

169. Trorema 1.° Por fres punfos A, B, C (fig. 147),
que no estén en linea recta, puede pasar un plano, pero nada mas
que uno solo.

Por los puntos A, B, G trdcense rectas: por una de estas AB,

e hagase pasar un plano PQ (*), el cual puede
evidentemente girar sirviéndole de eje AB has-
ta llegar al punto C; luego el plano PQ pasa
por los {res puntos dados.

Otro plano PQ', que pasase por los mismos
puutos A, B, G, coincidiria con el PQ.

Porque las tres rectas AB, BC y AC estarian en los dos pla-
nos (8, corol.); luggo por un punto cualquiera D, silnado en el
plano PQ’, se podria trazar una recta DE que cortase dos rectas
ABy BG de las tres que unen los punios dades. Ahora la recta
DE, que tiene los puntos E y F en el plano PQ, coinecidira con

(*)- El plano se representa comunmente por un paralelégramo que dehe
suponerse ilimitado, y se nombra por las lefras de una de sus diagonales

'

como ya se ha visto (45 y siguientes). Con mas propiedad se repescn-
taria por un circulo; pero esto ni se acostumbra ni seria mas cdmodo.

GEOM. 8
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€l en toaa su extension (8, corol.); luego el punto D de esta rec-
ta se hallard tambien en el plano PQ, luego dicho punto es comun
a los dos planos; luego estos tienen todos sus puntos comunes,
luego coinciden,

Coror. 1.9 Trespuntos que no estin en linea recta determinan
la posicion de un plano.

Coror. 2.0 Un dngulo 6 dos rectas
la posicion. de un plano.

Porque el punto comun de las dos rectas y otro en cada una
de ellas forman un sistema de tres puntos que no estan en linea
recta; hallindose las dos rectas en el plano de dichos puntos
(s, corol.).

Corov. 3. Dos paralelas determinan la
que estdn situadas.

que se cortan determinan

posicion del plano en

Porque tomando un punto en una de las paralelas y dos en

la otra, se tiene un sistema de tres puntos que no estan en linea
recta.

Coror. 4.0 La interseccion de dos planos es una linea recta.

Porque si en esta interseccion se pudiesen tomar tres puntos

1o e linea recta, los dos planos formarian uno solo; contrala
hipdtesis.

Rectas perpendiculares y oblicias ¢ un plano.

8720, Se llama prt de una linea que encuentra ¢ atraviesa un
plano, el punto comun & la recta y al plano.

Se dice que una recta es PERPENDICULAR £ yx PLANO, 0 que éste
lo es & aquella, cuando la recty es perpendicular d todas |

pueden pasar por su pié en el mismo plano: y osLicua cu
encuentra sin serle perpendicular.

as que
ando le

194, TeoremaA. 1.9 Si una recta AQ (fig.
Fig. 148, dicular 6 otras dos BO y-CO,
pié O en un plano PQ, lo serd t
ta cualquiera DO,

el mismo plano.

Témese (sobrela recta A Y su prolongacion)
AO=A'O: tricese por un punto cualquiera
D de la DO una recta BG, que corte 4 las

148) es. perpen-
que pasan por su
ambien ¢ otra rec-
que pase por este punto O en
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1 B,
tectas indefinidas BO y CO : Ginanse los puntos A y A" con los

- JyD.

Como los puntos A, By A’ estin en un plano (Jziﬁjé yr:.:fl_
mas BO es perpendicular a4 AA’ en su punto__m;c. m;m =
Ata (253, 1.° AB=A'B; por igual razon AC= ’ectiv;mente
triangulos ABC y A'BG tienen sus Lresnlaﬂdos brfasgl Sl
iguales, luego son iguales. Doblando el A'BG slo 1: sén e
recta BC, la linea A'D coincide con la AD, 'd??;?ltes e
luego la recta DO tiene los puntos D y O equi 21:;) & por.consi-
luego es perpendicular i'].. la AN (?f;;@; g,}orol. Qe

i ) 3, 4 22, corol. 1.9).
gulé;t?)jﬁ E’O Sg'za?’xzaD?eéta es perpendicular & dos que pasan por

6 en un pla 'pendicular al plano. .
Sué? !-6 T 1;?l°plﬁoiuzsaff}reloméi:rico de lé)s punios equ-idz.stqntesq de
los ;);:{fre'mo.s Ay A de u;m recta, es el plano PQ perpendicular en
nto medio O de dicha recta. i
& gzz;i?agzmmzrs. Si dos rectas BO y CO (fig. 1?3,5); s;?;ztge:] 1;{23;“
diculares ¢ una tercera AO en un pnnto dado O, OL e
quiera DO, perpendicular d la misma AO y en e
estard en el plano BOG de las cllos PIiMEras. e

Porque supongamos que, siendo PQ el p.ano’ e
la DO se encuentre fuera de €l : at,z‘is‘ {2 :
por AO y DO otro plano, el cual cortara d} I'QD?O
otra recta D'O distinta de DQ, y se tendra : .
perpendicular 4 AO (teor. d1r§c:), yDO pejpe;xn
dicular tambien 4 la AQ por hipotesis ; 11;1%,8 2
el punto O de la AO y = el plano ee\;
tienen dos perpendiculares & esta recta, lo qu

Fiz. 149.

do (%3). ‘ ey o
abs()}uornom(mo) El lugar geométrico de las perpen‘da.cluIﬁzv’e?amicm
das en un punto de una recta, es el plano perpendicular &

vismo punito. S
en:;g Tniam 9.9 Por un punto dado no se puede trazar &
‘ ndicular.
lano mas de una perper ; e
unPﬁeden ocurrir dos casos : 1.¢ que el punto este en €l pla
.0 que esté fuera de €l. : ; =
: 4% Sea el punto dado O (fig. 150), sxtuadc; :ndss fec_
no ‘PQ y supongamos que s puedan levantar la
]
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tas OA y OB, perpendiculares & dicho plano. Ha-
ciendo pasar por OA y OB otro plano, su intersec-
cion con el PQ sera una recta CD (269, co-
rolario 4.9) ; luego en el punto O de la recta CD
se tendrian dos perpendiculares & eslarecta (190),
2 1o que es absurdo (23).
2.0 Seael punto dado O (fig. 151), situado fuera del plano
¥ 51, PO, y supongamos que se puedan bajar las per-
o pendiculares AO y BO 4 este plano. Haciendo pa-
sar por AO y BO otro plano, su interseccion con
— /1 el PQ serd una recta AB (£6®, corol. 4.9
_{..”,'/_H.,- luego desde el punto O se tendrian bajadas sobre
la AB dos perpendiculares (£%®), lo que es im-
posible (28).
Teorema 3.9 Por un punto dado no se pucde trazar d
una recta mas que un plano perpendicular.
Se distinguen fambien dos casos : 1.9 que el punto esté en la
recta ; 2.0 que esté fuera de ella.
1.% Supongamos que por el punto O (fig. 152), situado en la
Fiz. 152.  Tecta AB, se puedan trazar dos planos PQ y Py’
perpendiculares 4 esta recta. Haciendo pasar por
AO un tercer plano, que corte 4 los otros dos,
sus intersecciones con los dos primeros seran las
reclas OG y OD (8893, corol. 4.9 ; luego la rec-
ta AO seria perpendicuiar 4 las OC y OD, que
pasan por su pié en dichos planos (£%@®), luego en el punto 0 de
larecta AB, y en un mismo plano, se tendrian dos perpendicu-
lares & dicha recta, lo que es absurdo (23).
2.9 Si desde el punto O {fig. 153), situado fuera de la recta
Fig, 153. AB, suponemos trazados los dos planos OP
y OQ perpendiculares & esta recta, ha-
ciendo pasar por O y por dicha recta AB
un tercer plano, las intersecciones de este
con los primeros serfan las rectas OC y OD
(1€9, corol. 4.9) : y como AB es perpen-
dicular a los dos planos OP y 0Q, lo seria tambien 4 las rec-
tas OG y OD que pasan por los puntos G y D en estos planos
(8%0); luego desde el punto O fuera de la recta AB, y en un

433,

2 SRl e e p g
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mismo plano, se tendrian dos perpendiculares & dicha recta, lo
que es imposible (23).

294, Teorewa 4.0 Sidesde un punto O, fuera de un plano
PQ (fig. 154), se trazan d este una perpendicular OA y una obli-
cua OB, la perpendicular es menor que lu oblicua.

Uniendo B con A, el tridngulo OAB es rectingulo en A,

(2% @) ; luego 0A<<OB (93, corol. 3.9).

Coror. La disltancia enire un punio y un
plano se mide por la perpendicular trazada
desile dicho punto al plano.

RECIPROCAMENTE. S una recta es la menor
que se puede trazar entre un punfo y un plano,

Q serd perpendicular d este plano.

Porque si no seria oblicua, y entdnces tra-
zando una perpendicular seria menor que ella; lo que es conlra
la hipotesis.
 49%. Tronema 5.0 Si desde un punfo O, fuera de un
plano PQ, ‘se trazan & esle una perpendicular OA y diferentes
oblicuas OB, OC, OD : 1. las oblicuas OB y OC, que se separan
iqualmente de la perpendicular son iguales ; 2.° de dos obli-
cuas OC y OD, la OD que mas se separa de la perpendicular, es
la mayor.

1.0 Uniendo A con B y con C, los triangulos AOB y AOC tie-
nen el lado AQ comun, AB=AG por hipdtesis, y los angulos
BAO y CAO iguales por rectos ; luego estos triangulos son iguales
(%2, 2.9), luego OB=0C.

9.0 Uniendo A con D, como AD=>AC por hipdtesis, se po-
dra tomar sobre AD una parte AE=AC, en cuyo caso O0C=O0E,
seoun la primera parte del teorema : pero OD>OE (253, 2.9);
luego OD>0C.

Reciprocavents. Si desde un punto fuera de un plano se
trazan G este una perpendicular y diferentes oblicuas : 1.0 las
oblicuas. iguales se separan igualmente de la perpendicular
9.9 (e dos oblicuas, la mayor se separa mas de la perpendicu-
lar (A2).

Coror. 1.0 El lugar geométrico de los piés B, G, E, eic.,
de las oblicuas iguales OB, OC, OE, eic., bajudas desde un
punto O sobre un plano POs 28 %%q circunferencia BCE, cuyo

Fig. 154
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centro es el pié A de la perpendicular AO : y cuyo rddio es la
distancia de este pié al de las oblicuas.

Coror, 2.0 Kl lugar geométrico de los puntos equidistantes de
una circunferencia BCE, es la perpendicular AO levantada en el
plano PQ de dicha circunferencia y en su centro A.

2496. Trorema 6°. Si desde el pié O (fig. 155)de la per-
pendicular AO d un plano PQ, se iraza una perpendicular OD
d otra recta BG situada en el mismo plano, y se une el punto D,
donde estas reclus se encuentran, con otro cualquiera A de la
perpendicular al plano, la recta AD, que une estos dos puntos,
es perpendicular ¢ la Unea BG situade en dicho plano (7).

Tomese DB=DC, v tinanse los puntos B y C con O y con

Fig. 155, A. Las oblicuas OB y OC son iguales (23,
1.9) ; luego las oblicaas AB y AC al plano PQ,
lo son tambien (2%, 1.9); luego el trian-
gulo ABC es isdsceles; lusgo la linea AD es
perpendicular 4 la base BG de este tridngulo

Y9 (23, obs.).

OsservacioN. La recta BC es perpendicular al plano AOD
(#5. corol. 1.9).

13%. Lldmase ProYECCION DE UN PUNTO Sobre un plano el pié
de la perpendicular bajada desde dicho punto al plano.

ProveccioN DE UNA REcTA AB (fig. 156) sobre un plano es
otra recta BC, que une las proyecciones de los extremos de la
primera.

898. Teorema 7.° [l dngulo ABC, que forma una recta

Fig. 156 AB con su proyeccion BC sobre un plano PQ,

A. es.menor que el ABD que la misma recta for-
? ma con otra cualquiera BD, trazada por su
pié en dicho plano.

Toémese BD=BC, vy los tridngulos ABC

y ABD tendran el lado AB comun, AC<ZAD,
Q porser AC perpendicular al plano PQ (£%7%)
y AD oblicua al mismo (#%2); luego el angulo ABC<ZABD
(26, rec.).

(') Este feorema se suele llamar de las tres perpendiculares.
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Coron. El dngulo que une recta forma con un plm?o, tiene
por medida el que la misma recta forma con su proyeccion sobre
dicho plano.

De las rectas paralelas en el espacio.

#99. Teorema 1.9 Dos rectas AB y CD (fig. 157), perpen-
diculares d un mismo plano PQ, son paralelas.

AB y CD son perpendiculares & la 1ecta BD que une sus
piés.

Por otra parte, trazando la EF perpendicular & BD en €l

Fig. 15T, plano PQ y uniendo A con D, esta recta AD es
perpendicular 4 la EF (2%6) : BD ¥ GD lo son
tambien, la primera por construccion ¥ la se-
gunda por hipétesis ; luego las tres rectas BD,
AD y CD estan en un mismo plano (2%, rec.): ¥

Q  comola AB se halla tambien en él (8, corol.),
las rectas AB y CD estdn en un mismo plano, y son perpendicu-
lares 4 una tercera, luego son paralelas (28).

280. Teonewa 2.9 Por un punto A (fig. 158), dado en el
espacio, no se puede trazar d una recta CD mas que und pa-
ralela AB.

En efecto, si se pudiese trazar otra AE, como las rectas AB

Fig. 188. y AE estarian en el plano que pasa por los puntos

% A ,GyD (29), las tres rectas se hallarian en
B este plano (£€9) ; luego por un punto fuera de
D yna recta y en un mismo plano se tendrian dos
paralelas & dicha recta, lo que es absurdo (29, corol. 1.0)..

Corotario 1.0 Dos rectas, una AB (fig. 159) perpendicular

y otra CD oblicua. & un plano PQ, no son para-

Fig. 159,
a lelas.

\ Porque si lo fuesen, levantando en D la DE

|\l perpendicular al mismo plano PQ, seria tambien

paralela 4 AB (£%9); luego por D habria _dos

o rectasDCy DE paralelas 4 AB, lo que es lm-

~  posible.

Coror. 2.0 Si un plano PQ es perpendicular 4 una de dos pa-
ralelas AB, tambien lo serd d la otra DE.
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Porque si el plano PQ fuese oblicuo respecto de DE, esta recta
lo serfa respecto de €l ; en cuyo caso las rectas AB y DE no serfan
paralelas (corolario anterior), contra la hip6tesis.

OssErvAcioN. Este corolario puede enunciarse de otro modo :
Si una- recta es perpendicular @ un plano cualquiera, olra recta
paralela con ella serd perpendicular al mismo plaio.

Coror. 3.° Dos rectas AB y CD (fig. 160), paralelas d ura

Fig. 160.  lercera MN, son paralelas entre si.
A MUY Porque trazando un plano PQ perpendicular &
AB, lo serd tambien 4 su paralela MN (corolaric
_l‘ anterior), y siéndolo & MN lo serd 4 su paralela
7 GD ; luego AB y CD son perpendiculares al plano
O PQ, luego son paralelas (299).

2848, Teorema 3.° S§i dos dngulos BAC, BA'C (fig. 161),
situados en diferentes planos, tienen sus lados paralelos y dirig 1JI-
dos en el mismo sentido, son u’j wales.

Tomese AB=A'B, AC=A'C', y tracense las rectas AA',
BB, CC', BC y B'C. El cuadrilatero ABA'B'
tiene AB icual y paralela a A'B,, luego es un
paralelogramo (99, rec. 2.9); luego AA" es
igual y paralela con BB' : por igual razon CC' es
igual y paralela & AA' ; luego BB' y CC' son igua-
les y paralelas entre si; luego BCB'C' es un para-
lelégramo, luego BC=B'C'; luego los triangulos

ABC y A'B'C’ son iguales (92, 1.9), 1ueg0 los angulos BAG y
B'A'C' 1o son tambien.

BN D

De las rectas paralelas ¢ un plano.

18%. Se dice que una recta es PARALELA A UN PLANO, 0 que
el plano es paralelo a la recta, cuando no se encuentran por mas
que uno y otra se prolonguen.

188. Trorema 1.0 Si una recia AB (fig. 162) es paralela

Tiz. 162. d otra CD, situada en un plano PQ, es paralela
al plano.
La AB estd en el plano ABCD (2%); luego no
puede encontrar al plano PQ sino en algun punto
_ de la CD : pero esto es contra la hipotesis ; luego
tampeco puede encontrar & dicho plano, luego le es paralela,
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184. Teorema 2.0 Sipor una recta AB, paralela ¢ un pla-
10 PQ, se traza otro plano que corte al primero, la interseccion CD
de estos planos es paralela d la recta dada.

En efecto, AB y CD estan en un mismo plano ABCD, ademas
AB no puede encontrar & CD, porque si Ja encontrase, encontra-
ria tambien al plano PQ en que esta se halla situada, lo que es
contra la hipétesis ; luego AB y CD son paralelas (272).

CoroL. 1.0 i una recta AB es paralela & un plano PQ, y por
un punto C de este se traza otra recta CD paralela d la primera,
dicha recte GD estard toda ella en el mismo plano.

Porque. si CD no tuviese mas que el punto C en el plano PQ,
trazando por AB y CD otro plano, cortaria al PQ en una recla CE
paralela con AB (segun el teorema); luego por G habria dos para-
lelas CD y CE 4 la AB, lo que es imposible (29, corol. 1.9)

Coror. 2.°  Si una recta AB (fig. 163) es paralela & dos pla-

Fig. 163. 10s PQ y PR, que se cortan, serd paralela d la
R A interseccion CP de estos planos.
Porque trazando por un punto cualquiera Cde
la interseccion CP una paralela a la AB, debe ha-
g llarse al mismo tiempo en los dos planos (coro-
lario anterior) ; luego coincide con dicha inter-
seccion CP, luego AB y CP son paralelas,

CAP{TULO PRIMERO.

Planos en sus diferentes posiciones.
ARTICULO PRIMERO.
Angulos diedros.

485%. Se llama AvcuLo DIEDRO, 0 simplemente piEDRO, lO0 €x-
tension comprendida entre dos planos que se cortan. Estos planos
se llaman CARAS, Y ARISTA Su inlerseccion.




