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secciones de los planos con el transversal no son paralelas, como
facilmente se comprende observando que si dos planos que se
cortan son perpendiculares & un tercero, forman con este los
ocho angulos diedros rectos, y por consiguiente iguales; resul-
tando consiguientemente los alternos y correspondientes iguales y
los internos de un mismo lado suplementarios, sin que los planos
sean paralelos. En el reciproco 1.9 dichas intersecciones son siem-
pre paralelas (28%); Y este por lo tanto es cierto en todo caso,
0 sea sin mas hipotesis que las hechas en el analogo de la Geo-

melria plana.
206. Teonema 5.° Las partes AC y BD (fig. 176) de pa-
Fig. 176. ralelas, comprendidas entre planos PQ y RS

paralelos, son iguales.

Trazando un plano que pase por dichas
paralelas, las comunes secciones AB y CD de
este plano con los paralelos son lineas para-
lelas (2@2); luego la figura ABCD es un pa-
ralelégramo, luego

5 AC=BD.
‘< / Coror. Los punlos de un plano equidistan
de su paralelo.

Porque las perpendiculares trazadas desde un plano 4 su para-
lelo son paralelas (£99), luego son iguales.

20%. Teorema 6.0 Dos rectas CE y CE' (fig. 177) com-
prendidas entre dos planos PQ y TU paralelos, cortadas por un
tercer plano RS, paralelo d los primeros, quedan divididas en
partes proporcionales.

Tracese la recta GG paralela 4 CE, y por E'C'G hégase pa=

Fig. 171, sar un plano.
DF y EG serdn paralelas (2e2);
/‘——E,A——Igg luego se tendra (94)
| CF_ CD.
/5 / Ll g FG  DE’
/i ,__J pero1 CF=CD y FG=DE por partes de
paralelas comprendidas entre planos pa-
/? planos pa

i
Mg 70 lelos; lueg
A ) UEGO
2y g Bl—/ CD CD'
DE DE"
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ARTIGULO IV.

De los dngulos poliedros.

208. Se llama ixcuio pormpro la extension comprendida
por tres 6 mds planos que concurren en un punto, y tienen dos d
dos una recta comun.

Los planos s¢ llaman caras 6 angulos rectilineos, las inter-
secciones de las caras reciben el nombre de aristas, y el de vértice
el punto de concurrencia.

OABC (fig. 178) es un angulo poliedro; AOB, BOCG y COA

Fig. 178, sus caras : OA, OB y OC las aristas, y Q el
vértice.

Unéngulo poliedrose nombra, comoacaba
de verse, por la letra del vértice seguida de
una colocada en cada arista. Tambien se pue-
de nombrar, si esta solo, porlaletra del vér-
tice : asi para expresar el anterior bastara
decir el angulo poliedro O.

CoroL. Un dngulo poliedro no varta devalor aunque varie la
longitud de sus aristas.

Se da el nombre de dngulo poliedro coxvexo al que no puede
ser afravesado por una recta mds que en dos puntos.

En todo lo que sigue supondremos convexos los angulos po-
liedros.

Lidmase AwcuLo TRIEDRO d simplemente TRIEDRO, el dngulo po-
liedro formado por tres caras.

209. Se dice que dos triedros son suplementarios cuando los
dngulos rectilineos de cada uno son respectivamente suplementa-
rios de los diedros del otro.

2480. Trorema 1.9 Dado un dngulo triedro O, se puede for-
mar otro suplementario.

Desde un punto ', interior del triedro dado, tricense las per-
pendiculares O'A’, OB’ y O'C' 4 las caras AOB, BOC y COA de
mismo triedro, y el formado en O’ por estas perpendiculares sera
el pedido.

En efecto el angulo rectilineo A'Q'C’, formado por las per-
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penaiculares 0'A’ y O'CY a las caras AOB y AOG, es suplemento
del diedro OA (19®) : por igual razon los rectilineos A'O'B’ y
Fig. 178. B'O'C’ son suplementos de los diedros OB y
0C ; luego los angulos rectilineos del trieiro
0' son suplementarios de los diedros del trie-
dro O.

Siendo O'A" perpendicular & la cara AOB
y 0'C' 4 la AOC, el plano A'O'C’ es perpen-
dicular A estas dos caras (198); luego la
interseccion AO de estas serd perpendicular
4 dicho plano A'0'C’ (498, corol. 3.9 : por igual razon OB es
perpendicular al plano A'O'B', y OC al B'O'C’; luego el diedro
0'A’ es suplemento del angulo rectilineo AOB, O'B' del rectilineo
BOC, y 0'C’ del AOC; luego los angulos rectilineos del triedro O

son suplementos de los diedros del triedro O'.

Luego los triedros 0 y O' son suplementarios (289).

244, Trorema 2.0 En tfodo dngulo triedro, un dngulo rec-
tilineo : 1.0 es menor que la suma de los otros dos ; 2.° es mayor
que su diferencia.

1.9 Seca el triedro O (fig. 179), y supongamos que el angulo

Fig. 179 rectilineo AOC es mayor que cualquiera de los
otros dos AOB y BOC.
Formese el dngulo DOC=BOC, y iricese
por D larecta AC : témese OB=0D, y tnase
q BconAy con I
De esta constraccion resulta que los triin-

gulos DOG y BOC son iguales (%2, 2.9, lue-.

go DC=BC : AC 0 sea AD}-DC<CABHBC (20); luego,
restando de esta desigualdad la igualdad anterior, se tiene

AD<CAB,

Ahora, los triangulos AOD y AOB tienen AQ comun, OD=0B
por construccion y AD<CAB; luego el angulo AOD<CAOB (76,
reciproco) ; luego sumando con esta desigualdad los angulos igua-
les por construccion DOC y BOC, resulta

AOD+DOC<CAOB-+-BOG 6 AOG<AOB--BOC.
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2.0 Esta parte del teorema es una consecuencia necesaria de
la primera.

®A4%. Trorema 3.° La suma de los dngulos rectilineos AOB,
BOG, etc., que forman un dngulo poliedro O (fig. 180) es menor
que cuatro rectos. :

Cortense todas las aristas del 4ngulo poliedro O por un plano

ABCD, y desde un punto 0, interior de este
poligono, tracense las lineas O'A, O'B, etc., 4
los vértices de todos sus angulos.

La suma de los angulos de los tridngulos
laterales AOB, BOG, etc., es igual & la de los
angulos de igual ntimero de triangulos AO'B,
BO'C, etc. formados en el poligono (7 ).

Ahora, en el triedro BAOC se tiene

ABC<<ABO--OBC (2f8, 1.9, 6 ABO'-}-0'BG<<ABO-OBC; y
corno lo mismo se verifica en los triedros cuyos vértices estin en
los puntos C, D y A, resulta que en los triangulos cuyo veértice
estd en O, la suma de los angulos de las bases es mayor que la
de los angulos, tambien en las bases, de los tridingulos cuyo vér-
tice esta en O'; luego por compensacion, la suma de los angulos en
O sera menor que la de los dngulosen O, pero estos valen cuatro
rectos (89, corol. 4.9; luego los en 0, 6 sean los rectilineos
del angulo poliedro, valen ménos de cuatro rectos.

288, Trorema 4.° Lo suma de los dngulos diedros-de un
triedro cualquiera es mayor que dos rectos y menor que seis.

En efecto, los angulos diedros de un triedro, sumados con los
rectilineos de su suplementario, valen seis rectos : pero los recti-
lineos del suplementario valenevidentemente mas de cero y ménos
de cuatrorectos (24%); luego los diedros del primitivo valen mé-
nos de seis rectos y mas de dos. :

284. Teorema 5:° Dos dngulos triedros som iguales : 1.9 si
tienen sus tres caras 0 dngulos rectilineos respectivamente igua-
les ; 2.9 sitienen dos caras iguales é iqual el diedro comprendido ;
3.9si tienen una cara igual contiqua d dos diedros respectivamente
iquales ; 4.0 si tienen sus tres dngulos diedros respectivamente
iguales, con tal que en todos estos casos los elementos estén dis-
puestos del mismo modo.

l.e Sean los triedros O y O’ (figura 484), en que s2
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supore AOB = AOB, BOC = BOC y AG=— AQC,
Témense las aristas OA, OB, OC, O'A', O'B' y O'C' iguales,
y tracense los triangulos ABG vy
A'B'C' : bajense las perpendicu-
lares OP y O'P' sobre los planos
l de estos triangulos, y unanse los
'\ .« puntos Py P'con Ay A
1 i En los tridngulos AOB y A'O'B'
B! B se tiene AQO=0B=0'A'=0B' y
a angulo AOB=A'0'B'; luego estos triangulos son iguales
(32, 2.9; luego AB=A'B' : por igual razon BC=B'C' vy
AC=A'C'; luego los triangulos ABG y A'BC son iguales
("2, 1.9. :

Los puntos P y P, piés de las perpendiculares OP y CR
son los centros de las circunferencias circunscriptas a dichos trian-
gulos (293, corol. 1.9); luego los radios AP y A’P' son iguales;
luego los triangulos rectangulos AOP y A'O'P' son tambien igua-
les (¥8), luego OP=0'P".

Superp6nganse el triedro O al 0', de modo que el tridngulo
ABC coincida con su igual A'B'C : el punto P coincide con Py
PO con P'O' (4%%2); luego la arista OA coincidira con O'A’, OB
con O'B' y OG con O'C'; luego los triedros coinciden, luego son
iguales.

9.0 Supongamos que en los triedros O y 0' se tengan los die-
dros AO=A'0, y los rectilineos AOB=A'0'B" y AOC=A'0'T.

Superpéngase el triedro O al 0', de modo que la cara AQC
coincida con su igual A'O'C', y que la arista OB caiga al mismo
lado de la cara comun que la O'B’ : la cara AOB caera sobre
A'O'B' por ser los diedros OA y O'A’ iguales, y la arista OB coin-
cidira con O'B' por la igualdad de los angulos rectilineos AOB y
ANO'B ; luego los triedros coinciden, luego son iguales.

3.0 Este caso se demuestra de una manera analoga al 2.°

L.9 Silos triedros Oy O' tienen sus diedros respectivamente
iguales, formando los triedros suplementarios respectivos, estos
tendran sus angulos rectilineos respectivamente iguales; luego
son iguales, segun el primer caso; luego los angulos rectilineos
de los triedros O y O' son iguales ; luego estos triedros tambien
lo serdn (primer caso). :
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Opsrrvacion.  Cuando dos triedros tienen los elementos que se
Fig, 182, indican en cada caso respectivamente iguales y dis-
g Duestos de diferente modo, todas sus _partes s0n
¢ 7/ g iguales respectivamente; pero la coincidencia no
/ puede verificarse.

Los triedros que reunen estas circunstancias se

llaman siméfricos. :

Si las aristasde un triedro OABC (fig. 182) se pro-

longan al otro lado del vértice, resulta el iriedro
AL OA'B'C! simétrico del primero.

En efecto, losdngulosrectilineosAOByA'OB’ son
iguales por opuestos por el vértice, lo mismo que los AOC y A'OC,
BOC y BOC!; los diedros OA y OA' son iguales tambien (4$P:B), v los
OB y OB, OB y OC' 1o 'son de igual modo. Por otra parle, estos dos
triedros no pueden, en general, superponerse de modo que coincidan,
como 4 simple vista se percibe.

285. Teorema 6.0 En todo dngulo friedro: 1.0 4 caras
iquales se oponen diedros iguales; 2.° 4 mayor cara se opone
mayor diedro.

1.0 Seacel triedro O (fig. 183) en que se supone AOB=BOC,

e y vamos 4 demostrar que el diedro OC es
0 igual al OA.

Por un punto B -de la arista OB trdcense
dos planos, uno perpendicular a OA y otro
4 0G, los cuales seran perpendiculares a la
cara AOC (198) lo mismo que su comun
interseccion BD (298, corol. 3.%). Los
triingulos AOB y BOC son iguales (%2,
corolario) ; luego AB=BC, luego los trian-
gulos ABD y BDC son tambien iguales (%3 ;
luego los Angulos BAD y BCD resultan iguales : mas estos son los
rectilineos correspondientes & los diedros OA y OC, luego estos
son iguales.

9.0 Sien la misma figura suponemos AOB>>BOC, vamos a
demostrar que el diedro OC es mayor que el OA.

Ejecutando la construccion anterior y doblando el tritnguloBOC
sobre BOA resulta que BA>BC (4@, obs.) ; luego los triangulos
tambien rectingulos ABD y BDC tienen el angulo BCD mayor que
BAD (%8, obs. 2.%), luego el diedro OC es mayor que el OA.

Reciprocavexnte.  En todo dngulo triedro: 1.0 d diedros iguales
se oponen caras iguales; 2.9 ¢ mador diedro se opone mayor card.
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PROBLEMAS.

216. 1.0 Por un punto dado trazar una perpendicular
a un plano.

Pueden ocurrir dos casos: 1.9 que el punto dado esté fuera
del plano ; 2.9 que esté en el mismo plano.
1.9 Sea el punto dado O (fig. 184), situado
fuera del plano PQ (*).
Bajense desde O sobre el plano tres rectas
icuales OB, OC y OE; tracese una circunfe-
rencia que pase por sus piés B, Gy E (64):
tinase el centro A de esta circunferencia con
el punto dado O, yla recta AO serd la perpen-
dicular que se pide.

Porque la perpendicular levantada en A pasapor O (2%3, co-
Fig. 185. rolario 2.°); luego esta recta es la perpendicular
A CE pedida.

9.° Sea el punto D (fig. 185) situado en el

P U. plano PQ.
f i ; Desde un punto cualquiera A, tuera de este
B _D/y plano, bajese una perpendicular AB al mismo

(caso ant.) : por D tracese una paralela DE & esta perpendicular,
y la recta DE serd la perpendicular pedida (189, -corol. 2.°,
observacion).

21%. 2. Por un punto dado A (fig. 186), fuera de un
plano PQ, trazar una paralela & este plano.
Fiz. 1886.

A—3 Tracese en el plano PQ una recta cualquiera

CD, y por A una paralela AB 4 la CD; larecta
AB sera la pedida (483).

() En la resolucion de este problema no se hace mérite de las lineas
0D, ED, elc., de la figura del mdrgen; lo cual depende de que la misma
figura ha sido empleada en la demostracion de proposiciones en que era nece-
saria la consideracion de laslineas ahora omitidas. 3

Una cosa andloga sucede, por igual razon, con las {res fizuras siguientes
y con otras mas de que se hard uso en lo sucesivo.

e S T R I
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248 3.0 Por un punto A (fig. 187), situado fuera de un
plano BAG, trazar otro plano paralelo al dado.

Hig Lol Por A’ tracense dos rectas AB' y A'C’ respec-
tivamente paralelas 4 otras dos AB y AG, situadas
en el plano dado BAG, y el plano determinado por
B'A'C’ sera el pedido (293, corol.)

CAPITULO IL
De las superficies de revolucion.

249 [Llimanse SUPERFICIES DE REVOLUCION las engendradas
por ¢l movimiento de una linea, llamada GexeraTRIZ, al rededor
de una recta fija, querecibe elnombre de EIE.

Entre las infinitas superficies de revolucion que pueden con-
cebirse, tres son las que ahora nos interesa conocer : la conica,
la cilindrica y la esférica.

ARTICULO PRIMERO.
~ De la superficie cnica.

220. Sellama sueenFicE coNica la engendrada por una recia
que gira al rededor de ofra con la cual concurre en un punto: 6
tambien la originada por una recta sujeta & pasar por un punto
fijo, Uamado VERTICE,Y & recorrer und curva plana cualquicra

Fir. 183, que toma el nombre de DIRECTRIZ ().

g En este tltimo caso llamamos e la recta que
pasa por el vérticey por el centro de la divectriz,
si le tiene.

OABCD (fig. 188) es una superficie conica,
cuyo vértice es O: OA, OB, OG u OD, prolon-
: ~3 4 gada cuanto se quiera por la parte inferior, es la

D] generairiz en sus diferentes posiciones, 0 las ge-
neratrices cuando se consideran dos 6 mas: la curva ABCD es
la directriz, y OP el ¢je.

) Sila generalriz se supone prolongada al otro lado del vérlice, trazard
otra superficie cdnica, que con la primera forman la superficie ednica total,
de la que cada una de las parciales es una hoja. Aclualmente no conside-
ramgs mas que una de eslas hadas.




