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dicha circunferencia, y los dnicos que puede tener (%3, corol. 20

232. Teorema 2.° Si haciendo centro en un punto G (figu-
- 1a 197) de la superficie esférica, con un rddio cualquiera CE se
traza une curva EFGH, esta curva serd una circunferencid.

Tracese el radio OCde laesfera, y otros mas OE, OF, OG, etc.;

Fig. 407. 4 diferentes puntos de la curva : los trian-

gulos OEG, OFC, OGGC, etc., qus tienen

OE— OF = 0G =etc., por radios de la

esfera, EC=FC=GC=elc., por hip6-

tesis, y el lado OC comun, 501 iguales

(72, 1.9); luego si desde los vértices E,

F, G, etc., se bajan perpendiculares sobre

el lado comun OC, se gncontraran eviden-

temente en un mismo punto P ; luego es-

taran en un mismo plano (894, rec.): y como ademas EP =T
— GP=eétc., la curva EFGH sera una circunferencia.

Osseavacion.  El punto G, que ha servido de centro para tra-
Jar una circunferencia, es uno de sus polos.

233. Troremy 3.° En ung misma esfera: 1.° los planos de
circunferencias iguales equidistan del centro ; 2.° de los planos de
dos circunferencias desiguales, el correspondiente d la mayor se
aproxima mas al centro que el de la menor.

1.0 Sean las circunferencias, cuyos centros son P y P, iguales
(fig. 197). Haciendo pasar POt el centro O de la esfera y por
los P y P' un plano, las intersecciones de este con los planos de
las circunferencias seran los didmetros EG y EG' de las mis-
mas; luego EG y E'G' son cuerdas, iguales por hipbtesis, de la
circunferencia originada por €l plano que pasa por O, Py P'; lue-
go equidistan del centro 0 (40, 1.°); luego 0P =0P': pero
OP y OP miden tambien la distancia del centro de la esfera & los
planos de dichas circunferencias (94, corol.) ; luego estos planos
equidistan del centro de la esfera. :

9.° Sealacircunferencia P mayor que P'. Repitiendo la cons=
truccion anterior se hallara del mismo modo OP<<OP' (40, 2.9);
luego el plano de la circunferencia P se aproxima mas al centro
que el de la circunferencia E:

Recierocamente,  En una misma esfera: 1.° las circunferen-
cuas cuyos planos equidistan del centro son iguales ; 2 ° de dos cir-
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cunferencias cuyos planos no equidistan del centro, la correspon
diente al plano que mas se aproxima al centro es la mayor (22).

Conov. 1.0 La mayor circunferencia de la esfera es aquella
cuyo plano pasa por ¢l centro.

Por esta razon se llama circunferencia mazimae y las demas
menores. La circunferencia cuyo diametro es BD (fig. 197) es
méaxima, y las que tienen por diametros EG y EG' son menores.

Conow. 2.0 Lascircunferencias mazimas de una esfera son iguales.

Corov. 3.0 Dos puntos de la superficie esférica que no sean exire-
mos de un mismo didmetro, delerminan una circunferencia mdxima.

Porque estos dos puntos y el centro de la esfera, forman un
sistema de tres puntos no en linea recta, que determinan la posi-
cion del plano de dicha circunferencia (69). ;

Goror. .0 Las circunferencias mdximas se dividen mitua-
mente en dos partes iguales.

Porque la interseccion de sus planos es un diametro.

Corow. 5.0 Una circunferencia mdzima BD divide la superficie
esférica en dos partes iguales.

Porque colocando la parte superior BCD sobrela inferior BAD,
de modo que la circunferencia permanezca comun, y qué el punto
( caiga hacia A, estas dos partes coinciden en todos sus puntos;
porque de lo contrario estos puntos no equidistarian del centro O.

OBsERvAcioN. Esta superposicion prueba tambien que un cir-
culo maximo divide la esfera en dos partes iguales, que se llaman
hemisferios.

231. Recibe el nombre de AxGuro EsFERICO la extension com-
prendida entre dos arcos de circunferencie mdzima BG y EG
(fig. 198), llamados lados, que se reunen en Un mismo punio G,
llamado vértice.

Mepa de un dngulo esférico es el dngulo rectilineo FCG,

Fi. 108, formado por dos tangentes FG y GG, ung @ cada
arco, en el vértice del dngulo.

Conor. La medida de un dngulo esférico es
medida tambien del diedro formado por los planos
que determinan sus lados.

Porque siendo FC tangente al arco BC en el
punto G, es perpendicular al radio OC {44, rec. 1.9) : por igual
razon GC es perpendicular al mismo radio y en el mismo punto: Y

GEOM. 10
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como estas rectas estan en los planos de los arcos, el Angnlo rec-
tilineo FCG es el rectilineo correspondiente al diedro BCOE (294) ;
luego tambien serd su medida (296, obs.).

235. Lldmase tridncuro esegrico la porcion de superficie es-
férica comprendida por tres arcos de circunferencia mdzima : BCE
(fig. 198) es un triangulo esférico.

OsservACION.  Si los vértices B, C, E del tridngulo esférico BCE,

Fig, 198, se unen con el centro O de la esfera por medio de

' radios, estos forman un &ngulo triedro 0, cuyos an-

gulos diedros OB, OC y OF tienen la misma medida

que los angulos esféricos CBE, BCE y BEC (234,

corol.), y cuyos angulos rectilineos BOC, BOE y COE

tienen por medida los lados BC, BE y CE del mismo

tridngulo; luego las propiedadesde los tritngulos esféricos se dedu-
cen de las de los angulos triedros, lusgo reemplazando los nombres
de caras y dngulos diedros por los de lados y dngulos, se tendrd :

1.9 En todo tridngulo esférico un lado cualquicra es menor
que la suma de los otros dos y mayor que su diferencia (221).

2.0 La suma de los lados de un tridngulo esférico es menor
que una circunferencia maxima (242).

8.0 La suma de los dngulos de un tridngulo esférico es mayor
que dos rectos y menor que seis (243).

4.0 Dos tridngulos esféricos de ung misma esfera d esferas
iguales son iguales si tienen : 1.9 sus tres lados respectivamente
iquales ; 2.0 dos lados iguales é igual el dngulo. comprendido ;
3.0 un lado igual contiguo d dos dngulos respectivamente iquales ;
1.0 sus tres dngulos respeclivamente iguales; con tal que en todos
estos casos los elementos estén dispuestos del mismo modo (214)

5.0 En todo tridngulo esférico : 1.9 ¢ ludos iguales se oponen
dngulos iguales ; 2.° d mayor lado se opone mayor dngulo ; y re-
ciprocamente (243).

286. Teonema 4.0 El arco AB (fig. 199) de cwrcunferencia

Fig. 199. mdxima, menor que 1800, que une dos puntos

¢ A y B de una supcrficie esférica, es menor que
e ofra curva cualquiera ACB, trazada sobre la
misma superficie, y que une dichos puntos.
A 8 En efecto, uniendo A con C, y C con B
por arcos de circunferencia mixima, se tiene (283, obs., 1.0

RSk s i s
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AB<<ACH-CB.

Tomando entre Ay G, y entre C y B, los puntos in‘ermedios
Dy E; y trazando los arcos de circunferencia maxima AD, DC,
CE y EB, se tendra tambien

AC<AD-}-DC y CB<CE-}-EB;
de donde AC+CB<ZAD+4-DC--CE--EB.

Si se contintia tomando puntos intermedios, se seguird for-
mando lineas poligonales esféricas, de las que cada una tiene mas
puntos comunes con la curva y es mayor que la anterior; luego la
curva es el limite superior de dichas lineas poligonales [34, ()],
y como AB es menor que la mas corta de estas, con mayor razon
sera menor que la curva propuesta ACB.

23%. Se lluma pLaNo TANGENTE ¢ la superficie esférica el que
no tiene con esia mas que un punto comun ; Y SECANTE el que tiene
con la misma mas de un punto comun, esto es, una circunferen-
cia (@34).

El punto comun & la superficie esférica y al plano tangente
recibe el nombre de punto de contacto.

-238. Terorema 5.° Todo plano que pasa por el extremo exte-

D20 ror de un rddio de (a superficie esférica : 1.0

st es perpendicular al rddio serd tangente d
esta superficie ; 2.9 si es oblicuo serd secante.
1.0 Si el plano PQ (fig. 200) es per-

pendicular al radio OA en el extremo A,

el radio tambien lo serd al plano; luego

uniendo el punto O con otro cualguiera M
& del mismo plano, la recta OM sera oblicua
4 este (£%%2), luego sera mayor que 0A (274) ; luego el Qunto M
estara fuera de la superficie esférica ; luego el plano PQ no tiene co-
mun con esta superficie mas que el punto A, luego le es tangente.

9.9 Si el plano RS (fig. 200) es oblicuo al radio OB en el ex-
tremo B, el radio tambien lo seré al plano ; luego bajando desde
0 sobre este oblicuas iguales con OB, los piés de estas se hallaran
4 la vez en la superficie esférica y en el plano : y como el }r,rgat-
geométrico de los piés de estas oblicuas sobre el plano’ es una cir-
cunferencia (%93, corol. 1.9, el plano y la superficie esférica
tienen una circunferencia comun, luego el plano es secante de la
superficie esférica,
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Recierocamente.  Todo plano que pasa por et extremo exterior
de un vddio de la superficie esférica : 1.0 si es tangente d esta su-
perficie serd perpendiculor al rédio ; 2.0 si es secante serd obli-
cuo (4%2).

CoroL. Por un punto de la superficie esférica no se puede tra-
zar mas que un plano tangente.

Porque si se pudiesen trazar dos 6 mas, habria en el extremo
de un radio dos ¢ mas planos perpendiculares & este; lo que es
absurdo (1%3).

239, TroremA 6.0 Por cuatro punfos A, B, C y D (fig. 201), que
1o estén en un mismo plano, puede pasar una superficie esférica,
pero nada mas que una sola. .

Tres cualesquiera de estos puntos A, B, G estaran en un msmo

Fie. 21 plano (169), y A, C, D estardn tambien en
S otro, pero diferente el primero; puesto que
por hipélesis los cuatro no estdn en uio mis-

mo. Supongamos que E y G seun los centros

de las circunferencias ecircunscriptas d los

tridngulos ABC y ACD : desde estospuntos Ey

G béjense perpendiculares sobre la AG, co-

mun seccion de los planos, y estas perpendicu-

p neontraran en un punto L (AM); luego la recta AC sera per-
l;l;r?giiiliw al plano ELG (891 cor. 10.); luego I0fs P!:mos ABCy ACD
son perpendiculares al ELG (A 98), y estelo serd & los dos primeros.
Levantando ahora en el punto E la perpendicular EF al plano ABG,
esta perpendicular se hallard en el plano ELG (198, corol.rQ.ﬂ) : por
igual razon la GH, perpendicular al plauo ACD, se hallard tambien
en el ELG; luego las rectas EF y GH estdn en un mismo plano ELG.
Por otra parte, EF y GH no son paralelas ; porque si lo fuesen, la EL
perpendicular & una de ellas EF, lo seria d la otra GH ; luego por L,
habria dos perpendiculares BEL (prolongada) y LG 4 GH, lo que es
imposible (23). Tuego EF y GH se encueniran en un punto O.

Ahora, siendo EF el lugar geométricode los puntos eql_lidistantes
de A, By C(17D, carol. 2.9), yGH el delos punlps equic.h_stantes de
A, D yC, el punto 0 donde se cortan serd el unico equidistante de
A, B, G, y D; luego por cstos puntos puede pasar una superficie
esférica, y no mas gue una.

Corow. 10, Cuatro puntos, que no estdn en un mismo plano, de-
terminan la posicion de una superficie esférica.

Conor. 2.° La mferseccion de dos superficies esféricas tiene todos
sus puntos en un mismo plano.

Porque de lo contrario se podrian tomar tres puntos de los co-
munes en un plano, y uno en otro plano distinto; y las dos super-
ficies esféricas se confundirian en una sola, contra la hipétesis.
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Coror. 3.0 ra rnterseccion de dos superficies esféricas es una cir-
cunferencia.

Porque esta interseccion tiene fodos sus puntos en un mismo pla-
no (corol. anterior); luego es la interseccion de un plano con cada
una de las superficies esféricas ; luego es una circunferencia (234).

Osservacion. Con suma facilidad se pueden demostrar, relativa- -
mente a la interseccion y contacto de dos superficies esféricas, teo-
remas analogos 4 los demostrados acerca de la inlersececion y con-
tacto de dos circunferencias (47 y £8).

PROBLEMA.

24@®. Dada una esfera O (fig. 202), determinar su radio

Tomense dos puntos A y B sobre la superficie esférica : haciendo

Bisy 2 pY centro en estos puntos, con

un radio eualquiera, tracense

dos arcos que se corten en D

y D' : con un radio diferente

tracense olros dos arcos, que

se corlen en ofro punto D" : con

las distancias DD', D'D" y DD"

construyaseaparte,enunplano,

¢l triangulo DD' D" : eircunscribasele una circunferencia (G4), y
el radio O'D' de esta sera igual al radio de la esfera.

En efecto, uniendo los puntos D, D'. D" con elmedio C de larecta
AB, lasrectas CD,CD', GD", son perpendiculares dla AB en el punto G
(G, corol. 2.9); luego esidn en el plano perpendicular 4 la AB en
su punto medio (891, rec. corol.); luego el ceniro O de la esfera
estard en el mismo plano (%1, corol. 2.%); luego la circunferencia
que pasa por los puntos D, D', D" ¢s maxima; y como esta es igual
d la circunseripta al tridngulo DD'D", el radio O'D’ de la ullima es
igual al rddio de la esfera.

CAPITULO III.
De los poliedros.

Definiciones preliminares.

244. Se llama poLieoro el cuerpo limitado por plainos.

Estos planos, limitados por sus mutuas intersecciones, los an-
gulos diedros 6 poliedros que forman, los vértices de estos y las
aristas, reciben los nombres de caras, dngulos, vértices y aris-
tas del poliedro.

Disconat es foda linea que une dos vértices, que no estdn en
una misme cara.




