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Recierocamente.  Todo plano que pasa por et extremo exterior
de un vddio de la superficie esférica : 1.0 si es tangente d esta su-
perficie serd perpendiculor al rédio ; 2.0 si es secante serd obli-
cuo (4%2).

CoroL. Por un punto de la superficie esférica no se puede tra-
zar mas que un plano tangente.

Porque si se pudiesen trazar dos 6 mas, habria en el extremo
de un radio dos ¢ mas planos perpendiculares & este; lo que es
absurdo (1%3).

239, TroremA 6.0 Por cuatro punfos A, B, C y D (fig. 201), que
1o estén en un mismo plano, puede pasar una superficie esférica,
pero nada mas que una sola. .

Tres cualesquiera de estos puntos A, B, G estaran en un msmo

Fie. 21 plano (169), y A, C, D estardn tambien en
S otro, pero diferente el primero; puesto que
por hipélesis los cuatro no estdn en uio mis-

mo. Supongamos que E y G seun los centros

de las circunferencias ecircunscriptas d los

tridngulos ABC y ACD : desde estospuntos Ey

G béjense perpendiculares sobre la AG, co-

mun seccion de los planos, y estas perpendicu-

p neontraran en un punto L (AM); luego la recta AC sera per-
l;l;r?giiiliw al plano ELG (891 cor. 10.); luego I0fs P!:mos ABCy ACD
son perpendiculares al ELG (A 98), y estelo serd & los dos primeros.
Levantando ahora en el punto E la perpendicular EF al plano ABG,
esta perpendicular se hallard en el plano ELG (198, corol.rQ.ﬂ) : por
igual razon la GH, perpendicular al plauo ACD, se hallard tambien
en el ELG; luego las rectas EF y GH estdn en un mismo plano ELG.
Por otra parte, EF y GH no son paralelas ; porque si lo fuesen, la EL
perpendicular & una de ellas EF, lo seria d la otra GH ; luego por L,
habria dos perpendiculares BEL (prolongada) y LG 4 GH, lo que es
imposible (23). Tuego EF y GH se encueniran en un punto O.

Ahora, siendo EF el lugar geométricode los puntos eql_lidistantes
de A, By C(17D, carol. 2.9), yGH el delos punlps equic.h_stantes de
A, D yC, el punto 0 donde se cortan serd el unico equidistante de
A, B, G, y D; luego por cstos puntos puede pasar una superficie
esférica, y no mas gue una.

Corow. 10, Cuatro puntos, que no estdn en un mismo plano, de-
terminan la posicion de una superficie esférica.

Conor. 2.° La mferseccion de dos superficies esféricas tiene todos
sus puntos en un mismo plano.

Porque de lo contrario se podrian tomar tres puntos de los co-
munes en un plano, y uno en otro plano distinto; y las dos super-
ficies esféricas se confundirian en una sola, contra la hipétesis.
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Coror. 3.0 ra rnterseccion de dos superficies esféricas es una cir-
cunferencia.

Porque esta interseccion tiene fodos sus puntos en un mismo pla-
no (corol. anterior); luego es la interseccion de un plano con cada
una de las superficies esféricas ; luego es una circunferencia (234).

Osservacion. Con suma facilidad se pueden demostrar, relativa- -
mente a la interseccion y contacto de dos superficies esféricas, teo-
remas analogos 4 los demostrados acerca de la inlersececion y con-
tacto de dos circunferencias (47 y £8).

PROBLEMA.

24@®. Dada una esfera O (fig. 202), determinar su radio

Tomense dos puntos A y B sobre la superficie esférica : haciendo

Bisy 2 pY centro en estos puntos, con

un radio eualquiera, tracense

dos arcos que se corten en D

y D' : con un radio diferente

tracense olros dos arcos, que

se corlen en ofro punto D" : con

las distancias DD', D'D" y DD"

construyaseaparte,enunplano,

¢l triangulo DD' D" : eircunscribasele una circunferencia (G4), y
el radio O'D' de esta sera igual al radio de la esfera.

En efecto, uniendo los puntos D, D'. D" con elmedio C de larecta
AB, lasrectas CD,CD', GD", son perpendiculares dla AB en el punto G
(G, corol. 2.9); luego esidn en el plano perpendicular 4 la AB en
su punto medio (891, rec. corol.); luego el ceniro O de la esfera
estard en el mismo plano (%1, corol. 2.%); luego la circunferencia
que pasa por los puntos D, D', D" ¢s maxima; y como esta es igual
d la circunseripta al tridngulo DD'D", el radio O'D’ de la ullima es
igual al rddio de la esfera.

CAPITULO III.
De los poliedros.

Definiciones preliminares.

244. Se llama poLieoro el cuerpo limitado por plainos.

Estos planos, limitados por sus mutuas intersecciones, los an-
gulos diedros 6 poliedros que forman, los vértices de estos y las
aristas, reciben los nombres de caras, dngulos, vértices y aris-
tas del poliedro.

Disconat es foda linea que une dos vértices, que no estdn en
una misme cara.




— 150 —

Un pohedro se llama CoNVEXO cuando su superficie no puede ser

alravesada por una recta mas que en dos puntos. . '
Los poliedros de que nos ocuparemos €l lo sucesivo seran
convexos, si no se advierte lo contrario.

242, Lldmase POLIEDRO REGULAR aquel cuyas caras son po_h".-
gonos requlares é iguales, y cuyos angulos poliedros son tambien
iguales ; é mREGULAR €l que no reune estas condiciones.

Por razon del nimero de caras que pueden tener los poliedros
se clasifican del modo siguiente :

El poliedro que tiene I caras se llama fefraedro.

v s % . . pentoedro.
S e R )
s o eeo heplaedro.
vaaie e v OCtaedro.
190 . . s « % dodecaedro.
20 . . . . . . . icosaedro.
Los poliedros de diferente numero de caras gue los prece-
dentes notienen nombres especiales, y se les llama poliedros de 93
11, 13,....., 100, elc., caras.

ARTIGULO PRIMERO.
De las piramides.

243, Se da el nombre de piriioE d un poliedro quetiene una
vig. 903, cara poligonal cualquiera, y las demas son [ridn-
qulos cuyos vértices se reunen en un Mismo punto.
La cara poligonal se llama base, vértice el
vértice comun 4 las caras triangulares, y altura
la perpendicular bajada desde el vértice 2l plano

de la base.
\ OABCDE (fig. 203) es una pirdmide, cuva
D hase es el poligono ABCDE, el punto O el vértice

E  ylarecta OP la altura.

284, Se lama pirdmide RecuLAR aquelle cuye base es un
poligono regular y euya altura cae en el centro del poligono de la
buse; ¢é mREGULAR la que no reune eslas condiciones.

Coror. 1.0 Las aristas laterales de una pirdmide reqular son
iguales (893, 1.9).
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Corov. 2.%  Lascaras laterales son tridngulosiguales éisdsceles.

Lldmase aroteva en una pirdmide regqular lo altura de cual-
quiera de sus tridngulos laterales,

OsservaciON. Las piramides regulares no son siempre poliedros
regulares, tales como se han definido en el nimero 242 ; una
sola pirdmide puede ser poliedro regular (V. 26@).

#45. Por razon del numero de lados del poligono delabase,
las piramides se dividen en triangulares, cuadrangulares, pen-

. tagonales, etc., segun dicho poligons sea triangulo, cuadrilétero,

pentagono, ete.

OBservacioN. La pirdmide triangular es un tetraedro, y es
ademas el poliedro mas sencillo 6 de menor nimero de caras;
porque es imposible cerrar espacio con ménos de cuatro planos.

R4G. Trorema 1.0 Dos fefraedros son iguales si tienen : 1.0
tres caras respectivamente iguales ; 2.9 dos caras respectivamente
iguales, € igualel diedro comprendido ; 3. una cara igual contigua
@ tres diedros respectivamente iguales; con tal que en todos estos
casos los elementos estén dispuestos del mismo modo.

1.0 Sean los tetraedros OABC y O'A'BC (fig. 204); y su-
pongamos que los triangulos AOB=A'0'B, BOC=B0C vy
AOC=A'0'C.

De la igualdad de estos trian

: gulos se deduce la de los 4ngulos
Fig, 204

: rectilineos, que forman los triedrosen Oy
en 0'; luego estos triedros son iguales
(®24,1.9); luego superpuestcs coinciden,
y al verificarlo, coinciden tambien Jas ca-

-yp’ ras ABCy AB'C'; luego los tetraedros son

¢’ iguales.

2.0 Supongamos que los mismos tetraedros tengan los diedros

AO=A'0'y los tridngulos AOB=A'0'B,, AOC=A'0'C'.

Superponiendo estos tetraedros de modo que la cara AOB

coincida con su igual A'O'B, la cara AOC caera sobre A'0'C,

por ser iguales los diedros AO y A'O’ : y como estas caras son

tambien iguales, la arista OC coincide con O'C/, la OB con O'B,

etc.; luego los dos tetraedros coinciden en todos sus puntos,

luego son iguales.
3.0 Se demuestra de una manera analoga a los anleriores.
24%. TeoreMA 2.9 Si una pirdmide (OABCDE (fig. 205) es
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cortada por un plano ABCD'E paralelo 4 la base: 1.2 el poli-
gono de la seccion es semejante a! de la base ; 9.0 las dreas de estos
Fig. 205. poligonos son proporcionales ¢ los cuadrados
de sus distancias OP y OP' al vértice de la
pirdmide.
10 Las rectas AB y A'B, BG ¥ B'C,
CD y C'D', etc., son paralelas (202) : por
igual razon, si se trazan las diagonales AC Y

3D AD en el poligono de la base, y por ellas ¥ 12

arista OA se hacen pasar planos, AG Y AC,
AD y A'D' seran tambien paralelas; luego los
triangulos ABC y A'B'G’ tienen sus angulos
respectivamente iguales (184), luego son semejantes : ¥ como lo
mismo sucede con los triangulos ACD y A'CD), ete., resulla que
los poligonos ABCDE ¥ ABCDE son tambien semejantes (104).
9.0 De la semejanza de los poligonos ABCDE y A'B'CD'E se
deduce (261)
ABCDE _ AB?
ABCDE S ABE
Siendo AB y A'B' paralelas, los triangulos AOB y A'OB' son
semejantes, luego
AB _ BO ,
A BO’
por igual razon, haciendo pasar un plano per la arista BO ylaal-

tura PO, se tendra
BO PO
BO PO
De esta proporcion y la anterior se deduce (Alg. 183)
P " AB2 2
%:ﬁ% 6 (Alg. 182, u.a)%:%:
perv esta Gltima proporcion yla primera tienen una razon comunj
luego
ABCDE __ PO?
ABCDE ~ PO¥
Corow. 1.0 Si dos pirdmides OABCD y SEFG (fig. 206) de
ijual alture, se cortan por planos ABCD' y EFG, paralelos
i las bases y equidistantes de los vertices, las dreas de las seccio-
nes son proporcionales d las de dichas bases.

— 153 —

Porque segun el teorema, se tiene
M ABCD _ P0® _EFG _QS?:
ABGD PO EFG QS
mas por hipotesis PO=5S0 ¥y
P0=0'S; luego estas propor-
ciones tienen igual la ltima ra-
zon, luego
ABCD _ EFG
A = ABCD ~ EFG

Coror. 2.0 Si, en las mismas -hip6tesis, las bases son equi-
valentes, las secciones tambien lo serdn.

Porque en tal caso los antecedentes de la proporcion anterior
son ignales, luego tambien lo seran los consecuentes.

248, Lldmase tooxco de pirdmide 0 pirdmide TruNcapA la
parte AC' de una pirdmide comprendida entre la base de esta y el
plano que la corta paralelamente @ dicha base, y pirdmide DEFI-
ciENTE lo parte de pirdmide que queda al ofro lado del plano secante.

Los planos ABCD y AB'CTY, que limitan el tronco, se llaman
bases del mismo, y altura la distancia entre las bases.

249. PROBLEMA. Dado un tronco de piramide AC'
(fig. 206) hallar la altura OP de la pirdmide total v la
OP de la piramide deficiente.

Supongamos completa la piramide OABGD, Y la semejanza
de los triangulos AOB y A'OB' nos dara
AB  AO |
AB - AO°
la de los tridngulos AOP y A'OP' da tambien
40: 5 0P
AJO e Opr 7
de cuyas proporciones se deduce
AB _OP

B op’

de donde (Alg. 184)
NBchim iopiOP B NB . OP OF:
o T R
¢ llamando 1 y I' los lados paralelos de la base y de la seccion
vy a la altura del llronco,
;lf'
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ARTICULO 11,

De los prismas.

230. Se llama prismwa un poliedro que tiene dos caras iguales
y paralelas y las demas son paraleldgramos.

Las caras iguales y paralelas se llaman bases, y alture la dis-
tancia entre estas.

El poliedro AD' (fig. 207) es un prisma cuyas bases son los
poligonos ABCDE y A'B'G'D'E', y su altura la recta CC'.

Coror. 1.° Las aristas de un prisma son paralelas (28®, co-
rolario 3.%) € iguales (2@8).

Coror. 2.° Para construir un prisma se traza una de sus bases

¥ig. 201 ABCDE : en los vértices A, B, C, etc., se levantan

las aristas laterales AN, BB, CC', etc., iguales y

’D’ paralelas, y se unen los extremos de esas aristas
consecutivas por rectas A'B', B'C', C'D/, ete.

Porque las caras laterales BA', BC', CD', etc.,
) son paralelogramos (%@, rec. 2.%9); luego AB es

[ p igual y paralela & A'B', BC 4 B'C/, CD 4 C'D, etc.;

& luego los angulos ABG=A'B'C’, BCD=B'C'D', etc.

(1814); luego los poligonos ABCDE v A'B'G'D'E' son tambien
iguales (84).

®58. Se llama prISMA RECTO aquel cuyas aristas son perpen-
diculares d las bases, y osticuo aquel en que son oblicuas.

Prisma recuLAR es aquel cuyas bases son poligonos requlares y
que ademas es recto.

Coror. En el prisma recto la altura es iqual d cualquiera de
sus aristas, y las caras laterales son rectdngulos; en el prisma
reqular los rectangulos laterales son wguales entre si.

OsservacioN. Los prismas regulares no son siempre poliedros
regulares como se han definido (242); el cubo es el Gnico prisma

?

regular, que es al mismo tiempo poliedro regular (V 259).

4 D!’
E’
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252. Teonema 1.° Si un prisma AD' se corta por un plano
A"B"C'D"E", paralelo ¢ las bases, la seccion es un poligono igual
& una cualquiera de estas ABCDE.

Las rectas ABy A"B", BC y B"C", CD y C'D", etc., son para-
lelas (2@2); luego los angulos ABC y A"B"C" BCD, y B'G'D", ete.,
son iguales (A81).

Por otra parte, siendo AA" y BB, BB" y CC", etc., paralelas,
los cuadrilateros AB", BC", CD", etc., son paralelégramos; luego
AB=A"B", BC=B"C", etc. Luego los poligcnos ABCDE y
A"B'C'D"E" tienen sus &ngulos y lados respectivamente iguales';
luego son iguales (84).

#253. Teorems 2.° Dos prismas AD' y MQ' (fig. 208) son
iquales, si tienen un dngulo triedro A y M, formado por tres caras
respectivamente iguales, ABCDE=MNNPQR, AB' = MN' y AE'= MR'
é igualmente dispuestas.

Siendo iguales respectivamente y estando dispuestos del mismo

o Kig: 203; modo los poligonos, que forman los

- A triedros en A yen M, estos seran igua-

: \/_/>D’ N1 wles (224, 1.0); luego superponiendo

LR i [¥] el prisma AD' al MQ)', de manera que

la cara ABCDE coincida con su igual

MNPQR, la cara AB' caerd sobre la

- lo MN, vy como estas caras son iguales,

M i " la recta A'B' coincidird con M'N': por

gual razon A'E coincidird con M'R’; luego la base A'BCDE

coincide con su igual MN'P'Q'R’, luego los vértices de los dos
primas coinciden, luego estos son evidentemente iguales.

CoroL. Dos prismas rectos de igual base y altura son iguales.

Porque los triedros A y M son iguales, por ser los angulos
BAE—NMR, BAA'=NMM y A'AE=MMR, por hipotesis: las
caras ABCDE = MNPQR (tambien por hipdlesis), y BA'=NM,
AE'=MR' (29, corol. 2.°.

254. Por razon del nimero de lados de las bases, los pris-
mas se dividen en triangulares, cuadrangulares, pentagonales, elc.,
segun dichas bases sean triangulos, cuadriliteros, pentagonos, etc.

Lldmase parsreuipipeno el prisma cuyas bases son paraleld-
gramos.

255, Teonema 3.° En todo paralelipipedo AC' (fig. 209) las

PI

i
|
i
i
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caras laterales y opuestas AB' y DC', AD' y BC, son tambien 1guales
y paralelas.

La recta AA' es igual y paralela & DD' (2590, corol. 1.°)y
Fig.200.  POT hipdtesis AB es igual y paralela con DG ; luego
la cara AB’ es igual y paralela & DG’ (49, co-

¢ rolario 2.°, y 202, corol.). Por igual razon la
£ cara AD' es igual y paralela &4 BC'.
Coror. Enun paralelipipedo se pueden tomar
G por bases dos caras opuestas cualesquiera
1 256. Scllama pARALELIPPEDO RECTANGULO aquel
que tiene por bases dos paralelégramos rectingu-
los y ademds es reclo.
CoroL. - Las caras de un paralelipipedo rectangulo son parale-
légramos rectdngulos, y sus dngulos diedros son rectos.
25%. Seda el nombre de cuso d un paralelipipedo rectdngu-
lo, cuyas aristas son todas iguales.

Coror. El cubo es un exaedro reqular.

Porque sus caras son evidentemente seis cuadrados iguales, y
sus angulos poliedros, formados por tres angulos de cuadrado,
son tambien iguales (244, 1.°).

B!

ARTICULO IIL

De los poliedros en general.

258, Teorema 1.° Si dos poliedros OPABCD y O'P'A'B'C'D'
Fig, 210. (Gg. 210) tienen sus caras ABCD y
¢ @ A'B'C'D,, ABOP y ABOP etc., y sus

m___o/ = dngulos diedros AB y A'B', OB y- OB,

S0 etc., respectivamente iguales é igual-
S | mente dispuestos, son iguales.

A2 Superpongase el primer poliedro

al se_undo, de modo que la cara ABCD coincida con su igual

A'B'CD, la ccra ABOP caera sobre AB'O'P' por ser los diedros

a0 o B e
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AB y AB iguales, y la arista OP coincidira con la O'P, por la
igualdad de estas caras; luego los vértices de estos poliedros
coinciden, luego los poliedros son iguales.

Del mismo modo se demostraria cualquiera que fuese el nii-
mero de caras de los poliedros.

®59. TeoreMa 2.° Si dos poliedros OPABCD y O'PA'B'C'D'
se componen del mismo mimero de tetraedros OABD y O'A'B'D,
OAPD y O'A'P'D', OBCD y O'B'C'D', respectvamente iguales ¢
igualmente dispuestos, los poliedros son iguales.

La igualdad de los tetraedros OABD y O"A'B'D' nos da los die-
dros AB=A'B'.

De los mismos tetraedros resulta la igualdad de los diedros
OALB y O'A'D'B' : y comolos tetraedros OAPD y O'A'P'D' son tam-
bien iguales, los diedros OADP y O'A'D'P' lo cerdn de la misma
manera : luego los diedros

OADB +-0ADP=0'A'D'B' -+ 0'A'D'P,
0 los diedros totales
AD—=A'D".

" Lo mismo se demuestra la igualdad de los diedros restantes.
La igualdad de los tetraedros OAPD y O'A'P'D' nos da la igual-
dad de sus caras homoélogas

APD=A'P'D'.

De los mismos tetraedros resulta la igualdad de los tridngulos
AQP y A'O'P': y como los tetraedros OABD y O'A'B'D' son tambien
iguales, los tridngulos AOB y A'O'B' lo serdn del mismo modo;
luego

AOP+4-AOB=A'0'P'+-A'0'B,
6 las caras totales (83) ABOP—=A'B'O'P'
Lo mismo se demuestra la igualdad de las caras restantes.
Luego los poliedros propuestos tienen sus caras y dngulos

diedros respectivamente iguales y ordenados del mismo modo;
luego son iguales (258).

ReciprocAMeNTE,  Si dos poliedros son iguales, se pueden des-
componer en el mismo nimero de tetraedros respectivamente igua-
les ¢ igualmente dispuestos.
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Haciendo pasar un plano por los puntos O, A, D, y otro por |

los 0, B, D, y ejecutando igual ope=
C racion en el segundo poliedro, aquel
quedara dividido en los tetragdros
OAPD, OABD, OBCD,
: y este en los
D O'AP'D, OABD, O'BCD.

Ahora, los tetraedros OAPD y O'APD' tienen el diedro
AP—A'P', por ser diedros colocados del mismo modo en los po-
liedros iguales : la cara APD—A'P'D’ tambien por hipotesis, ¥ la
OAP—O0'A'P' (85, rec.); luego los tetraedros son iguales
(248, 2.9).

Como del mismo modo se demuestra la igualdad de los tetrae-
dros restantes, el teorema reciproco €s cierto.

260. Teoreva 3.0 Elndmero de poliedros requlares no puede
pasar de cinco-

En efecto, el numero de poliedros regulares no puede exceder al
de angulos poliedros que puedan formarse con angulos de poligo-
nos regulares iguales (242) ; luegosi demostramos que el numero
de estos angulos poliedros es cinco, se tendra demostrado que el
de los poliedros regulares no puede exceder & este numero.

Esto supuesto, ¥ recordando que para formar un angulo polie-
dro se necesitan a lo ménos tres 4ngulos rectilineos, cuya suma
no puede llegar a cuatro reclos (24%) 6 sca 360, se tendra que :

valiendo el angulo de tridngulo equilatero 60° (82, obs. 2.1)
con 3, h y 5 de estos angulos se podréan formar éngulos polie-
dros, porque

B0 3<360, 60><A<360 ¥ 60<5<360;
mas con 6 ya no puede formarse, porque
60><6=360.

valiendo el angulo de cuadrado 90°, con 3 de estos angulos se

podra formar un angulo poliedro, porque
903360 5

pero con 4 de estos angulos ya no pucde formarse, porque
90> 4=360.

Valiendo el dngulo de pentagono regular 1089, con 3 de estos
ingulos se puede formar un dngulo poliedro, porque

108;¢3<360 3
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mas con 4 ya no puede formarse, porque
10
Valiendo el ang T
angulo del exagono 120°, con 3 de estos aneulg
no puede formarse ya anguly poliedro, porque i
: 120°¢3=360.
: nIon mayor razon no pueden formarse angulos poliedros con
anEqus de poligonos regulares de mayor nimero de lados
ueg 7 { '
uedpgof con anrgl'llos de poligonos regulares é iguales, sélo
I,) : 3 f:ifmarse o angulos poliedros : 3 con los 4ngulos de,tri"m
%u 0 eqlul tero, 1 con los del cuadrado y 1 con los del per1tilvo;10'
ueé;o el numero de poliedros regulares no puede pasar de zf)woj
fomf:;;:;f]f? D'ebenamos ahora demostrar la posibilidad de ],;
0s cinco poliedros regulares: :
ero la demostraci
no es de este lugar. Nos limi e iy e
_ gar. imitaremds & indicar que 1
: | . efectiv:
existen estos cinco poliedros regulares, y son : e
E]l tetraedro, term_mado por 4 tridngulos equilateros (fig. 211, 1)
Ei e;r:tae(im, terminado por 6 cuadrados (fig. 211, 2) At
octaedro, terminado iangt i1ateros (f
; por 8 triangulos equilateros (fig. 211, 3).

El dodecaedro, termi 2 3
o ; inado por 12 pentigonos regulares (figura

31 'C Sdb’dl‘ﬂ ] termiﬂad p 4 1108 -
Ll ] ). 5 I Bquﬂﬂ,EeI‘Ob (ﬁ

Fig. 211




