SECCION SEGUNDA.
DE LA EXTENSION DE LAS FIGURAS EN EL ESPACIO.

GAPITULO PRIMERO.

De los poliedros semejantes, inscriptos

y circunscriptos.

PRELIMINARES

264. Se llaman POLIEDROS SEMEIANTES los que tienen sus dn-
qulos diedros, colocados del mismo modo, respectivamente iquales
y Sus caras homologas semejantes. :

ldmanse ARISTAS HOMOLOGAS las aristas de los diedros iguales,
y CARAS HOMOLOGAS las formadas por aristas homdlogas.
gi en los poliedros OPABCD y OP'ABCGD (fig. 212), su-
ponemos iguales los diedros AB=
Mo A'B, BO=BO, etc., cuyas aristas
. tienen las mismas letras, las aristas
AB y AB, AP ¥ A'P', elc., son
homologas; y las caras ABOP §
ABOP, APD y AP, etc., foima=

ALEN p  daspor dichas aristas, son las caras

homologas.

Conot. Lo poliedros semejantes tienen proporcionales las aris=

homdlogas.
- !Porquejla semejanza de las caras ABOP y ABO'P nos da
e
¥E- B0 0P = AP
y la de log triangulos APD ¥ APD da tambien
4pi i -AD ¥ PD
TP~ AD PD
cuyas séries de razones iguales se enlazan por ja razon comun
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vp Vs enlazarian igualmente con otras deducidas de la com-
naracion de las caras homélogas restantes.

ARTICULO PRIMERO.
De los tetraedros semejantes.

2G2. Teonema 1.0 Si un tetraedro OABG (fig. 213) se cor-
ta. por un plano A'B'C' paralelo d una de sus caras, el tetraedro
OA'B'C’ parcial que resulta, es semejante al total.

Los diedros OB y OB' son uno mismo, y por lo tanto iguales.
Otro tanto sucede con los diedros laterales res-
tantes. Los diedros OBAG y OB'A'C’ son tambien
iguales (203, rec. 1.0) : y como lo mismo se
demostraria respecto de los demas diedros de las
bases, resulta que los tetraedros propuestos tienen
sus angulos diedros respectivamente izuales,

Los triangulos ABG y A'B'C’ son semejantes

(24%, 1.9 : OAB es tambien semejante con’ OA'B'

(%), y como los demas triangulos laterales se

hallan en igual caso, los tetraedros tienen sus caras homologas
respectivamente semejanles.

Luego dichos tetracdros son semejantes.

@63, Tronema 2.0 Dos felraedros son semejantes : 1.0 st
tienen tres caras respectivamenie semejantes ; 2.0 si tienen dos ca-
ras respectivamente semejantes ¢ igual el diedro comprendido ;
3.0 i tienen una cara semejanie contigua & tres diedros respectiva-
mente iguales ; con tal que en todos estos casos los elementos estén
semejan'emente dispuestos.

Fig. 214. 1.0 Sean los tetraedros OABC y O'A'B'Y
(fig. 214), en que se suponen semejantes
los triangulos OAB y O'A'B', OAC y O'A'T,
@ OBC y OB'C.
Témese sobre la arista OB una parte
OB'=0B, y por el punto B' tracese el
plano B"A"C", paralelo & BAC.

Los tetraedros OABC y OA"B"G' seran
semejantes (262). De la semejanza de estos tetraedros se de-
duce la de las caras homélogas OAB y OA"B", OBCy 0BG, etc.;

GEOM.
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mas por hipbtesis OAB y O'A'B', OBC y O'B'C, etc., son tam-

bien semejantes; luego los tridngulos OA"B" y O'A'B, OB"C"y

Fig. 214, 0'B'C, etec., tienen sus angulos respectiva-

0 0 mente iguales; luego los triangulos OA"B'

y OAB, OB'C" y OBC, que tienen

- @ g & OB";O“B’ por construccion y los angulos

%  contiguos iguales, son iguales (%2, 3.%),

: ¢ lu_ego los }mz’mgulo_s 0A'C" y O'A'C! tam-

bienlo serin (%%, 2.9); luego los tetraedros

A OA"B"C" y O'A'B'C son iguales(%4@, 1.9) :

pero el primero es semejante con OABG, luego el segundo tam-
bien lo sera.

9.0y 3.0 Eslos casos s¢ demuestran de una manera analoga,

fundandose en el 2.9 y 3.9 del num. 248,
ARTICULO 1L
De los poliedros semejantes en general.

2e4. Teorema 1.0 Si una pirdmide se corta per un plano
paralelo d la base, la pirdmide deficiente es semejante d la total.

La demostracion de este teorema es igual & la del teorema del
nim. 262, que es un caso particular del presente.

CoroL. Las bases de dos piramides semejantes son proporcio-
nales ¢ los cuadrados de sus alturas (24%,2.9).

265. Teorema 2.9 Si dos poliedros OPABCD y O'P'A'B'C'D
(fig. 219) estdn compuestos del mismo nitmero de tetraedros

Fig. 215. OABD y O'A'B'D', OAPD y O'AP'D,
« OBCD y O'B'C'D' respectivamente se-
| mejantes y semejantemente dispues-

los, son semejantes.
La semejanza de los telraedros
, OABD y O'A'B'D' nos da los diedros
AB=—A'B'.

De los mismos tetraedros resulta la igualdad de los diedros
OADB y O'A'D'B' : y como los tetraedros OAPD y O'A'P'D' son
tambien semejantes, los diedros OADP y O'AD'P' serdn de la
misma manera iguales; luego los diedros

OADB-+-OADP=0'A'D'B'+-O0'AD'P,
6 los diedros totales AD=A'D'
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Lo mismo se demuestra la igualdad de los diedros restantes.

La semejanza de los tetraedros OAPD y O'A'P'D' nos da la se-
mejanza de sus caras homologas

APD y A'P'D.

De los mismos tetraedros resulta la semejanza de los tridngulos
AOP y A'O'P' : y como los tetraedros OABD y O'A'B'D’ son tam-
bien semejantes, los tridngulos ABO y AB'0' lo serdn del mismo
modo ; luego los poligonos

ABOP y AB'O'P!
son semejantes (191),

Lo mismo se demuestra la semejanza de las demas caras.

Luego los poliedros propuestos tienen sus angulos diedros res-
pectivamente iguales y sus caras homdlogas semejantes, luego son
semejantes (3614).

ReciprocaMENTE. Si dos poliedros son semejantes, se pueden
descomponer en el mismo nimero de telraedros respectivamente
semejantes y semejantemente dispues(os.

Haciendo pasar un plano por los puntos O, A, D, y otro por
los O, B, D, y ejecutando igual operacion en el segundo poliedro,
aquel quedara dividido en los tetraedros

OAPD, OABD, OBCD,
y este en los O'A'PD', OABD, O'BCD'.

Ahora, los tetraedros OAPD y O'A'P'D', tienen los diedros
AP=A'P, por ser diedros colocados del mismo modo en los
poliedros semejantes : el tridngulo APD es semejante al APD’
tambien por hipotesis, y el OAP al O'A'P' (201, rec.); luego
los tetraedros son semejantes.

Como del mismo modo se demostraria la semejanza de los
tetraedros restantes, el teorema reciproco es evidente.

ARTICULO IIL

Poliedros inscriptos y circunscriptos en los cuerpos
de revolucion.

266G. Sedice que una pirdmide esid INSCRIPTA €n Un CONO ]
wun CONo CIRCUNSCRIPTO d una pirdmide, cuando ambos cuerpos tie-
nen el mismo vértice y la base de la pirdmide estd inscripta en la
del cono.
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26¢%. Inscribiendo en un cono una piramide cualquiera, des-
pues otra de duplo nimero de caras laterales, luego otra, v asi
sucesivamente, las aristas de la piramide permanecen iguales a los
lados del cono : el ntimero de aristas que coincide con la superficie
conica se duplica; y per lo tanto la superficie lateral de la pirami-
de se va confundiendo con la superficie conica, y la base de aquella
con la de esta, de manera que & las pocas inscripciones ya la vista
no puede distinguir un cuerpo del otro. Gomo lasinscripciones se
pueden aun suponer continuadas cuanto se quiera, se infiere que

Todo cono se puede considerar como una pirdmide de infinito
nimero de caras.

Oszrvacio. El cono recto y circular se debe considerar en tal
caso como una piramide regular de infinito numero de caras, cuyas
apotemas y aristas son iguales y estan representadas por los lados.

2¢8. Se dice que un prisma estd INSCRIPTO €1 Un cilindro ¢
an cilindro cireuscripo d un prisma, cuando las bases del prismae
estdn inscriptas en las del cilindro.

269. Si en un cilindro se inscribe un prisma cualquiera, des- ;

pues otro de duplo nimero de caras laterales, luego otro, y asi
sucesivamente, el niimero de aristas que coincide con la superficie
cilindrica se va duplicando 4 medida que el mimero de caras lale-
rales se duplica; y por lo tanto la superficie lateral del prisma se
va confundiendo con la del cilindro, y las bases de aquel con las
de este, de manera que a Jas pocas inscripciones ya no es facil
distinguir un cuerpo del otro. Como las inscripciones se pueden
adn suponer continuadas cuanto se quiera, sé infiere que

Todo cilindro se puede considerar como un prisma de infinito
ntimero de caras.

290. Se dice que un poliedro estd INSCRIPTO en una esfera, o
una esfera GIRGUNSCRIPTA & un poliedro, cuando todos los vértices del
poliedro estan en la superficie esférica. :

Dicese que un poliedro estd CIRCUNSCRIPTO & Una esfera, 0 una
esfera ixscrieTa en un poliedro, cuando todas las caras del poliedro
son tangentes & la superficie esférica.

@54, Teormua. A fodo poliedro regular : 1.0 se le puede inscri-
bir una esfera ; 2.° eircunscribir otra.

Supongamos que ABC y CBD (fig. 216) sean dos caras adyacentes
del poliedro dado; levantando enlos centros P yQde los poligonos,
que forman dichas caras, perpendiculares 4 las mismas, estas per-
pendiculares se encontrardn en el punto O, centro de la esfera que

W Cadlla A

sl Tal

e
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pasa por dichos puntos A, B, ¢, D (239). Si en el centro R de la
cara EDF, contigua 4 una de las anteriores
CBD, se levanta ofra perpendicular, esta en-
conlrard porigual razond la QO en un punto
cualquiera O,

Ahora este punto O’ debe ser el mismo
punto O donde se encuentranlas POy QO. En
efecto, tracense desde Py Q perpendiculares
sobre la arista BG, comun 4 las dos primeras
caras, cuyas perpendiculares ¢ONCUrTriran en
el punto M (£1);y desde Q¥R sobrela DI,
los cuales concurren en N, por la mismara-
zon : dablesc el cuadrilitero plano (23D)

OPMQsobre el deigual clase O'QNR, sirviendo de eje 00, y QM caerd
sobre QN por ser los dngulos OQM y OQN rectos (A70),yel punto M
coineidira con N, porque Q)M=ON por apotemas de un mismo poli-
gono, MP caerd sobre NR, por ser iguales los angulos PMQ y ONR,
como medidas de los diedros BC y DE, iguales por hipotesis; y el
punto P coincidird con R por ser PM—=NR, como apotemas de poli-
gonos iguales : PO caerd sobre RO porser rectoslos dngulos OPMy
.O'RN (§50); luego el punto O’ coincide con 0, y OP=0'R. Como lo
mismo se demostraria respecto de la perpendicular levantada en el
centro de olra cara cualquiera, resulta que todas las perpendiculares
levantadas en los centros de los poligonos se encuentran en un mismo
punto O y soniguales, lucgo todas las caras equidistan de este punto
0; luego si desde 61 .como centro se traza una esfera de igual radio
que OP, todas las caras del poliedro son perpendiculares a los extre-
mos de los radios OP, 0Q, OR, etc., de esta esfera, luego son tan-
gentes (238, 1.%); luego la esfera queda inscripta en el poliedro.

9.0 Siendo OP perpendicular al poligono ABG en su centro P, se
tendra (‘) 0OA=0B—=0C=elc. (195, 1.°): por igual razon OB=0C=
OD—=cte, : de donde 0A—0B=0C=0D—ete. y como lo mismo se de-
mostraria de todas las rectas que desde O van a los vértices del po-
liedro, resulta que estos equidistan de O; luego si desde O, como
ceniro, se supone trazada una esfera de igual rddio que OA, esta
pasara por todos los vérlices del poliedro, y por lo tanto estara cir-
cunscripta 4 este.

%> [ limase cextro deun poliedro regular el centro de las esfe-
rasinseriptay circunseriplaal mismo poliedro: raprosdel poliedro las
rectasquevandesde el cenirod los vértices de sus anqulos; y APOTEMAS
las perpendiculares trazadas desde el centro & Ias caras del policdro.

Cororn. 1.2 Los radios de un poliedro son iguales enire si, y las
apotemas lo son tambien.

() Estaslineas no esidn trazadas en la fizura ; porque les puntos extremos
las expresan con elaridad, y si se hubiesen trazado, la figura resullaria confusa.




— 166 —

Cororn. 2.¢ Todo poliedro regular se puede descomponer en tantas
pirdmides regulares é iguales como caras tieme, cuyas bases son
las caras del poliedro y cuyos vértices se reunen en el ceniro.

CAPITULO 1L
De las areas de los cuerpos geométricos.

ARTICULO PRIMERO.
Determinacion de las areas de los poliedros.

2%3. FElarea de la superficie de un poliedro cualquiera es
evidentemente igual 4 la suma de las 4areas de los poligonos que
forman sus diferentes caras ; y como se sabe determinar las areas
de las figuras planas (*), sflo nos ocuparemos al presente de las
areas de las superficies laterales del prisma, de la piramide regu-

lar y de su tronco, que pueden determinarse de una manera mas’

sencilla, como aparece de los siguientes teoremas.

254, Teorema 1.0 El drea de la superficie lateral de une.
Fig. 217, pirdmide regular OABCDE (fig. 217) es
igual d la mitad del producto de la apotema

OM por el pertmetro de la base.
Los triangulos laterales AOB, BOCG, etc.,
son ignales é isdsceles (@44, corol. 2.9):
el area de cada uno de estos triangulos es

1
(151)EMO><AB; luego la de los cinco serd

1
5 MOXAB)5— % MOX5AB,

6, llamando ¢ la apotema y p el perimetro de la base,

Ar. de sup. lat. de piram, reg. :%ap.

Erempro. Hallar el area de la superficie lateral de la piramide
OABC....., suponiendo que la apotema tiene 3,12 metros y el
Jado de la base 1,03 meltros; p=1,03x5=5,15, a=3,12; luego

el Area buscada serd
3,12¢5,15

4

—=8,0340 metros cuadrados,

) V. Geometria plana, seccion II, cap. 3.9, art. 1.0,
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2%5. Tronewa 2.0 El drea de la superficie lateral de un
tronco AD' de pirdmide regular esigual al producio de su apotema
MM’ por la semisuma de los perimetros de las bases.

Los trapecios laterales ABA'B', BCB'C, elc., son evidente-
mente iguales : el area del primero de estos es (152)

1 ;
MM’XE (AB-A'B"); luego la de los cinco sera

1 1
_ MM’><§ (AB J,~A'B‘}><5:\1M’><§ (bAB-H5A'B").
6, llamando p y p' los perfmetros de sus bases y a la apotema,

1
Ar. lat. de tronco de pir. reg.:a><—2-(p+p’).

2%6. Toonema 3.9 El drea de lo superficie lateral de un
Fig. 218. prisma AD' (fig. 218) cualquiera es igual al
« producto de la arista AA' por el perimetro de
| o una seccion A'B'G'D'E, perpendicular & dicha
e B arista. ‘
“~l lp  Siendo la seccion perpendicular-a la aricta
AN, lo serd & todas (28@, corol. 2.9) ; luego
| estas lo seran & la seccion, y por lo tanto, cada
E/ una de ellas 4 los lados A"B", B"C,
seccion, (ue pasan por su pié en el mismo plano
(130) ; luego el area de los paralelogramos laterales serd (150)
ABA'B' —AA X A"B', BGB'C'=BB XB"C', efc.;
luego el area de la superficie lateral del prisma, como las aristas
son iguales (250, corol. 1.9), sera
AA(A'B'4-B'C" ++C'D" 4-D"E" - E'A"),
6, llamando a la arista y p el perimetro de dicha seccion,
Ar. lat. de prisma=—ap. -
Coror. El drea de la superficie lateral deun prisma recto ¢
wual al producto de su arisia por el perimetro de la basse. _
Porque en este prisma la base es una seccion perpendicular
a la arista.

A

ARTICULO II.
Areas de los cuerpos de revolucion.
@=s  Teonewa 1.0 El drea de la superficie curva de un cono
recto y civcular es igual d la mitad del producto del lado por la
civeunferencia de la base.




