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Cororn. 2.¢ Todo poliedro regular se puede descomponer en tantas
pirdmides regulares é iguales como caras tieme, cuyas bases son
las caras del poliedro y cuyos vértices se reunen en el ceniro.

CAPITULO 1L
De las areas de los cuerpos geométricos.

ARTICULO PRIMERO.
Determinacion de las areas de los poliedros.

2%3. FElarea de la superficie de un poliedro cualquiera es
evidentemente igual 4 la suma de las 4areas de los poligonos que
forman sus diferentes caras ; y como se sabe determinar las areas
de las figuras planas (*), sflo nos ocuparemos al presente de las
areas de las superficies laterales del prisma, de la piramide regu-

lar y de su tronco, que pueden determinarse de una manera mas’

sencilla, como aparece de los siguientes teoremas.

254, Teorema 1.0 El drea de la superficie lateral de une.
Fig. 217, pirdmide regular OABCDE (fig. 217) es
igual d la mitad del producto de la apotema

OM por el pertmetro de la base.
Los triangulos laterales AOB, BOCG, etc.,
son ignales é isdsceles (@44, corol. 2.9):
el area de cada uno de estos triangulos es

1
(151)EMO><AB; luego la de los cinco serd

1
5 MOXAB)5— % MOX5AB,

6, llamando ¢ la apotema y p el perimetro de la base,

Ar. de sup. lat. de piram, reg. :%ap.

Erempro. Hallar el area de la superficie lateral de la piramide
OABC....., suponiendo que la apotema tiene 3,12 metros y el
Jado de la base 1,03 meltros; p=1,03x5=5,15, a=3,12; luego

el Area buscada serd
3,12¢5,15

4

—=8,0340 metros cuadrados,

) V. Geometria plana, seccion II, cap. 3.9, art. 1.0,
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2%5. Tronewa 2.0 El drea de la superficie lateral de un
tronco AD' de pirdmide regular esigual al producio de su apotema
MM’ por la semisuma de los perimetros de las bases.

Los trapecios laterales ABA'B', BCB'C, elc., son evidente-
mente iguales : el area del primero de estos es (152)

1 ;
MM’XE (AB-A'B"); luego la de los cinco sera

1 1
_ MM’><§ (AB J,~A'B‘}><5:\1M’><§ (bAB-H5A'B").
6, llamando p y p' los perfmetros de sus bases y a la apotema,

1
Ar. lat. de tronco de pir. reg.:a><—2-(p+p’).

2%6. Toonema 3.9 El drea de lo superficie lateral de un
Fig. 218. prisma AD' (fig. 218) cualquiera es igual al
« producto de la arista AA' por el perimetro de
| o una seccion A'B'G'D'E, perpendicular & dicha
e B arista. ‘
“~l lp  Siendo la seccion perpendicular-a la aricta
AN, lo serd & todas (28@, corol. 2.9) ; luego
| estas lo seran & la seccion, y por lo tanto, cada
E/ una de ellas 4 los lados A"B", B"C,
seccion, (ue pasan por su pié en el mismo plano
(130) ; luego el area de los paralelogramos laterales serd (150)
ABA'B' —AA X A"B', BGB'C'=BB XB"C', efc.;
luego el area de la superficie lateral del prisma, como las aristas
son iguales (250, corol. 1.9), sera
AA(A'B'4-B'C" ++C'D" 4-D"E" - E'A"),
6, llamando a la arista y p el perimetro de dicha seccion,
Ar. lat. de prisma=—ap. -
Coror. El drea de la superficie lateral deun prisma recto ¢
wual al producto de su arisia por el perimetro de la basse. _
Porque en este prisma la base es una seccion perpendicular
a la arista.

A

ARTICULO II.
Areas de los cuerpos de revolucion.
@=s  Teonewa 1.0 El drea de la superficie curva de un cono
recto y civcular es igual d la mitad del producto del lado por la
civeunferencia de la base.
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El cono recto y circular se puede considerar como una pira-
mide regular de infinito numero de caras, cuyas apotemas y
aristas son iguales y estan representadas por los lados (26%,
obs.) : el drea de la superficie lateral de la piramide regular es
igual 4 la mitad del producto de la apotema por el perimetro de
la base (2%4) ; luego el area de la superficie curva del cono sera
tambien la mitad del producto del lado por la circunferencia de
la base.

Siendo, pues, OPAB (fig. 219) un cono recto y circular, se
tendra :

i
Ar. de sup. cur. de OPAB:§0A><2rPA:1:PA><OA 1],

0, llamando r el radio de la base y [ ¢l lado,
Ar. de sup. cur. de cono rec. y cir.==rl. [2].

OBSERVACIONES.

1.» Sipor el punto A', medio del lado AO, se iraza una sec-
Fig. 219.  cjon paralela 4 la base, cuyo diametro sea A'B,
- de la semejanza de los triangulos OAP y OA'P,
resulta
OA' PA'
OA PA'’
0A'= %OA H

P'A‘:;-PA 6 PA=IP'A,

cuyo.valor sustituido en la férmula [1], nos da
Ar. de sup cur. de OPAB=2=P'A">(OA.

Luego el drea de la superficie curva de un cono recto y circu-
lar es tambien igual al producto del lado por la circunferencia de
una seccion, hecha por el punto medio del lado y paralela ¢ la
base.

2.2 Sipor el punto A’ (fig. 219), medio del lado, se trazala
A'C perpendicular & este, los tridngulos AOP y A'P'C serdn se-
mejantes (190) ;

lness AO  OP

XC AP ; de donde
AOXAP'=A'CXO0P,
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cuyo valor sustituido en laformula de la observacion anterior, da
Ar. de sup. cur de OPAB=2=A'CXOP.

Luego el drea de la superficie curva de un como rectoy circu-
lar es tambien igual al producto del eje por la circunferencia, cuyo
rddio es la perpendicular levantada en el punto medio del lado ¢
interceptada entre este punto y el eje.

®%8. Para determinar el area de la superficie curva de
un cono cualquiera, se desarrolla dicha superficie sobre un plano
(225, 2.9, v luego se halla el area de la figura plana resul-
tante (259). ‘

299. Teorema 2.° El drea de la superficie curva de un
tronco de cono recto y circular es igual al producto de su lado por
la semisuma de las circunferencias de las bases.

Considerandose el cono recto y circular como una piramide de
infinito numero de caras (€%, obs.), el tronco de cono recto
y circular se puede considerar tambien como el tronco de una
pirdmide regular, cuyo niimero de caras es infinito : el area dela
superficie de la pirimide truncada es igual al producto de la apo-
tema por la semisuma de los perimetros de las bases (2%3) ; luego
la del tronco de cono recto y circular serd tambien igual al pro
ducto de su lado por la semisuma de las circunferencias de las
bases.

Siendo, pues, AB' (fig. 220) un tronco de cono recto y cir-
cular, se tendra

Ar. de sup. cur, de AB’:AA’)(% (2;:PA+QEP'A'):AA'><9£*_"§P_A_‘

OBSERVACIONES.

1.* Si por el punto A", medio de AA', se
traza una seccion paralela alas bases cuyo dii-
metro es A"B", en el trapecio APA'P', re-

sulta (32, obs.)
PA+P'A

2
cuyo valor sustituide en la formula precedente, da
Ar. de sup. cur. de AB=2x=P"A" X AA',

Luego el drea de la superficie curva de un tronco de cono
recto y circular tambien es igual al oroducto de su lado por la

= P”A”,
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circunferencia de una seccion hecha por el punto medio del ladoy
paralela d las bases. '

Fig. 220. 9.2 Si por los puntos A’ y A" se frazan las

LB perpendiculares A'D y A'C 4 la base y al lado

| AA', los tridngulos AAD y A'P'G serin seme-
jantes (2@D), luego
DA' AN
TG
de donde, y supuesto que DA=PP,
P”A”)(AA’:CA”}(PP',
cuyo valor sustituido en la formula de la precedente observacion, da
Ar. de sup. curva de AB'=2zA"CXPP.

Luego el drea de la superficie curva de un tronco de cono recto
y circular, es lambien igual al producto de su eje por una circui-
ferencia, cuyo radio es la perpendicular levantada en el punto
medio del lado é interceptada entre este punto y el eje.

2g9. Para determinar el area dela superficie curva de un
tronco de cono cualquiera se desarrolla dicha superficie sobre un
plano (223, obs. 2.9, Y luezo se halla el area de la figura re-
sultante (239).

284. Teoreva 3.9 El drea de la superficie curva de un cilin-
dro cualquiera es igual al producto del lado por el perimelro de
una seccion perpendicular & dicho lado.

A todo cilindro se le puede considerar como un prisma de
infinito nimero de caras (2€9) ; el area de la superficie lateral
del prisma es igual al producto de la arista por el perimetro dg
la seccion perpendicular 4 la misma arista (2'96); luego la del ci-
lindro sera igual al producto del lado por el perimetro de la sec-
cion perpendicular & este lado (7).

Coror. Ll drea de la superficie curva del cilindro recto y
arcular es igual al producto de la circunferencia de la base por
el lado.

Porque en esle cilindro la base es una seccion perpendicular
al lado.

() Como no sabemos rectificar mas curvas que la circunferencia, er}_el
presente caso puede arrollarse un hilo perpendicular & los Iad?s del cilin-
dro, y la medida de su extension nos dara la longitud del perimelro de la
seccion pedida.

.;'."i?m.n..x.g__-,_'_._,_ Caray
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Llamando r el radio de la base y [ el lado, se tiene
Ar. de sup. cur. de cil. rec. y cir.—=2xrl.
EJEMPLO. ;Cudl es el area de la superficie curva de
un cilindro recto y circular, cuyo radio de la base es
6 metros y el lado 107

' La circunferencia de la base es c=2zr—37,69908, y por con-
siguiente el area buscada sera
37,6990810=376,9908 metros cuadrados.

zﬁFi%.mTEonEm 4.0 El drea de la superficie descrita por la

e base ABCD (fig. 221) de wun sector poligonal

ABCDO, que gira al rededor de uno de sus vd-

dios AO, es igual al producto de una circunferen-

cia, cuyo radio es la apotema OP por la proyec-
cion AD' de la base sobre el eje.

El lado AB describe la superficie curva de un
cono recto y circular cuyo eje es AB' : CB la de
=7 un tronco de cono recto y circular cuyo eje
es B'G/, y CD la de un cilindro que tiene por eje C'D'; luego

Ar. de sup. desc. por AB=2z0PX(AB' (%%, obs. 2.7,
Ar. de sup. desc. por BC=2z00x<B'C' (8%9, obs. 2.7),
Ar. de sup. desc. por CD=2=DD"}CD (2814, corol.).

Sumando estas igualdades, advirtiendo que CD=C'D', y que

DD'=0P y OP—=0Q=O0R (£28, corol. 1.9), resulta
Ar. de sup. des. por ABCD=2z0PXAD'.

283, Se llama zova esférica la parte de superficie de la es-
fera, descrita por un arco cualquiera de la semicircunferencia
generaltriz de la superficie esférica.

Las circunferencias  descritas por los extremos del arco gene-
rador de la zona se llaman BAsss de esta, y ALTURA la proyeccion
de dicho arco sobre el eje.

Si uno de los extremos del arco generador coincide con el
eje, la zona tiene una base sola.

La zona de una sola base se llama tambien casquefe es-
férico.

La superficie descrita por el arco BCD es una zona: sus bases
son las circunferencias que tienen por radios las rectas BBy D'D,
y B'D' es su altura. Si el arco generador fuese ARC, la tnica
base serfa la circunferencia, cuyo radio es CC' y AC la altura,
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24, TeoremA 5.9° El drea de una zond esférica es igual al
produclo de su altura por una circunferencia maxima.

Considerando el arco generador Como la base de un sector

poligonal regular de infinito nimero de lados, el area dela super-
ficie descrita por esta base serd igual (282) al producto de su
proyeccion sobre el diametro, 6 sea a la altura de la zona, por la
circunferencia cuyo radio es la apotema de dicho sector, O sea
por una circunferencia maxima. 5

Llamando, pues, Z el area de la zona, @ su altura y 7 el radio
de la esfera, se tendra

7=2x1a.

Coro. Bl drea de la esfera es igual al producto del didmetro
por una circunferencia mdzima.

Porque Ar. de zona desc. por arc. AD=2x1AD',

Ar. de zona desc. por arc. DM=2=rXD'M; luego
Ar. de sup. desc. por ADM=27r(AD'--D'M)=2=1) AM,
6 llamando d el didmetro y E la superficie esférica
2 Ar, de E=2nrd,
6, sustituyendo en vez de d su valor 2r,
Ar. de E=hm®.

OpsErvacioN.  Siendo mr2 el area deun circulo mAximo, resulfa
que el drea de la superficie esférica es cuddrupla de la del ctr-
culo mdzimo.

EJEMPLO. Supoaiendo que la tierra sea esférica, y que
su radio sea 1142 leguas, jeual serd el area de su super-
ficie? :

Ar. de sup. T_:hXS,i&159....X11&29:16 388 608 leguas
cuadradas proximamente.

ARTICULO IIL
Comparacion de las areas de los cuerpos geométricos semejantes.

283, Trorews 1.9 Las dreas de las superficies de los polie-

dros semejantes son proporcionales & los cuadrados de sus aristas®

homdlogas. .
Sean OPABCD y O'P'ABCD' (fig. 222) los poliedros seme-
jantes, y se tendra (161)
ABOP  AB2 BOG . 0C?

KEOP— KB BOC 0GTT
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Estas proporciones tienen las ultimas razones iguales (264,
corelario, y Algebra 482, 4.9,
ABOP  BOG ABR2
NBOP ™ BOC " AB®
de donde (Alg. 186)
ABOP-1BOG-...  AB?
ABOPLBOCH...” AB?’

6 llamando A y A’ las 4reas de las superficies de estos poliedros,

A ABZ

AT ABY

286. Dos conos rectos y circulares son semejantes cuando
son engendrados por tridngulos semejantes, que giran al rededor
de catetos homdlogos.

28%. TeorsnMA 2.0 Las dreas de las superficies curvas de
dos conos semejantes son proporcionales d los cuadrados de los rd-
dios de las bases.

Llamando r, ' los radios y I, I' los lados de estos dos conos,
las &reas de sus superficies curvas serdn (2979)
arl y =r'l :
arl 1l

ﬂ?"y o 1'..rlr )

C!
luego

de donde

: rl
y sustituyendo en la razon compuesta T en vez de la razon

componente :

. i hn!
su igual por hipotesis 5 (Alg., 495, corol.),

r
ail
i
OsservAcioN. De una manera anéloga se definen los cilindros
semejantes, y se demuestra tambien que las dreas de sus superfi- -
cies curvas son proporcionales 4 los cuadrados d2 sus radios.
288. Tronema 3.9 Las dreas de dos superficies esféricas son
proporcionales d los cuadrados de sus rddios.
Llamando r v o' los radios de estas superficies esfericas, sus
ireas respectivas seran (284, corol.)
fnr? y har'?;
hxr? 72
Lnr® 1%

resulla

de donde




