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CAPITULO III.
De los volimenes de los cuerpos geométricos.

ARTICULO PRIMERO.
Equivalencia de los poliedros.

289, Se dice que dos cuerpos geoméfricos son EQUIVALENTES
cuando tienen igual magnitud aunque lengan disiinta _ﬁgum (3).

ogp. Teorema 1.0 Dos paralelipipedos, que tienen una
misma base ¢é igual altura, son equivalentes. : ’

pueden ocurrir dos casos : 1.0 que las bases superiores esten
entre unas mismas paralelas ; 2.° que no lo estén.

1.0 Sean los paralelipipedos AC' y-AC (fig. 223), cuyas ba-
ses superiores estan entre las paralelas AD" y B'(:.”.' S

Los prismas triangulares AA'A’BBB” y DDDiCC‘G tienen
las caras BA' = CD' (83%) : A'BB’A’ =D'C'C'D" por com-

ponerse de la parte comun D’C’B’Ai‘ y de

o los paralelogramos AC y _A”C”,']guales
#\ entre s, por serlo cadauno de ellos con la

D" base comun AC:y el tridngulo AA'A"=

DD'D" (%2, 1.9); luego los prismas trian-

gulares tienen un angulo triedro (A'y D))

formado por tres caras respectivamenig
iguales ¢ igualmente dispuestas, luego son iguales _(253). .

Si del poliedro total se resta el primero de dichos prismas,
queda el paralelipipedo AC”, si se resta el segundo queda el pa-
ralelipipedo AC'; luego estos paralelipipedos son equivalentes.

9.0 Sean los dos paralclipipedos AC' y AC" (fig. 224). Gomo

Fig. 224, estos paralelipipedos tienen (por hi-

oy ” : potesis) igual altura, sus bases supe-

: riores estarin en un mismo plano

paralelo 4 la base comun : luego

si se prolongan las caras BA' ¥

CD' del primero, y las AD y BC"

del segundo, sus intersecciones for-

maran un tercer paralelipipedo AG™

(254), que serd equivalente & cada uno de los dados AC'y AG

Fig .223.
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scgun la primera parte del teorema ; luego estos son equivalentes
entre si.

291. Teorema 2.0 Todo paralelipipedo se puede convertir
en olro rectingulo equivalente, de lo misma altura y base equiva-
lente d la del primero.

Sea el paralelipipedo AL (fig. 225) oblicuo, y su base ABCD

un paralelogramo oblicuangulo ; levantando

r.en los vértices A, B, Cy D de la base las

~ \aristas AA', BB' etc., perpendiculares & di-

cha base é iguales 4 1a altura del paraleli-

pipedo dado, se formard el paralelipipedo

recto AC' equivalente al propuesto (290).

En los extremos de los lados AD y A'D'

de las bases del paralelipipedo AC!, le-

vantense las perpendiculares AM, DN y A'M/, D'N' : tracense

las rectas MVW' y NN'; y quedara formado. un tercer paralelipipedo

AN' rectangular, de igual altura que AL, y cuya base AMND es
equivalente 4 la ABCD del mismo.

Ahora puede suponerse que los paralelipipedos AC' y AN’
tienen por base la cara comun AAD'D y por altura la perpen-
dicular AM; luego tienen la misma base y altura, luego son
equivalentes (28®) : pero AC' es equivalente 4 AL, luego AN’
tambien lo serd. Luego el paralelipipedo AL se puede convertir
en otro AN' equivalente, rectingulo, de igual altura y base equi-
valente,

#92. Teonema 3. Todo prisma triangular es la mitad de
un paralelipipedo de igual altura y dupla base.

Distinguiremos dos casos : 1.% que el prisma triangalar sca
recto : 2.9 que sea oblicuo.

1.9 Sea el prisma triangular ABCA'B'C (fig. 226) reclo.

Fig. 296. Complétese el paralelipipedo BD'. Los prismas
(¢ triangulares ABCAB'C' y ACDA'C'D' son rectos,
.7 tienen ignales las bases ABC y ACD (%9, coro-

i lario 1.9) é igual altura ; luego son iguales (253,
corol.); luego cada uno de ellos es la mitad del
;| | paralelipipedo BD'; luego el prisma triangular

U7 ~.p ABCA'B'C' es la mitad del paralelipipedo BD de

igual altura y dupla base.
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90 Sea el prisma triangular oblicuo ABCABC' (fig. 227).
Fig. 221. Complétese el paralelipipedo BD , ¥ tracese
el plano MNPQ perpendicular & sus aristas :
» prolonguense estas hécia la parte inferior de
modo que MM=NN=PP=QQ=AA' : Gnanse
los extremos de las aristas contiguas ala
misma cara, y se tendrd el paralelipipedo recto
MNPOMNPQ' (230, corol. 9.9) ; tracense las
E diagonales MP y M'P, y resultaran los dos
Jg prismas triangulares rectos
MNPM'N'P' ¥ MPOM'P'Q’,

de los que cadauno es la mitad del paralelipipedo recto (1.* parte

del teor.), y que por consiguiente son iguales entre si.
Superponiendo el poliedro MNPABG al MN'PAB'C, de modo
ue la base MNP coincida con su igual MNP, la arista MA caerd
sobre MA' (1%®); ¥y como eslas aristas son iguales (porque
restando de AA' Y MM, iguales por construccion, la parte AM' co-
edan los restduos MA=M'A) el vértice A coincide con A':

G!

mun, qu

]o mismo se demuestra qué B coincide con B' v G con G'; 1uego

dichos poliedros son iguales. Luego agregando 4 cada uno de

estos poliedros la parte ABCM'N'P, los prismas triangulares

ABCABC ¥ MNPM'N'P' son equivalentes : del mismo modo se

demuestra queé ACDA'C'D' y MPQUPQ' son equivalentes : pero

los prismas triangulares Tectos MNPMN'P' y MPQMP'Q' son
iguales entre si; luego los oblicuos ABCA'B'C' y ACDA'CD' son
equivalentes ; luego uno de ellos ABCA'B'C' serd equivalente ala
mitad del - paralelipipedo ABCDA'B'CD' de igual altura y dupla

base (148)

Conot. Los prismas triangulares
de igual allura y bases equivalentes,
son equivalentes.

293. Trorema 4.0 Dos telrae-
Y& dros OABC y SPQR (fig. 228) de wual
| 3 altura y bases equivalentes, son equi-

valentes.
Supongamos  para mayor sen-
cillez, colocadas las bases de los
tetracdros en un mMmismo plano, ¥

i\
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dividida su altura com
_ un MN en un ni i
s I numero cualquiera de par-
i é,ulas basié PEJTSISS puntos de division se trazan planos palPale-
e Y,Cuyasfij;raedrj;quedar{m‘divididos en troncos de
‘,. aseg"c INIRE AR oDt
o0 equwalemes {24’ e ¥ ]-;S)R ,Cr\l B Y i ’Q R ’_.- Etc'i
eh : _ ] . 2.9). Construyendo en ¢
tronzz)unlgglslm triangular (tomando por baseyla superior a(f:l
e Ig Fi]: 2 ¥ 2, elc., son equivalentes (292, co-
1etraed1:os e:icu = ma de 10§ prismas inscriptos en uno de los
e El,oa a,:la de los inscriptos en el otro. Dividiendo la
iguales constE:"uc; fluddruplo, el v e
L tetraed-cmnes, la suma de los prismas inscriptos en el
e ro permanecera igual 4 la de igual nimero de
e pfismainirfl segundo : y como por otra parte la extension
e OAE‘E}“PIOSSPSE aproxima indefinidamente & la de
o). Yy SPQR, estos seran equivalentes [81, (*)
294, LlJ
i enﬁ?iﬁfaﬁf?&s TbllUNG.\DO la parte de un prisma com=
- s ases y un plano que le corta oblicua-
295. Trore 0 1 ; :
A ? MA 51 fot?o prisma triangular truncado ABCPQR
quc; T ;Qbul_va enle a tres tetraedros PABC, QABC y RABC
T Uémwsyp? ases una base ABC del prisma, y cuyos vértices sm,a
e Q, R, de la otra base del mismo.
e pasar un plano por el vértice P y por la arista BC, y
ztrcl} por el mismo punto P y por la diagonal BR
e la cara BQRC, queda el prisma truncado divi-
dido en los tetraedros
~ PABC, PBCR, PBOR.
El_p}"imero de estos tetraedros cumple con las
condiciones del teorema.
El segundo PBCR y el ABRC tienen la base
comun BRC, y sus vértices en los puntos P y A

. equidistantes de esta base; luego son eguivalentes (®93) @ pero

fi ABRC, tomando por vértice R, es el RABC; luego el segundo
efraedro cumple tambien con las condiciones del teorema. ;
_El telrcer tetraedro PBQR es equivalente al ABQG, porque
tienen iguales alturas, y las hases BQC y BQR son equivalentes
(246, corol.) : pero el ABQG, tomando por vértice el punto
GEOM, 12
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0, es QABU; luego el tercer tetraedro cumple del mismo modo las
¢ondiciones del teorema.
Fig. 229. Luego el prisma truncado ABCPQR es equi-
p valente & los tres tetraedros PABC, RABG y
| QABC, que tienen la misma base ABGC que el pris-
ma y cuyos vértices se hallan en los vértices P, Q,
R de la otra base.
: Coron. Todo tetracdro es la tercera parte de
1 >C  yp prisma de igual base y altura.

A{ Porque el teorema anterior es cierto, cualquie-
ra que sea la posicion de las bases, y en el prisma los tres tetrae-
dros & que equivale, yienen la misma base que él v la misma
altura, puesto que todos los puntos de una delas hases equidistan
de su paralela (306, corol.) ; luego los tres (etraedros son equi-
valentes (293) ; luego cada uno de ellos es la tercera parte de un
prisma de igual base ¥ altura.

296. Teorewa 6.0 Todo tetraedro truncado ABCPQR (fi-
gura 230) es equivalente d tres tetraedros PABC, CPQR y QBDG,
que tienen la misma altura que el tronco, Yy cuyas bases son labase
mayor del mismo {ronco, la menor y la BDG, media proporcional
entre ellas. :

Haciendo pasar un plano por ¢l vértice P y por la arista BC,

Fig. 230y ofro por el mismo punto P y por la diagonal
7 7 QC de la cara BORC, se tiene el tronco del te-
" | traedro dividido en los tres tetraedros
PABC, PQRC, PQBG.
El primero de estos tetraedros y el segundo,
‘que se puede expresar por CPQR, cumplen con
las condiciones del teorema.

Trazando la PD paralela 4 QB, y uniendo D con G y con Q,
e: tercer tetraedro PQBC y el QBDG tienen comun la base QBG Y
Jos vértices P y D en la recta PD, paralela & esta cara (183);
luego tienen igual base ¥ altura, luggo son equivalentes.

Sélo, pues, resta demostrar que el triangulo BDG es una media
proporcional entre la base mayor ABG y la menor PQR.

Al efecto tracese la recta DE, paralela & AC, y el tridngulo
BED es igual al POR (%%, 3.%). Los triangulos BDG ¥ BDE,
cuyas bases BG ¥ BE estdn en linea recta y cuyos yértices estan en
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el punto D, tienen la misma altura, lu i
€20 son pro 5
sus bases (3 &, corol.) ; luego : 2 e
BDC _ BG
: BDE  BE°
por igual razon los tridingulos BCD y BCA nos dan
ABG_ BA BC BA
BDG 8D Po° ¥ gg=yps
luego las dos primeras proporciones ti
slienen unar i :
e azon igual; luego
ABC _BDC
BDC BDE °
y como BDE=PQR, resulta al fin

ABC _ BDG
BDC~ PQR

ARTIGULO 1I.
Detérminacion de los volimenes de los poliedros.

29%. Se llama voLomex de un cuer -
. 2 cuerpo Ia, m
nilud (2). P edida de su mags

.En la determinacion _de los volumenes {omaremos siempre por-
unidad un cubo cuya ariste sea la unidad de longitud
12?)3. TEOREMA 1. Dos paralelipipedos rectdngulos A'C y
1\.1 P (fig. 231) de iguales bases ABCD y MNPQ, son p'mporcionat
d sus alturas AA" y MM,
Distinguiremos dos casos : 1.9 que las alturas sean conmensu-

Fig. 231. .
rables ; 2.9 que no lo sean.

.1'0 Supongamos que la comun me-
dida de las alturas se puede colocar 2
v(:ces’sobre AA' y 3 sobre MM/, y se

AN 2
MM 3
Si por los puntos de division se trazan planos paralelos 4 las
bases, los paralelipipedos propuestos quedaran divididos el pri-
mero en 2 paralelipidedos parciales, y el segundo en 3, todos
iguales entre sf (258, corol.); luego
AT
NP ¥
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De esta proporciony de la anterior
se deduce

Fig. 231,

AG AN
MP M
2.9 Este caso se demuesira como
su analogo del ntim. £48.
OsservacioN. Las aristas AA', AB,
AD, que forman un angulo triedro A de un paralelipipedo rec-

tangulo A'C, son sus tres dimensiones; y como por otra parle |

el producto ABXAD representa la cara ABCD 4 que pertenecen las
dimensiones O factores AB y AD (249, corol. 1.9), resulta que el
teorema anterior puede tambien expresarse de este modo :

Dos paralelipipedos rectdngulos, que lienen dos dimensiones
iquales, son proporcionales d la tercera dimension.

Conor. Dos paralelipipedos rectangulos, que tienen igual al-
tura, son proporcionales d sus bases (), d dos paralelipipedos rec-
tangulos, que tienen una dimension igual, son proporcionales &
los productos de las ofras dos.

Porque llamando

P, a, b, ¢ el volumen y las tres dimensiones de uno de los
paralelipipedos,

P, a I, ¢ el voliumen y las tres dimensiones del otro,
y P, a, b, ¢, el volimen y las tres dimensiones de un tercer
paralelipipedo, que, como se ve, tenga dos dimensiones iguales
a olras dos del primero, .y dos iguales tambien 4 otras dos del
segundo, se tendra

pE b

Feg v pape
de donde multiplicando estas dos proporciones y suprimiendo

el factor P/, comun a los dos términos de la primera razon,
resulta

P bXxe
T
299. Trorema 2.9 Dos paralelipipedos rectangulos cua-

{*) Bsto es, 4 las dreas de las superficies de sus bases. Olro tanto debe
entenderse siempre que una base 6 seccion se haya de comparar con olra
4 multiplicarse por la longitud de una linea,

Rl R
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lesquiera son proporcionales d los productos de sus bases por sus
alturas, d d los productos de sus tres dimensiones.

Lldmese, de una manera analoga al corol. anterior,

P, a, b, ¢ el volimen y las tres dimensiones de uno de los
paralelepipedos,

P, a, V', ¢ el volimen y las tres dimensiones del otro y

P, @', b, c el volimen y las tres dimensiones de un tercer
paralelipipedo, que tenga, como se ve, dos dimensiones iguales
4 otras dos del primero, y una igual 4 otra del segundo, y se
tendra (298, obs.)

P

Ty
: i
7 tambien (298, corol.) —=-———; de donde
‘.‘f b ( tl )Pr bJXct ¢
P axbxe
Plnasabiode:

Coror. 1.9 Si suponemos que P’ es la unidad de medida del
paralelipipedo P, el primer quebrado representa el volimen de
este paralelipipedo (%) : mas en tal caso @'=b'=c=1 (297%) ;
luego en dichas hipotesis se tiene

P=a xb¥c.

Luego el volimen de un paralelipipedo rectingulo es igual al
producto-de su base por su altura, ¢ al producto de sus ires di-
mensiones.

Asi, el volimen de un paralelipipedo rectangulo, cuyas di-

" mensiones son 4,6 metros, 3,24 id. y 6 id., sera

P=/,6:<3,213<6=89,424 metros cubicos

Conor. 2.0 El voldmen de un cubo es iqual 6 la tercera poten=
cia de su arisia. i

Porque el cubo es un paralelipipedo rectdngulo, cuyas aristas
son todas iguales (25%).

300. Teorema 3.0 El voliimen de un paralelipipedo cual-
quiera es igual al producto de su base por su altura.

Todo paralelipipedo se puede converlir en “otro equivalente
rectangulo de igual altura y base equivalente (291) : el volumen
de este es igual al producto de su base por su altura (299- corola-
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rio 1.°) ; luago el de un paralelipipedo cualquiera sera tambien
igual al producto de la base por la altura.

308. Tronems 4.0 Ll voltynen de un prisma triangular es
igual al producto de su base por su altura.

Todo prisma triangular es la mitad de un paralelipipedo de
igual altura y dupla base (292) : el volumen del paralelipipedo es
igual al producto de su base por su altura; luego el del prisma
sera tambien igual al producto de su base por su altura.

Coror. 1. Ll volimen de un prisma cualquiera es igual al
producto de su base por su altura.

Porque trazando diagonales desde dos vértices homélogos de
ks bases 4 todos los demas, y haciendo pasar por ellas planos, el
prisma quedar dividido en tantos triangulares de igual altura,
como triangulos se hayan formado en una de las bases : el volimen
de cada prisma triangular se halla multiplicando la base por la
altura ; luego el del prisma total sera igual 4 su altura, que es la
altura comun de los triangulares, por su base, que es la suma de
las bases de los triangulares.

Coror. 2.0 Dos prismas de igual altura y bases equivalentes
son equivalentes.

39%. Teorems 5.° El volimen de un tetraedro es igual al
tercio del producto de su base por su altura.

Todo tetraedro es la tercera parte de un prisma de ignal base y
- altura (283, corol.) : el voldmen del prisma es igual al pro-

ducto de su base por su altura (8@4, corol. 1.°); luego el
del tetraedro sera igual al tercio del producto de su base por
su altura.

Coror. 1.0 El voliimen de una pirdmide cualquiera es igual al
tercio del producto de su base por su altura.

Se deduce como el corol. 1.° del nimero anterior.

Coror. 2.0 Dos piramides de igual altura y bases equivalentes,
son equivalentes.

303. Trorema 6.° El volimen de un prisma triangular
truncado es igual al tercio del preducto de una de sus bases por la
suma de las tres perpendiculares bajadas sobre ella desde los vér-
tices de la otra.

Llamando B una de las bases, a, a', a" las perpendiculares
bajadas sobre ella desde los vértices de la otra, los volimenes de

i

Ve e L
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los tetraedros & que el prisma equivale (29%), serdn (30%)
1

—Bxa, éB}(a”,

1
il

cuya suma, que es evidentemente el volumen del prisma {run-
cado, sera

1
< Ba+a+a")

Coror. 1.° EI volimen de un prisma triangular truncado y
recto con relacion d una de las bases, es iqual al tercio del pro-
ducto de esta base por la suma de las tres aristas.

Porque en este caso las tres aristas son las alturas respectivas
de los tefraedros en que se considera descompuesto.

Coror. 2.9 Ll volitmen de un prisma triangular truncado cual-
quiera, es lambienigual al tercio del producto de una seccion per-
pendicular @ las aristas por la suma de estas.

Porque la seccion le divide en dos rectos, de los que esta es
la base comun, y la suma de las seis aristas componen las tres

- del prisma dado.

304, Trorema 7.0 Elvolimen de un tetraedro truncado es
iqual al tercio del producto de su altura por la suma de las bases
mayor, menor y ung media proporcional entre ellas (296 y 362).

Conor. 1.9 Fl voliimen de un tronco de pirdmide cualquie-

ra AC' (fig. 232) es igual al tercio

del producto de su altura por la

suma de las bases mayor, menor y

une media proporcional entre ellas.

Porque completando la pirdmide

76 OABCD, y construyendo otra trian-
gular SEFG, de igual altura y base

equivalente & la de la 1.3, estas dos

piramides seran equivalentes (3@%, corol. 2.9).

Si se corta la piramide triangular por un plano paralelo &
la base, y que diste del vértice S tanto como la base me-
nor AB'C'D' del tronco AC' dista de O, la seccion EF'G' es
equivalente 4 ABCD (24%, corol. 2.9); luego las pirdmi-
des deficientes son ‘tambien equivalentes (3@2, corol. 2.°).




