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AHDCB ,v H serd el ex{remo del arco a—0; lucgo la cuerda All
de este arco sera igual 4 la del arco CD. :

9.0 Si los puntos C y D estdn en un mismo lado del didmetro AA',
es evidente que CE= (sen a—sen b), tomando el signo —+-cuando
esté G superior 4 D y el — cuando inferior; si estdn 4 lado dife-
rente del diametro, GE es una suma GP--DQ, pero entdnces uno de
ellos es positivo y otro negativo ; luego tambien se verifica en este
caso que CE = T (sen a—sen b).

30 Del mismo modo se demuestra que la igualdad CD =
+ (cos b—cos a), evidente cuando los puntos Cy D estin en un mis-
mo lade del didmetro BB/, se verifica de igual modo cuando se hal-
lan 4 diferente lado de dicho didmetro, tomando el signo +- cuando
C esté 4 la izquierda de D.

Luego las formulas deducidas son generales ().

Consecuencias de las formulas anteriores.

4%. Haciendo a=Db en las férmulas [3] y [4] del nimero
anterior, se tiene
cos 2a=cos2a—sen’a,
sen 2a=2sen @ cos a;

y suponiendo en estas 2a=A, de donde a::—éh, resulta

cos A:cos%A——ssn%A [1],

1

1
sen A=2sen—/ —
se 3 A COS3

Al 2k
Tambien se tiene (42, obs.)
1 1
1:0052§A—{—sen9§A,
de cuya ecuacion y de la [1] se deduce (Alg. 93)

1+cos A
2

de donde 2 cos%A:i—i—cos A 3]

—cos A

: 1 1 1
cos?’_A— 2_A—
5 y sen QA 5

2 sen%A:l—cos AseE il

(") Esta elegante demostracion estd tomada de la Trigonometria de
MJ. Rouche y Lacour, que a su vez la han tomado de Alr, Sarrus.

Zingai.

18. La suma de las férmulas [4] v [2] del ndm. 25 nos
da sen (a-+b)-+sen (e—b)=2 sen a cos b
y la diferencia
sen (a-+b)—sen (a—b)=2 cosa sen b :
dividiendo ordenadamente estas igualdades y observando
que (42, obs.) zzz Z:tga:, resulta
sen (z-+b)+sen(a—b) 2senacosh sena senb tga

sen (at1-b)—sen(a—b) 2cos asend cos a cos b 1g b’

suponiendo en esta ecuacion a-+b=A y a—b=B,
de donde a=p(A4B) y b=3(A—B), se tiene al fin

sen Atsen B
sen A—sen B~

CAPITULO II.

De las tablas trigonométricas.

ARTICULO PRIMERO.
Determinacion de sen ' en valores del radio.

19. Teorema 1.0 . Todo arco positivo y menor que un cua=

drante es mayor que su seno y menor que su tangente.
Sea el arco AB (fg. h.?). Trdcense los radios OA'y 0B, el
Fig. 4*  seno AP y la tangente AT; doblese la figura
A AOT hécia la parte superior, sirviendo de eje
34T OT,yenla figura total resultante AOA'T se ten-

{ . dra (Geom. 5y 438)
AA'<<ABA'<ATA',
6 partiendo por 2°y llamando el arco AB,
: sen r<x<lgx.

20. Tronmma 2.° La diferencia enire un arco del primer
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cuadrante y su seno es menor que la cuarta parte del cubo del
areo.

Sea @ el arco menor que el cuadrante, y se tendrd (19)
| 1 . sen fr 1
tg5t>52 0 (4%, obs.) M>§$’

1

e b | y
de donde ben§x>§w €oS5 ;3

y multiplicando esta desigualdad por 2 cos%m, resulta

1 1 ol
2 senax cosga:‘)—a: COs: '@""’ :

288[1_;-&3 ces%m.:sen z (%),

cosﬂé—mzi—senﬁém (14);

luego sen m>:c(1-sen% )

Sustituyendo en vez de sen%m el arco%lz-a:, que es mayor

que el seno (19), el sustraendo del segundo miembro aumenta;
luego el resto, 6 sea el segundo miembro, disminuye ; luego con
mayor razon se tiene

senm>3:(1—im9) 6 sen m>a:-1-x3
4 R

. 1

(] m—Tx3<sen 7a

vy sumando con los dos miembros de esta ultima desigualdad
1 4

zm3-sen x, resulta al fin

Z—sen a:<%;n3.

4. Prosrema. Calcular el valor del seno de un minuto,
suponiendo el rdadio igual & 1a unidad.

La longitud de la circunferencia, que tiene 1 por radio, es
{Geom. 439, corol. 2.%) ¢=2x; de donde
1 . s
go== & 180°==; luego la longitud del arco de 1' sera

S IR e T
arwd“”’“igouxaﬂ“ 10800 = 0,000 290 888 208 6....
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La longicua ae este arco es, pues, menor que 0,0003; luego
si se supone
sen 1'=arco 1'
el error cometido es menor (20) que

%(0,0003>3<ﬂ,000 000000 007 :

y como este error solo afecta la cifra decimal del érden duodéci-
mo, resulta que el valor del seno con once cifras decimales es
seno 1'=0,000290888 20.

ARTICULO II.

Formacion de las tablas.

- 22, Las tablas trigonométricas naturales contienen al lado
de cada arco desde O hasta 90°, contados de minuto en minuto 6
de 10 en 10 segundos, los valores de las lineas trigonométricas
correspondientes. No es necesario que se extiendan a mayor ni-
mero de grados, porque ya se ha dicho (#4) que todo arco
puede reducirse & otro contenido en el primer cuadrante, y cuyas
lineas trigonométricas sean respectivamente iguales en valor ab-
soluto & las del arco primitivo, pudiendo tambien en cada caso
determinarse el signo correspondiente (44, obs.). Asi

sen 145°=sen 35°, tg 98°=——1g 827, etc.

Debe advertirse igualmente que basta calcular las lineas tri-
gonométricas de los arcos comprendidos desde O & 45° inclusive;
pues las lineas propias y colineas de los arcos mayores que
L5° y menores que 90°, son las colineas y lineas propias de
sus arcos complementarios, necesariamente menores que 4o°
(6, 2.°). Ast
' sen 60°=cos 30°, cos 72°=sen 18°, etc.

Supondremos que en las tablas, de cuya formacion se trata,
los arcos crecen de minuto en minuto ; de manera que segun lo
expuesto, el problema que nos proponemos resolver se reduce
4 la determinacion de las lineas trigonometricas de-los arcos de
1 2, 8, ete,, hasta 45°. :

Veamos como puede esto conseguirse.
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23. Conociendo el valor de sen 1'(®1), el de cos 1' se de-
termina por la formula (14)
cos £=\/1—sen’z,
haciendo’ en ella z=1'y sustituyendo en vez de sen 1' el valor
hallado para este.
Los valores de los senos y cosenos de 2'3', 4, ..... 45"
se pueden calcular por medio de las formulas (23, corol. 2.°)
sen (a---b)=sen a cos b-}-cos a sen b,
cos (a-}-b)=cos a cos b—sen a sen b,
haciendo en ellas a=1' y b=1', 2, 8, 5, ....., 44°59".
Los valores de las tangentes y cotangentes pueden hallarse
tambien por las formulas (4%, obs.)
sen

COS &
sustituyendo en vez de sen & y cos « los valores de los senos y
cosenos de 1, 2, 3, ....., k5%, calculados de antemano.

24. Del modo que acabamos de exponer se pueden conce-
bir formadas las tablas trigonométricas naturales (*); mas eje-
cutindose los chlculos por medio de logaritmos con mucha ma-
yor facilidad que por los métodos ordinarios, estas tablas han
sido trasformadas en otras, donde al lado de cada arco se hallan
los logaritmos de sus respectivas lineas trigonométricas..Las nue-
vas tablas se conocen con el nombre de tablas trigonométricas
artificiales 6 simplemente de fablas trigonomélricas, porque son
las unicas de que en la practica se hace uso.

Al ejecutar la trasformacion de que se acaba de hacer mérito,
como los senos y cosenos son menores que el radio, sucediendo
otro tanto con las tangentes de los arcos comprendidos entre 0°
y 45°, v las contangentes de los comprendidos entre 45° y 90°,
los logaritmos de todas estas lineas trigonomeétricas deberan resul-
tar negativos 6 de caracteristica negativa y mantisa positiva, en la
suposicion de que el radio sea igual 4 la unidad (Alg. 23@, 3.°
y 239) ().

¥ . I wy agw

W) _El método expuesto sirve s6lo para que se vea la posibilidad de la cons-
truceion d_e las tablas, 4 fin de que los principiantes no se arredren al mane-
Jar unos libros cuya formacion es para ellos un misterio. Por lo demas exis-
tcnﬁotlgs métodos mucho [mas expgdltos, cuya exposicion no es de este lugar.

(**) Por creer esto un inconveniente (que no lo es cuando se emplean lo-
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ARTICULO IIL.

uso de las tahlas trigonometricas.

25, Las tablas de los logaritmos de los numeros van acom-
paniadas casi siempre de las {rigonomélricas : siendo de aquellas
las mas conocidas entre nosotros, como ya se indicé en otro

lugar, las espaiiolas de Vazquez Queipo y Calvet, y las fran-

cesas de Callet y Lalande ; otro tanto sucede con las trigonomeé=
tricas.

Las de Vazquez Queipo y Lalande contienen los lagaritmos
de las lineas trigonométricas de los diferentes arcos del cua-
drante, contados de minuto en minuto, con seis cifras decimales
las primeras y con cinco 6 siete las segundas. En las de Callet
y Calvet los arcos aumentan de 10 en 10 segundos, y las lineas
trigonométricas van expresadas con sicte cifras decimales de
aproximacion.

Por medio de cualquiera de ellas se resuelve el problema
general : « Dado un arco ¢ angulo, hallar los logaritmos de las
lineas trigonométricas del mismo » y su reciproco. Al efecto van
precedidas de su respectiva explicacion, que serfa inutil repetir
aqui. :

Ya hemos indicado la preferencia que para nosotros mere-
cian las de Vazquez Queipo, calculadas en el supuesto de que
el rddio es igual d la unidad, por cuya razon 4 ellas nos refe-
riremos en los problemas que hayamos de resolver en lo suce-
sivo ().

garitmos de mantisa posiliva), las tablas que se citan excepto la:r, del Sr. \{a%
quez Queipo desde la edicion de 1867, estdn calculadas suponfemjo el radio
igual & diez mil millones, eslo es, r=1010, en cuya hip(iiesrls L. r:iiﬂ y
C, L.r=10 (Alg. 238 2.2 y 246). Ya se ve que por evitar estaf dificultad ima-
ginaria se incurre en una real, cual es la de figurar en los cilculos el loga-
ritmo del radio, y tener que restablecer este en las férmulas cuando haya
desaparecido por haberle hecho jzual & la unidad ; lo que no sucede cuando
r=1; puesto que L.1=0 ¥ Co L. 1=0'(Alg. 230,2.°¥ 245).
() El que quiera emplear otras tendra en cuenta la nota precedente.




