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es decir que el cuadrado de la suma de dos cantidades se compone del .

cuadrado de lo primera cantidad, mas el cuadrado de la sequnda, mas
el dshle producto de la primera por la segunda.

Asi si se tiene que formar el cuadrado de 3a°+8a% ; se tiene, segun
lo dicho, (5a%2+-8a%h)*=250°+"80ab+-64a"b.

25, Supongamos que haya que formar el cuadrado de upa dife-
rencia a—b.

Se tiene (a=b)=(a—Db) (a—b) = a*—2ab-+b*;

es decir que el cuadrado de la diferencia de dos cantidades s¢ compone del
cuadrado de la primera, mas el cuadrado de la seguada . ménos el doble
producto de la primera por la segunda.

Asi (Ta2b2—12ab° P =49a"b? —168a°L"+144a%°.

3°. Supongamos que se haya propuesto multiplicar a-+b por a—b.

Se tiene (a-+b) (a—b)=a*—b*. Luego la suma de dos cantidades, mul-
tiplicada por su diferencia, da por producto la diferencia de sus cuadrados.
(ste es el teorema demostrado en el namero 5.)

De este modo (82°+T7ab?) (8¢*—Tab*=) 64as—49a’" combinando estos
diferentes resultados se pueden hallar los productos de ciertos poli-
nomios mas pronto que por el procedimiento ordinario. Supongamos,
por ejemplo, que haya que multiplicar 5a”— Aab—+3b* por 5a*—Aab—3b%;
si se observa que la primera de eslas dos espresiones es la suma de
dos cantidades 5a>—4ab y 3b%, que la segunda es la diferencia de estas
mismas dos cantidades , se encuentra inmediatamente por producto,

(50°—labf—(3b*=250"—40a*b~-16a°b*—9b".

20, Reflexionando acerca de los resultados de multiplicacion que se
acaban de obtener, se ve que la composicion, ¢ el modo como se forman
con ayuda del multiplicando y multiplicador, es totalmente indepen-
diente de los valores particulares que se pueden atribuir a las letras
a y b que entran en ambos factores.

Como PRINCIPIO : la manare de formarse un producto algebrdico con
wuda de sus dos factores, se llama lo LEY de este producto ; y esta ley per=
manece siempre la misma , cualesquiera que sean los valores atribuidos @
las letras que entran en ambos factores.

24. En fin, dado un polinomio, se puede algunas veces hecha suSS

inspeccion , descomponerlo en factores, lo cual puede ser muy atil.

gea el polinomio 25¢°—30a°b+150" : es evidente que los factores 3
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5 y @* entran en cada uno de sus terminos. De modo que puede ponerse
el polinomio hajola forma 5a2 (5¢*—6ab+-3b*). Icualmente, 64a*6°*—25a26°
se trasforma cn '

(8a*b~+-5ab") (8a2bs—5ab").
En efecto, como 64a'b® y 254°0° son los cuadrados de 8ab® y 5ab,
se sigue que la espresion propuesta es la diferencia de dos cuadrados,

y que es descomponible (nim. 19) en la suma de las raices de estos
cuadrados, multiplicada por la diferencia de las mismas raices,

Ds la division algebrdica.

22. La division algebraica, como la division aritmefica, fiene por

ohjeto, dado un producto y uno de sus factores, hallar el sequndo factor.
Consideremos primeramente el caso de dos monomios. Supongamos

que haya que dividir 72¢® por 84¢% 1o que se indica asi '{33;_'
el

Se pide una tercera cantidad monomia que multiplicada por la
segunda , reproduzca la primera. Ahora bien; segun las reglas estable-
cidas para Ia multiplicacion de los monomios, la cantidad buscada dehe
ser tal que su coeficiente, multiplicado por 8 dé por producto 72, y
que el esponente de la letra a en esta cantidad, sumado con 3, espo-
nente de laletra e en el divisor, dé por suma 5, esponente del divi-
dendo. De modo que se obtendra esta cantidad dividiendo 72 por 8 y

sustrayendo del esponente 3, el esponente 3, lo que da “’ =9¢*; y en

8a
eleclo, se tiene
863X %a1="172a5.

Se liene segun las mismas observaciones,
Shathie

e . e e 2] P T P -
e 0 oc; y en efecto, TabX5a’be=354"0"c; por donde se va

o

que para dividir dos monomios, uno por otro, es preciso, 10, dividir
{os dos coeficientes un - ofro ; 20 : i widend
] es uno por ofro ; 2. para las letras comunes al dividenda
Y divisor escribir cade una de ellas ¢ continuacion del coeficiente , afectin-
dolas de un esponente igual al esceso del esponente del dividendo sobre ¢4
1o ey« - by o N . q
del divisor ; 3o, escribir G confinuacion y con sus esponentes respectivos,
is letras que entran en el dividendo sin entrar en el divisor,
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Se hallara segun esta regla,

48a’bcPd -
12ab°c

. 150a%ted®
= 4atbed, ~—————— = Ba’b’cd.
1 30070
(Véase el ntimero 24 para el caso en que los esponentes de una misma
letra son iguales en el dividendo y en el divisor.)

£5. Resulta de la regla precedente que la division de los monomios

es imposible, primero, si los coeficientes no son divisibles uno por
obro ; segundo, si ciertos esponentes son mas grandes en el divisor que
en el dividendo; fercero, si el divisor encierra una ¢ muehas letras que no
5S¢ encuentran en el dividendo. Cuando se encuentran una 6 mas de estas
tres circunstancias el cociente permanece bajo la forma de un monoméo
fraccionario, es decir , de una espresion en que enfra necesaria-
mente el signo algebraico de la division, aunque puede simplificarse
muchas veces.

Sea por ejemplo 12a*b%cd que hay que dividir por Sa*he:.

No puede hallarse aqui por cociente un monomio entero, es decir , un
monomio desembarazado del signo de la division, porque 12 no es di-
visibile exactamente por &, y ademas el esponente de ¢ es menor en el
dividendo que en el divisor. De modo que se presentara el cociente

SRS
pedido bajo la forma %E?—; pero se puede simplificar esta espre-
sion , observando que como los factores 4, ¢, by ¢ son comunes a los
dos términos de esta fraceion, no hay inconveniente en suprimirlos ;
3a’bd
2c

En general para simplificar un monomio fraccionario, es preciso,
4°. Suprimir el mayor divisor comun en ambos coeficientes'; - 2°. restar el
menor de los dos esponentes de unu misma letra, del mayor , y escribir lg
letra afectada de esta diferencia de esponentes en los términos de la fraccion
en que el esponente era mayor ; 3°. escribir las letras no comunes con sus
gspcﬂemfzs respectivos en los términos de la fraccion en que entran estas
fetras.

Se hallara por esta regla,

obteniéndose por resultado,

A8a’bPed? __ Adad®  3Tab’c*d __ 3¢ Ta’d A
36a°b’c’de ~ 3Sboe . Galbe'd 6a’d * 14a’h* ~ 2ab

En el dltimo ejemplo como todos los factores del dividendo se en-

f\.
b
&

—alog

cuentran el el divisor, el numerador se reduce a la yNIpaD , porque Ia
operacion se reduce a dividir ambos términos de la fraccion por el nu-
merador.

24. Sucede frecuentemente que los esponentes de ciertas lefras son
los mismos en el dividendo que en el divisor,
Supongamos que haya que dividir 24a*b* por 8a°b%; como la letra b esta
afectada del mismo esponente, el cociente no debe contenerla, y se
she
tiene W:Sa. Pero se observa que este resultado 3a puede ponerse

bajo una forma propia para conservar huellas de la letra b que ha des-
aparecido por efecto de la reduccion.
2

: ; . A el
Efectivamente, si se aplica, por convencion, a la espresion g la regla
2

: ; i } ‘
de los esponentes (nim. 22 ), saldra -—b—ﬁ-:bm Este nuevo simbolo &° in~

dica (nim. 2) que la letra entra 0 veces como factor en el cociente, 6 Io
que es lo mismo, que no debe entrar en él; pero indica al mismo
tiempo que entraba en el dividendo y divisor, y que ha desaparecido
por la operacion. Este simbolo tiene la ventaja de conservar la sefial de
un namero que hacia parte de la cuestion que se intentaba resolver, sin

cambiar por ello en nada el resultado ; porque, puesto que b° proviene
2

de e que por otra parle es igual 4 1, se sigue que 3ab® equivale &
3aX1 0 3a. Igualmente

273 0
0y
Como importa mucho tener nociones exactas sobre el origen y la
significacion de los simbolos empleados en algebra, nos proponemos
hacer ver que en general toda cantidad afectada del esponente 0, equivale
G 1, es decir que se tiene a°=I1.
En efecto, esta espresion proviene, como hemos dicho, de estar @
afectada del mismo esponente en el dividendo y en el divisor de una

m

division indicada. De modo que se tiene a°= (en que m designa

a m
para mas generalizar el nimero entero que sirve de esponente a ¢ ). Pero
: : e e @
el cociente de toda cantidad dividida por si misma es1; luego —a-’f;—«:fl;
luego tambien se tiene a’=1.
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Lo repetimos, el simbolo a° no se emplea por convenio sino para con-
servar en el calculo la traza de una letra que entraba en el enunciado

de una cuestion, pero que debe desaparecer por efecto de una division 3
¥ €s necesario muchas veces conservar esta traza.

DIVISION DE DOS POLINOMIOS.

25. Supongamos que haya que dividir 516°5*+100*— 48a3b—15b"+4ab?,
ROr 4ab—5a*+3b2,

ara seguir con mas facilidad los calculos, se les puede disponer de

L
esta !manera :
i)

dab—5u—-3b*
—2a° -8ab— 5b*

51a°6*+-10a* —A484°b—A5b"+-Agb®
i 8% —10a* 460202 }
0'765 40%  —15b*-dab®
32 P +100°0 —2hab®
25a2p 5150 —20ab®
~20ah® «—25a2b*4-15b%
i 0

El obje‘to 4 que se dirige esta operacion, como dijimos ya (ntimero 22
es el de ) hallar un tercer polinomio que multiplicado por el sequndo repro-
duzca al primero.

I:}r-.’-fsulta de esta definicion y de la regla establecida (ntimero 17) para
I=d" multiplicacion de los polinomios » que el dividendo es el conjuntor,
por adicion y previa reduccion, de los productos parciales de cada uno
de los términos del divisor, multiplicados por cada uno de los del

cociente que se busca. Sentado esto, si se pudiese descubrir en el
dividendo un término que proviniese, sin reduccion, de la multipli-
cacion de uno de los términos del divisor por uno de los del cociente,
entonces dividiendo estos dos términos del dividendo y del divisor, uno
por otro, estariamos seguros de obten
se busea.

Ahcra bien : segun la tercera observacion «el niimero 18, el tér-
mino 10a* afectado del esponente mas alto de 13 [e
reduccion de la multiplicacion de los dos términos del divisor y del
cociente, afectados respectivamente del esponente mas alto de la misma
letra. Luego dividiendo el término 104 por el término —5a2 del divisor

estaremos ciertos de obtener un término del cociente que se busca. Pero

aqui se presenta una dificultad » CCZIEs la de determinar el signo de que

tra @ proviene sin

R e i s G S S s i

€r un término del cociente que

EER R SN S =

2o o

debe estar a.ectado el término del cociente. Para no vacilar en lo suce-
Sivo cn esta maleria, vamos 4 establecer una regla que sera lo de los
signos de la division.

Gomo en la multiplicacion el producto de dos términos de un mismo
signo es afectado del signo +, y el de dos términos de signos contrarios
del signo —, se puede concluir : 10, que si el término del dividendo
tiene el signo +, y el del divisor el signo +, el término del cociente
debe tener el signo —; 2°. que si el término del dividendo tiene el
signo +y el del divisor el signo—, el término del cociente debe tener el
signo —, porque solo el signo —, combinado por multiplicacion con el
signo — del divisor puede reproducir el signo - del dividendo; 3°. que
si el término del dividendo tiene el signo —; y el del divisor el signo +,
el cociente debe tener el signo —; 4°. en fin, que si el dividendo tiene
el signo —y el divisor el signo —, el cociente debe tener el signo +.

Se ve, pues, que esto en resimen quiere decir :

St los dos términos del dividendo y divisor son de un mismo signo, c
cociente debe estar afectado del signo—+; y si estan afectados de signos
contrarios, el cociente debe cstarlo del signo —. Se dice tambien por
abreviacion,

~+ dividido por +, y — dividido por —, dan +;
— dividido por +, y -+ dividido por —, dan —.

Volvamos 4 nuestro asunto. ‘

En el ejemplo propuesto como 10a* y —5a estan afectados de signos
confrarios, su cociente debe tener el signo —; ademas, 10a* dividido
por 5¢* da 20° (nimero 22); luego —2a* es un término del cocienle
que se busca. Despues de haberlo escrito debajo del divisor, se multi-
plica cada uno de los términos del divisor por este término, y se sustrae
el producto —8a’b--10a*—6a2b*, del dividendo, lo que se hace escri-
biendo este producto con signos contrarios debajo del dividendo, y
operando la reduccion. De este modo sale por resultado de la primera
operacion parcial,

8Tathe—AL0u3b—1 5b'+A4abs,

Este resultado se compone de los productos parciales de cada uno
de los términos del divisor por cada uno de los términos que falta
determinar en el cociente. Se le puede pues mirar como un nuevo divi-
dendo, y razonar acerca de 6l como sobre el dividendo propuesto ; de
este modo nos vemos conducidos a tomar en este resultado el tér-
nino — 40a°h, afectado del esponente mas alto de @, y a dividirlo
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el mismo término —5a2 del divisor. A
prfncipios —40a% dividido por —
mimo que se escribe
uno de los términos del divisor por este término
proﬁuctos con signos contrarios , debajo del &
haciendo en seguida Ia reduccion ,
segunda operacion,

hora bien; segun Ios precedentes
5a2 da por cociente -+-8ab, nuevo tér

segundo dividendo, y¢

250°0*>—15b*—20ab®,

Dividiendo ademas 254°* por —5a?, se
f(,)rm.a el tercer término del cocienté. M
termino, y escribiendo los términos del
d_ehajo del tercer dividendo, ¥ haciendo despu
tiene por resultado,
cociente pedido;
por este polinomio
dendo.
Reﬂgxionando sobre los razonamientos
- Operacion parcial nos vemos obligados 4 buscar elt
al‘ec-,tado del esponente mas alto de una de las let
el teximir?o del divisor afectado del mas alt
;i:;;tgagi izstedtrabagf) si se tuviese cuidado de escribir A PRIORI los térmie
: Widendo y isor, de manera que los esponentes de ST
letra fuesen decreciendo de zquierda d derecha. Esto es 1 o 5 Nl
ORDENAR el dividendo y divisor relativamente 4 un; i ot
medio de esta preparacion el primer término de I i o ‘qu;
depdo » ¥ el primero de 1a izquierda del divi‘s r ? ac'lzqmelﬁa - dlyl. ..
minos que es pr_ec.iso dividir uno por otro garf:]e;:g:n 5:1?32 izz tgri '
cociente; y lo mismo sucede en todas las operaciones siguientes, pof- ]

que los cocientes parciales ivi
¥ los productos del divisor por i
salen ordenados continuamente. d

f1e aqui el cuadro de los cleulos del
ordenados ambos polinomios :

tit?nf? por cociente —bb*, que
ultiplicando el divisor por esfe

: efectuando el producto debe ser igual al divi-

érmino del dividendo "

a la derecha del primero. Multiplicando cady’
escribiendo Jog

5¢ encuentra por resultado de Ig

anteriores se ve que en cada

ras, y a dividirlo por %
0 esponente de la misma letra: &

e

L A et ey £

o

ol

SRR

e

producto con signos contrarios, ¥

es la reduccion, se oh-
0. Luego —2a’+-8ab—502, { Sab_ga_5}]g, es il
lo que puede comprobarse multiplicando el divisor®

ejemplo precedente, despues de

106*—A8a"b+-510* 4ol —15D | —Su*4-dab-3pe

{ —20"8a—5p

HA08%—320— 2}
25076 —20abi—1 5p*
— 250 -4-20ab 115}
0

_— 27 —

96. De aqui puede concluirse la regla siguiente para dividir dos poli-
nomios uno por otro : despues de haber ordenado el dividendo y el divisor
selativamente & una misma letra, dividase el primer término de la izquierda
del dividendo por el primer término de la izquierda del divisor, y se obten-
dri ast el primer término del cociente ; multipliquese el divisor por este
Yrmino , y sustrdigase el producto del dividendo propuesto. Duwidase en
sequida. el primer trmino de la resta por el primero del dwisor, y se ob-
tendra el sequndo término del cociente ; multipliquese el divisor por este
sequndo término , y réstese el producto del resultado de la primera opera-
cion ; contintense de este modo las operaciones hasta que se obtenga por
dltimo resultado, O’ en cutyo caso SE LLAMA EXAGTA LA DIVISION.

Cuando el primer término del dividendo ordenado no es exactamente
divisible (ntimero 23) por el primero del divisor ordenado tambien , es
sefial de que la division total es imposible, es decir, de que no hay poli-
nomio entero alguno que multiplicado por el divisor, pueda reproducir
al dividendo. Se reconoce en general que una division es umposible,
cuando el primer término de uno de los dividendos parciales no es divisible
por ¢l primer término del divisor.

297, Observaremos de paso que aunque hay alguna analogia entre la
division aritmética y la algebraica, en cuanto al modo de dispenerse y
efectuarse los calculos, existe entre ellas la diferencia esencial de que
en la division aritmética las cifras del cociente se obtienen por tanteo,
miéntras que en la algebraica el cociente que se obtiene dividiendo el
primer término de un dividendo parcial por el primero del divisor es
siempre uno de los términos del cociente que se busca. Si no puede efec-
tuarse esta division parcial debe inmediatamente concluirse que es im-
posible la division total. Bajo este aspecto la division algebraica es mas
sencilla que la aritmética.

Por otro lado, no hay tampoco inconveniente en empezar la ope-
racion por la derecha, en vez de empezarla por la izquierda, porque
entonces se operaria sobre los términos afectados de los esponentes mas
pequetios de laletra respecto 4 la cual se ha ordenado. En la division arit-
mética no se puede encontrar el cociente sino empezando por la izquierda.

En fin, es tal la independencia de las operaciones parciales de que es
susceptible el procedimiento, que despues de haber sustraido del divi-
dendo total el producto del divisor por el primer término hallado en el
cociente , sustraccion que es indispensable , se puede en la segunda ope-
racion dividir uno por otro ambos términos del nuevo dividendo y divi-
sor afectados del mas alto esponente de una letra diferente de la que se
habia considerado al principio ; obteniéndose aun uno de los términos
del cociente , que quedan por determinar. Sise conserva la misma lefra




L9800

il : ;
porque no hay razon para ¢ambiarla, Y porque como estan ya org

i

nados i i 1 ' ;
1 los dos polinomios relativamente 4 1a primera letra , resulta que 1

los pri érmi izqui
piefrlggrgs termm}os (‘le la izquierda en el dividendo y divisor son pro-
p ar un termino del cociente , miéntras que si se mudase de

letra seria preci
¢iso buscar de nuevo los térmi
erminos afect
ponente de esta letra, Ll

Segundo ejemplo.

£38. Dividir 21m"y‘+25:r’y’+fi8xy"—-40y5-36w’—-—18m'y
por 5y*—8x*—6xy. '

Hé aqui el cuadro de los ca
- caleulos , ordenand ionauy:
40y -"685?1&—5—95.?3293—!—2153’3;’——18;?“3;—56:1?5 ? e

i ¥
A0y —A8uy"—G gy __ Sy’—6zy —Bax?

Sy R
202y"—392*y"+-21 2*y*—1 8y —562°
—202y"+- 210"y 3227y '

12, resta...

el — 152%™ 4-532%"—1 8oy —564°
82— 1827y 24ty

~35$3y’—42m“y — 562"
352y HA2aty | 564
resto final ik '

Como i : é O ; p
MECI;IO I.I;icyeresfl-mucho a los principiantes el familiarizarse con las ope-
d: nes a {.i,ebral_cas, y sobre todo calcular con prontitud, vamos a trata
'€ nuevo el ejemplo Gltimo, indica s simplificaci :
: ndo las simplifi ) i
Tieeaey 5 plificaciones que convicne

0 “.‘_ L1 o re
r;:({r:m:ten 8::}35,. cnmo_ en aritmetica, en sustraer del dividendo cada
producto parcial, inmediatamente despues de haberlo formado

= ;&9y5+68xy"—i—25m’y’+21 Y — 182" y—564° )

5y*—Gbay—Br*

a pa < i < a 5 Ol . - -
LS _!_201'9 —3950"3; +21{E y-~—~18x“y——58£5 ‘ —""y5—%—’1.-1"7"—,’3.1-;‘5«—'—:‘ 3

Da poats o T A I il Yy

: Pestan el 152*y°+-532°y* — 182 y—564°
3 p = B,

Of Testa.....oo. 350"y — A2ty —56a

resto final

S1 se divide desde o K05 8
sde luego —A40y" por 5y°, sale por cociente —8y3....,

1
(3=

1 mayor es-

e OO

Multiplicando 5yt por —8y%, se tiene —40y®, que cambiado de signo,
da -+40y’ ; v este término destruye al primero del dividendo.

Igualmente , —6zyX —8y® da -+, y para la sustraccion —A8xyt, que
reducido con +68zy", da por resta +20xy". En fin, —8x*)X—8y* da +, ¥
para la sustraccion —642%y* que reducido con +252%7°, da —392%y°. El
resultado de la primera operacion es pues +20zy‘—392%° seguido de
los otros términos del dividendo que no han sido reducidos con los pro-
luctos parciales ya obtenidos. ' ;

Se opera sobre el nuevo dividendo como se operd sobre el primitivo
y asi sucesivamente.

Tercer ejemplo.

Supongamos que haya que dividir 93¢—73a*4-560'—25—59°
LOF - —3a*+5—11a-+7a°

560" —59a° — 73a2-+950—25 } Ta>—3a>—11a-+5
—35a°-H15a*+4-550—25 8a—5

29, puede suceder que uno de los polinomios propuestos 6 ambos
encierren varios términos afectados de una misma potencia de la letra
con relacion a la cual se desea ordenar.

;Como se dispondran en este caso los polinomios y se efectuara la
division?

Supongamos que haya que dividir

11 a2b—19abe—+10a"—15a2c-+3ab*+A5bc>—5b%
por Sa2+3ab—5sbe.

Se observa que los dos términos 11a°b—15a%¢ pueden ponerse bajo la
forma
. 1b| @,
11b—15¢) @2, 0
( L
escribiendo una sola vez la potencia a?, y colocando a la izquierda , en
Ja misma columna vertical, el conjunto de las cantidades que multi-
plican esta potencia ; este polinomio multiplicador se llama entonces
por estension (num. 2) el coeficiente de a’.
(Tiste segundo modo de reunir los terminos afectados de una mmsma




