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Nora. Este cociente sigue una ley facil de retener :

1°. El esponente de la letra a es igual 4 m—1 en el primer término, y
disminuye en seguida en una unidad de un término & otro, hasta el
~timo , en que es nulo.

%. El esponente de b es nulo en el primer término, y aumenta
a4 una unidad de un término a otro, hasta el altimo en que es igual
am—1.

30. El grado de cada término es igoal a m—1.

4. El nimero total de los términos de este cociente es igual & m,

Puede comprobarse ¢ posteriori la exactitud de la proposicion , efec=
tuando la multiplicacion indicada asi : ‘

(am—14-gm—2b4-am—3b .. .. abr—2--hm—1) (a-—-b)

Se reconoce que ios productos parciales a™ y — b= son los tinicos que
no se destruyen en la reduccion. Por ejemplo, multiplicando a»—2b por
a se encuentra por producto a™—1b ; pero si se multiplica a»—! por —Bb,
sale por producte —a™'5, término que destruye al precedente. Lo
mismo sucede con los otros términos,

Aconsejamos 4 los principiantes que reflexionen acerca del medio
de demostrar anterior, que se emplea en algebra con mucha fre-
cuencia.

32. Establecimos ya (nameros 23 y 26) los caracteres principales
por los que se reconoce que no es exacta una division de cantidades
monomias 0 polinomias ; lo cual significa que no existe ninguna tercera
=antidad algebraica entera que multiplicada por la segunda reproduzea
/a primera, -

Anadiremos por lo que toca a los polinomios que muchas veces por
sola su inspeccion se conoce que no pueden ser divisibles uno por
otro. Cuando estos polinomios encierran dos 6 mas letras, es preciso,
antes de ordenar con relacion 4 una de ellas en particular, echar una
ojeada 4 los dos términos del dividendo y del divisor, afectados res—

ectivamente del mas alto esponente de cada letra. Si para una de
tas letras no son divisibles uno por otro los términos del mas alto
ponente, puede concluirse que es imposible la division total. Debe
epetirse esta observacion en cada una de las operaciones de que es
usceptible el procedimiento.

Supongamos por ejemplo que haya que dividir,

12a°—5a*b+Tab’—11b% por 4a*— Sab-+3b2,

Si se atiende & la letra a parece posible la division ; pero si s¢
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atiende a la letra b es imposible, pues que —I18% no es divisible
por 3b:. :

Terminaremos con las consideraciones siguientes :

1°. Un polinomio mo puede ser nunca divisible por otro polinomio
que encierre una letra que no se encuentra en el dividendo; porque
es imposible que una tercera cantidad entera, multiplicada por una
segunda dependiente de una letra, dé un producto independiente d
esta letra.

2°. Un monomio nunca es divisible por un polinomio , porque (néi-
mero 18) todo polinomio multiplicado por otro da al producto por lo
ménos dos términos que no se reducen.

3°. Un polinomio no puede ser divisible por un monomio sino en
tanto que este divida exactamente 4 cada uno do los términos del divi-
dendo ; obteniendose el cociente con poner en evidencia el factor comun
a todos los términos.

S 1. DE LAS FRACCIONES ALGEBRAICAS O LITERALES

DEL MAYOR DIVISOR COMUN,

35. Las fracciones algebraicas deben ofrecer al entendimiento L
misma acepeion que las aritméticas , tales como -‘Z», %
es preciso concebir que se ha dividido la unidad en tantas partes
iguales como unidades hay en el denominador. Desde este momento la
adicion, la sustraccion , la multiplicacion y la division deben efectuarse
segun las reglas establecidas en aritmética para el calculo de las frac-
ciones. Sin embargo , debemos conformarnos en las aplicacicnes de
estas reglas, con los procedimientos indicados anteriormente para el
calculo de las cantidades algebréicas enferas, monomias 6 polinomias.
Seria pues initil detenernos en este punto; no nos faltaran en lo sucesivo
ocasiones de familiarizarnos con estas reglas.

La reduccion de las fracciones algebrdicas & su mas simple espresion
merece no obstante algunos desarrollos particulares.

Cuando no puede efectuarse exactamente una division de canti-
dades monomias, se indica con ayuda del signo conocido, en cuyo
€aso se presenta el cociente bajo la forma de una fraccion que hemos

... €s decir que
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aprendido ya 4 simplificar (nam. 23). Por lo que respecta & las espre-
siones fraccionarias polinomias, hé aqui algunos casos en que es facil
reducirlas :

a!__b!

Sea como primer ejemplo. la espresion ————
P ! T —2al°

Obsérvase que esta fraccion puede ponerse (niim. 19) bajo la forma

b L I .
%ﬂi suprimiendo el factor a—b comun 4 ambos términos, se

i a-b
obtiene por resultado . . . . . | o,
50*—10a%D--5ab*

ea la I
S espresion —c——o—

Esta espresion se descompone asi :

Sa(a*—2ab-++b?)
8a*(a—b)

Ba (a—b)'

, O bien Sfa—by

suprimiendo el factor comun @ (a—b), se encuentra por resultado...

5(a—b)
8a °

Los dos casos que acabamos de examinar son aquellos en que ambos
términos de la fraccion son descomponibles en el producto de la suma
por la diferencia de dos cantidades, en el cuadrado de lasuma 6 de Ia
diferencia de dos cantidades; siendo la costumbre de calcular la que
ensena a ejecutar estas descomposiciones cuando son necesarias.

Pero los dos términos de la fraccion pueden ser polinomios mas
complicados, y entonces no siendo tan facil su descomposicion €n
factores debe recurrirse al procedimiento del mayor divisor comun.

Esta teoria intimamente ligada 4 la de las ecuaciones, no deja de
ofrecer algunas dificultades. De modo que nuestro animo no es sino el
de dar aqui una parte de ella, sin perjuicio de volver a hablar sobre
este punto cuando hayamos adquirido los datos necesarios para estable-
cerla de una manera completa.

Teoria elemental del méiximo comun divisor algebrdico.
54. El mayor divisor comun de dos polinomios es el mayor (respecto

& los esponentes y coeficientes) que divide exactamente d los dos polinomios
propuestos.
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La propiedad caracteristica del mayor divisor comun es la de que
si se dividen los dos polinomios propuestos por su maximo comun
divisor, los cocientes que resultan son primeros entre si, es decir, noe
contienen ya ningun factor comun. :

Esta proposicion es evidente segun la definicion

35. Se vio en aritmética :

4°, Que el mayor divisor comun de dos mimeros enteros contiene come
factores a todos los divisores particulares comunes @ los dos numeros,, y que
no puede contener olros factores.

90, Que ¢l mayor divisor comun de dos numeros enleros es el mismo que
existe entre el mimero menor y el resto de su division:

La teoria del mayor divisor comun algebraico se funda igualmente
en estos dos principios, sobre cuya demostracion remitimos al capitulo
séptimo,

Admitido esto, supongamos ante todo que se trata de hallar el mayer
divisor comun entre los dos polinomios

a*—a’b-+3ab*—3b° y a*—bab--4b*

Hé aqui el cuabro de los calculos :

Primera operacion.

a®— atb-+ 3ab— 3b° ( a*—bab-4b
- Aath— abt— 3B° { a-fAb........

-H19ab*—19b°
—~195* (a—b)

Segunda operacion.

e )

_dab+4b* | a—ib
0.

Luego a—b es ¢l maximo comun divisor.

Comencemos por dividir el polinomio del grado mas alto por el poli
pomio del grado mas pequeio ; el cociente es, como se Ve en el cuadre
anterior, a--4b; y se obtiene por resto 19ab*—19b7

Resulta del segundo principio que el mayor divisor comun buscada
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es el mismo que el que existe en inomi
o di%ism-, q ntre esta resta y el polinomio que ha

Pero como puede ponerse 19ah*—195° bajo la forma 19b* (a—b), se
ve que el factor 195* divide esta resta sin dividir 4..... a*—b5ab-+-aqb®;
luego en .virtud del primer principio no puede entrar este factor en ei
mayor divisor comun, lo cual quiere decir que el maximo divisor comun
entre las cantidades a*—5ab+4-45?, 19b* (a—b), y por consiguiente entre
as dos cantidades-propuestas es el mismo que el que existe entre
la® - 5ab~-4b* y a—b. De modo que se puede suprimir sin inconveniente
el factor 19b* ; quedando reducida la cuestion 4 buscar el mayor divisor
comun entre a*—5ab4 4b* y a—b.

Dividiendo ahora el primero de estos dos polinomios por el segundo
se qbtiene por cociente exacto a—4b; luego a—b es su maximo comun,
dnr{ser, Y por consiguiente este es tambien el mayor divisor de los dos
polinomios propuestos.

Volvamos al mismo ejemplo » ordenando ambos polinomios relativa-
mente a b,

—304-3ab*— a*b+-a® y Abr—5abt-a
Primera operacion.

—A120°4-12ab* — dab-- 4a 4b*—Bab-}a2
— dab’— @b+ 4a® ) —3b, —3a
—12ab*— 4a’b-+16a3

—19a204-194°
~+19a% (—b-+a)

Segunda operacion.

45,—5(154—0,‘ ) — bta
— ab+a* | —hbta
0.

Luego —b+a, 6 a—b es el m. ¢. d.

A primera vista se encuentra uno embarazado para hacer la division
de 1(?5 dos polinomios,, porque el primer término —3° del dividendo no
es divisible por el primer término 45° del divisor. Pero si se observa
que el coeficiente 4 de este no es factor de todos los términos de
4b—5ab+a?, y que por lo mismo , en virtud del primer principio no
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podria 4 hacer parte del maximo comun divisor, se puede introducir
sin ningun inconveniente este factor en el dividendo, lo que da
—19b34-12al*—Aa’b+4a?; y entonces se hace posible la division de
los dos primeros términos.

Efectuando esta division se halla por cociente

—3b, y por resto , —3ab*—a*b+4as.

Como en esta resta el esponente b es tambien igual al del divisor,
nada impide continuar la division, multiplicando de nuevo esta resta
por 4, para hacer posible la de los dos primeros términos.

Hecha esta preparacion sale —12ab>—4a’b--16a°, que dividido por
Ab*—Bab-+-a*, da por cociente —3a que se separara del primer término
por una virgulilla, para denotar que no tiene nada que ver con él, y
por resta y —19a’6-1-19a3. :

Como esta tltima puede ponerse bajo la forma... 19a* (—b-4-a), se su-
prime el factor 194, por no formar parle del maximo comun divisor,
reduciéndose la cuestion 4 buscar el mayor divisor entre 5b*—b5ab+a*
y — b-ta.

Dividiendo uno por otro estos dos polinomios, se halla por cociente
exacto, — 4b--a ; luego —b-+a 6 a—0b es el maximo comun divisor que
se busca.

56. En este mismo ejemplo, como en todos aquellos en que el espo-
nente de la letra principal es mayor una unidad en el dividendo que en
el divisor, puede abreviarse la operacion multiplicando en seguida el
dividendo por el cuadrado del coeficiente del primer término del divisor.
Se concibe en efecto que por este medio el primer cociente parcial que
se obtiene debe contener este coeficiente en la primera potencia. Multi-
plicando el divisor por el cociente, y haciendo la reduccion con el divi-
dendo asi preparado, se tiene un resultado que debe contener tambien
el coeficiente como factor ; y como puede continuarse la division da una
resta de grado mas bajo que el divisor, relativamente a la letra principal.

Hé aqui el cuadro de las operaciones :

Primera operacion.

Multiplicacion por 16, 6 por el cuadrado de 4,
—8b°1-48ab*—16a*b--164° ]
—12ab*— Aa*b-+-16a®

—19a2b--190°
1942 (—b-+a).

[

1* resta. - .. .
0 bien,
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Segunda. operacion.

iib’—Sab:[—a’ } — b+ta
— ab+a® 3 —Ab+a
0

. Nora. Si el esponente de la letra principal en el dividendo escediese§
0s, tres.‘.. gn:dades .al esponente de la misma letra en el divisor, habria ;
que rpultlphcar (?I dividendo por Ia tercera ¢ la cuarta potencia del
coeficiente del primer término del divisor : esto se concibe facilmente..
37. Sea por segundo ejemplo, h
15a° 1000 4+ 4a’b*-+6a°0°—3ab*

Y 12a°b*+-38a*b°+-16ab" —100°.

Antes de proceder 4 la division de estos dos polinomios , empecemos
por orbse?"var que el primero contiene 4 @ como factor cor;lun en todos-":
sus terminos ; y como este factor no entra en el segundo 4
puede supr‘imirse, como que no hace parte del comun divisor.
defcr la misma razon siendo el factor 2b*, comun & todos los términos :

segundo polinomio y no entrando en el primero, puede igualmente

Gt 3
uprimirse. De esta manera queda reducida la cuestion 4 buscar el
mayor divisor comun entre los polinomios. '*

polinomio,

150"410ab4-4a*0*+-6abs—35*
6a’-19a’0+8ab* —5b°.

Primera operacion.

_30a*+ 200%+  Sat 12ab— Gl
— T50%— 320*F4- 3Tab— Gl
—150a— 64a*l*+ Thal*— 120

a2 Tha b —13TH
1370 (3a*+2ab—b2),

6a’+-19a20-4-8a b= —56°
— 25b

8a ,

Segunda operacion.

60°+19a20+ Sab*—50? } 3a+2ab—br

-H5a*b-+10al*—50°
0

2a =50

fru B e

Luego 3a*-+-2ab—b* es el mayor divisor comun,

Siguiendo el mismo método que en el ejemplo precedente seria preciso
multiplicar todo el dividendo por el coeficiente 6 del primer término
del divisor, 6 mejor por el cuadrado de 6; pero como 15y 6 tienen un
factor comun 3, basta evidentemente multiplicar todo el dividendo
por 2, factor de 6, que no entra en 15.

Hecha esla preparacion , se efectia la division, la que da desde luego
una resta cuyo primer término es —75¢%. Como 75 contiene tambien el
factor 3 que entra en 6, basta multiplicar esta resta por 9 para continuar
1a division, que efectuada da por 4°r. resto principal 441 a*b*4-274ab*>—13Tht,

Es pues facil de reconocer que existe en esta resta un factor ¢o-
mun 1370 ; pero como este factor no entra en el segundo polinomio, se
le puede suprimir, como que no forma parte del comun divisor; que-
dando reducida la cuestion a busecar el maximo comun divisor entre los
polinomios

60°--19a2b+8ab*—5b*
vy 3a*42ab —b*.

Efectuando la division de estos dos polinomios se halla por cociente
exacto , 2a-+5b; de modo que la resta 3a*+2ab—b* es el mayor divisor
comun buscado.

%8. Observacion. Acaso se preguntara si las supresiones que se ejecu-
tan en el curso del calculo (en todos los términos de una de las restas)
de factores comunes tienen solo por objelo simplificar los calculos, 6
son por el contrario operaciones indispensables. Es pues facil conocer
que son necesarias estas supresiones; porque si no se suprimiese en el
ejemplo precedente el factor 137b%, para hacer posible la division del
primer término del nuevo dividendo por el primero del divisor, seria pre-
ciso mulliplicar todo el dividendo por 137b*; pero entonces se introdu-
ciria en el dividendo un factor que se hallaria tambien en el divisor;
de lo que resultaria que el mayor divisor comun buscado se combinaria
con el factor 137b° que no debe formar parte de él.

El ejemplo siguiente es a proposito para confirmar lo que acabamos
de decir.

59. Supongamos que haya que encontrar el mayor divisor ecomun
entre los dos polinomios .

ab-+20*—3b* —hbc—ac —¢*
9ac+2a2—Bab—+4c —8be—120%.
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Primera operacion.
2a°4-b | g— 2312
— 4be )

7= ~+9¢| -+ 8k

~+ dc2

2

i

2a°—5bh { a—12}a

—10¢c | —12%¢
mat 1 505;

—_————
66( a~ 942

(36—5¢) (2a~+-l-f-c).

Segunda operacion.

2a*—5b
-+9¢

a—12p
—+ 8¢
~+ 4ct

20-+-3b-¢
a—Ab
-+4c

——

—80
8¢

a—120*
~ Sbe
—+ At

0

Luego 204 3b-+-¢ es el maxi mo comun divisor.
Despues de haber ordenado los d
Preparacion efectuar su division A

6be | a-+ 9p*
'—‘10‘ —12b¢
e 5':3.

Pa.ra conti_nl}ar la operacion seria preciso ,

nomio por dividendo y esta resta por divisor

dendo 1por 66—10¢, 6 simplemente por 3b—5

Ya en el primer término del dividend : i

a en el ! 0 ; pero antes de efect - 3

tiplicacion veamos si este factor 3b—>5¢ dividiria al serrundcl)1 s
gunde

0s polinomios se puede sin ninguna |
lo que da por primera resta '

tomando el segundo poli-
multiplicar e! nuevo divi-
¢, porque el factor 2 entra

término de e

T i A T S i
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1a resta, 4 saber, 9b*—12bc—>5¢®. Esta division pues se realiza y da por
cociente exacto 3b-t-c; de lo que se sigue que la resta puede ponerse
bhajo la forma. . . . (30—bc) (a-+3b7}-c).

Como se encuentra en esta resta el factor 3b—5¢, y no entra en el
nuevo dividendo ( porque este factor es independiente de la letra a y
deberia (nam. 30) existir entre los coeficientes de las diversas potencias
de esta letra, lo cual no sucede), se le puede suprimir sin ningun incon-
veniente.

Supresion indispensable por otro lado, puesto que de lo contrario
habria que introducir este factor en el dividendo ; y como en este caso
contendrian ambos polinomios un factor comun que antes no tenian,
cambiaria el maximo comun divisor; y se complicaria con el factor
3b—5c¢ que no debia formar parte de €l.

Hecha la supresion, se efectia 1a nueva division, o que da un cociente
exacto ; luego 2¢-}-3b+-c es el mayor divisor comun.

40, Propondremos por ltimo ejemplo hallar el maximo comun divisor
entre el polinomio

a'+3a*b1-4a’b*—6ab™ -2

y el polinomio 4e’b+H2ab*—20°,

0 simplemente, 2a*4-ab—b?, pues que puede suprimirse en el segundo
el factor 2b.

Primera operacion.

80-+-2Aa%b+-320h—ISab-H-166* | 20 ab— b
9003607 —A8ab 160" | 4a’+10ab4A35"
2602 b'—38ab’4-16b"

—51ab’+-295*
—b°* (51a—29%).

Segunda operacion.

Multiplicacion por 2601, cuadrado de 51.
5202042601 ab—2601b*
—5202a°+-2958ab

-+-5559ab—2601b?
—5559ab—3161b*

- 560D,

bla— 29b
102a-+-109b

92, resta
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Como el esponente de 1a letra a en el dividendo escede en dos uni-
dades al de la misma letra en el divisor, se multiplica todo ¢l dividendo
por el cubo de 2, es decir por 8. Hecha esta preparacion, se efectilan
tres divisiones consecutivas, Y se obtiene por primer resto principal

Slepeen il

Nora. Hay algunos casos en que no es suficiente este procedimiento,
pero volveremos a tratar de él mas adelante. : : :

Hé aqui otros nueyos ejemplos a que puede aplicarse dicho procedi-
miento, tal como lo acabamos de esponer :

T T e

—51ab®+29b". Suprimiendo el factor & en esta resta se tiene por nuevo
divisor —51a4-29b, 6 cambiando los signos, lo cual es permilido,
51a—29b ; el nuevo dividendo es por otra parte 2a’*+ab—b?.
Multiplicando este dividendo por el cuadrado de 51 6 por 2601, y
efecluando en seguida 1a division, se obtiene por 2° resto principal
*-560b?; 1o que demuestra que los dos polinomios propuestos son pri-
08 enire si, es decir que no tienen ningun factor comun. En efecto,

1o gnp*+3np**—2npg® — g,
s 2mp*q*—Lmp* —mp’q +3mpg’.
Elm.c.d.es p—q.

e

i

2°. 36a°—18a® —27a* +9a°,
y 276> —18a"0*—9a°b*
El m. ¢. d. es 9a® (a—1).

~FRE

—

'ta del segundo prineipio (niim. 35), que el mayor divisor comun

hallarse como factor en la resta de cada operacion ; de modo que

' dividir la resta 560b%; pero esta resta es independiente de la letra

3 luego si ambos polinomios pudiesen tener un comun divisor,

3 ser independiente de a, y por consecuencia (niim. 30) hallarse

r en los coeficientes de las diversas potencias de esta letra,

ran cada uno de los dos polinomios propuestos , lo que no
‘entemente,

-mplos bastan para poner 4 los principiantes al corriente de la

« que se ha de seguir para encontrar el mayor divisor comun de
polinomios.

o bien

41. REGLA GENERAL. Se empicza por suprimir en ambos polinomios los fac-
tores monomios comunes d todos los términos de cada uno de ellos. Puedesuce-
der que el factor monomio que se halla en ol dividendo y el que contiene
el divisor tengan tambien un divisor comun; en este caso se le pone a
un lado como que debe formar parte del divisor comun que se busca.

Hecha esta supresion, se prepara el dividendo de manerg que sea posible
la division de su primer término por el del divisor (véanse los mimeros 35
Yy 36); despues se efectiia la division, lo que da cierta resta de grado menor
que el divisor, y en la cual se suprimen los factores monomios 6 polinomios
que pueden contener los coeficientes de las diversas polencias de la letra
principal. Se toma en sequida esta resta por dwisor , el sequndo polinomio
por dividendo, y se opera sobre ambos polinomios como con los antece-
dentes. Se contintia esta serie de operaciones hasla que se oblenga una resta
que diwvida exactamente d lo precedente, en cuyo caso el ultimo divisor es
el mdximo divisor comun; 6 bien hasta que se oblenga una resta indepen-
diente de la letra principal, 1o cual indica (nm. 40) que los dos poli-
nOmios propuestos son primeros entre si , & ménos que no tengan un

actor comun independiente de la letra que se hubiese descubierto
esde el principio de la operacion.

T

La teoria de las cuatro primeras operaciones del algebra Yl del
maximo divisor comun bastan para la resolucion de un gran nimero d?
cuestiones. Nos reservamos establecer mas adelante otras reglas a
medida que lo creamos necesario ; v vamos a ientrar desde luego en la
resolucion de los problemas del primér grado.




