B A

Riqueza del padre... an*—2an+4-a 6 a (n—1)%;
Parte del hijo mayor y de los otros.... « (n—1);
Namero total de los hijos c..n—1.

Falta ahora saber si quedan satisfechas las demas condiciones deq

problema; es decir si despues de dar al segundo 2¢ mas la n parte de :
lo que queda, al tercero 3¢ mas la n parte de lo que queda.... sera

en efecto la parte de cada hijo a (n—1).

Ahora bien ; siendo 1a diferencia entre la riqueza del padre y la pri-+

mera parte a (n—1)—a (n—1), debe ser la parte del segundo

90t a(n—{l)kan(nwl) —2q 5 Qa(n—l)—m(z—l}ﬁ’—a(n—-l) ;

0 reduciendo, -

(n— —1) n—1) (14-n—1
a(n 1):—&(*.'1 1) o'tien. an 1)(ﬂ+ﬂ ),

a(n—1).

0 bien en fin,

Del mismo modo, siendo la diferencia entre a (n—1)* y las dos pri-

meras partes a (n—1)'—2a (n—1), la parte del tercero debe ser
— 42 s

3042 (1 1) 2&;(?@-—-4) 3a

» espresion que reducida se convierte

tambien evidentemente en 2™ ~1) : Z(n-1) :
Y por consiguiente, a(n—-1),

En general se tendria para la p parte,

ot a (n—i)'—-(p—n{l)a (n—1) —pa

P2 (—1)+-a (1—1)'— (p—1) a (n—1)
n

a(n—1) +a (n—1)2
n

; 0 bien, a (n—1).

Luego definitivamente todas las condiciones del problema qued
satisfechas,

$ 1I. DE LAS ECUACIONES Y PROBLEMAS DEL PRIMER GRADO CON DOS
G MAS INCOGNITAS.

50. Aunque algunas de las cuestiones precedentemente resuelfas
encerraban en su enunciado mas de una incégnita , hemos conseguide
su resolucion empleando una sola letra. Depende esto de que, segun
las condiciones del enunciado, podiamos facilmente espresar las otras
incognitas por medio de esta letra; pero no sucede lo mismo en todos
los problemas en que hay mas de una incognita.

Para saber como nos hemos de manejar para resolver esta especie
de problemas tomemos de nuevo algunos de los que han sido ya resueltos
con ayuda de una sola letra,

Hallar dos mimeros de los que se conocen Ia sume a y la diferencia b.
(Este es el problema del niimero 4.)

Designemos los dos nimeros buscados por x é y; se tienen, segun el

enunciado, las dos ecuaciones % ale
z—y=b.

Pero en principio, si se anaden respectivamente 4 dos niimeros
iguales A y B otros dos iguales C ¥ D, los resultados A+C y B+D son
iguales; es decir que si se tienen las ecuaciones A=B y C=D, resulta
A+C=B-1D.

Del mismo modo, si se quitan de dos numeros iguales otros dos que
lIo sean tambien, las restas seran iguales ; es decir, que de las dos
igualdades A=B y C=D, se deduce tambien A—C=B—0D.

Apliquemos este principio a las dos ecuaciones del problema propuesto.

Se encuentra sumandolas. . 2z=qg+b,

y sustrayendo la 22. de la1°, . Q=a—b.

Como cada una de estas ecuaciones no contiene mas que una sola in-

cognita se saca de la primera, z— _?;;-_b
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Iln efecto, se tiene
a-+b a—b _ 2a i (a—b) _Eﬁ_ %
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Tomemos otra vez el problema del obrero (nim. 47) considerande
unicamente el enunciado general.
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Sea z el nimero de dias de trabajo é y el de dias de descanso: az'y
by espresan respectivamente la suma que debe recibir el obrero por los
dias de trabajo, y la que se le debe retener por los de descanso.

y xty =n,
) ax—by=c.

Pero sabemos (num. 43) que es licito multiplicar ambos qﬁembros
de una ecuacion por un mismo niimero, sin que se destrqya la 1gualde}d .
asi que pueden multiplicarse los dos miembros de la primera ecuacion
por b, coeficiente de y en la segunda; y sale. bx-+by=bn,
ecuacion que combinada con la segunda. ax—by=c

_bnte
Gy e ]

Multiplicando del mismo modo la primera por & coeficiente de x en la
segunda, se tiene. R ax--gy=an.,
ecuacion que combinada con la segunda. ar—by=c

an—c
da por sustraccion (a-+b) y—=an—c; de donde. . . y= PR

Se tienen, pues, las dos ecuaciones

da por adicion, bx+tax=>bn+c; de donde.

La introduccion de un caracter para representar cada incognita en los

dos problemas precedentes, ofrece sobre la solucion que dimos aqtes la
ventaja de hacer conocer los dos numeros buscados, independiente-
mente uno de otro.

Eliminacion.

: é Ba-+-Ty=43,
51. Sean ahora las dos ecuaciones | 112-+9y=69,

que pueden mirarse como la traduccion algebraica del enunciado de un
problema de dos incégnitas. :

Si en estas dos ecuaciones una de las incognitas se hallase a-fectada
del mismo coeficiente , se podria formar por una simple sust}racgon una
nueva ecuacion que no contendria ya mas que a la ofra incognita , y de
la cual se sacaria el valor de esta incognita.

Si se multiplican pues ambos miembros de la primera ecuacion por 9, -

coeficiente de y en la segunda, y ambos miembros de la segunda por 'i_’,
coeficiente de y en la primera, se obtiene por esta doble multipli-
A5x+-63y—3817,

T72-+63y =483, :
ecuaciones que pueden sustituirse 4 las dos primeras, y en que esta §
afectado del mismo coeficiente.

! cacion {

Restemos, pues, la primera de estas dos ecuaciones de Ia segunda; =

sale 322=96 , de donde z=3.

— 0

Igualmente , si se multiplican ambos miembros de Ia primera por 14,
coeficiente de « en la segunda, y los dos miembros de la segunda por 5
coeficiente de z en la primera, se forman las dos nuevas ecua-

552-+TTy=413,"
boz--45y=345,
que pueden sustituirse 4 las dos ecuaciones propuestas, y en que ei
coeficiente de z es el mismo.

Restando , pues, la segunda de estas dos ecuaciones de la primera , se
halla 32y—128, de donde y=4.

De modo que x=3 y y=4 son los dos valores de z y de y propios para
verificar el enunciado de la cuestion. En efecto se tiene

ciones {

1°. 5X3+TXA=15+28=43 ; 2. 11X 3+9X 4=—33+36=69

La operacion que acabamos de ejecatar ¥ por medio de ia cual se ob-
tienen los valores de las incognitas , propios para satisfacer 4 ecuaciones
dadas , se conoce bajo el nombre de eliminacion , porque en efecto con-
siste en suprimir una de las incognitas por trasformaciones permitidas
que se ejecutan sobre las ecuaciones propuestas.

El métode precedente tiene mucha analogia con la reduccion de las
fracciones 4 un mismo denominador ; de manera que es susceptible ,
como esta Gltima operacion, de algunas simplificaciones.

Sean como nuevo ejemplo las dos ecuaciones

8z—21y=33,
6x+-35y=177.

Para hacer que sean iguales ambos coeficientes de Y, observemos que
21 y 45 tienen un factor comun 7; basta pues multiplicar la primera
ecuacion por 5 y la segunda por 3; lo cual da las dos nuevas ecua-

) 40y—105y=165,

182+4-105y=531,

ecuaciones que sumadas entre si dan

ciones

582=69¢ , de donde z=12,

Igualmente , los dos coeficientes de 2 tienen el factor comun 2; de
modo que basta para hacer iguales estos dos coeficientes, muitiplicar

: 24— 65y=99

l l - j ?

a primera por 3 y la segunda por 4 ; lo que da E -1 40y —708,
Restando la primera ecuacion de la segunda, se encuentra 203y=609,

de donde y=3,
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Nota. Importa mucho reconocer si los coeficientes tienen factores

comunes , porque en este caso son mas simples los calculos que hay
que efectuar.

Sean por tercer ejemplo las ecuaciones

2z y 3y __'g__
T e e e

Y T 1
- — 6.
6 ?+2 ; 2z

Es preciso ante todo hacer desaparecer los denominadcres, segun
la regla (niimero 44) y se obtienen de este modo las dos ecuaciones

8x—A48-+-6y-+H122=96—9y-+H1,
y—3x-+12=1—122+36,

o reduciendo, {

202-+15y=145, , bien {4x+3y=29,
92+ y= 25, 9o y=25.

Multiplicando por 3 la segunda ecuacion , y restando del resultado la
primera, se halla 23z=146 ; de donde z=2. Pero se tiene por otro lado
y=26—92; luego y=25—9XX2="17.

52, Consideremos actualmente el caso de fres ecuaciones con tres
incognitas.
br—6y—+4z=15,

Te-t-4y—3z=19,
22+ y~-+6z=—=48.

Sean las ecuaciones.

Para eliminar z entre las dos primeras ecuaciones, es

preciso multiplicar la primera por 3 y la segunda por 4,

sumar despues los resultados (pues que los coeficientes

de z son de signos contrarios) lo que da por nueva

ecuacion. . . , ¢ . 43x—2—121.
Multiplicando por 2 la segunda ecuacion (uno de los

factores del coeficiente de z en la tercera) y sumando

el resultado con la tercera , se tiene. . . 16y-4-9y=84.
Queda pues reducida la cuestion a hallar los valores de 2 y dey ca-

paces de satisfacer estas nuevas ecuaciones.

- Si se multiplica pues la primera por 9, la segunda por 2, y se suman
ambos resultados, se halla

492=1257 ; de donde se saca 2=3.
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Con ayuda de las dos ecuaciones en z y en y se podria determinar 4
y como se ha determinado & z; pero se llega mas simplemente al valor
de y, observando que la ultima de estas dos ecuaciones , cuando se in-
troduce en ella por « su valor se convierte en

48-+-9y=84, de donde se saca y=84—;-48—=4.

Del mismo modo, cuando se reemplazan en la primera de las tres
ecuaciones propuestas x y y por sus valores , s¢ convierte en

15—24--4z=15, de donde z= 2; =6.

Sea en general , un numero < de ecuaciones del mismo numero de
incognitas. Para hallar los valores de las incognitas, combinese sucesiva-
mente cualquiera de las ecuaciones con cada una de las otras (m—1), de
modo que se elimine la misma incégnita ; se obtendran de esta manera
(m—1) nuevas ecuaciones que contendran (m—1) incognitas sobre las
cuales se operara como sobre las ecuaciones propuestas; es decir que
se elimina una nueva incognita combinando una de estas nuevas ecua-
ciones con las ofras (m—2); lo que da (m—2) ecuaciones que contienen
(m—2) incognitas, Contintiese esta serie de operaciones hasta que se
llegue por Gltimo 4 una sola ecuacion que no contenga mas que una
mcognita y de la cual se sacara facilmente el valor de esta incognita.
Hecho esto , y subiendo de ecuacion en ecuacion hasta una de las ecua-
ciones propuestas, se determinaran sucesivamente los valores de las
demas incognitas.

53. El método de elimmacion que acabamos de ) @SPONEr Se COnoce con
el nombre de método por adicion y por sustraccion, porque en efecto se
llegan & suprimir las mcogmtas por adiciones y 9ustraccrones despues
de haber preparado las ecuaciones de modo que se halle afectada una
incognita del mismo coeficiente en ambas.

Existen ademas otros dos métodos principales de eliminacion. El pri-
mero , llamado método por sustitucion , consiste en sacar de una de las
ecuaciones el valor de una incognita, como si las demas estuviesen ya
determinadas , y en sustituir este valor en las demas ecuaciones, lo que
da lugar 4 otras nuevas que encierran una incognita ménos, y sobre las
que se opera como sobre las ecuaciones propuestas.

El segundo , llamado método por tgualacion , consiste-en sacar los va-
lores de una misma incdgnita , de todas las ecuaciones, y en igualarlos
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de dos en dos; lo que da origen necesariamente 4 nuevas ecuaciones
que contienen una incognita ménos, y sobre las que se opera como sobre
las ecuaciones propuestas.

Perc estos dos metodos tienen un inconveniente gque no presenta ¢l
método por adicion y susiraccion , cual es el de dar lugar a nuevas ecua-
ciones que contienen denominadores que es preciso hacer desaparecer
en seguida. Se emplea sin embargo con ventaja el método por suslitucion
siempre que una de las incognitas tiene un coeficiente ignal a la unidad
en una de las ecuaciones , porque entonces desaparece el inconveniente
de que hablabamos. Tendremos alguna vez ocasion de emplearlo. Pero
en general es preferible el méfodo por adicion y sustraccion; presentando
ademas la ventaja de que si no son demasiado grandes los coeficientes se
puede hacer la adicion o la sustraccion al mismo tiempo que la multi-
plicacion que hace igualar a los coeficientes.

b4. Sucede muchas veces que las ecuaciones propuestas no encierran
todas las incognitas a la vez. En este caso con un poco de artificio, se
hace al instante la eliminacion.

Sean las cuatro ecuaciones de cuatro incognitas

2r—3y+2z=13
Adu—22=30
Ay+-2z2=14
5y-+3u=32

Echando una ojeada a estas ecuaciones, se ve que la eliminacion de z
entre las ecuaciones (1) y (3) dara una ecuacion en z y y; y si se elimina
u entre las ecuaciones (2) y (4), se obtendra una segunda ecuacion en
2 y 9 ; estas dos ultimas incogritas pueden pues determinarse facilmente.
Desde luego la eliminacion de z entre (1) y (3) da Ty—2z=1;

la de %, entre (2) y (4) da 20y-+62=38

Multipliquemos la primera de estas dos ecuaciones por 3, y sumemoss

R AT S R C R e e L L

gestomde e tostiatsn i s e e —
Sustituyendo este valor en 7y—2x=1, sehalla . . . 2=3
Trasportemos el valor de = & la ecuacion (2); resulta

Au—6=30; de donde. Pl e e b s
Enfin, la sustitucion del valor dey ala ecuacion (3)da. z=5

Propondremos como ejercicio las cinco ecuaciones siguientes :

S

Tx—2z +3u=17 que dan por valores de las
Ay —2z + t=11 incognitas ,
by —3x—2u= 8 ) x=2, y=4, z=3, u=3, t==1.
Ay —3u—+-2t = 9

—3z +8u=33

55. En todo lo que precede hemos supuesto el numero de Ias ecua~
ciones igual al niimero de los caractéres empleados para designar las
incognitas. Asi debe suceder a todo problema de muchas incognitas,
para que sea deferminado, es decir, para que no admita una infinidad de
soluciones.

En efecto, supongamos, por ejemplo, que un problema de dos
incognitas, #, y conduzca 4 la ecuacion tnica 52 - 3y=12; se deduce

de ella z= iﬁﬂji Si se hace pues sucesivamente

y=1 2 25 3! 4, 5, 6-0.--,‘

18 21 24 27

resulta =0 e P (s

y todos los sistemas de valores

18 21
(=3, y='1)a (a= 5 y:?), (m“g"; y=3).....,

puestos por 2 é y en la ecuacion la satisfacen igualmente.

Si se tuviesen dos ecuaciones con tres incognitas se podria primera-
mente elimmar una de las incognitas con ayuda de las ecuaciones pro-
puestas ; y se llegaria de este modo & una ecuacion que, encerrando las
otras dos incognitas, podria ser satisfecha por una infinidad de sistemas
de valores tomados para estas incognitas; de donde se deduciria igual-
mente una infinidad de valores para la tercera incognita. Luego en
general para que sea deferminado un problema , es preciso que su enun-
ciado encierre un numero de condiciones diferentes, al ménos igual
al de las incognitas, y que dichas condiciones puedan escribirse cada
una con una ecuacion. Por lo demas volveremos mas adelante a tratar
de las cuestiones que dan lugar 4 un namero de ecuaciones, esencialimente
diferentes, menor que el de las incognitas.

56. Pasemos a la resclucion de nuevos problemas de dos 6 mayor
numero de incognitas.




SESTO PROBLEMA. Ung persona posee un capital de 30000 francos que
coloca & cierto inleres; pero debe una suma de 20000 francos, por la que
Paga cierto interes distinto del primero : el interes que cobra escede al que
paga en 800 francos, Una sequnda persona posee 35000 francos que coloca al
sequndo rédito ; pero debe yng suma de 24000 francos, por la que paaa
el interes primero : el interes que cobra escede al que paga en 310 francos,
8e pide el tanto de ambos intereses ?

Solucion. Sean 2 & y los dos tantos de interes por 100 francos. Para
obtener el de 30000 francos al interes designado por z, es preciso

establecer la proporcion 100 : 2 - - 30000 : il 6 300 2.

100

Se obtendri del mismo modo para el interes de 20000 francos al

20000y

mteres designado por y , 100~ °© 200y . Pero segun el enunciado,

el esceso del primer interes sobre el segundo es igual 4 800 francos, Se o

Liene pues por primera ecuacion del problema
3002—200y=800,

Traduciendo algebraicamente 1a segunda condicion del problema, se
llegaria 4 la nueva ecuacion

350y—2402=310.

Sin embargo como los dos miembros de la primera ecuacien son

divisibles por 100, Y los de la segunda por 10, pueden reemplazarss
ambas ecuaciones por estas -

3r— 2= 8,
35y—2hx=31,

Para eliminar a z multipliquemos la primera ecuacion por 8, y sume-
mos; sale 19y=95 , de donde =5

Reemplazando y por su valor en la primera ecuacion, se halla
3r—10=8, de donde 2=6.

Asi el primer tanto de interes es § P, ¥ el segundo 5.
En efecto ,

30000 fr. colocados 4 6 P dan 3006 61800 fr.
20000 vee.@5... dan 2005 6 1000,
y se tiene. .. ..., ..41800—1000=800.

Podria comprobarse del mismo modo la segunda condicion,

7. H¢ aqui los enunciados de nuevos problemas de una v muchas

incognitas , sobre los cuales aconsejamos 4 Ios principiantes que ce
ejerciten. :

SEPTIMO PROBLEMA. Un obrero puede hacer cierto trabajo espresado por
a en un tiempo espresado por b; un sequndo obrero, el trabajo ¢ en un
tiempo d; un tercero, el trabajo e en un tiempo f. Se prequnta cudnto
tiempo necesitan los tres obreros trabajando Juntos , para hacer la obra g?

___bdfg

Respuesta _—a&/-f-bcf—%"

(Para fijar las ideas puede tomarse el metro por unidad de trabajo y
el dia por unidad de tiempo.)

Aplicacion. =27 metros; p—j dias, ¢=35"; d=6,4; e=I0m; (=124 ;
g—191 ™3 debe encontrarse x=12¢ . .

OCTAVO PROBLEMA. Se tiene una agua de mar que sobre 32 kilogramos
contiene 1 kilog. de sal. Cudnia agua dulce es preciso aiiadir d estos 32
kilég. para que sobre igual peso de la mezcla quede reducide la cantidad

de sal d —; por kilsgrameo.....

(Respuesta... 224 k.)

NOVENO PROBLEMA. Un reloj seiiala el medio dia. Se prequnia cudnlas
veces se encontraran la aguja de las horas y la de los minutos hasta la
noche , y & qué hora se verificard cada encuentro?

: 5
(Resp. Nimero de los encuentros , 145 1. encuentro, a 1h 5m it

4 0
20, encueniro & 2k 10m -%’-; 3%, encuentro 4 3" 16m T"""'; 10°,

a 10t 54m Tﬁ’l-—-, 11°, d media noche.)

DECIMO PROBLEMA. Un niimero se compone de fres guarismos. La suma
de estos es 15 el guarismo de las unidades es doble del de las centemt_s; Y si se
aiiaden 297 d este mimero se obtiene una suma, que es el mimero invertido,
Qué niimero es el que goza de esta propiedad? (Resp. 326.)

UNDECIMO PROBLEMA. Una persona posee 100000 francos y les hace ganar,
@ una parte 5 p', y d la otra 4 p%,; saca por el todo 4640 francos de
inleres. Se piden ambas partes?...

(Resp. 640007 y 36000°.) ]

Duonkcino ProBLEMA. Uno posee cierto capital que coloca a cierto interes,




Otro que posee 10000 francos mas que el primer sugeto y que saca de su
dinero 1 p°/, mas que este, tiene una renta ¢ ganancia mayor que lo suya
en 800 fr. Una tercera persona que posee 15000 francos mas que lo pri-
\ mera, y que hace producir & su capital 2 p°/, mas que ella, tiene una renta
smayor en 1500 fr. Se pregunta cudl es la riqueza de las tres personas y

cada uno de los tres intereses?

| (Sumas colocadas 30000 f, 40000 f, 45000f,
Interes 4, 5, 6.)

§ /111. PROBLEMAS QUE DAN LUGAR A RESULTADOS NEGATIVOS. —
\ TEORIA DE LAS CANTIDADES NEGATIVAS.

5
4
%

58. El empleo de los signos algebraicos para resolver los problemas
da mucha}s-veees lugar & circunstancias singulares que embarazan 4
primera vista; pero reflexionando un instante sobre ellas se llega a espli-

carlas y aun a sacar partido de aquellas para generalizar mas el len-
quaje algebrdieo.

Propbngamos esta primera cuestion : Hallar un ndmero que unido al

nuapiero b, dé por resultado el nimero a.

.~ Solucion. Sea x el nimero buscado ; se tiene evidentemente por

/ ecuacion y
b+x—=a, de donde z=a—b.

Esta espresion 0 formule dara el valor de « en todos los casos par-

ticulares del problema propuesto.
Sea por ejemplo , a=A47 , b=29; sale a—=A4T—29—18.
Sea tambien a=24, b=31; sale x=24—31.

Como 31 es igual ¢ 24-+17, esta espresion de « puede ponerse bajo'la

forma 2=—24—24—7, 0 reduciendo, x——T.

Este valor obtenido para z es lo que se llama una solucion negatim.i :

Pero como interpretarla?

Volviendo al enunciado del problema se ve que es imposible que 31,
aumentado de olro niimero, dé por suma 24, nimero menor que 34. De
modo que ningun numero puede verificar el enunciado en este caso
particular. Sin embargo, si en la ecuacion del problema, 31-+2=24, s¢*
pone en lugar del término <+ el valor negativo —7, sale 31— 7=24,"

— Ly

ecuacion exacta que significa que el namero 21, disminuido de 7 da
por diferencia 24.

La solucion negativa , z=—"1 indica, pues, la imposibilidad de satis-
facer al enunciado del problema en el sentido en que ha sido estable-
cido; pero considerando esta solucion independientemente de su signo,
es decir , suponiendo z=1, se ve que satisface al enunciado modificado
de este modo : Hallar un mimero que restado de 31 dé por diferencia 24,
enunciado que difiere del primero. Hallar un mimero que unido @ 31 dé
por suma 24, en este punto Unicamente : en que la palabra unir 0
sumar se halla reemplazada por la palabra restar, y la palabra sume por
la de diferencia.

Si se quiere resolyer la nueva ecuacion directamente, no hay mas que
poner la ecuacion

31— =24, de donde 31 -24==, 6 2=1.

Supongamos ahora que se haya propuesto este problema :
Un padre tiene un mimero a de aios; su hijo tiene un nimero b. Se

pregunta cudntos aios se mecesitan para que el hijo tenga la cuarta parte
de la edad de su padre?

Solucion.

Designemos por el namero de afios buscadoy e+ y b-+x espresan
respectivamente las edades del padre y del hijo al cabo de este niimero

= ; 5 atx
de afos 3 de modo que se tiene la ecuacion b+x— i

—A4b
de donde m:._‘i_é__ s

4—3
Supongamos a=54, b=9 ; sale w:-—5——3—-§ =0

En efecto, como el padre tiene actualmente 54 afos y el hijo 9,
4 los seis anos tendra el padre 60 afos y el hijo 15 ; pero 15 es igual a
la cuarta parte de 60; luego =6 satisface al enunciado.

Ahora supongamos a=45, b=15; sale z=——

Se reduce esta espresion 4 #=—5, efectuando en cuanto sea posible




