Otro que posee 10000 francos mas que el primer sugeto y que saca de su
dinero 1 p°/, mas que este, tiene una renta ¢ ganancia mayor que lo suya
en 800 fr. Una tercera persona que posee 15000 francos mas que lo pri-
\ mera, y que hace producir & su capital 2 p°/, mas que ella, tiene una renta
smayor en 1500 fr. Se pregunta cudl es la riqueza de las tres personas y

cada uno de los tres intereses?

| (Sumas colocadas 30000 f, 40000 f, 45000f,
Interes 4, 5, 6.)

§ /111. PROBLEMAS QUE DAN LUGAR A RESULTADOS NEGATIVOS. —
\ TEORIA DE LAS CANTIDADES NEGATIVAS.

5
4
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58. El empleo de los signos algebraicos para resolver los problemas
da mucha}s-veees lugar & circunstancias singulares que embarazan 4
primera vista; pero reflexionando un instante sobre ellas se llega a espli-

carlas y aun a sacar partido de aquellas para generalizar mas el len-
quaje algebrdieo.

Propbngamos esta primera cuestion : Hallar un ndmero que unido al

nuapiero b, dé por resultado el nimero a.

.~ Solucion. Sea x el nimero buscado ; se tiene evidentemente por

/ ecuacion y
b+x—=a, de donde z=a—b.

Esta espresion 0 formule dara el valor de « en todos los casos par-

ticulares del problema propuesto.
Sea por ejemplo , a=A47 , b=29; sale a—=A4T—29—18.
Sea tambien a=24, b=31; sale x=24—31.

Como 31 es igual ¢ 24-+17, esta espresion de « puede ponerse bajo'la

forma 2=—24—24—7, 0 reduciendo, x——T.

Este valor obtenido para z es lo que se llama una solucion negatim.i :

Pero como interpretarla?

Volviendo al enunciado del problema se ve que es imposible que 31,
aumentado de olro niimero, dé por suma 24, nimero menor que 34. De
modo que ningun numero puede verificar el enunciado en este caso
particular. Sin embargo, si en la ecuacion del problema, 31-+2=24, s¢*
pone en lugar del término <+ el valor negativo —7, sale 31— 7=24,"

— Ly

ecuacion exacta que significa que el namero 21, disminuido de 7 da
por diferencia 24.

La solucion negativa , z=—"1 indica, pues, la imposibilidad de satis-
facer al enunciado del problema en el sentido en que ha sido estable-
cido; pero considerando esta solucion independientemente de su signo,
es decir , suponiendo z=1, se ve que satisface al enunciado modificado
de este modo : Hallar un mimero que restado de 31 dé por diferencia 24,
enunciado que difiere del primero. Hallar un mimero que unido @ 31 dé
por suma 24, en este punto Unicamente : en que la palabra unir 0
sumar se halla reemplazada por la palabra restar, y la palabra sume por
la de diferencia.

Si se quiere resolyer la nueva ecuacion directamente, no hay mas que
poner la ecuacion

31— =24, de donde 31 -24==, 6 2=1.

Supongamos ahora que se haya propuesto este problema :
Un padre tiene un mimero a de aios; su hijo tiene un nimero b. Se

pregunta cudntos aios se mecesitan para que el hijo tenga la cuarta parte
de la edad de su padre?

Solucion.

Designemos por el namero de afios buscadoy e+ y b-+x espresan
respectivamente las edades del padre y del hijo al cabo de este niimero

= ; 5 atx
de afos 3 de modo que se tiene la ecuacion b+x— i

—A4b
de donde m:._‘i_é__ s

4—3
Supongamos a=54, b=9 ; sale w:-—5——3—-§ =0

En efecto, como el padre tiene actualmente 54 afos y el hijo 9,
4 los seis anos tendra el padre 60 afos y el hijo 15 ; pero 15 es igual a
la cuarta parte de 60; luego =6 satisface al enunciado.

Ahora supongamos a=45, b=15; sale z=——

Se reduce esta espresion 4 #=—5, efectuando en cuanto sea posible
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la sustraccion indicada por 4560, lo que da —15, y dividiendo —q3 |

por 3, segun la regla establecida (nimero 25) para la division algebréica,
Pero como interpretar Iz solucion neqative x——1%5? :

Pasamos a la ecuacion del problema, que en el caso particular que’

: A5+ ’
consideramos es 15--z— — Y encierra una contradiccion mani=

fiesta ; porque el segundo miembro equivale 4 -%—-{-—Z«; y cada unada h

estas dos partes es menor que cada una de las del primer miembro,

455

Pero se reemplaza en la ecuacion +-x por —5, y sale 15—5— §
4

. 40 h i
0 40— —z > fcuacion exacta, que significaque si en vez de anadir cierly

pumero de afios 4 las dos edades se quitan 5, la edad del hijo sera la
cuarta parte de la del padre. De modo que la solucion que se acaba de
encontrar, considerada independientemente de su signo satisface 4 este

nuevo enunciado : un padre tiene 45 ajios, su hijo 15 5 se prequnta en

qué époce la edad del hijo ha sido la cuarta parte de la de ;u padre?

45—z
4

La ecuacion de este nuevo enunciado seria 15—z— , de donde

Se sacaria 60—4r=45—z, y 2=5.
Se ve en efect_c- » POr poco que se reflexione acerca del enunciado del
problema, que siendo la relacion de la edad del hijo con la del padre
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actualmente 5 0 5 1o puede ya ser la edad del hijo Ia cuarta parte

de' la del padre ; pero lo ha sido antes, porque como probamos ya
(num‘. 6) de una manera general, si se afiade 4 los dos términos de una
fraccion el mismo niimero , 1a fraccion aumenta siempre de valor. Por

el contrario , dlgminuye cuando se quita un mismo nimero 4 cada uno
de sus dos términos.

{!". Todo va{m‘ negativo hallado para la incignita de un problema del
prumer grado indica un vicio en el sentido de lus condiciones del enunciado,

0 al ménos en la ceuacion que es su traduccion algebrdica. (Véase la
observacion del ntimero 60.)

20, Este valor, hecha abstraccion de sy signo , puede mirarse como g
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respuesta @ un problema cuyo enunciado no dificre del problema propuesto
sino en que ciertas cantidades que eran aditivas, se han hecho sustractivas,
y reciprocamente.

Demostracton. La primera parte de este prineipio es facil de demostrar,
En efecto, si se halla para « un valor negativo, esto proviene nece-
sariamente de que por la naturaleza misma de la ecuacion establecida
hemos Ilegado 4 sustraer un numero mayor de otro menor, operacion
inejecutable. Asi es como los valores z=—7, x=—=5, han provenido

(nim. 58) de las ecuaciones a=—=24—31, 2—= 4_0;@ Ahora bien ; si

ningun numero absoluto puesto por z puede verificar la ecuacion a4 que
se ha llegado ejecutando sobre la del problema las transformaciones indi-
cadas (numeros 43 y 44), es necesario que esta primera ecuacion no
pueda verificarse tampoco en el sentido en que ha sido formada;
porgue la exactitud de estas transformaciones esta bien probada para
toda ecuacion susceptible de verificarse para un numero absoluto que se
introdujese en ella por la incognita.

Muchas veces la imposibilidad de resolver la cuestion 6 la ecuacion,
en el sentido en que ha sido establecida , es evidente a la simple inspec-
cion, ya del enunciado, ya de la ecuacion ; pudiendo servir de ejemplo
los dos problemas precedentes. Otras veces es dificil de descubrir esta
imposibilidad ; pero la marcha de los calculos acaba siempre por ponerla
enteramente de manifiesto.

Pasemos a la segunda parte del principio.

Observemos primeramente que si en la ecuacion se reemplaza z
por —z, todos los términos que encierran a x, sison aditivos, se haran
sustractivos, v reciprocamente; porque si se tiene, por ejemplo, el
termino +az , poniendo —z en lugar de z, se convertira en +aX—z,
» —az. Del mismo modo, si se tiene el término —bz se convertira en
— bX—x, 6 +bz. Asi que, traduciendo en lenguaje ordinario la nueva
rcuacion , se tendra necesariamente un nuevo enunciado que no diferira

lel primero sino en que ciertas cantidades, de aditivas que antes eran,
se haran sustractivas , y reciprocamente.

Réstanos hacer ver ahora que la sustitucion de —z en lugar de z en
la ecuacion da margen al resultado z=p, si se habia previamente
obtenido 2=—p ( p se considera aqui como un nimero absoluto).

Cualquiera que sea, pues, la ecuacion primitiva del problema se
puede siempre , por transformaciones conocidas , suponerla reducida a la
forma az=—15 (en que @ y b son niumeros absolutos ).

: —b o
De esta ecuacion se saca T=rmy =y bien en fin, z=—p . en
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gue p espresa el namero absoluto —. Pero si se pone —z en lugar de
i

en la'ecuamon primitiva , operando sobre la nueva ecuacion como sobre
la primera , se llegara 4 la ecuacion —az=—b

e i

de donde ol m o en fin, z=p

Que era lo que convenia demostrar.
Se ve por lo que precede, de qué manera se deben interpretar las

soluciones negativas. Hecha abstraccion de su signo, pueden mirarse |

como respuestas 1o a las cuestiones tales como se han establecido ., sino
a las .di_a su misma naturaleza en que se han modificado algunas cie las
a_ondlclones; siendo el medio mas seguro para obtener el nuevo enun-
ciado el de volver ¢ la ecuacion del problema , cambiar en elle X en —X%
Y traducir despues en lenguaje ordinario la nueva ecuacion.  Véase el m':z
niero ?1 para la demostracion del mismo principio , en las ecuaciones
del primer grado con muchas incognitas. ) ’

60. Observacion. Bl principio que se acaba de establecer no es rizuro
samente v_erdadero sino para las ecuaciones, no siéndolo siemp;'eopara'
los enunciados de los problemas; es decir que podra haber problema
que tenga un enunciado exacto, aun cuando resolviendo la ecuacion
estatflemda se llegue 4 un valor negativo. Lo cual depende de que el al-
gebrista , en la aplicacion desus métodos a la resolucion de un problema,
toma .muchas veces ciertas condiciones en un sentido opuesto al en qué
deberian tomarse ; en cuyo caso la solucion negativa que obtiene corrigé
el pgqto de vista bajo que ha mirado dichas condiciones. De modo que
es viciosa la ecuacion, aunque el problema sea susceptible de resolu-
¢ion ; y solo cuando la ecuacion es la traduccion fiel del enunciado y del
sgnlldo de todas sus condiciones, es aplicable el principio a Ios enun- .
ciados.

Veremos de ello algunos ejemplos mas adelante ; si bien este principio
es mas particularmente aplicable a las resoluciones del algebra en las
cuestiones de geometria, y a las ecuaciones mas bien que 4 los enunciados.

Por Iq demas , por poco que se reflexione acerca de la demostracion
que de €l hemos dado , se vera que los razonamientos afectan mas bien

a ls 1 g 1
d las ecuaciones que & los enunciados, de los cuales se consideran como
traduccion algebraica estas ecuaciones.

: ég-i. En la demostracion precedente nos hemos visto obligados 4 mul-
F]phcar e por —x, & dividir —b por +~a , —b por —a ; y se ha llegado
a los resultados aplicando & los monomios las reglas de 10s signos estable- ;
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cidas para la multiplicacion y la division de los polinomios. Acaso pare-
cera necesario 4 primera vista demostrar estas reglas respecto a los
monomios aislados ; y esto es efectivamente lo que hacen casi todos los
autores. Pero la demostracion que dan de ellas no tiene sino una exac-
titnd aparente, 0 deja muchas dudas en el entendimiento. Nosotros dire-
mos pues, que se han hecho estensivas d las cantidades monomias las reglas
de los signos establecidas y demostradas para los polinomios & fin de dar una
interpretacion & los resultados singulares que presenta el algebra. Recha-
cando esta estension nos privariamos de una de las principales ventajas del
lenquaje algebrdico , que consiste en abrazar en una sola y misma formula
las soluciones de muchas cuestiones de la misma naturaleza , pero cuyos
enunciados difieren por el sentido de ciertas condiciones, es decir en que
ciertas cantidades son aditivas en los unos y sustractivas en los otros, y
reciprocamente.

La estension de las reglas establecidas para los polinomios a las can-
tidades monomias puede motivarse sin embargo por las consideraciones
siguientes :

La demostracion espuesta niimero 17 para la multiplicacion de un bi-
nomio a—>b por un binomio ¢—d, supone evidentemente a>by c>d. Si
tiene lugar lo contrario estos razonamientos no ofrecen ya al entendi-
miento ningun sentido riguroso, y sin embargo, una vez establecida la
regla de los signos , no se piensa mas ponerla en duda, cualesquiera que
sean las relaciones de grandor de a, b, ¢, d.

Sentado esto, como el producto de a—b por c es ac—bc , se sigue
que el producto de una espresion negativa a—b (en que a es <b) por una
cantidad positiva ¢ es negativo.

Del mismo modo como el producto de b por ¢—d es cb—bd , resulta
que el producto de una cantidad positiva b por una espresion negative c—d
(en que ¢ es <d) es negativo.

En fin, como el producto de a—b por ¢—d es, como hemos dicho,
ac—bc—ad-+bd, espresion que puede ponerse bajola forma bd—ad—be+ac,
6 d (b—a) —c (b—a), si se supone d>c¢, y b>a 6 b-a positivo , resulta
necesariamente d (b—a)> ¢(b—a), y por consiguiente d (b—a) —¢ (b—a),
positivo. Luego el producto de una espresion negativa a—Db por ung espre-
sion negativa c—d (siendo a<b y ¢<d) es positivo.

Esto es por otra parte lo que constituye uno de los caractéres distin-
tivos del algebra. En aritmética como en geometria , los razonamientos
versan siempre sobre seres reales que el entendimiento puede percibir,
miéntras que en el algebra se razona y opera comunmente sobre cosas
imaginarias , 0 sobre simbolos que presentan operaciones inejecutables ;
la exactitud , sin embargo, de los resultados que se obtienen por esfe
medio, y 4 que se llegaria igualmente por otros procedimientos mas
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rigurosos , aunque mucho mas largos , justifica suficientemente la mar-
cha que se ha seguido.

62. Como las reglas de los signos, relativas & los monomios son de
un uso continuo en algebra , conviene presentar aqui su conjunto. Vere-
mos ademas derivarse de ellas nuevas espresiones muy adecuadas al
lenguaje algebraico.

Empecemos por la adicion y la sustraccion.

Para sumar -+b 6 —b con una cantidad espresada por ¢, es preciso
escribir a+-b 6 a—b, es decir, escribir ambos monomios, uno detras de
olro , con sus signos respectivos. (Véase el numero 13. )

Para sustraer +b 6 —b de e, se ha de escribir a—b 0 a+b, esto es,
cambiar el signo del monomio que se ha de sustraer, y escribirlo con su

uevo signo detras de aquel de que se ha de sustraer. (Véase el num. 14.)

En cuanto & la multiplicacion y division :

~+aX-+b 6 —aX—b da por producto ~+ab
—aX-+b 6 4+aX—b da por producto —ab

} (nam. 17.)

=a ;4b 6 —a : —b da por cociente z ;

‘(nam. 25.)
a

b

Estas reglas dan lugar a algunas observaciones importantes.

1°. En algebra las palabras sumar y suma no deben llevar siempre
consigo, como en aritmética, la idea de aumento; porque ‘el resnltado
a—b, de la adicion de —b con a, es propiamente hablando una diferen-
cia entre el nimero de unidades espresado por ¢, y el numero de uni-
dades espresado por b; por consiguiente este resultado es menor que a.
Para distinguir esta especie de suma de una suma aritmética, se la
da el nombre de suma algebraica. Asi, un polinomio tal como

—a ;b 6 +a : —b da por cociente —

2a3—3a*b-+3abc—2a%c,

una suma algebraica, miéntras se le considere como resultado de la

union de los monomios 2a*,—3a%h, -+3abc, —2a°c, con sus signos
espectivos ; y su acepcion propia es la diferencia aritmética entre la suma
de las unidades contenidas en los términos aditivos y la suma de las
unidades contenidas en los términos sustractivos.

De aqui resulta que una suma algebraica puede reducirse en las
aplicaciones 4 un nimero positivo 6 megativo, menor en valor absoluto
gue cada uno de los nameros que constituyen esta suma,

e

2°, Las palabras sustraer y diferencia no siempre ofrecen la idea de
disminucion ; porque como la diferencia entre 4« Yy —b es a--b, escede
al nimero a; esta es una diferencia algebrdica, pues que el resultado
puede ponerse bajo la forma a— (—b).

Por medio de estas denominaciones los valores negativos pueden
considerarse como respuestas a4 las cuestiones. Por ejemplo, en la
ecuacion 314+-2z=24, el resultado 2——7 indica que se ha de anadir
—1 a 31 para obtener 24; y en efecto, 31 - (=7), 0 31—7, es
igual a 24.

A5+

Igualmente , en la ecuacion 15--2— » €l resultado x=—>5 in-

dica que es preciso afiadir —5 4 las dos edades, para que la del hijo sea
la cuarta parte de la del padre. En efecto se tiene

15+ (—5) 6 15—5=10.
A5+ (—5) 6 A5—5=10.

65. La necesidad de emplear las espresiones negativas en los calculos
algebraicos y someterlas a las mismas operaciones que las cantidades
absolutas , ha conducido 4 los algebristas 4 otras dos proposiciones que
seran en lo sucesivo de un uso muy frecuente. Hé aqui su enun-
ciado : Toda cantidad negativa —a es menor que 0; y de dos cantidades
negativas la menor es aquella cuyo valor absoluto es mayor.

De modo que, siendo e numéricamente mayor que b, se tiene

—a<0 y —a<—b.

Para darnos cuenta de estas dos proposiciones, observemos que en
general si se resta de un mismo nimero una serie de niumeros cada
vez mayores, las restas deben ser cada vez mas pequenas. Sentado esto,
tomemos a la ventura un namero entero, 6 por ejemplo, y quitemos
sucesivamente de €1 1, 2,3, 4, 5, 6,7, 8, 9.....; escribiendo las dife-
rencias en una misma linea, se halla

Bl B0 Rl 6l BB OB T R 6
) reduciendo,
S el e RO R Rl e ol

Por donde se ve que —1 debe considerarse como menor que 0, pues
que este espresa el esceso de G sobre si mismo, miéntras que —1
espresa el esceso de 6 sobre un numero mayor.

T, 1L 6
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Por la misma razon, —1 es mayor que —2, —3 mayor que —4,
aunque los valores numéricos de las primeras espresiones sean menores
que los de Ias nltimas.

De otro modo. Tan luego como para interpretar todos los resultados
singulares que suministra la resolucion algebraica de una cuestion , se
ha convenido en considerar Ias espresiones negativas como canlidades,
es preciso que, sometiéndolas 4 las mismas operaciones que los ni-
meros absolutos se pueda llegar 4 resulfados exactos. Puede mirarse,
pues, coino un axioma, que si un nimero ¢ es mayor que otro b, si se
aniade 4 cada uno un mismo namero d, el primer resultado, a+d, es
mayor que el segundo , b+d.

Sentado esto, admitiendo las desigualdades 0>—a, y —a>— (a-+m)
(@ v m son aqui nimeros absolutos), si se anaden a los dos miembros
de cada una de ellas, a+m, se encuentra a+m>m y m>0, lo que es
exacto. Por el contrario, si se pusiese 0<—a y —a<—(a-+m), resultaria
a+m<m y m<0, lo que seria absurdo.

En general deben admitirse las dos proposiciones precedentes si se
guicre poder operar sobre las espresiones negativas como sobre las canti-
dades absolutas. Por lo demas estas proposiciones son una especie de
locucion algebrdica analoga a las de que nos servimos muchas veces en
el lenguaje ordinario. Decimos todos los dias : Tal persona tiene ménos
que nada , para espresar que debe mas de lo que posee; y hablando de
dos sugetos que teniendo la misma fortuna deben tambien mas de lo
que tienen : el mas rico es el que debe ménos.

Discusion de los problemas de primer grado con dos 6 mas incognitas.

64. Una vez resuelto un problema generalmente , es decir, represen-
tando los datos por letras , podemos proponernos el determinar en qué
se convierten los valores de las incognitas para hipotesis particulares
hechas sobre los datos. La determinacion de estos diferentes valores , y
la interpretacion de los resultados singulares & que se llega, forman lo
que se llama la discusion del problema.

Hé aqui una cuestion cuya discusion ofrece con corta diferencia
todas las circunstancias que se encuentran en los problemas del primer
grado »

X

R A B R.

DECIMOTERCERO PROBLEMA. Dos correos parten al mismo tiempo de dos
puntos diferentes A y B, de una misma linea AR, y se dirigen en cl inismo

g

sentido AB. £l correo que sale del punto A anda m kilémetros por hora,
y el que sale del punfo B anda n. Se prequnta ¢ qué distancia de los puntvs
A y B se encontrardn los dos correos.

Solucion. Sea R el punto de encuentro ; llamemos x ¢ y las distancias
desconocidas A% ¥ BR, espresadas en kilometros, y @ la distancia AB
que separa los déx; correos en el momento de su salida. Se tiene eviden-
temente por prisera ecuacion ,

—y=0n... (1).

Pero como m y n espresan los nmeros de kilémetros andados por hora
(son las velocidades respectivas de ambos correcs), se sigue que los
tiempos empleados en recorrer los espacios z € y estan marcados por

X 3
Sy %; por otra parte estos dos tiempos son iguales; de modo que se

2

- : o
tiene por segunda ecuacion del problema L e
m :n

o bien, nr—my=20... (2).

ICombinando las ecuaciones (1) y (2) entre si, segun los métodos cono-
cidos de eliminacion, se obtiene

valores que es facil comprobar.

Discusion. En tanto que se suponga m>n, de donde m—n>>0 6 posi-
tivo , seran positivos estos valores; y quedara resuelto el problema en
el sentido propio de su enunciado. En efecto, si se supone que el
correo A camina mas veloz que el correo B, se concibe que en cada
instante le adelanta terreno; el espacio que los separaba al principio
disminuye cada vez mas, hasta que en fin se destruye completamente ;
¥ entonces los dos correos deben hallarse en el mismo punto de la linea
que recorren.

Pero sl s¢ supone m<n, de donde m—n<0 6 negativo, los valores
son 4 la vez negativos y se convierten en

e an
—m’ T a-m

s

Para interpretar estos resultados observemos que es imposible que
se ecuentren los dos correos si han partido al mismo tiempo de los




