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Nota Se podrian calcular esta especie de espresiones valuando aproxi-
madamente ¢ada uno de los radicales que entran tanto en el nume-
rador como en el denominador. Pero como no se obfendria un valor
exacto del denominador, no se formaria con tanta facilidad una idea
previa del grado de aproximacion obtenido ; al paso que por el medio
indicado , haciendo racional al denominador, se sabe desde luego a qué
atenerse sobre el grado de aproximacion,

Establecidos los principios de la raiz:-cuadrada de los nimeros parti-
culares y de las cantidades algebraicas , podemos ya pasar 4 la reso-
lucion de los problemas del segundo grado.

§ II. RESOLUCION DE LAS ECUACIONES DESEGUNDO GRADO.

92. Se distinguen dos especies de ecuaciones de segundo grado, las
ecuaciones de dos trminos ¢ incompleias , y las ecuaciones de tres tér-
minos o completas.

Las primeras son las que no contienen mas que términos afectados
del cuadrado de la incognita, y términos enteramente conocidos ; tales
son las ecuaciones

1 b 7 299
3552:»} AP =—3 2 Ly Sl s
=5, da*—T 329, 393 o+ 12 22 o 25} T

Llimaselas ecuaciones de dos términos, porque 4 favor de las dos

transformaciones generales de los niumeros 43 y 44, se las puede siempre
reducir a la forma

ax*=bh.

En efecto consideremos la tercera ecuacion, que es la mas compli
cada ; se tiene primeramente , suprimiendo los denominadores,

84'—T2-+102°=T—247"-299 ,

y despues, reduciendo, 422°=378.
Las ecuaciones de fres ¢rminos 6 completas son las que, ademas del
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cuadrado de la incdgnita, contienen la primera potencia de dicha
incognita. Tales son las ecuaciones

2 213

pueden estas reducirse siempre a la forma az*+br—c, por medio de
Jas dos transformaciones ya citadas.

Observacion. Muchas veces una ecuacion en apariencia del primer
grado, resulta elevada al segundo despues de la desaparicion delos deno-
minadcres.

Sea por ejemplo la ecuacion e D i
_P St : 3+x 2—=z’

si se suprimen los denominadores, se convierte en
(5—2z) (2—x)=4x(3+x),
6, efectuando los calculos y reduciendo,
227421 2=10.

En general siempre que z entre en los denominadores de una ecua-
cion no puede juzgarse del grado de ella sino despues de haber hecho
desaparecer los denominadores (nam. 44) y operado todas las reduc~
ciones,

93. Ecuacion de dos términos....ax*=b.
La resolucion de esta ecuacion no presenta dificultad alguna.
Se deduce de ella primeramente

@).

Sentado esto, si—- es un numero positivo, entero 0 fraccionario,

podra obtenerse su raiz cuadrada, ya sea exactamente, ya por aproxi-
macion, con arreglo a los procedimientos espuestos en aritmetica; y

si — es algebraico, se le aplicaran los procedimientos de la raiz cua-
@

drada de las cantidades algebraicas. El resultado obtenido en cada caso
espresara un valor de 2  proposito para verificar la ecuacion (2).
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Pero si se observa que como el cuadradonde ~+m 6 de —m es 1%{:31-
mente --m* (num. 85), se puede tomar ifldli'erentemente el resu dj
de que acabamos de hablar, ya con el signo -+, ya con el signo —,
pebe concluirse que la ecuacion (2) tiene realmente dos soluciones re-

presentadas por
s
@

(el doble signo == se pronuncia mas 6 ménos.) :
En efecto, sustituyamos separadamente en la ecuacion (1) en lugar

‘/E_’ .._.V—Z—:; ¥y sale

de « cada uno de los valores ~

PN AT ; ,
aX (+V—f;+) —b, 6 a){—-éﬂzb, 6 b=b,

WA e
y eX (—J'/—C;-) =b, 6 a)(u-a-:b, 0 b=b.

Es evidente por otra parte que estos valores son los unicos que pue-
den satisfacer la ecuacion (2), y por consiguiente la ecuacion (1)

Nora. Cuando il es una canfidad negativa, los dos valores de x son
a

jmagiuarios (num. 85); lo que justifica que la ecuaci‘on, o el proplema
de que es traduccion algebraica, no puede ser satisfecho por ningan
numero , ya sea exacta ya aproximadamente.
Sea por ejemplo la ecuacion
1

a 5 S
g e o

el
DY Wikl A
se ha reconocido ya (nim. 92) que esta cuestion se reduce a

42x°=378

luego

Sea aun la ecuacion 32°=5 ;

3
de clla se deduce z== VE-=

€omo 15 no es un cuadrado perfecto, no se pueden determinar estos
dos valores de z sino por aproximacion,
94. Ecuacion completa...... az*~+-br=c.

Para resolver esta ecuacion dividamos ambos miembros por el coefi-
ciente de 2*, y pongamos, para mayor sencillez

b c

'_a_zp: "a_=41

con lo que sale aHpr=yg. (1)

Sentado esto, observemos que si se pudiese reducir el primer miem-
bro, #*+pz, al cuadrado de un binomio , una simple estraccion de raiz
cuadrada reduciria la ecuacion 4 otra del primer grado. Comparando

pues este primer miembro con el cuadrado del binomio (z+a) es decir

con a*+2ax--a2, se ve que 2’px se compone del cuadrado de un pri-
er término 2, mas del doble producto de 2 por un segundo término

Jue es entonces necesariamente %‘ (pues se tiene pr=2 J; x).

De donde se sigue que si se afiade & 2’+pz el cuadrado de —g— 0 —Z—, el

2
primer miembro de la ecuacion se convertira en (m—]—--g—) :

o

Pero para no turbar la igualdad es preciso anadir —%.- ai segundo

miembro , y sale por esta trasformacion -
9 1
(@ %) =%—+q; @)

de donde, estrayendo la raiz cuadrada :
e
a:+-g~= iV-%——l-q.

(Se pone aqui el doble signo = por la razon de que el cuadrado de

1 v ) d ;g_j—i:“esi ualmente £+ )
+ % 1;+q, 0 Bz 11 @’: g }1 q s

Ty I g 9




Sacando en fin el valor de 2, se obtiene

___p_+1/_33_ﬁ_ =
r=—-7s+F 7 -+q.

Como es evidente por otro lado segun la gcuacion (2), que solo
g Saneeny
..Q_E/—i—.;_q} ) ‘_E/—“{: ~+q, pueden representar el valor dg
/!

x—l—%, se signe necesariamente que

son los wnicos valores de z que puedan verificar la ecuacion (2), y por
consiguiente la propuesta (1) de que no es mas queé una transformada la
ecuacion (2).

Asi la incognita de toda ecuacion del segundo grado tiene dos valores
4y no pucde tener mas.

puede establecerse ademas la siguiente regla general para resolyer
una ecuacion completa del segundo grado :

Despues de haber reducido la ecuacion a la forma X*--px=q, aiddase &
ambos miembros el cuadrado de le mitad del coeficiente de X, 6 del sequndo
término ; esirdigase la raiz cuadrada de los dos miembros teniendo cuidado
de afectar lo raiz del sequndo miembro con el doble signo =5 y sdquese
finalmente el valor de X de esta nueva eCUACION.

El doble valor de x4 que se llega por este medio puede enunciarse
asi en el lenguaje ordinario : es igual 4 lo mitad del coeficiente de X,
tomado como signo contrario, mas 6 ménos la raiz cuadrada de la suma
algebrdaica del cuadrado de la mitad del coeficiente de x y del término
conocido.

Sea , como primer ejemplo, la ecuacion

S e e e T
Eact st b il

Se encuentra desde luego, suprimiendo los denominadores,

102*—6x--I=96—8x—122*4-273,
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o trasponiendo y reduciendo,

227°4-22=360,

2 360
2 sl —
Bl ot 922 °

o

5
Aniadamos ahora LN g ;
% a ambos miembros; la ecuacion se con-
vierte en

2 i\2 360 1532
24— e =
T3 “'”"'(22)_ o3 T 'é'-z) :
de donde, estrayendo la raiz cuadrada ,

o
£ AN
ot o S ( 22),

e

b o e VAT +(.‘L :
2

915 22

resullado conforme al anterior enunciado.
Falta ahora efectuar los calculos numéricos.

1

teduzcamos pri bl el :
primeramente % ~I—\§2) a un solo nimero que

tenga 4 (22)° por denominador comun ; y se tiene

_360 1)\2_ 3602241 7921

22 @p 7 Eiean]

de modo que la raiz cuadrada de 7921 es exacla é igual 4 89; luego
9

V360 /1N 8

il I

Y por consiguiente, =——d S0

e —

22 22
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Separemos cada uno de los valores ; sale

1 89 88
Tk 9

1 89 90 45

B % o

Ast de los dos valores propios para satisfacer a la ecuacion pi_'opu:b;a
el uno es un namero entero absoluto, y el otro uno fraccionario neg

tivo.
Sea, como segundo ejemplo, la ecuacion

62" —3T7ax=~—51,

; 37 b7
que se reduce & a°— e

2
Si se anade (-—'j—%) 4 ambos miembros , sale

12

57 Gy E T 37 \?
w’—-i"ix-z-(—ST ~—6—+(——— :

6 SN

de donde estrayendo la raiz cuadrada,

57 37\
o 6""'( 412')5

VA 31 \2

Sy DT i rvemos que
Para reducir (“ﬁ‘) SRR un solo namero, obsery q

(122=12X12=6X24 ; de suerte que basta multiplicar 57 por 24, des-
pues 37 por si mismio, dividiendo el esceso del segundo produclo sobry
31 primero por (12)%.

Pero, 37X 37=1369 , 57X24=13063 ;

BrNE ST
b (2) =@

ROt M o
i 1 12 TR e

Luego  a=-—5- -, 6 bien
12 71 L

Advicrtase en este ejemplo que cada uno de los valores es positive
¥ responde directamente al enunciado de la cuestion, de que la ecua-
cion propuesta puede considerarse como la traduccion algebraica.

Sea ahora la ecuacion literal

d*4-22°4-2a2=18ab ~18b?,
se tiene primeramente , trasponiendo , cambiando los signos y dividiendo
en seguida por 2, 2" —ax=20"—9ab-+-9b%;

de donde , completando el cuadrado ,

. _ Ya G 2
T aw+—4—_ 7 9ab-+-9b

estrayendo la raiz y trasponiendo,

9a : :
Pero —4——~9£rb+9b’ tiene evidentemente por raiz a if-—-—:%l:r ; luego

=

:-g—-—l— i_ g L 25_353
z=--2( —3b), de donde el

Estos dos valores seran positivos a la vez si se tiene 2a>3) y 3b>a,

. SR e a
es decir, si siendo @ y b positivos ambos, es b mayor que —3 > Péro menor

ue ol
q 5

Propondremos como ejercicios las ecuaciones

#—T74+10=0..... valores { zz
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1 o 400 A5 {x: 7, 12 }con diferencia
e e ety es e 0,08

mx?
n’

G —2bptri= A da

n
2= (bnz= V a*m—4-bmP—a’n®).
n*—m? d

95. Puede resolverse la ecuacion ax’4br=c sin hacer desapare-
fer el coeficiente de z*; pero son mas complicadas las transformaciones.

El término az* puede ponerse bajo la forma (z V @), y el (érmino bz

bajo esta : 2z VaX ; de donde se sigue que ax*--bx representa

2va

2va

los dos primeros términos del cuadrado de z V a-+ ; de modo que

anadiendo (

2 b2 5 o :
= 6 —— a ambos miembros, se converfira al pri-
2V q da

mer miembro en un cuadrado perfecto.
Efectuemos esta transformacion, y se convierte la ecuacion en

b b2
e +brt+———=6+——;
4a da

estrayendo laraiz, zVa -+ -
2

e ba
de donde zV =——~—£’—;"_“V c—.
23V a da

Dividiendo ambos miembros por Va, y observando

10, que bl Ll s e
: 9y : 2 ( \/—E )2 - 9g !

VT
5 que C+ ia 5

el B
§e obtiene en fin xzﬂi—iVi il
2 a o *

== Viac4-b?
o 2a ?

resultado 4 que se llega mas facilmente poniendo desde luego la ecuacion

0 bien;

: b
hajo la forma x4 ?mz—;; habiendo espuesto solamente nosotros el

método precedente como un mero ejercicio de caleulo sobre los radica-
les del segundo grado.

96. Apliquemos estos prineipios a la resolucion de algunos problemas.
PrIMER PROBLEMA. Hallar un niimero tal que el doble de su cuadrado,
aumentado del triplo de este nimero dé por suma 65.

Sea z el namero desconocido; se tiene, para la ecuacion del pro-
blema

2a°+-32=05 ,

de donde

luego

El primer valor satisface 4 la cuestion en el sentido de su enunciado.
En efecto,

IX (53X E=2X 25-+15=65.

Para interpretar el segundo ehservemos ante todo que si se reem-
plaza z por —2 en la ecuacion 2x*+3x=65, solo cambia de signo el
coeficiente de 3z, porque ( —z)>==z*. De manera que en vez de oble-

ner a:-——E = 2 se hallara $—i+'?§ 0= A3 r=-—5, Va
S T A o e

lores que no difieren de los precedentes sino por el signo. Asi es que
: > : 13 : - :
puede decirse que la solucion negativa ) considerada independien-
temente de su signo , satisface al nuevo enunciado : Hallar un nimero
tal que el doble de su cuadrado , dismunuido del triplo de este mismo s
mero dé 65 por diferencia. En efecto, se tiene
169 39

() Xy =gy =65
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SEGUNDO PROBLEMA. Una persona ha comprado cierto niimero de varas
de paiio por 240 fr. Si con la misma suma hubiese adquirido 3 varas ménos,
esta le hubiera costado 4 fr. mas. Se pregunta el nimero de varas com-
pradas.

Sea x este nimero ;

por 240 fr. adquiria 3 varas ménos, es decir #—3 varas, eslaria repre-
9

- 'i

sentado en este caso el precio de la vara por 5 Pero segun el enun-

siado, este Gltimo precio escede al primero en 4; se tiene pues Ia
cuacion

210 230

Vi
— =,

z—3 x
de donde, suprimiendo el denominador v reduciendo se saca

2 —32r—180.

3 9 397
Luego F?i VI_H SGET.;

lo que da =15y a=—12,

El valor z=15 satisface al enunciado ; porque 15 varas por 240 fr,

dan ?50 0 16 fr. para el precio de la vara; y 12 varas por 240 fr. dan

para el precio de la vara 20 fr., nimero que escede a 16 en 4.
En cuanto 4 la segunda solucion puede formarse un nuevo enunciado

al que convenga. En efecto, subamos & la ecuacion, y cambiemos
T en —zx; sale

240 240 e 240 240
— =4, 0 bien —— — _—
—x—3 —x @

ecuacion que puede traducirse en lenguaje ordinario de dos maneras di-
ferentes : 1°. Una persona ha comprado cierto nimero de varas de parnio
por 240 fr.; si hubiese pagado la misma suma por 3 varas de mas, le
hubieran costado estas @ 4 fr. ménos. Se pregunta el nimero de varas com-
pradas ?

2°. Una persona ha vendido cierto nimero de varas de paiio por 240 fr.;

espresa entonces el precio de la vara. Si
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8 por la misma sume hubiese vendidy S VAras n

123, Ie hubleran pagads
a4 fr. ménos. Se prequnte el nianero de varas vendidas P

Este ultimo enunciado se refiere acaso mas inmediatamente al cambio
del signo de z, pues que una compra negaliva puede considerarse como
una venta,

Resolviendo ademas la ecuacion de uno de estos enunciados se ha-
llaria evidentemente =12, p——13 . porque la ecuacion reducida se
convertiria en 2°4-30=180, en lugar de 2*—32=180.

Nota. Los dos problemas precedentes ofrecen una nueva confirmacion
del principio establecido en el nim., o9 para los problemas del primer
grado ; y daremos de ellos una demostracion (niim. 99) para toda ecua-
cion del segundo grado con una sola incognita,

TERCER PROBLEMA. Un negociante descuenta dos billetes, el uno de 8776 fr.
pagadero ¢ los 9 meses , el otro de T4SS fr. pagadero d los 8 meses ; paga
por el primero mas que por el sequndo , 1200 fr. Se prequnta el tanto de
interes @ que han debido descontarse?

Solucion. Para hacer mas sencillos los calculos , designemos por z el
interes de 100 fr. por un mes, 6 por 412z el interes de un afio ;92 y 8z
son los intereses de 9 y de 8 meses ; luego 10049z y 100482 repre-
sentan lo que debe ser el capital 100 fr. al cabo de 9 Y de 8 meses. De
modo que para determinar los valores actuales de los dos billetes
de 8776 fr. y 7488 fr. es preciso establecer las proporeiones

877600

100 +100:: : 3
004-92:100::8776 10092

A . 148800 ;
1004-82:100; 7488.m,

espresando los cualro términos de estas proporciones lo que ha pagado

el negociante por cada billete. Luego en virtud del enunciado, se tiene
la ecuacion

877600 748800

100492~ 100+-85 —1200

3
de donde ohservando que Ios dos miembros son divisibles por 400,

2194 1879 e
100492~ 100482

=

: e e e e e
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