Suprimiendo los denominadores y reduciendo se halla

2162°*4-43962=2200;

2198 | 1/ 2200  (2198)*

d =3 . .
¢ donde x 216 216 (216)*

Tiis _ —2198== V 5306404
80 S 216

_ —2198+ V5306404
18 ‘

0 multiplicando por 12, 12

Para obtener el valor 12z con diferencia de 0,01, basta estraer la raiz
cuadrada de 5306404 con diferencia de 0,01, pues esta raiz debe divi-
dirse en seguida por 18.

La raiz cuadrada de 5306404 es 2303, 5 5

—21989303,5

lue —
20 122 s 3

Sk 05,5
Por consiguiente, 12w=-4—;§-=5,86,

—A 5
429;:—“;'25"—:—250,08.

El valor positivo, 12z=5, 86, representa pues el interes huscado.

Por lo que respecta 4 la solucion negativa, no puede considerarse sino

como ligada a la primera por una misma ecuacion del segundo grado. Ea
efecto, si se volviese 4 la ecuacion y se cambiase 2 en —z, se tradu-

ciria con mucha dificultad la nueva ecuacion en un enunciado analogo ]

al del problema propuesto.

Cuarto PRrOBLEMA. Un hombre compra un caballo que vende al cabo de

algun tiempo por 2% doblones. En esta venta pierde tanto por ciento del pre-

cio de compra como le habia costado el caballo, Se pregunta el precio de la |

compra?

Solucion. Sea x el numero de doblones que le costé el caballo; z—24

Bs una espresion de lo que ha perdido. Pero puesto que, segun el enun-

ciado, pierde tantos doblones sobre 100 como unidades hay en &, sobre |
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2
1 doblon , perdera 71%0“, y sobre z doblones pierde ~%0— Se tiene pues
la ecuacion
m!
100 =x—24,

de donde z*—1002=—2400,

2=50 V 2500—2400—=>50=:10.

Luego =60 y 2=40.

Estos dos valores satisfacen igualmente 4 la cuestion.

En efecto, supongamos primeramente que sea 60 el precio de la com-
pra; como 24 es el precio de la venta, 36 sera la pérdida que esperi-
menta el hombre. Por otro lado , en virtud del enunciado debe perder 60
por 100 de 60, es decir los 7160% de 60, 6 604XT60
duce a 36; asi que 60 satisface al enunciado.

Sea ahora 40 el precio de la compra; 16 es la pérdida que esperi-

40
100
mero que se reduce a4 16; de modo que 40 verifica tambien el enunciado.

, hitmero que se re-

menta. Por otra parte, debe perder 40 por 100 de 40, 6 403X , DI~

Discusion general de la ecuacion de segundo grado.

Hasta ahora solo hemos resuelto problemas de segundo grado, cuyos
datos se espresaban por numeros particulares. Pero para hallarse en
estado de resolver problemas generales v de interpretar todos los resul-
tados 4 que se puede llegar atribuyendo 4 los datos valores particulares,
es preciso tomando ofra vez la ecuacion mas general del segundo grado,
examinar las circunstancias que resultan de todas las hipotesis posibles
hechas sobre los coeficientes. Tal es el objeto gue nos proponemos.

97. Pero antes de enfrar en esta discusion, haremos conocer un
hecho analitico que no es al cabo mas que un caso particular de una
proposicion cuya generalidad demostraremos en lo sucesivo para toda
ecuacion de un grado cualquiera de una sola incognita.

=

e

St

e
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Sea la ecuacion general

&*+pr=q, 6 mejor z*~4-pr--g=0,

para la cual se encuentra (ntim. 94)

St Snny Y
L e e e

' ’I_‘ransportemos al primer miembro todos los términos de estas dos
ullimas igualdades , 1o que da

By nL Y an
x+2 7 +4=0, Lokt T‘HI—OE

y multipliquemos estas nuevas igualdades, miembro 4 miembro, obser-
vando que los primeros miembros pueden considerarse el uno como Ja
diferencia, y el otro como la suma de las dos cantidades

L
I+2 Y n =g

2 2
sale @b ) — (P =,

0 reduciendo, 2’ +pz—q=0.

Por donde se ve que el primer miembro de toda ecuacion del sequndo
grado reducida previamente a la forma z*+pr—q=0, es ¢l producto de
dos factores del primer grado en x, que tienen a 2 por parte comun, v
por parte no comun ¢ cada uno de los valores de 2z cambiados de signo;

fie manera que si se designan por &/, 2" estos dos valores, se tiene la
identidad

Ttpr—i= (z—2z) (r—2").

Esta es probablemente la propiedad que ha hecho dar el nombre de
raices & los valores de la incognita (porque obtenidos estos valores se
puede recemporer la ecuacion ).

En general se ilama raiz de una ecuacion & toda espresion numérica 6
algebraica, real 6 imaginaria , que susiituida en lugar de la incognita en
la ccuacion , hace al primer miembro idénticamente igual al sequndo. Esta

— 141 —

palabra se toma aqui en una acepcion diferente de Ja que se le habia
atribuido hasta ahora con relacion a los niimeros.
98. La propiedad precedente puede demostrarse tambien por un me-
dio susceptible de conducir 4 consecuencias muy importantes.
Llamemos @ a una cantidad de naturaleza cualquiera, y dividamos
por z—a el primer miembro de la ecuacion

xpx ~ q=0.
2—a

gk e Rl e
2A-0-4-p

1®, resta......... ~~(a-+p)x—y,
2%, resla —+a*+pa—q.

La division del primer término «* del dividendo por el primer tér-
mino z del divisor da por cociente z, y por 12 resta (a+p) z —¢; la
division del primer término (a-+p) = de esta resta por z, da por nuevo
cociente a+p. v por nueva resta ¢>+pa—q, cantidad independiente
de z.

Sentado esto, si @ es raiz de la ecuacion 2*+pz—qg=0, se liene ne-
cesariamente a*+pa—g=0; de modo que como la 2*. resta de la division
anterior es nula, es exacta la division total, y el primer nidmery de la
ccuacion propuesta es divisible por X—a.

Reciprocamente , si la division de 2’4-px—q por 2—¢ es exacta, sg
tiene necesariamente e¢*+pa—q=0, es decir que ¢ esraiz de la ecuacion.

Como en el caso en que ¢ esraiz, z—a divide exactamente a 2*--px—y,
y da por cociente x-+a—p , reciprocamente z—+a--p divide exactamente
a o*--px+q, vy da por eociente 22—« ; de lo que se puede concluir que
la cantidad — ¢—p es tambien una raiz de la propuesta.

Asi la identidad x*+pr—q=(2—0) (x--a—+p) demuestra la propiedad
del nam. 97.

Hé aqui ahora las consecuencias :

Se acaba de ver que si a es raiz de la ecuacion £*+pr—q=0, —a—p
¢s la segunda raiz de esta ecuacion. :

De modo que, 1°. si se suman las dos cantidades ¢ , —a —p, sale por
resultade —p.

2°. La relacion e*~-pa—q==0 se convierte en esta

4. —a—pj=—(.

Pur donde se ve que en (vda ccuacion del scgund  grado, reducida & la
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forma #*-pa—q=0, el coeficiente p del sequndo término, tomado come
Signo contrario , es iqual & la suma algebrdaica de las raices; y el ultimo
término —q es igual al producto de estas mismas raices.

Esto es por lo demas lo que puede comprobarse directamente sobre
los valores obtenidos en el num. 93.

T oAl
w’:m_z_ V%—+q, xu,_—.—__,g _‘/Jiﬂl_g.

Adicionando estas dos igualdades miembro 4 miembro, se halla

+al=—p;
y multiplicandolas ,

3 5
w’m”=~%~— (pT"H’) el

NotA. Conviene que no se pierda de vista que todas estas propiedades
suponen que la ecuacion ha sido reducida & la forma z*+ pz—¢=0; es
decir, 1°. que se ha dividido toda la ecuacion por el coeficiente de 223

2°. que todos los términos han sido traspuestos y ordenados en el primer
miembro.

Discusion.

99. Tomemos de nuevo la ecuacion general z’--pz=gq, la cual re-
suelta da

2

=i P
x:——'—“i |/ q "‘I" 'T"—.
/A
Para que esta espresion que contiene un radical , pueda valuarse , ya
exactamente , ya por aproximacion , es preciso (num. 85) que la canti-
2
dad sometida al signo radical, es decir q+%, sea positiva, Pero

2
siendo I;; positivo necesariamente , cualquiera que sea el signo de p,

%

se sigue que el de la cantidad ¢ f;— depende principalmente del de g,

0 de la cantidad conocida.
Sentado esto , sea desde luego positivo q.

— i3 —

En cuyo caso la ecuacion es de la forma #*==pr=-}-q ( se ponen aqui
en evidencia los signos de los coeficientes ) :

y se deduce de ellos a::$%i v E—j——f}

Es pues visible que los dos valores de x seran siempre reales y podran

2
determinarse, ya sea exactamente si g 31 es un cuadrado perfecto,

ya con el grado de aproximacion que se desee.

Sin embargo, de estos dos valores el primero serd positivo y respon-
dera directamente a la ecuacion (6 al problema):; porque como el

radical‘/

p : :
q +T es necesariamente mayor que —z— la espresion

P - . : : :
i_q_-;_ V q+T es necesariamente del mismo signo que el radical,
El sequndo valor es por la misma razon esencialmente negativo, pues
que debe tener el mismo signo que el de que esta afectado el radical.
Considerado independientemente de su signo, este valor responde , no

ya a la ecuacion tal como ha sido establecida , sino 4 aquella en que se
hubiere reemplazado @ por z, es decir

T Tpr=q.
Sy
En efecto, esta da a:—.:‘_‘-—g-:*:]/ q-l—%—,

valores que no difieren de los precedentes sino en el signo.

Es notable por otra parte que la misma ecuacion ligue entre si dos
cuestiones cuyos enunciados difieran sin embargo por el sentido
de ciertas condiciones. (Veanse los dos primeros problemos del nf-
mero 96.)

Sea ahora q negativo.

En cuyo caso la ecuacion es de la forma *+ pr——¢q,

y da et s

Para que pueda efectuarse la estraccion de la raiz, es preciso tener

VE
q gt

YR s S e e e e e e e e
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Satisfecha esta condicion, los dos valores son reales.

Ve
4

Como por otro lado — ¢ es numéricamente menor que '%"

se sigue que estos valores son ambos d dos negativos si p es positivo en
la ecuacion , es decir, si esta ecuacion es de la forma z*4-pr=—q.
Siendo ambos ¢ dos positivos si p es negativo, es decir, si Ia ecuacion
es de la forma z*—pxr=—q.
Las propiedades del nim. 98 conducen al mismo resultado. En efeclo
sean ¢ y b las dos raices de la ecuacion de segundo grado

2Hpr=q;
se tiene entre estas raices y los coeficienles las relaciones
a+b=—p, ab=—q.

Sentado esto, sig es positivo en el segundo miembro, y por consi-
guiente negativo en el primero, se sigue que las dos raices son de signos
confrarios , pues que es negativo su producto. Por otra parte , su suma
algebraica es negative 0 pesifiva segun que p es positivo 0 negativo; lo
que significa que de dos raices la mayor numéricamente es de signo con-
trario al coeficiente p.

Si por el confrario ¢ es negativo en el segundo miembro , y por consi-
guiente positivo en el primero, como el producto de las dos raices es
entonces positivo , es preciso necesariamente que sean del mismo signo,
a saber : ambas a dos negativas cuando p es posilivo, y ambas a dos
positivas cuando p es negativo.

400. El caso en que las dos raices son positivas merece una alencion
particular.
Siendo entonces la ecuacion de Ia forma

r—pr=—q,
se convierte , por un simple camhio de signo, en
pr—a'=q, 6 2(p - 2\=¢,
y puede considerarse como la traduccion algebraica de este problema :
Dawidir un mimero dado p en dos partes cuyo producto sea iqual é oo

nimero dado q (se suponen aqui p y ¢ niumeros absolutos.)
En efecto , como x designa una de las partes, p—z esla espresion
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de la otra parte, y 2(p—2) la i g i
Lol j’gia[(f’: = ) la espresion de su producto, que , por hipd-

Sentado esto, como la ecuacion es siempre la misma , va se designe
por z la parte mayor ya la menor, se sigue que no debe dar una de las
part_es mas bien que la otra; debe pues darlas ambas 4 la vez. Esto
espi.lca porqué admite la ecuacion dos soluciones directas. :

Sin emba:.’go » Para que sean reales los dos valores de x, es decir para
{ue sea posible el problema, es preciso tener J

Vo
q e

: Yen efectlo , Sean ]z_is que quieran las dos partes buscadas , Se puede
siempre designar su diferencia por d; y como su suma es p, se tendra
(nGm. 4) para las espresiones de estas dos partes,

p d
DR R

cantidad esencialmente menor que i » 4. ménos de suponer d=0; en

. ‘s E
Cuyo caso son.iguales ambas partes, y su producto es ——-I; . Es pues ab-
/

surdo exigir que el producto que se habia por otro lado representado
a
por g, sea mayor que—%—.
De aqui resulta esta consecuencia :

El mayor producto que se puede oblener descomponiendo un nimero
absoluto en dos partes, y multiplicando estas dos partes entre si es el
cuadrado de la mitad del mimero.

Sea por ejemplo 56 el nimero que se ha de dividir :
Se tiene

56=30-4-20, y 36:X20="120;
56=314-25, y :
56=29--27, y 203(27=

¥

56=28-1-28,




i i fes, mayor
Se ve aqui que cnanto menor es la diferencia de I[a; dnz ?:;ae;es ol
es su producto ; llegando este a su mdaimum cuando son 1g
partes.

Examen de algunos casos particularess

101. 10, Si cuando g es negativo , es decir cuand_n la ecuacion efiudgﬁ
la forl‘;la a.:LHJw_—_ — g (siendo p de un signo cualquiera) se pone ¢ 1g

2

1 7 s de z se hace nulo,y
a ”'i—, el radmal‘/l;———q de los dos valore

; P
estos valores se reducen ambos a x= g9

Se dice entonces que son iguales las dos raices. 2

14
. ; lla ¢ por —
Ei: efecto, si se sube 4 la ecuacion , y se reemplaza en elia g por =

D e saca
§¢ convierle en 2’ H-pr—— TR de donde 8

P St =0
=0, 0 (a:—l-? !
4

2-Hpr-—-
- es iquales.
En este caso el primer miembro es el producto de do§ factg; es}a gecua_
Se puede pues decir tambien que son iguales las rdicezan e
cion, pues entonces los dos factores igualados a cero
bl
valor para 2. L
2°. Si en la ecuacion general ax*—-paz=—¢ Se supone g=u,
valores de  se reducen &

: Poii P spemeitag
=— %—+—%—, ox=0, ya r=—5 5> 0 x=—p

| . . 2 1 — 6
Y en efecto la ecuacion entonces es de la forma‘ @ éj;c-;-o ,Ya
z(z4-p)=0, ecuacion que se puede verificar , ya popien =0,
x+p=0, de donde x=—>p. i
33’). Si ’en la ecnacion general z’-4-pa=q, se supone p=0,

L S
2*—yq , de donde z==LV ¢; _ : S
es dgcjir que en este caso los dos valores de a son 1gu.alea y de signos
trarios , reales si g es positivo , é imaginarios su neganvo.
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La ecuacion vuelve 4 entrar en Ia clase de

las ecuaciones de dos (ér-
minos (nam. 93.)

4°. Supongamos a Ia vez p=0, ¢=0;

la ecuacion se convierte en 2°=0, y de para z dos valores nulos,

#02. Nos resta examinar un caso singular que se encuentra muchas
veces en las aplicaciones , particularmente en la qeometria analitica.
Para esto es preciso volver 4 tomar la ecuacion ax’4ha=e.

Ve
Resuelfa, esta ecuacion da x— . b_»}_—{mc

% 2

Supongamos ahora que, con arreglo & una hipétesis particular hecha
sobre los datos de la cuestion, se tenga a=0;

i 0
L i o T ?
. : —b V3 £
la espresion de « se convierte en 2= , de donde

El segundo valor se presenta bajo la forma del infinito, y puede mi-

rarse como una respuesta si la cuestion propuesta puede admitir solu-
ciones de esta clase (nim. 72.)

. ’ 0 ; :
En cuanto a la primera o * &8 preciso ver de interpretarla.
Si nos remontamos ante todo 4 la ecuacion » 8e ve que la hipotesis
c : . :
a=0 la reduce a bz=c; de donde z= > espresion finita y determinada

que debe mirarse en el caso actual como la que representa el verdadera
0
valor de —,

Ahora bien, este valor —g— puede deducirse de la espresion

—bt V 0'-lac.
2a ?

por medio de una transformacion conveniente. A este efecto multipli-
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quemos ambos terminos de esta espresion por —b— V b-dac ; ¥ se
conyierte en

2 . —Adac
7 (0]

= 3 :

2a (—b— () 9 (—bh— Vv b*—{-ﬂaT

6 suprimiendo el factor 2a comun 4 los dos terminos,

—9¢
R

Sin embargo , la hipdtesis ¢=0, introducida en esta Gltima espresion

—2¢ c ;
—— , 0 - allado arriba.
=7 6 5 resultado h

(Esta transformacion ha tenido por objeto hac_er resaltar en ambos
términos el factor @ cuya presencia habia reducido la espresion a la

la reduce a -

forma g
)

Supongase a la vez =0, b==0. Los dos valores de # toman ambos
0
la forma o

Si nos remontamos pues 4 la ecuacion misma, se reconoce queé QI.iB.da
reducida 4 c=0, y que no puede ser satisfecha por ningun valor finito

de «, miéntras ¢ no sea nulo.
Pero digo que en este caso son infinifos los dos valores de z.

2 —b+ V b*+hac .

En efecto como el primero, &= e
e 0 e

se reduce desde Iuego a - por la hipotesis a=0,

se convierte en _%_ cuando se le une la hipotesis b=0.

—b— v bhac
Por lo que toca al segundo T— 5 5

ciendo esperimentar a esta espresion la misma transformacion que &
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Ia primera, es decir, multiplicando ambos términos por —b+4- V b*—4ac ,

Yy suprimiendo en seguida el factor 2¢ comun 4 los dos términos, se la
cambia en esta :

—2¢
—b+ VPt hae

espresion que se reduce tambien 4 ——Qoi, por la doble hipétesis a=0,
b=0.
En fin, cuando se supone al mismo tiempo a=0, b=0, ¢=0, los dos

0
valores de z se presentan bajo la formo K sin que pueda transfor-

r

macion alguna conducir 4 valores determinados de z. Y en efecto,
como la ecuacion se reduce entonces a 0=0, es del todo indetermi-
nada.

Liste es el Gnico caso de indeterminacion que presenta la ecuacion del
segundo grado.

Se puede llegar a las consecuencias precedentes por medio de un
analisis mucho mas simple, que tendra por otra parte la ventaja de
aplicarse en lo sucesivo 4 ecuaciones de cualquier grado.

Volvamos a la ecuacion ax’+br—c,

¥ pongamos

b Pheais
resulta %-{——J:c, 0 bien ¢y -by—a—0

(suprimiendo los denominadores y trasponiendo).
Sentado esto, sea primeramentie ¢=0 ; esta ltima ecuacion se con-
vierte en

cy*—by=0,
i
y da dos valores, =0, y=?.

Sustituyendo estos valores en la relacion ac=_j_~, se deduce de ellos

T e T

D e

ol




