Seaeniiesse s

resulta y=26—x—2¢, 0 bien y=26—bt.

Si se considera el segundo valor, se ve en seguida que z debe
ser un multiplo de 3, lo que da 2=3¢, de donde resulta tambien
y=—26—2z+t, 0 y=26—b5t.

Estas dos formulas manifiestan que.¢ debe ser positivo y no puede

W e : 8
tener un valor mayor que —- , 6 5 — si se quieren obtener soluciones

5 5

positivas para € .

Sea, pues, =0, A1, 3, 4, 5
resulta x—10, 3, 9, 12, 15,
y=26, 21, 15 76,

De modo que se puede satisfacer a la cuestion de seis modos dife-
rentes, a saber : con 26 piezas de 3 fr. sin ninguna pieza de 5 fr.;
con 21 piezas de 3 fr. y 3 piezas de 5 fr.; con 16 piezas de 3 fr. y 6
de 5; y asi sucesivamente. -

Nora. Hagase en ambas formulas, (=6 ; sale =18, y——=4; lo que
significaria que si por una parte se dan 418 piezas de 5 fr., es preciso
que se reciban en cambio 4 piezas de 3 fr., para que se efectue el pago

_con estas dos especies de moneda.

Se halla en efecto 5X18—3¢4=90—12=T78.

De modo que valores positivos para z, y negativos para y, O
reciprocamente,, darian tambien soluciones de la cuestion, en el sen-
tido de que se verificase el pago mediante un cambio de piezas de 5 fr.
y de 3 fr,

TERCER PROBLEMA. Hallar un nimero que dividido por 39 dé la resta 16,
y dividido por 56 la resta 217,

Sea N el numero buscado. Llamemos ademas z € y los cocientes
enteros de N dividido sucesivamente por 39 y 56. Se tienen las dos
ecuaciones

: N=392+16 y N=36y--27;
lo que da : 39z4-16= 56y-+27,
¢, reduciendo (1) 392— 56y =14.

La cuestion queda pues reducida a resolver esta ecuacion en numeros
enteros,
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Se deduce de ella _D6y-A1 L ATy+e
ST L

o] bien, : a::Qy—-— (9293-;’11) :Qy 11 (gjé—-i) :

(Se toma aqui el cociente por esceso ; porque se advierte que el
factor 11 puede ponerse en evidencia en el numerador de la fraccion.)
11(2y—1)

Como en la espresion T T el factor 11 es primero con 39,

para que esfa espresion sea un niimero entero es preciso y basta que
2y—1 sea divisible por 39.

2y—1

Supongamos, pues, g0

‘resulta

(2) 2y—39 =1,

Y por consiguiente r=2y—11¢.

39441 ’
y:—-——-—-+ —19¢{-}-

La ecuacion (2) da
2

+1 T
5> Suponiendo

-

—+1

—2-=z*, se obtiene la ecuacion t=2¢—1 ;

y=19¢+t, de donde y=391'—19.

Trasportando este valor de yy el de ¢ & la espresion de @, se ha-

!lar;:a #=561—21. Pero es inutil esta sustitucion; porque como N es Ia
Incognita principal del problema (2 é ¥ N0 son aqui mas que sneognitas
tjzua:iliares) y se tiene N=56y-+-27, basta reemplazar en esta ecuacion
ay porsu valor; lo que da

N=56(39¢—19)-+-27, ¢ reduciendo , N=2184¢—1037.

Se reconace con la simple inspeccion de esta formula, que ¢ puede
ten.er un valor positivo cualquiera ; pero no puede ser negativo si se
quiere que N sea positivo.

Sea =1 ; resulta N=2184—1037=1147.

Este nlimero 1147 es el menor de todos los niimeros enteros positivos
susceptibles de satisfacer al enunciado.




Observemos por ofra parte que desde el momento en que se ha
reconocido que 1147 satisface al enunciado, se esta cierto de que todos
los demas valores de N que corresponden & £=2, 3, 4..., lo satisfacen
igualmente. En efecto, en la formula N—2184¢—1037, como el ni-
mero 2184 es igual & 39)X56, las hipdtesis =2, 3, 4,... daran para
N multiplos de 2184, 6 de 39 y de 56, aumentados en 1147 ; de donde
se sigue que estos valores de N, divididos respectivamente por 39 y 56,
deben dar las mismas restas que 1147.

Nota. Los artificios de calculo 4 que hemos recurrido en la reso=
lucion de las cuestiones precedentes, abrevian mucho la determinacion

de los valores de x y de y; pero suponen mucha practica, razon por la |

cual nunca recomendaremes hastante su uso.

128. Si se comparan las formulas propias para dar todos los sistemas
de valores de  y de y en las diversas cuestiones que hemos tratado
hasta ahora, con las ecuaciones de estos problemas, se puede reconocer -
ficilmente que gozan de la siguiente propiedad comun :

cientes de la indeterminade que entra en estas formulas son reciproca- =
mente los mismos (con diferencia del signo en uno de ellos) que los

o

coeficientes de que estdn afectadus las incognitas X ¢ vy en la ecuacion

~ . . -7
propuesta ; es decir que en el valor de z, el coeficiente de la indeter==8

minada es igual al coeficiente de que esta afectada'y en la ecuacion , y en =
el valor de y el coficiente de la indeterminada es igual al cocficiente &
de x en la ecuacion, tomado como signo contrario O reciprocamente (en
cuanto 4 los signos de ambos coeficientes ).

Para dar de esta propiedad una demostracion enteramente indepen- =

diente del método que se ha seguido, tomemos otra vez la ecuacion
general : ;
(1) ax-+by=c;

y supongamos que por un medio cualquiera se haya encontrado

‘y:;@, LrT=u,

-

para una primera solucion en nameros enteros (positivos 0 negativos);

digo que todas las demas soluciones se hallan comprendidas en las dos
forinulas :
y=p-+at |
x=a—bt [

0 bien {
ks

en que ¢ designa un nimero entero completamente arbitrario.

Los coefi-

iy

T s

5

K |
3
o

i
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En efecto, pues que = y ¢ forman un sistema de valores de

: : ) xz y de
en numeros enteros; se tiene la igualdad i

(2) au-l—bﬁ:c,

Restando esta igualdad , miembro 4 miembro, de la ecuacion (1), lo
cual equivale 4 poner por ¢ su valor a«}-bg=c, se obtiene

®) A(z—a)+b (y—f)=c,

ecuacion que puede reemplazar claramente 4 1a propuesta.
La ecuacion pues se convierte en esta :

__biy—p)
3

ey
a

Yy para que el _valor de x correspondiente 4 uno entero de y sea tambien
enrtero es preciso y basta que b(y—g) sea divisible por a; pero se sabe
(nam. 122) que los coeficientes ¢ y b son primeros en)tre si (de otro
modo no se resolveria la ecuacion en nimeros enteros); luego en

virtud del principio establecido en aritméti :
: wlimelica, €s pPreciso 2
y— £ sea-un miltiplo de a. el Y basta que

Supengamos pues

—p=al
resulta : 5

&—o=——pt;

y de estas dos ecuaciones se deduce evidentemente
y:,g—‘—aﬂ, x=u—1Ul,

_Como el signo de ¢ es completamente indeterminado, puede cam-
biarse ¢ en — ¢ en estas formulas, lo que da igualmente

y=p—at, x=u-bt.

Es facil reconocer que, cualquiera que sea el valor de ¢ en nfi-
meros enteros, los valores y=—g-taf, x=«—1bt satisfacen & la pro-
puesta.

En efecto, si se los sustituye en esta ecuacion, se encuentra
a{e—bl)+-(f+at)=c, ¢ reduciendo, aetbg=c, igualdad comprobada
Pues que « y g forman por hipétesis una solucion de la propuesta. ,
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429, Consecuencia. Si en las formulas
y=F-+at, x=+—0t,
se hace sucesivamente
1=0,1, 2, 3, 4,...,yt=—1, =2, —3,..4

se convierten en

y=p, f+0e, 24+2a, +43a,..., } { y=p£—a, g—20y f—30y..
a=u, «—b, =—2b, «—3D,..., =up+b, o+42b, 24-3b..oy

Por 1o que se ve que todas las soluciones enteras de la propuesta
positivas 6 negativas. forman dos progresiones por diferencia; euys raxg

es para los valores X, el coeficiente de que se halla afectado y en la coud=

¢ion, y para los valores de y ¢l cocficiente de que se halla afectado X enl
misma.

~ 450, OtrO METODO para resolver la ecuacion

ax4-by=c.

Segun lo que qued6 demostrado en el numero 129, toda la dificultad

para resolver completamente esta ecuacion consiste en hallar unae sol

cion , pues que se obtienen.en seguida todas las demas por medio de
las formulas ;

y=p-+at, x—o—bt.

Se puede, pues, obtener siempre una solucion fundandose-en Ilass
propiedades elementales de las fracciones confinuas.
En efecto, supongamos primeramente que sea la ecuacion

(1) ax—by=c,

en que ¢ y b son dos numeros absolutos, aunque ¢ puede ser positivd%
0 negativo. i

-3

: : : (g =
Convirtamos en fraccion continua la fraccion 5 quedebe ser irre-

dacible (numero 122), y formemos las reducidas consecutivas.
La ultima sera %; si se llama %~ 4 la penultima, se obtendra, coﬁﬂ
arreglo 4 las propiedades conocidas, la relacion F
axXm'—bXm==1; I
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4 saber : 41 si la reducida —g—- es de orden par, y —1 si de impar.

Admitamos por un momento que sea de lugar par; resulta la igualdad

conocida. . . - . . .
multipliquemos estos dos miembros por ¢;

aXm —bXm =-+1;

aXme—bxXme=c,

resultado que no difiere de la ecuacion ax—by=c,

sino en que x € y estan reemplazadas por m'c y me.
Luego z=m'c, y—me forman una solucion de la ecuacion.

Si la reducida —:— es de orden impar, se tiene axXm'—bxXm=—1; de

donde multiplicando por —c¢, aX(—m'c) —bX(—me) =c.
Comparando esta igualdad conocida con la ecuacion az—by=c, se
concluye con z——m'c, y=—me, por solucion.

Si la ecuacion es de la forma
es decir, si los coeficientes ¢ y & son
del mismo signo , se la puede modifi-
car y escribir asi. . .

az+by=c,

ax—bX(—y)=c.

Y entonces formando como antes la
igualdad
O bien esta otra
se podra concluir que

aXm/c—b)me=¢,
aX (—m'e)—bX(me)=e ,

y=—mc, 0

a=—mn'¢c, y=mc , forman una solucion de la ecuacion.

De modo que sea la que quiera la ecuacion propuesta se puede
siempre, por medio de las fracciones continuas, obtener una primerae
solucion de esta ecuacion ; v las formulas y—pg+-at, x==«—0bt, dan en
seguida todas las demas.

151. Apliquemos este método & la ecuacion siguiente :
292117y =250.

29 : s : :
..2 fraccion T convertida en fraccion continua da para las reducidas

; 1 2 B
consecutivas, -, — “g,'ﬁ

el TR 17 °

De donde resulta la igualdad 29XT—17X12—=—1.




(Aqui la reducida —?3— es de orden impar.)
Multipliquemos ambos miembros de esta igualdad por —250+ saldré
29X (—1750)—17X (—-3000)=250 ;
pero la propuesta puede escribirse asi :
20X x—1TX(—Yy)=230;
por donde se ve que , z=—41750, y=3000, forman una solucion.

; : y= 3000--29¢;
Las formulas se convierten entonces en { e ATE0—ATE.

Si no se quiere tener cuenta mas que con las soluciones en ni-
meros enteros y positivos, es preciso suponer 4 ¢ negativo; de
esta manera cambiando el signo de ¢, se obtiene y=3000 —29¢,
&=—1750--17¢; y es evidente que los valores de x y de y no seran po-
sitivos sino en tanto que se fenga

[ 1 ATS0.
AT

de donde

17t>1750,
{ 20¢<3000, 3000

13
29

Luego ¢=103 es el Unico valor de la indeterminada que hace posi=
fivos a z é y.

1
0 efectuando las divisiones t>i{}21—g—, pero <103

Para ¢=103, se halla x=1, y=13, valores que sustituidos en la

ecuacion dan
29%1-4-117X18=29-4-221=250.

Se ve pues con que precision da todas las soluciones de la ecuacion =

el método precedente.

132. En algunas circunstancias se puede obtener la primera solucion &

: v .G : ]
sin necesidad de conyertir =5 o fraccion continua.

1°. Si uno de los coeficientes a y b es un submaltiplo exacto de la can- =

tidad ya conocida ¢, la ecuacion da en el acto dicha solucion,

Sea por ejemplo la ecuacion 5ax4-3y="18 ; el coeficiente 3 divide &4 78
y da por cociente 26.

Luego si se pone =0 y y=26 queda satisfecha Ia ecuacion ; porque
se convierte en 5 X0-+3X26==78 ; las oftras soluciones se hallan con

x=3f ,

reclo 4 las fo 1 {
arreglo a las formulas =26 51,

Sea aun la ecuacion 122-1-35y=156.

Como 156 es divisible por 12 y da 43'por cociente, se sigue que
y=0, =13, forman la primera solucion ; y se tiene para formulas
relativas 4 la ecuacion propuesta,

x=13—351, y=12t,

2°. Siempre que por la inspeccion de la ecuacion se conoce que la
suma 6 la diferencia de los coeficientes a y b, multiplicados res-
pectivamente por dos niimeros enteros convenientes, da un submil=

tiplo del segundo miembro , se obtiene tambien en el acto la primera
solacion.

Sea por ejemplo la ecuacion ,
Como haciendo
se encuentra

25x—16y==12,
ﬂ?=c2, y=3 "
2X2—16X3=2,

multiplicamos ambos miembros de esta igualdad evidente por 6, co-
ciente de 12 por 2; y sale 25X12—16X18=12 ;

lo que prueba que z=12, y=18, satisfacen 4 la propuesta ;

de donde las dos formulas son 2=12--16¢, y=18-+-25¢.

Sea tambien la ecuacion
queda evidentemente satisfecha por
De modo que las férmulas generales son

132—A4Ty=0;
.fﬂ:O, y..—_'o,
x=4Tt, y=—13L.

Por lo demas estos medios de hallar 1a primera solucion no son sino
medios aplicables & ciertas ecuaciones, miéntras que-la conversion en
fraccion continua es un medio seguro de conseguirlo.

Aconsejamos 4 los principiantes que se ejerciten igualmente en los

métodos que hemos espuesto » ¥ que son los mas simples de todos los
conocidos.

135. A 1a sola inspeccion de los signos de la ecuacion

Lrby==c,
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se reconoce si el nmimero de las soluciones en ntimeros enleros Y posi-
tivos es limitado O infinito.

1°. Cuando b es positivo (puede siempre suponerse tal 4 a), el namero
de las soluciones es limitado.

—b
En efecto, de la propuesta se deduce z— ¢ = y :

Pero si ¢ es negativo, sea el que se quiera el valor positivo que se
dé a y, sera negativo el valor correspondiente de x; de suerle que en
este caso la ecuacion no admite solucion alguna.

Si ¢ es positivo, no se pueden dar 4 y valores positivos mayores

que —%: de 1o contrario seria x negativo; por otra parte al mayor valor

de y corresponde el menor para x, y reciprocamente : luego, elc.
20, Cuando b es negativo, sea el que quiera el signo de ¢ el namero
de las soluciones es ilimitado.

En efecto , las formulas F=a—1bt, y=Ff+at

se convierten, puesto en evidencia el signo de b, en
{ r=—x—}-Bt,
Yy—p-t-at.

En el caso mas desfavorable, pues, en que =y £ son dos niimeros
negativos, basta, para que sean positivos z & 1, suponer a ¢ valores

o B
positivos , numéricamente mayores que los de e De modo que

se pueden dar & ¢ valores enteros cualesquiera sobre los de los dos
cocientes.

154. En la hipotesis de que sean positivos 4 la vez a, b, ¢, se pueden
siempre fijar los limites dentro de los cuales deben comprenderse 1gs
valores de la indeterminada.

Para ello, en las dos formulas que son enténces

y=Ff+at, x—o—bt,

basta suponer las desigualdades f-+at>0, «—bt>0,

de donde se deduce (nim, 105) {>— —f;«, pero t<—;:--
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Cuando no se concilian estas dos desigualdades
que la ecuacion no admite ninguna
tivos ; pero si

5 €5 una prueba de
solucion en mimeros enteros Y posi=
se concilian, el niimero de los valores enteros que se

24

pueden atribuir a ¢ entre ambos limites — ——, espresa el mimero
a

total de las soluciones.

NoTa. Como Ia diferencia entre el limite superior —Z— ¥ el infer

—

8 aetbz , ¢ e < :
s o 0 e (a causa de la relacion ar+bg=¢c), se sigue

que ‘a% 6 g1 (q espresa la parte entera del cociente de ¢ por ab) es

el MAXINUK del nimero total de las soluciones.

§ D. DE LAS EcnAcioNgs v PROBLEMAS DE TRES O MAS INCOGNITAS.

135. Consideremos primeramente el caso de
meognitas,

Sea por prinier ejemplo el sistema de las dos ecuaciones

dos ecuaciones con tres

(1) So+-hy4- z=272,
3] 8-+ 9y-4-3z— 656,

en una de las cuales la incognita z

igual 4 la unidad.
Comencemo - por eliminar z.
Multipliquemos al efecto la

Segunda del resultado; sale

se halla afectada de un coeficiente

primera ecuacion por 3, ¥ restemos la

(6)) 72-+3y=160,

ecuacion que puede reemplazar 4 la ecuacion (2).

Aplicando 4 la ecuacion (3) el primer método, se encuentran [as

dos formulas i = 1-3t }
y=5147¢ §*

T. 1.




