CAPITULO V.

¥ORMACION DE LAS POTENCIAS ¥ ESTRACCION DE RAICES DE UN GRADO CUALQUIERA,

Introduccion. Asi como la resolacion de las ecuaciones del segundo
grado supone conocidos los procedimientos de la estraccion de la raiz
cuadrada, asi tambien la resolucion de las ecuaciones del tercero,
cuarto grado, exige que se sepa estraer la raiz tercera, cuarta
de una cantidad, ya sea numérica, ya algebraica. (Véase el num. 2
para la definicion de las voces pofencia y reiz.)

La elevacion a potencias, la estraccion de las raices de grado cual-
quiera y el calculo de los radicales seran el objeto principal de este
nuevo capitulo, que con el primero y una parte del tercero, constituye
el todo de las operaciones que puede ofrecerse efectuar sobre numeros
espresados algebraicamente.

Aunque puede obtenerse una potencia cualquiera de un numero
segun las reglas de la multiplicacion, ya sea aritmélica ya algebraica,
sin embargo, la formacion de dicha potencia se halla sujeta a una ley

que es preciso conocer cuando se quiere pasar de la polencia & la raiz.

Pero como la ley de composicion del cuadrado de una cantidad nu-

mérica ¢ algebraica estd fundada (nim. 86) sobre la espresion del

cuadrado de un binomio, asi tambien la ley relativa 4 una potencia
de grado cualquiera se deduce de la espresion de una potencia del
mismo grado de un binomio. Por la determinacion del desarrollo de

una potencia cualquiera de un binomio debemos, pues, empezar esta
nueva teoria. s

§ I. BINOMIO DE NEWTON, Y CONSECUENCIAS QUE SE DERIVAN DE EL.

145. Introduccion. Si se efectua el producto de muchos binomios
iguales 2+, se llega a los resultados siguientes :

(z+a'=2+a,

(x4-aP=2"42ax-+-a®,
(z+aP=z+3ax+3a’z+a’,
(z-+a=a"+har’ 60’ 2*+Aar--a',
(z+af=2"+5ax'-+10a>2°+10a" 2250t x+-as.

Echando una ojeada a estos diferentes desarrollos se reconoce facil-
mente una ley segun la cual proceden en cuanto a los esponentes de
v de a; pero no sucede lo mismo con los coeficientes. Sin embargo ,
Newton llego 4 descubrir una por cuyo medio, dado el grado de una
potencia de un binomio, puede formarse esta potencia sin necesidad de
pasar antes por todas las potencias inferiores. No ha dejado vestigio
alguno de los razonamientos que pudieran conducirle 4 dicha ley; pero
posteriormente se ha demostrado de una manera rigorosa su exis-
tencia. De todas las demostraciones conocidas la mas elemental es la
fundada sobre la teoria de las combinaciones. Sin embargo, como aun
esta es bastante complicada, comenzaremos por simplificar su espo-
sicion para resolver algunos problemas relativos a las combina-
ciones; de donde sera facil en seguida deducir el desarrollo de una
potencia cualquiera de un binomio, 0 en otros términos, la formula
del binomgo.

Teoria de las combinaciones.

444, Vimos ya (naim. 16) que el producto de un nimero n de fac-
tores @, b, ¢, d,..., no cambia, cualquiera que sea el orden en que se
efectiie su multiplicacion. Supongamos, pues, que se quiera deter-
minar el numero total de las maneras con que estas diferentes letras
pueden disponerse unas detras de las otras. Los resultados que corres-
ponden 4 cada disposicion que se hace esperimentar a estas letras se
llaman permulaciones.

Asi es como dos letras, ¢ y b dan un producto unico ab, aunque
suministran 1as dos permutaciones ab y ba.
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Del mismo. modo las tres letras a, b, ¢, dan un producto tnico abe,
aunque su_mmistran las seis permutaciones abe, ach, cab, bac, bea, cha,
Y asi sucesivamente. :

Sea ahora un nimero m de letras a, b, ¢, d, e,...; si se colocan las
unas detra}s de las otras, 242, 343, 444,..., de todos los modos po-
sibles, cuidando, sin embargo, que en cada resultado el niimero de
]{;\s letras sea menor que el de las letras dadas, se puede pedir la espre-
sion del nimero total de los resultados que se obtienen asi. Estos resul-
tado's son lo que se llaman combinaciones.

Asi, ab, ac, ad,..., ba, be, bd,..., ca, ¢b, cd,..., son combinaciones 2 4 9
de las m letras. ;

.lgualmente, abe , abd,...., bac, bad,...., acb, acd,...., son combina
ciones 3 a 3.

En fin cuando se disponen de este modo las letras; 2 a 2, 3 a 3,
4a4,..., puede exigirse que dos cualesquiera de los resultados que se
fqrman no se hallen compuestos de las mismas letras, es decir que
d]ﬁeE‘an entre si al ménos por una de ellas ; pudiéndose pedir entonces
el numero total de los resultados que se obtienen de esta manera, En
este caso los resultados toman el nombre de productos avversos.

-A§I, ab, ac, be, ad, bd, son preductos 2 a 2, enferamente
dlstmtqs los unos de los otros, pues que dos cualesquiera de los resul-
tados dlﬁeren al menos por una de las letras.

Del. mismo mode , abe, abd acd, bed, son productos 3 4 3

Existe, pues, una diferencia esencial en la sigrificacion de las pala-
bras permutacion, combinacion y producto.

‘1“. §e da el nombre de PERMUTACIONES & los resultados que se obtienen
dzspomend? las unas detras de las otras, y en todas las maneras posibles
en una misma linea, un nimero determinado de letras, de suerte qu;
eniren todas en cada resultado, y que cada una entre solo una vez.

.2“. E_l nombre de COMBINACIONES se aplica d los resultados que se oblienen
d@spﬂm‘endo Z‘as unas detras de las otras, de todos los modos posibles, en
:;;ﬁgﬁiﬁnea, 242,343,444....n 4 n, un namero m de letras,

SI.['I embargo, se puede suponer n=m ; en cuyo caso se convierten
en simples permutaciones las colocaciones » a n.

3°. En fin llamanse propucTos los grupos de combinaciones, que difieren
enlre si al ménos por una de las letras que entran en ellos. ;

Importa que los discipulos se penetren bien de estas definiciones , para
entender la resolucion de los problemas siguientes, :

145. PRIMER PROBLEMA. Deferminar el nimero total de las PERMUTA~
.- GIONES de que n letras son susceptibles.

g;
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Las dos letras ¢ y b dan evidentemente desde luego las dos permu-
taciones ab y ba. Asi el mimero de las permutaciones de dos letras es 2,
01X2.

Sean ahora 3 letras, a, b, ¢. Pongamos aparte una cualquiera de
estas letras, ¢, por ejemplo, y escribamos & la derecha de las dos
colocaciones ab y ba que dan las otras dos, la letra ¢; resultaran
las dos permutaciones de tres letras, abc, bac. Pero como se puede
de esta manera poner aparte cada una de las tres letras, se sigue
que el nimero total de las permutaciones de tres letras es igual a 2X3,
01X2XX3.

En general sea un numero = de letras, a, b, ¢, d...., Y SUpONgamos
ya conocido el numero total de los permutaciones de (n—1) letras, ni-
mero que designaremos por Q. :

Consideremos aparte una de las n letras , y escribamosla 4 la derecha
de cadaunade las Q per mutaciones que dan las otras (n—1) letras; y re-
sultan Q permutaciones de n letras, terminadas por la letra que se
habia aislado al principio. Ahora bien ; como de este modo se puede
poner aparte cada una de las n letras, se sigue que el nimero total de
las permutaciones de n letras es igual 4.... QXn

Sea m=2; Q designa enténces el namero de las permutaciones
que puede dar una sola letra ; luego Q—=1, y sale, en este caso par-
ticular,

QXn=1X2.

Sea n=3; ( espresa entonces el namero de las permutaciones de
(8—1), 0 de 2 letras, y es igual a 1X2.

Asi, QXn—1X2X3.

Sea n—4; ) designa, en este caso, el numero de las permutaciones
de 3 letras, y es igual a 1)X2X3. Luego

QXn=1X2X3X4.

Se ve, pues, que la formula Q)Xn encierra todos los casos particu-
Jares del problema propuesto. De modo que recordando de nueyo
Jos razonamientos anteriores puede resolverse inmediatamente el caso
general , salvo deducir de ellos en seguida todos los casos particu=-

Jares.

146. SEGUNDO PROBLEMA. Dado un mimero m de letras a, b, ¢, d....
determinar el nimero total de las combinaciones 0 G n, que se pueden for=
mar con estas m letras , suponiendo ¢ M mayor que n, UNIVERSIDAD DE MUEVO LEOR
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Para resolver al instante esta cuestion general , supongamos ya cono-
cido el ntimero total de las combinaciones (n—1) & (n—1) que se pueden
hacer con las m letras; y designemos este numero por P.

Considerando una cualquiera de estas combinaciones, escribamos a
su derecha cada una de las letras que no entran en ella y cuyo nimero
es necesariamente m—(n—1) 6 (m—n--1); es evidente que se formara
de este modo un niimero (m—n-1) de combinaciones de n letras, dife-
rentes todas entre si por la ultima letra.

Consideremos una nueva combinacion de (n—1) letras, y escribamos
4 su derecha las (m—n-1) letras que no forman parte de ella; obten-
dremos tambien un nimero (m—n--1) de combinaciones de n letras,
que se diferenciaran todas entre si y de las precedente al ménos por la
disposicion de una de las (n—1) primeras letras. Como por otra parte

se puede considerar aisladamente cada una de las P combinaciones

(n—1) 4 (n—1), y escribir sucesivamente 4 su derecha las otras
(m—n-1) letras, se sigue que el nimero tolal de combinaciones de
m letras n 4 » esta espresado por P (m—n-+1).

Se quieren ahora hallar como casos particulares, los numeros Ide
combinaciones de m letras, 2 42,343, 44 4.7

Hagamos n—2, de donde m-—n—+1=m—1; P espresa en este caso
el nimero total de las combinaciones (2—1) 4 (2—1), 01 a1,y es por
consiguiente , igual & m ;
luego la formula se convierte en m(m—i).

Sea n=—3, de donde m—n+1—m—2; P espresa entonces el numero
de las combinaciones 3 4 3, ¢ es igual 4 m(m—1) (m—2) ; luego la for-
mula se convierte en m(m—1) (m —2) , y asi sucesivamente.

NoTa. Segun el modo con que han sido deducidos de la formula
general P (m—n-1) los casos particulares, puede concluirse que esta
formula, desarrollada, se convierte en

m(m—1) (m—-—‘ﬂ) (m—3)

es decir que se compone del producto de los n nmumeros conseculivos,

decreciendo desde m inclusive haste m—({p—1) 6 (m—n--1) tambien ="

clusive.
Por otra parte es facil deducir de esta formula desarrollada la del
nimero precedente, es decir el valor de QXn tambien desarrolladas.
Fn efecto, vimos (nimero 144) que las combinaciones se convier-
{en en permutaciones cuando se supone el numero de las lefras que
entran en cada combinacion igual al numero total de las letras consi=

deradas.
Asi para pasar del namero total de las combinaciones de m lefras
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n an, al nimero de permutaciones de n letras no hay mas que lhacer
en el desarrollo anlerior, m=n; lo que da

n(n—1) (n—2) (n—3)....4.

Invirtiendo el drden de los factores y observando que por ser el

ultimo de ellos 1, el penallimo es 2, el precedente 3... se obliene, para
el desarrollo de QXn,

esp?'esmn cuyos factores no son otra cosa que los nimeros enteros conse-
cutivos, comprendidos desde 1 inclusive hasta n tnclusive.

_147. TERCER PROBLEMA. Determinar el nimero ftofal de los productos
dzﬁzrer_ates que se pueden formar con m letras tomadas n é n.

Designemos por X el numero total de las combinaciones n & n que
pueden formarse con m letras, por Y el numero de las permutaciones de
que 7 letras son susceptibles, y en fin por Z el ntimero total de los
producl?s diferentes n 4 m, numero que se trata de determinar.

Es ew:'iente que para obtener todas las combinaciones posibles de m
letras n 4 n, bastaria hacer esperimentar & las n letras de cada uno de
los Z productos, todas las permutaciones de que son susceptibles estas
letras._ Pero un solo producto de » letras da por hipolesis, Y per-
mulaciones ; luego Z productos de = letras deben dar YXZ combi-
naciones n a n;y como por olra parte se ha designado por X el
numero total de las combinaciones, se sigue que las tres cantidades
X, Y, Z, estan ligadas entre si por la relacion X=YXZ; de donde St;

deduce Z=i.
X

Pero se encuentra (nm. 146),

X=P (m—n-1),

I (num. 145) Y=QXn.

Luego en fin,’ etk o _.ILX m—n+1
QXn 0 fins

Como P espresa el nimero total de las combinaciones (n—1) a (n—1)
Y Q el numero total de las permutaciones de (n—1) lelras, se sigue

T, 1. 15
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que —ﬁ- espresa el nimero de los productos diferentes de m letras

(n—1) a (n—1). :

Segun esto, supongamos que se pidan , como €asos particulares , los
productos de 242,343,44 4...

Hagamos n—2, en cuyo caso—g-, por espresar el numero de los pro-
ductos (2—1) 4 (2—1), 61 a1, es igualam;

: : ; m—-1 , m(m—=1)
la férmula anterior se convierte en mx g OFp g

P ,
Hagamos n=3, en cuyo caso T espresa el numero de los produc-

m (m—1)
) 3
—2
la formula se convierte en ﬂﬁ.’f;;),%"___)_.

tos 242, esigual &

m (m—1) (n—2) (m—3)
1.2.3. 4

para el nimero de los productos 4 4 4, etc.....; Y en general para el
numero de las combinaciones % & n, se tiene

Se hallaria tambien

m (m—1) (m—2) (m—3)... (m—n-+1)
1. 2. 3. 4. 5...(n—1)n :

o P(m—nt)
que es la espresion axn desarrollada.

Nora. Esta Gltima espresion no tiene significacion alguna cuando se
supone en ella =1 ; lo que depende de que no da cierto nimero des-
conocido de productos sino como funcion de otro numero de productos
ya determinado ; pero los productos mas simples son los productos de
una 4 una cuyo namero es m. Solo, pues, & partir de n==2 es aplicable

la formula.

Demostracion de la formula del binomio.

148. Para descubrir mas facilmente la ley del desarrollode la potencia '

m del binomio z--¢, empezaremos por observar la ley del producto
de varios binomios a-a, a-+b, £+¢, &+d,.... que tienen su primer

: tér.minq comun , y diferentes los segundos. (Este artificio tiene por
! objeto impedir la reduccion de los términos semejantes.)

z -+a
2 -+b

! 4. producto. . . . 2*+a

b
x —+c

2o | zab
-+b ~+ac
~=c —+be

2 —=d

2w | 2°+ab
—+b ~+ac
—+¢ +ad
~d —-be
—-bd

—+cd

Efe.ctuadas estas multiplicaciones segun las reglas ordinarias de la
mulliplicacion algebraica , se reconoce en los tres productos que pre-
ceden la ley siguiente :

1°. En cu.]anto a los esponentes, el de z es desde luego igual al nu-
mero d(? binomies multiplicados. Este esponente disminuye en seguida
una unidad del un término al siguiente, hasta el ultimo, en que es
igual a cero.

90, En cuanto & los coeficientes de las diversas potencias de z, el
del primer término es la unidad; el del segundo término es igual 4 la
suma de los segundos términos de los binomios; el del tercer término
es lgu?i é. la suma de los productos diferentes de estos mismos segun-
do_s lerm!nos multiplicados dos 4 dos; el coeficiente del cuarto tér-
mino es igual 4 la suma de los productos diferentes de tres 4 tres.
De_]all'ldOEIOS llevar de la analogia podemos decir que el coeficiente de
un (ermino que tiene otros n delante de si, es igual a la suma de los
[{rod_uctos diferentes » a n de los segundos términos de los binomios.
lsr? fin, el ultimo término es igual al producto de los segundos tér-
minos de los binomios.

Para estar seguros de que es general esta ley supongamos que se
haya enconirado verdaderamente para el producto de un nimero m de




binomios, y veamos si tiene tambien lugar cuando sé introduce un

nuevo factor en el producto.
Sea, pues

pm +A$m—1+me—2_l_me-—-3+. il +M.’EH+1+N.’L""’“"+ +U

el producto de m factores binomios (en que Nzm—= representa_ un te'r-
mino que tiene & n delante de si, y Mz»—t! el que le precede inmedia-
tamente. :

Sea por otra parte z-+! el nuevo factor introducido; se tiene para =

el producto ordenado

A wm_l_B 4G zm—24-, . . +N =i
+1 Y] +BI M UL,

Ya la ley de los esponentes es evidentemente la misma.
En cuanto a los coeficientes, 1°
unidad.

términos de los (m--1) binomios.

3°. B es por hipotesis igual a la suma de los productos diferentes de =

los segundos términos de los m primeros binomios 2 a 2; Al espresa

la suma de los productos de cada uno de los segundos términlos qe los. g
m primeros binomios, multiplicada por el nuevo sgguudo lermtpo l;
luego , B-+-Al es tambien la suma de los productos diferentes dos & dos

de los segundos términos de los (m-1) binomios...

Y en general como N espresa la suma de los productos n» & n de &

los segundos términos de los m primeros binomios, y como M! re-

presenta la suma de los productos (n—1) & _(n—i) .de estos §egundes
términos , multiplicados por el nuevo segu_nd,o término I, se sigue que .
N-+M! 6 el coeficiente que en el polinomio de grado (m-+1) tiene n E |
terminos delante de si, es igual al producto de los (m+41) segundog

términos.

Asi la ley de composicion, supuesta verdadera para el producto de
un numero m de binomios, lo es tambien para un ntmero (m--1); .

luego es general.

Concibamos ahora que en el producto efectuado de m factores .—'

binomios, x—+a, z-+b, x4, x4+d,...,
se haga a=b=c=d....;
la espresion de este producto  (z+a) (x=+b) (z+c)....

8¢ cambia en (xta)™.

el del primer término es la =

2°... A+, 6 el coeficiente de 2™ , es tambien la suma de los sequndos =
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En cuanto a su desarrollo, siendo los coeficientes

a+b+etd+-...., ab+act-ad+...., abc+abd+acd+.....,

1°. El coeficiente de ™! se convierte en a+a+-a—+-....,
es decir a tomado tantas veces como letras a, b, c,.... hay, y se reduce
por consiguiente & ma.
20. El coeficiente de zm—2 se reduce 4 a’4-a*+a’.... 0 bien a tantas

veces a* como productos diferentes pueden formarse con m letras
nultiplicadas 2 4 2, 6 bien en fin (nim. 147) a

= m—1 t
. 2 i

3°. El coeficiente de am—3 se reduce al producto de ¢* multiplicado
por el nimero de productos diferentes de m letras tomadas 3 4 3, 0 bien
S m—1 m—2 ot :

& -

En general si se designa por Nz el término que tiene otros n de-
lante de si, el coeficiente N, que en la hipétesis en que son diferentes
los segundos términos de los binomios , es igual 4 1a suma de sus pro-
ductos n & n, se reduce, cuando se los supone a todos iguales, 4 a» mul-

tiplicado por el namero de los productos diferentes que pueden dar m
letras. tomadas n a .

Ne P (m—n-+1) o

Asi (nam. 147) T

Luego en fin se tiene la formula

W—l—ﬂ)’" =a™ maxm—1--m m;i atym—2

m—1 m—2

-+m a3, - _I_)_Qn__i"_"i) )

2 3 5y Q. = - a® xm—n“-,_!_am_
449. Por poco que se examinen los diferentes términos de este des-
arrollo se reconoce una ley simple con arreglo 4 la cual se forma un
coeficiente de 6rden cualquiera por medio del coeficiente precedente.
El coeficiente de un término de érden cualquiera se forma multipli-
cando el coeficiente del término precedente por el esponente de X en este tér-

mino, y dividiendo el producto por el wimero de los términos que preceden
al que se considera.

; P (m—n-1
En efecto, tomemos el término, _Q%Tz-_)a" a™ (llamado




término general porque haciendo sucesivamente n=2, 3, 4,... pueden
deducirse de ¢l todos los demas); el término que le precede en un

. P P .
lugar es evidentemente 0 ar—ixm—n+, porque — espresa el numero

Q
de las combinaciones (n—1) 4 (n—1).
P (m—nt1)
Q.n

P o :
i que le precede, multiplicado por (m—n4-1) esponente de a en este |

=

Se ve, pues, que el coeficiente es igual al coeficiente -

término, y dividido por#, nimero de los términos que preceden al
que se considera. En esta ley , debida 4 Newton, es en lo que consiste
principalmente la formula del binomio. Sirve para desarrollar una po-'f'
tencia particular, sin necesidad de echar mano de la formula general, =

Supongamos por ejemplo, que se haya propuesto desarrollar (z+a)s, |
Se hallara, segun esta ley, ;

(xa)=z'+6ax’+15a° 2" +20a° 2* 41 ar e -HGat e +ab.

Formados los dos primeros términos, lo cual no ofrece dificultad &
alguna en vista de los términos de la férmula general 2m 4mazm—-, =
se multipla 6, coeficiente del segundo término, por 5, esponente de s *
en este término , y se divide despues el producto por 2 lo que da 16
por coeficiente del tercer término. Para obtener el del cuarto se mul—
tiplica 15 por 4, esponente de 2 en el tercer término, y se dmde el
producto por 3, nimero de los términos que preceden al cuarto, 10‘
que da 20y as: sucesivamente para todos los demas términos. 4§

Se hallaria del mismo modo !
(z4a)°=z"4+10g2°+450° 23412002721 00"
+252a"2"1-210a° 2" 41200’ 2 450 22100’ 2-+0a'°

Yolveremos mas adclante a tratar del modo de desarrollar las po-
tencias de las espresiones algebraicas. 1

Consecuencias de la formula del binomio y de la teorfa de las combinaciones.

130. Primera consecuencia. Como la espresion (z-a)™ esta com--
puesta de la misma manera en @ y en 2, debe verificarse otro tantos
para su desarrollo; luego si este desarrollo encierra un término de a8

forma Ka» o, debe tener otro igual & Ka* a»—* 6 Ka—"x" . Estos
dos términos estan aqui evidentemente & igual distancia de ambos
estremos, porque como el nimero de los términos que preceden a un
término cualquiera esta marcado por el esponente de a en este tér-
mino, se sigue que el término Ke» 2™—" tiene n delante de si, y que
el término Ke™—" 2~ tiene m—n delante de si, por consiguiente, #
detras de si (pues que el nimero total de los términos es m--1).

De modo, que en el desarrollo de toda potencia de un binomio, los
coeficientes de los términos igualmente distantes de ambos estremos son
tquales entre si.

NoTa. En los términos Ka# zm—*, Kam 2z, los dos coeficientes es-
presan los niimeros de productos diferentes n 4 n y (m—n) a (m—mn),
que se pueden formar con m cantidades; de modo que puede con-
cluirse tambien que el mimero de los productos diferentes de m canti-
dades 0 @ 1, es iqual al mimero de productos de ¢ (m—n) de estas mismas
cantidades,

Por ejemplo , doce cantidades combinadas b 4 5 dan el mismo mimero
de productos que dichas doce cantidades combinadas (12—5) & (12—5),
G AT

Cinco cantidades combinadas 2 4 2, dan el mismo nimero que cineo
cantidades combinadas (5—2) 4 (5—2), 6 3 4 3.

151, Sequnda consecuencia. Si en la formula general

(2+-a) ™ =" +-mazm—'-+m in; a*z™—>+ elc.,

se supone =1, a=1, se convierle en

—1 1
(A1) 6 am=1+m—+m m2 +m ’f’ig
es decir que la suma de los coeficientes de los diferentes térmunos de
la formula del binomio es igual & la potencia de 2, del grado mavcado
por m
Asi en la formula particular

" (x40 p=x"+5a2'+10a x4 0a* 2B at +-ab
b ]

la suma 1-+-54-104+10+5+1 de los coeficientes es igual a 2¢ 6 32.
En la décima potencia (nium 149) la suma equivale a 2:° 6 1024.

152. TERCERA CONSEGUENCIA. El producto de p niumeros enieros con-

secutivos, comprendidos desde (m—p-4-1) hasta m inclusive, es divisible




