— 232 —

por e. producto de todos los mimeros enteros desde 1 hasta p; es decir que
se tiene
m (m—1) (m—2) (m—3).... (m—p-+1)
Bl Ty

igual 4 un nimero entero. En efecto, resulta de lo dicho en el ni
mero 147, que esta espresion representa el nimero de los productos
diferentes p 4 p, que se pueden formar con m letras. Pero este ni-
mero de productos debe ser entero por su naturaleza; luego la espre-
sion anterior es necesariamente un niimero entero.

Invitamos a los discipulos a deducir de esta propiedad una demos-
tracion independiente de la teoria de las combinaciones ¢ de la formula
del binomio , advirtiéndoles sin embargo, que aunque es facil de tratar
la cuestion para las primeras espresiones

m (m—4) m (m—1) (m—2)
2 4.9°3 :

ofrece alguna mayor dificultad en el caso general.

§ 1L ESTRACCION DE RAfCES DE LOS NOMEROS PARTICULARES.

Espuestos ya largamente en nuestra aritmética los procedimientos
particulares de la estraccion de la raiz cuadrada y de la raiz cabica de
un nimero, nos limilaremos aqui 4 desarrollar el de la estraccion
de las raices en general, procedimiento que sera facil aplicar en se-
guida & los casos particulares de estraccion de Ia raiz o

1335. Procedimiento para la raiz n de un nimero entero.

Designemos por N un nimero entero cualquiera, y por n el grado
de la raiz que se quiere estraer de él.

Primeramente como la » potencia de 10, ¢ 10" esta espresada por la
unidad seguida de n ceros y representa el niimero menor de n+i
cifras, se sigue que si N no tiene mas de n cifras, su raiz tiene solo une ;
bastando para obtenerla, formar las n potencias de los diez primeros
numeros 1, 2, 3...., 9, 10; el namero menor de los dos que com-
prendan a N, sera la raiz pedida.
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Pero cuando N esti compuesto de mas de n cifras , Suraiz tiene mas
de una cifra, y puede enténces decirse que no encierra mas que decenas

y unidades. Representando pues por a las decenas y por b las unidades,
se tiene (numero 148)

n—1

N=(a-}-b)* =a" 4-na*—1 p-}n 3

a2, L,

es decir que el nlimero propuesto contiene la potencia de las decenas,
mas n veces el producto de la (n—1) potencia de las decenas por las uni-
dades , mas una serie de otras partes que es inatil enumerar. _

Sentado esto , como la n potencia de las decenas no puede dar uni-
dades de un orden inferior 4 la unidad seguida de n ceros, las n Gltimas
cifras de la derecha no pueden formar parte de ella; siendo por lo
tanto preciso separarlas y estraer la raiz de la mayor n potencia con-
tenida en la parte de la izquierda : esta raiz espresa las decenas de la
raiz buscada.

Si esta parte de la izquierda encerrase aun mas de n cifras, nos
veriamos conducidos a separar de ella las n Gltimas cifras de la derecha
¥ a estraer la raiz de la mayor n potencia contenida en la nueva parte
de la izquierda; y asi sucesivamente.

REGLA GENERAL. Despues de haber dividido de este modo el numero N
en grupos de n cifras [el periodo Gltimo 4 la izquierda puede sin em-
bargo tener ménos de n cifras |, se estrae la raiz de la mayor n potencia
contenida en este primer periodo de la izquierda ; 1o que da la cifra de las
unidades del 6rden mas elevado de la raiz total, o la de las decenas de
ta raiz del namero formado por los dos primeros periodos de la izquierda.
Restando la n potencia de esta cifra del primer periodo de la izquierda se
obtiene una resta, la cual, seguida del segundo periodo, contiene todavia
# veces el producto de la (n—1) potencia de la cifra hallada (que se su-
pone espresar decenas) por la cifra siguiente, mas una serie de otros
productos. Pero este primer producto no puede evidentemente dar uni-
dades de un orden inferior a 10"=1; de manera que no pueden formar
parte de ¢l las (n—1) altimas cifras del segundo periodo. Basta, pues,
bajar al lado de la resta correspondiente al primer periodo, la primera
cifra del segundo ; y si despues de haber formado n veces la (n—A1) polencia
de la primera cifra de la raiz, se divide por este resultado la resta sequida
de la primera cifra del sequndo periodo, el cociente espresara la se-
gunda cifra de la raiz, 6 un namero mayor. Para probar esta cifra, se
escribird ¢ la derecha de lus primeras, despues se elevard el conjunto de
estas dos cifras ¢ lo n potencia, Yy se sustraera, si es posible, la potencia
obienida del conjunto de los primeros periodos, lo cual dara una nueva
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resta al lado de la cual se bajard la primera cifra del tercer periodo, divi-
diendo en sequida el niimero asi formado por n veces la (n—1) potencia del

conjunto de las dos cifras halladas ya en la raiz, 10 que dara la tercera
cifra de esta.

Se continuara esta serie de operaciones hasta que se hayan bajade
todos los periodos.

154, Sea propuesto, por ejemplo, estraer la quinta raiz de 550731776.

5507.31776 | 5
3125

3125
23823

Despues de haber separado las cinco wltimas cifras de la derecha del x
niimero propuesto, se reconoce que (5)°, 6 3125, y (6)°, 6 7776, com- &

prenden 4 5507 ; luego 5 espresa las decenas de la raiz buscada.
Sustrayendo 3125 de 5507 , se obtiene el niimero 2382 por resta, a

cuyo lado se baja la cifra 3 del segundo periodo de la derecha , lo cual =

da 23323, niimero que se divide por 5 veces la 4* potencia de 5, 0
por 3125. El cociente es 7, pero elevando 57 & la 5% potencia se ob-

tiene 601692057 , nimero mas crecido que el propuesto. Ensayando 56,
Se encuentra -

(56 =550731776 ;

de modo que 56 es la raiz pedida.
Se obtendrian del mismo modo

B

v 924055=18, con la resta 200887 ;

6 e e e e g gt

v 11167913618807=407 exactamente;

7 et gl S-Sl
v 94931877133=37 exactamente.

155. Observacion. Siempre que el grado de la raiz que se ha de

estraer es un numero multiplo de otros dos 6 mas, como 4. 6

puede obienerse la raiz por una serie de estracciones de raices de gradoss

mas simples.
Para darnos cuenta de estas modificaciones , observemos que

(@) =a*Xa*Xa* X a*=a3+3+33=q3ki=ql,
Y que en general ,

(am) n =—qn xam Xam Xam ____ =qm *n (ﬂl:lmBI'O ;16).

— 235 —

Luego la n potencia de la m potencia de un nimero es igual & la mn
pofencia de este numero,

Reciprocamente , iz raiz mn de un nimero es igual @ la raiz n de la
raiz m de este nimero, 6 algebraicamente digo que se tiene

n

V=" Vi

n

m

En efecto sea Va=a';

elevemos amhos miembros 4 la n potencia ; sale

m—-
vV a=a/? =

[porque segun la definicion de una raiz (niimero 2), se tiene

n
( V K)r ==K].
Elevando de nuevo ambos miembros a la m potencia, se ok~

tiene a=(g' ) m="mn;
M

de donde, estrayendo la rajz mn de ambos miembros v e=a';

13
miu

) s 1
pero se tiene ya Va=da'; luego Ya= Va.

NotA. Como (am)"y (e*) ™ dan igualmente am», puede concluirse
n

de aqui que Vee= Va.
Se hallara, segun este principio,

26— V' Vose=vV16

2o e LN i e e P
Voossosi= V/ V2985981= V1128

€ 3
VATI1561= V/ ViTTaser=a1:

Vieoeie= )V ViGiarie=)" v 1296= v 36=6.
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Nora. Aunque pueden estraerse las raices sucesivas en un orden
cualquiera, es preferible estraer primeramente la raiz del grado menor,
porque entonces la estraccion de la raiz del grado mayor, que es
una operacion mas complicada, se hace sobre un nimero que tiene
muchas ménos cifras que el niimero propuesto. Esto es lo que hemos
hecho en el segundo y tercer ejemplo anteriores. (Véase ademas la pri-
mera nota de este nimero.)

Estraccion de tas rafces por aproximacion.

156. Cvuando el nimero entero cuya raiz » se pide no es una po-
tencia perfecta, el procedimiento del num. 153 no da mas que la parte
entera de la raiz, 0 la raiz con diferencia de una unidad. Por lo que
toca 4 la fraccion que debe completar la raiz, no puede obtenerse
exactamente; pues sabemos que si @ y b designan los dos términos de

2 E ; a : ; ;
una fraccion irreducible 3 a” y b* , son tambien primeros entre si; de

a . ar . ’ 2
modo que (T)“ 0 -+ no puede producir un namero entero N, es decir

n

: - il a
que V'N no podia espresarse por un numero fraccionario exacto —— .

b
Pero se puede determinar la raiz en el grado de aproximacion que se
quiera.

Supongamos que se haya propuesto en general estraer la raiz » de
un namero cualquiera, entero 6 fraccionario, a, con diferencia de

; i | 2 :
ménos de una fraccion _]3-; es decir de suerte que el error cometido sea

1
menor que —.
p

Observemos que e puede ponerse bajo la forma j;ii. Si se de-

signa por r la raiz de a p* obtenida con diferencia de ménos de una

unidad , el nimero a—>;'f—~

B ey

e

, 0 a, se halla enténces comprendido entre
| p—
= ; luego tambien, y a se halla comprendido entre las

iy ) s r r—-1
raices de estos dos ultimos numeros, es decir entre o y _; . Luego
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en fin, T es la raiz pedida, con diferencia de ménos de una frac-
. 1
cion —.
P
REGLA GENERAL, Para estraer la raiz n de un nimero cualquiera con
diferencia de cast una fraccion, -5-, multipliquese el niumero por p" ; es-

traigase del producto la raiz n con diferencia de una unidad, y dividase
despues el resultado por p.

Remilimos para las aplicaciones de esta regla general 4 nuestra Arit-
mética, en donde espusimos con toda la estension conveniente los
diferentes modos de aproximacion, asi para la raiz cuadrada como
para la cubica.

Sin embargo nos parece util dar aqui algunos desarrollos acerca de
la manera de valuar en decimales las espresiones que contienen radi-
cales dobles, tales como

m

———

Vi Voatovi, te.

457. Supongamos que se haya propuesto estraer la raiz sesta de 23,
con diferencia casi de 0, 01.

Aplicando 4 este ejemplo la regla del niimero 156 , es preciso multi-
plicar 23 por (100)° 6 escribir doce ceros & la derecha de 23, estraer
despues la sesta raiz del nimero resultante, con diferencia de una
unidad, y dividir esta raiz por 100, ¢ separar dos cifras decimales hacia
la derecha. :

3
6 —
Pero se tiene (nam. 1553), V23X (100f=V" V23X (1007; de

modo que despues de haber estraido Ia raiz cuadrada de 23X(100)° con
diferencia de una unidad, se estraera la raiz cubica del resultado;
se dividira en seguida el nuevo resultado por 100, 6 se separaran dos
cifras decimales & la derecha.

e
Se halla de esta suerte V 23=1, 68, con diferencia de 0,01.
B arht s T
Tomemos, por segundo ejemplo, la espresion V29,437 6 V v 29,4317,

cuyo valor se pide con diferencia de casi 0,001,
Como segun la regla del namero 156, se debe multiplicar 29,437




— 238 —

por (1000)*, esto equivale a suprimir primeramente la virgula y & escribir
despues nueve ceros 4 la derecha, lo que da 29.437,000,000,000.

Estrayendo ahora la raiz cuadrada de este resultado con diferencia de
una unidad, se halla 5425587 , niimero del que es preciso estraer otra
vez la raiz cuadrada, obteniéndose 2329.

3
Luego en fin V 29,437=2,329 con diferencia de ménos de 0,001.
De otro modo. Estraigamos primero la raiz cuadrada de 29,437 con
diferencia de 0,000001 ; sale 5,425887.

Estrayendo tambien la raiz cuadrada de este resultado, se obtiene

]
2,329 ; luego V 29,347=2,329 con diferencia de casi 0,001.

s —_————
Propongase ahora valuar l/ 543 v 2 con diferencia de 1,01.

Se podria, 1°. multiplicar 5--3 v 2 por (100)* ; 2°. valuar el producto
con diferencia de una unidad (nim. Y1) ; 3¢. estraer la raiz cubica del

resultado con diferencia de una unidad; 4°. en fin, dividir este nuevo
resultado por 100.

Pero es mas sencillo operar del modo siguiente :

Primeramente 3V 26 V 48 valuado en decimales y con diferencia
de 0,000001, da por resultado, 4,242640;

de donde 543 V 2 =9,242640.

1
Pero V 9.249640 =2,09 ;
luego en fin

3
Vv 53 V2 =2,09, con diferencia de casi 0,04.

v 5V3
Tomemos por tltimo ejemplo la espresion m

cuyo valor se pide con diferencia de 0,1.

20 V34+5V6

Primeramente 14 3

equivale (nam., 91) &

de modo que 1°. 20V 3 6 V1200=34,641 con diferencia de 0,004.

2, 5V60 V150 =12,247 con diferencia de [ 94,
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20V 3+5V6 46,888

Lo que da =
14 14

=3,349.

‘/ Vo S ;
Luego _aMd v 3,349:=1, 6 con diferencia casi de 0,1.

a—Vva

(El valor esta aqui aproximado en mas.)

§ III. FORMACION DE LAS POTENCIAS Y ESTRACCION DE LAS RAICES DE LAS
CANTIDADES ALGEBRA{CAS. CALCULO DE LOS RADICALES.

Consideremos primeramente las cantidades monomias.

158. Supongamos que haya que formar la quinta potencia de 2¢°0*;
se tiene (num. 2),

(20°0°) =2a°0* X 2a°b* X 2a°0* )X 20262 )X 2a°b* ;

por donde se ve, 1°. que el coeficiente 2 debe ser 5 veces factor en
el producto, ¢ debe elevarse 4 la quinta potencia; 2°. que cada uno

de los esponentes de las letras debe repetirse 5 veces, 0 multiplicarse
por 5.

Luego en fin, (20°0)° =2°a™* b =232a15b"°.

Asi tambien, (8a*b%c)*=8%. a2*3h3*3¢*=512 a® b? ¢*,

De modo que para elevar un monomio 4 una potencia de un grado
dado es preciso elevar el coeficiente G esta potencia y multiplicar despues
el esponente de cada letra por el esponente de la polencia.

Luego reciprocamente , para estraer una raiz de grado cualquiera de
una cantidad monomia, es preciso, 1°. estraer la raiz del coeficiente;
2. dividir el esponente de cade letra por el indice de la raiz.

Asl1,

Se ve, segun esta regla, que para que un monomio sea una po-




