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] s 6 FoEREET
vV 39=V 324 7=2, 0807 con diferencia de casi 0, 0001;
3

z ——
V 65=V 64+ 1=4,02073

3 i
V260= V256 4=4,01553

T 7
vV 108= V 128+-20=1,95204 0,00001.

178. Otras aplicaciones de la formula del binomio. Esta formula sirve
tambien para desarrollar las espresiones algebraicas en series.

; se tiene

Sea por ejemplo la espresion =

1
1—z

=(1—z).

Supongamos en la formula (z—+a)" =™ +maz™'+-..., 2=1, a=—z, |

m——1 ; sale
—1—1

(1—2) =11, (—2).—

. (—zp

Y P e )
—_— — |
s 3 (—z)...,

6 efectuando los calculos y observando que cada término se compone -

de un numero par de factores afectados del signo —,

(1—z)t=- : : =A+zz22iat 2k

—_—

Se llegaria al mismo resultado aplicando el procedimiento de la divi-
sion algebraica (nim. 26).

Sea aun la espresion 6 2 (1—z)—=5.

2
(=
Desarrollando (4—z)—3, se liene

So) e e
2 -(—Z) —3- 2 .

2 (4-3. s

6 efectuando los calculos y reduciendo ,

2 (1—z) 12=2 (14+-3z-+62"+10z>+152"+...).
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3
Tomemos por tltimo ejemplo la cantidad _\f 2z—z*; que se convierte
:f__ el i
T R s LI Ve
en Voz (1 - ) , ¥ desarrollemos (1 S ) ;

Poniendo en la formula (z4-a)* =™ 4 maz "4

1 3
m=—§—, se tiene

1
3 =

(4—%) A

L
e C )

b
- 3 tl‘
648 # 4

De los coeficientes indeterminados. Nociones acerca de las series recurrentes.

479. Los algebristas han inventado para ejectuar el desarrcllo
de las espresiones algebraicas en series otro metodo que es en general
mas simple que los de que acabamos de hablar, y ademas mucho
mas fecundo, por cuanto se aplica a espresiones de cualquiera natu-
raleza.

Para dar una idea de este método, desarrcllaremos la espresion
AT en una serie que proceda segun las potencias enteras y posi-
tivas de 2. Se ve desde luego que es posible este desarrollo, por-

que se convierte en a(a'+-Va)—!;y aplicando la férmula del

a
a-+be
binomio se obtendria una serie de términos que procederian segun las
potencias ascendentes, enteras y positivas de 2. Supongamos pues

Il ] Sd B T ®
@) dtbzr A-FBar—+-Co*-Das-Ex'Fa'<= . . .,
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en que A, B, C, D.... son coeficientes funciones de a, o/, V', pero inde-
pendientes de «; coeficientes que se trata por otro lado de determinar,
y que se Jlaman por esta razon coeficientes indeterminados. (Esta deter-
minacion es impropia; segun el sentido atribuido hasta ahora a la
palabra indeterminado, valdria mas decir coeficienies por delerminar;
pero nos conformaremos con el uso.)

Para llegar 4 la determinacion de estos coeficientes, suprimamos el
denominador de la ecuacion (1) ; ordenemos respecto a z, y traspon-
gamos el termino «; y sale

Gl { Aa'+Ba' | 2+-Ca’ 22+Da’ | 2°Ead ‘2. . . .
—ag A | +Bb -G’ Db’ |

Obseryemos ahora que si estuviesen convenientemente determinados
los valores de A, B, C, D, debe verificarse la ecuacion (1), sea el
que quiera el valor que se dé 4 z; pudiendo decirse otro tanto de la
ecuacion (2).

Cuando se supone, pues, £=o, esta se convierte en o=Aa'—a, de
donde se deduce el valor de A,

A=—ro.
a

: , @ :
Como A es igual a g cuando se tiene z=o , debe conseryar el

mismo valor cuando z es otro cualquiera, pues que A es indepen-
diente de «.

De manera que cualquiera que sea z, la ecuacion (2) se reduce a

i § Ba'|2+Ca' | 224Da’ | 2°+. . .,
1 +Ab | +BY cb'
(3) ¢ diviendo por z,
._.{ Ba' | 2--Ca' | 2°4+Da’ | 2*4=. . . .
TN e R

Como esta ecuacion debe verificarse para todo valor de 2, hagamos
x=o0; y resultara Ba'+-Ab=o0;
A @ el al’
B—_T’ 0 bien, B=_a,_">< N S A
Debiendo B conservar este mismo valor, cualquiera que sea @,

suprimamos en (3) el primer término Ba'+Ad que se destruye por este
valor de B, y dividamos por « ; saldra
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0_{ Ca'+-Da’ ax+Ea’ | 284 . .
~ | 4By 4CH - DV

Hagamos de nuevo =0; y resultara Ca'--BY=0, de donde se de-

Bh 2 ab! b’ ab”
duce b= O bien C=— 12 X-—-E;- =—>

Se encontraria del mismo modo. . . . Da'4-Cb=0,

ab’ 4 ab’s
ol RS T

y asi sucesivamente.
Es facil reconocer que un coeficiente cualquiera se forma por medio

!

el b i
del que le precede , multiplicandolo por ——r asise tiene

a a ab/ ab ab’® ab™
Ly T TR P——n T
a+bxz  a a a a a

=i

180. Reflexionando acerca de los razonamientos anteriores, se ve
que el principio fundamental del método de los coeficientes indetermi-
nados consiste en que

Si debe verificarse uno ecuacion de la forma 0=M—-4-Nz-+Px’+
Qa*t. ... (en que M, N, P, son coeficientes independientes de x)
cualquiera que sca el valor que se dé a X, es necesario que cada coeficiente
sea por separado igual ¢ O.

En efecto, como estos coeficientes son independientes de z, tan

. luego como se llega & determinarlos , por hipdtesis particulares hechas

sobre z, estos valores seran los que les convienen, si se supone ax
cualquiera : de modo que haciendo z=0, se halla M=03y la ecuacion
se reduce , hecha la division por #, &

0=N-+Pz4-Qx*+....;

haciendo en esta nueva ecuacion =0, se encuentra N=0; reducién
dose la ecuacion , cuando se ha dividido por z 8 0=P+Q2+....; ¥ asf
sucesivamente. Se tiene pues separadamente

M=0, N=0, P=0, Q=0,....;

por este medio se obtienen tantas ecuaciones como coeficientes
A, B, C,D,.... hay que determinar.
Este principio se enuncia tambien de otra manera :
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8i una ecuacion de la forma

at-ba--ca-dad.... = a'+b g 2 -d'as. ...

debe verificarse cualquiera que sea el valor que se dé ¢ X, los términos
afectados de una misma potencia en ambos miembros son respeclivamente
tquales.

En efecto, una vez hecha la trasposicion de todos los términos ael

segundo miembro, la ecuacion es de la misma forma que arriba; de
donde se deduce

o'—0—=0, §—b=0, ¢—c=0

9 sese

Y por consiguiente,
a=a, =b, ¢=c, d—d,....

Dase el nombre (nimero 42) de ecuacion idéntice 4 toda ecuacion
cuyos términos estan ordenados respecto a cierta letra, y que debe
verificarse para todos los valores atribuidos & ella, & fin de distin-
guirla de una ecuacion ordinaria, es decir, de una ecuacion que no
puede satisfacerse mas que por ciertos valores atribuidos 4 esta letra.

181. El método de los coeficientes indeterminados exige ademas que
S€ conozea a prior: la forma del desarrollo respecto a los esponentes
de 2. Se supone comunmente que el desarrollo procede segun las
diversas potencias ascendentes, enteras Y positivas de z, a partir de la
potencia z°; aunque algunas veces no es conveniente esta forma,
haciéndolo conocer la serie misma de los calculos.

Propongamos, por ejemplo, que haya que desarrollar la espre-
: 1
sion e

Supongamos =A+Br+-Ca*4-Dz+-...;

3r—at

suprimiendo los denominadores y ordenando , 56 encuentra

—A

0=—1-+-3A2--3B |.:c’+3C | 243D | @'e..,

—B | —¢

de donde se deheria concluir (niim. 180)

—1=0, 3A=0, 3B—A=0,....
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Pero la primera ecuacion —1=0 es absurda ¢ indica que la forma

Lx’; pero poniendo esta bajo

anterior no conviene 4 la espresion ¥

1 1 :
—X——— Y suponiendo
la forma = X oy YU

—Xst—= (ABa O Da ),

88 obtiene, hecha la reducion,

0_{.3A+3B I @+43C | 243D | &+...,

—1—A | —B —C

lo cual da las ecuaciones

3A—1=0, 3B—A=0, 3C—B=0....,
de donde se saca sucesivamente

1 1 1 1
B=— ~ G:-QTT_’ D=——

A:-—su, 9 81 e

z m’—f—mii—.zﬁ-i-. X .),

1 i
Loego -g——=—(5+ 9 "oy 81

: s 120 0y
S e R R iy
es decir que el desarrollo encierra en su espresion un término afectado
de un esponente negativo.

182. Demostracion de lo. formula del binomio por el método de los coefi-
cientes indeterminados.

Para hacer ver lo fecundo del método de los coeficientes indetermi-
nados, vamos 4 dar una demostracion completa de la formula del
binomio , fundada sobre este método :

Con el objeto de simplificar el calculo, observaremos primeramente

@
que (z-+a)™ puede ponerse bajo la forma a2 (/1+-—&—)m ;

8i se supone i-{-—y, y se desarrolla (1--y)” , bastara en seguida mul-
xT
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tiplicar este desarrollo por 2™, reemplazando luego y por ; ;Y se ob-

tendra el desarrollo de (z4a)" .
(Esta trasformacion tiene por objeto evitar en el calculo las poten
cias ™ z»—, ... del primer término z.)

Admitido esto, supongamos migual & un nimero positivo —g— (pudiendo

g ser igual a1, lo que da el caso del esponente entero).
Supongamos

p

) (14y) 1 =14-Ay-+By*+Cy*+-Dy’+-...

[Nos vemos conducidos & dar esta forma al desarrollo por la for-
macion de las primeras potencias enteras, observando que para y=0,
el primer miembro se reduce a 1 ; de donde se sigue que la parte inde-
pendiente de y , en el segundo miembro debe ser igual 4 1.]

Para determinar los coeficientes A, B, C, D,... reemplacemos en la
ecuacion (1) , y por z; y se convertira en

=
(2) (142) 2 =14+-Az+-B5*+-Cz84-Dz "+,
[A, B, C,... tienen aqui evidentemente los mismos valores que antes,

pues que sn independientes de todo valor atribuido a yl.
Restando una de ofra estas dos ecuaciones, se halla

r P
3) (4+y) ¢ —(1-+2) 1 =A (y —z )+B (y°—2?)
+GC (y°—2°)+D (y'—z")+...
i h
Hagamos interinamente (14-y) ¢ =u, (1+4=2) ¢ =v;lo queda 1+y=u?,
1-4+-z=27 ; de donde y—z—=u? —o? ;
la ecuacion (3) se convierte entonces en

(®)  u —or =AY — o) Bly — Oy HD(Y = e

0 dividiendo el primer miembro por w2 —uv? , y el segundo por y—z,
que es igual & u? —v19 ,

ur—k _ AQy—z2HBy— el —a Dy —a )+,
wi—p1 y—z

ST

De modo que segun el teorema (num. 31), up —ve es divisible por
u— ; Y Sc obtiene por cociente correspondiente,

wP— I our—24 ¢ ypr—34  Gpr—,
Del mismo modo, ¢ —v? u— es igual 4
ul— i oui—2 —p* yi—3--.., Jpi-1,

Por otra parte, y—z, y'—5, y'=2, y'—2t,...

* divididos por y—z dan tambien por cocientes respectiyos,

1, gz, yyzta, Py,
de suerte que la ecuacion (4) se convierte en

wP— I pup—24-p® yr—3- | or—t =
e e Sy B B R g o
3D (Y Fyi 2ty 2242740,

Hagamos ahora y=z, de donde se deduce u=v [segun las ecua=

t 1
q 4

ciones (A=+y) ¢ =u , (14+z) 2 =v];

: | : Lurt o
se tendra para el primer miembro, Bt el i deliled |

q. it Twg T

r
Si se pone en lugar de u? su valor (1-4-y)¢ 6 14+-Ay4-By+-CyP+-...,
y en lugar de w2 su valor 1-+y, este primer miembro se convierte tam-
bien en

P _AHAYBy Gyt
q’ 14y
Por otra parte , el segundo miembro se reduce 4
A+2By+3Cy*+-4ADY°+....;

se fiene pues la nueva ecuacion

P A+-Ay+ByCy-Dy'+...
q° R

=A-+2BY+4-3Cy’ 4Dy +. ..

de donde suprimiendo el denominador 1-y, y efectuando los calculos<
T. I, 18
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P P p 3 iDt =2
L Ay By Ly Dyt
T A g T iy

A+2B | y+3C y’+4Dly5+5E o
+~A| 42B| +3c| +4p

Comparando (niimero 180 ) los dos miembros de esta ecuacton tdén
fica, se obtienen Jas igualdades siguientes :

L A‘-:"I—D—'
q b q L]

A (-za—a)
£ A—9B+ A, 2B=A (-%-—4 )-, luego B=——3

» (2)

c (%—3)

q

P p—3c49B, 3¢=B (%—2 ); luego C=
Yy

P ¢—ip3c, 4D=C (—%——3 ); luego D=
g

y asi sucesivamente. : : i :

La ley de formacion de los coeficientes sucesivos esta bu?n mani-
fiesta. Sea N el coeficiente que tiene m términos delante de si, y M el
que le precede ; se tendria evidentemente

M( ?; -——?’H—‘l)

n

P M—Nn-(n-1)M; de donde N=
q

Volviendo 4 tomar la demostracion precedente nos asegurana;nos1
facilmente de que se aplica al caso en que se tiene g=1, es decir a
caso en que el esponente es entero._ : : :

En cuanto al caso en que m es igual 4 un numero fraccionario ne-

gativo', —%, se sigue absolutamente la misma marcha que ante-

riormente ; pero en llegando 4 la ecuacion que corresponde a la (4),
& saber s

wP—v—P=A [y—%) + B ('—2") =+ C(y —&) v

s8¢ Observa que
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1 vr —up ur —orp

U Py P— e s ;
Ul ur pp uP oP

de suerte que dividiendo el primer miembro por u —v1 , y el segundo
Por y—z, que es igual 4 w2 —v7, se tiene

1 w—er  Ay—z)+By'—z)+...
uP P y? —pt Y—z ’

—

0 suprimiendo el factor u=v y el factor y—z,

1 wour4 et .
uP op | ut— put—ig, 4pi—t A4-B(y+2)HH..3

haciendo y=z, de donde u=wv, se obtiene

1 pur1 Llp
T qui—1 —‘“—g*-—u;--—A+ﬂBy+3Cy’+m

Lo demas del calculo es absolutamente semejante al del caso prece-
dente.
Ahora , pues que se tiene , cualquiera que sea m,

=1
(A+y)m =i+my+m-m%2~—y’+. =
reemplacemos y por —i% v mulfipliquemos por z™; sale

m ( 'i—{--;—)m, 0 (z+a)*=z™ +-mazxm—itm et a*xm—24 ..

Y queda demostrada generalmente la formula del binomio.

185. De las series recurrentes. El desarrollo de las fracciones alge-
braicas racionales segun el método de los coeficientes indeterminados 5

da lugar a series de una naturaleza particular, conocidas con el nombre
de series recurrentes.

i i 4 a :
Vimos ya (namero 179) que la espresion e tiene por desar-
a ab’ ab ab’
rollo, ;,———a?w—k -a,s—aﬁ— N
ep cuya serie se forma cada términe por medio del precedente , multi-

/

: b
tiphcando este por s
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Esa propiedad no es peculiar & la fraccion propuesta , sino que perte-
' nece a todas las fracciones algebraicas racionales , ¥ consiste en que

Toda fraccion racional en X, reducida @ serie, da margen @ una serie
de términos cada uno de los cuales es igual & la suma algebrdice de un
wnismo mimero de los términos precedentes , multiplicados respectivamente
por ciertas cantidades constantes, en toda la estension de la serie.

El conjunto de las constantes por las que se debe multiplicar cierto
namero de términos precedentes para formar un término cualquiera,
se llama la escala de relacion de la serie.

I

En la serie precedente la escala de relacion es = X

y la serie se llama una serie recurrente de primer orden.
Supongamos que se tenga que desarrollar en serie; la espresion
a-tbx-tcx’ ;
P e W
a-+bx--ca?
a'+bo-c'a*+dz’

—A-+Ba4-Cr* D’ +Ex'+-

Supongamos

de donde quitando los denominadores y trasponiendo,

Ad--Bd’ | z+Cd’ | x*4Da’ | 2*+Ed P S
—a-+AY | +BY +Cb’ Db’
—b —+Ac B¢’ —+-C¢'
—c —+Ad —-+Bd'
lo que da las ecuaciones 7
Ad—a=0, de donde A=———

aﬂ'

Ba/'+-Ab'—b=0,

Ca/'4-Bb'+Acd—c=0,

ab?*—ba't'—aa'c'+ca®
a®

L ]

dl

Do/~ Ch+-Bc~+Ad=0, g (g i
a a a

Ea'~-Db—+-Ce—-Bd=0,
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En donde se ve que los tres primeros coeficientes se obtienen al
principio sin ley alguna; aunque desde el cuarto cada uno se forma
ya de la suma de los tres que le preceden, multiplicados respectiva-

v ¢ i v :
mente por G e ) a saber T para el coeficiente gue

r

: : c'
precede inmediatamente, G para el que precede otros dos y — =

nara el que preceden fres ; de este modo los coeficientes A, B, C, D,...
forman ya entre si una serie recurrenie cuya escala de relacion se com-

one d A i e
p e G’.” ar.rﬁ ar %

Resulta de esta ley de formacion de los coeficientes, que el cuarto
término de la serie, D2®, es igual a

b (4 d
= st—-ﬂ? Bxs— o Ax® ,

. b oo e d
o bien , =z, CO——2% Br——yp
a a a

ot

Se tiene asimismo para el término Ex*,

r

CI
G.’I"k—‘—(?" Bzt

’

L3
T

L b ¢ d
6 bien ——2. DPf——2*.Ca*——°. Bx;
a a a

v asi sucesivamente

Luego cada término de la serie pedida, a partir del cuarto , es igual
4 la suma de tres términos precedentes, multiplicados respectivamente

i A S
pOI‘ ""‘E_m, _—aTCL' 3 -—-a—.,—m .

En cuanto & los tres primeros términos A+Bz—Cz, se los obtiene
reemplazando A, B, G, por sus valores obtenidos antes.

184. Dividense las series recurrentes en diferentes ordenes; y el
6rden se aprecia por el niimero de los términos necesarios para formar
un término cualquiera.

s . a i . 4
Asi la espresion v da lugar 4 una serie recurrente del primer

a'~+-b
' r
érden, cuya escala de relacion es —— 2.
1)
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a-+bz
F+b]m+ A

¢ala de relacion seria
( By ¢ 3
e )

La serie obtenida en el niimero precedente es del tercer 6rden. En

* b x+ca*+.. A-kar—1
general una espresion de la fi i iv
P o rma o' o AR sl

gen 4 una serie recurrente del orden n, cuya escala es

b c 4
e 2
( T h e )

NoTA. Suponemos aqui que el grado de z es menor en el numerador
que en el denominador. Si asi no fuese, seria preciso hacer la division,
ordenando con relacion 4 las potencias ascendentes de z, 1o que daria

clerto cociente entero respecto 4 #, mas una fraccion semejante a la
fraccion anterior.

La espresion ———— daria lugar a otra del segundo, cuya es-

1—zx—3x*+-Az*4-2"

Asi, sea la espresion =
2—bx+4-3x2—o°

—x —17

2 Aa*—3r —x-41 —x* -3 — b2
T —8 ' —2 }

-H13z*—34z+15.

Efectuando la division, se encuentra por cociente , —z—7, y para
fraccion completante de este cociente,

132 —34x+15
—z -3t —5r+2

1 5—§4m+13x’
2—ba--32* —a® :

La propiedad enunciada en el nim. 183 sufriria ademas algunas mo-
dificaciones si el numerador fuere de un grado mas elevado que el de-
nominador.

Volveremos mas adelante 4 tratar de esta clase de series , que ofrecen
varias cuestiones , de importante resolucion,

CAPITULO VI.

TEORIAS DE LAS PROGRESIONES Y DE LOS LOGARITMOS.

El presente capitulo esta naturalmente unido al precedente, no solo
porque el primer parrafo tiene por objeto el exdmen de las propie-
dades de dos especies de series , sino porque suministra una aplicacion
inmediata de la teoria de los esponentes de una naturaleza cualquiera;
de este modo viene & completar los conocimientos algebraicos absolu-
tamente indispensables para el estudio de la Trigonometria y de la
aplicacion del algebra & la geometria.

s 1. DE LAS PROGRESIONES POR DIFERENCIA Y DE LAS PROGRESIONES
POR COCIENTE.

Progresiones por diferencia.

185. Llamase progresion por diferencia (O aritmética) una serie de
términos, cada uno de los cuales escede al que le precede, 0 es esce-
dido por él, en una cantidad constante 4 que se da el nombre de razon
o diferencia de la progresion.

Asi, sean las dos series

1, 4, 7, 10, 43, 16, 19, 22, 25,..
60, 56, 52, 48, 44, 40, 36, 32, 28...

La primera se dice que es una progresion crecienfe cuya razon es 3,
y la segunda una progresion decreciente cuya razon es 4.

Designemos en general por a, b, ¢, d, ¢, f;... los términos de una
progresion por diferencia. Se escribe de este modo :




