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m+l
medios mas espeditos de calcular el nimero espresado por q:‘/—b-.
: a

No nos detendremos en demostrar que

St entre los términos consecutivos de una progresion por cociente , con-
siderados dos ¢ dos , se interpola un mismo numero de medios proporeio-
nales, todas las progresiones formadas de esta manera constituyen una
progresion unica.

La demostracion es analoga 4 la del numero 189.

200. De los diez problemas principales que Ipuede uno propo-
nerse sobre las progresiones, cuafro son susceptibles de quedar re-

sueltos facilmente. Hé aqui sus enunciados, con las formulas que les son
relativas : -

1°. Dados @, g, ., hallar [ v S.

Seraled=A)y
gREpE
2°. Dados @, n, I, hallar ¢ y S.
,,_'i__ n-—i__
Vih— Vg
n—1 n—1

Vi i

8¢, Dados g, n, I, hallar a y S.

a= ! = l(q"'-——ﬂ) .
s B e )

4o, Dados q, », S, hallara y .

S Seie—t)
’ L]
q‘n —1 q”‘ —1

Hay otros dos problemas que dependen de la resolucion de ecua-

ciones de un grado superior al segundo ; y son aquellos en que se |

suponen desconocidas las cantidades @ y g, 6 bien Iy g.
En efecto, de la segunda formula se deduce a=Ilg—Sg+-S; de donde
sustituyendo este valor de a en la primera l=ag" 1, :

I=(lg—Sg+8)g ",
0 bien (S—h g —Sqn—'+1=0,

ecuacion del grado = que aun no hemos aprendido 4 resolver.
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Lo mismo sucederia si se quisiesen determinar 1y q : se llegaria & Ja
ecuacion ag” —Sg+S—a=0.

201. En fin los otros cuatro problemas conducen & la resolucion
de ecuaciones de una naturaleza particular : tales son los en que es
desconocido n, con una tambien de las otras cuatro cantidades.

Desde luego la segunda formula da facilmente el valor de una
de las cantidades @, g, [ y S, como funcion de las otras tres; de
modo que todo se reduce 4 determinar » por medio de la formula
l=aq™".

: : ly

Esta igualdad, pues, se convierte en ¢" TR
ecuacion de la forma @ =b en que a y b son cantidades conocidas.

Llimase esta clase de ecuaciones ecuaciones esponenciales , para dis-
tinguirlas de las que hemos considerado hasta ahora , en las cuales la
incognita se eleva & potencias marcadas por numeros conocidos.

Ocupémonos, pues, de laresolucion de estas ecuaciones, a las cuales
se refiere una de las teorias mas importantes de las matematicas, la
teoria de los logaritmos.

§ 1. TEORIAS DE LAS CANTIDADES ESPONENCIALES Y DE LOS LOGARITMOS.

Resolucion de la ecuacion a®=b.

002. 1.a cuestion consiste en hallar el exponente de la potencia a
que es preciso elevar un nimero dado @, para producir otro namero
dado b.

Consideraremos primeramente algunos casos particulares.

1. ejemplo : 9= =064.

Elevando 2 a sus diferentes potencias, se reconoce pronto que
2¢=64 ; luego =06 satisface a la ecuacion.

90, ejemplo : 37 =243,

Se tiene por solucion , 2=>5.
En una palabra, miéntras b sea una pofencia perfecta del namero @,




— 296 —

& sera un numero entero, que obtendra por la elevacion de a 4 sus
potencias sucesivas & partir del grado 0.

3%, ejemplo : (1).....27 =6.
Haciendo =2, y z==3, se encuentra 2*=4, y 2°=8; por donde
8€ ve que x tiene un valor comprendldo entre 2 y 3.

1
Supongamos , pues, .fc'=2+u—a;— (x es entonces > 1).

Sustituyendo este valor en la propuesta se tiene

1 1 i

9+ ;
2 & =, 6 (n°172) 2X2 7 =6; luego 2 # ——g—

z'
Y por consiguiente, (2)... (’;‘) =

Para determinar 2’ hagamos sucesivamente z'=1, #=2; y se ha-
A AR do: w19
llara (— = — ) 6
i () 3<27(35) ¢ 5>2
De modo que 2’ se halla comprendido entre 1 v 2,
Supongamos , pues , :r._.n2+

— (2! es tambien > 1).

Se obtiene , sustituyendo en la ecuacion (2) este valor de =,

()5 s 3u(2) s

0 reduciendo, (3t (%)x ”:—.

Para 2/=1 y a/'=2, se tiene

(3o 4<dr(4s 2

Asi ' se halla comprendido entre 1 y 2.
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Sea pues, w'-'_-fl-i- o resulta

(Ayrm2 s ()=,
3 Tl 3 T
: 9 \2”

de donde reduciendo,  (4). . . (5)° =

Operando sobre esta ecuacion como sobre las precedentes, se en-

contraria que z” esta comprendido entre 2 y 3.

m

Sea x”’—2+ : la ecuacion en 2", hecha la reduccion, se con:

vierfe en,  (5). .

(35_6_ =9
243 TR

Una nueva operacion daria
1
1y —
x _2+—$' 3
y asi sucesivamente.
Reunamos ahora las ecuaciones z=

1 1
—1+ P T —Q—I—T, T"’“Q-ﬁ-?....;
y obtendremos el valor de z en forma de una fraccion continua, cuyas
reducidas consecutivas serian , segun la ley conocida ,

Pero se sabe que en una fraccion continua, cuantas mas partes inte-
grantes se toman, mas nos aproximamos al valor del namero reducido
* fraccion conlinua; de modo que por este medio se podra hallar el
valor de z propio para verificar la ecuacion (1) si no exactamente, al
ménos en el grado de aproximacion que se quiera.

Por ejemplo, la reducida 1—:« no difiere del valor de & sino en una

cantidad menor que —— 6 ——. Pero aun es mayor la aproximacion

)2

porque considerando la reduc1da siguiente se ve que el error cometido
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(o} —qa La reducida %— no difiere del verda-

1
5%12 7 © 60
1

144 °

€s menor que

: ; L0
dero valor de z sino en una cantidad menor que gy 0

005. 1.a determinacion de z en la ecuacion precedente, supone que
siendo para toda ecuacion de la forma a®=b, a>1, aunque tan poco
diferente como se quiera de 1, miéntras que por el contrario b es un
namero muy grande , es siempre posible hallar dos potencias consecu-
tivas de a, que comprendan el nimero b.

1 i :
Para demostrarlo supongamos ¢=1-+—-, en que = es una fraccion

. 1\ ;
muy pequeiia, y desarrollemos la espresion (1+T) segun la for-

mula del binomio (niimero 148) (» se supone aqui un numero en- -

tero).
n—1 1

R

Saldra a», © (4"'1?)" zi-{-n.——%—-—l—n

. i n
Ahora bien; como el segundo miembro se compone de 1+ 5 mas

una serie de niimeros positivos, claro es que si se hace 1+—k—>b, lo que

da n> k (b—1), se tendra, a">b.

Por otra parte las primeras hipotesis n=0, 1, 2,... han debido dar
ya cierta polencia de @, menor que b; luego b estd necesariamente
comprendido entre dos potencias consecutivas de. a.

Q. E. L Q. Q.D.
904. Sentado esto, hé aqui en qué consiste el método general.
Imaginemos que haya que resolver la ecuacion a*=b, suponiendo

primeramente a y b>1, pero a<b.
Formando las potencias sucesivas de a se halla que b esta compren=

. ; 1 :
dido entre a* y a**!; entonces se hace....z=n--——; sustituyendo este

x
valor en la ecuacion propuesta, se obliene
1 1
A ; = bAT
a ¢ =b, 0 a* Xa* =b, de donde ~—-—) =a,

all
; . k b
6 poniendo para mayor sencillez , —(-;;;—:c,

% =l
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Operando sobre esta ecuacion de este modo, se‘reconoce que o' esta
; 1 :
comprendido entre n' y #'4-1; luego :LJ=ﬂ'+-3cT; sustituyendo este

valor en la ecuacion en 2, nos vemos tambien conducidos 4 resolver
una ecuacion de la forma

d.i? ”=c’

: ¢ : ;
en que d tiene por valor pram ast sucesivamente.

El valor de x resulta de esta manera desarrollado en una fraccion
continua en la que no se trata ya sino de formar las reducidas; y
llevando de un modo conveniente la serie de las operaciones, se ob-
tiene este valor en el grado de aproximacion que se quiera, y €uyo
grado se puede estimar, pues esta marcado por el cociente de la unidad
dividide por el cuadrado del denominador de la ultima reductda a que se
ha llegado.

903. Observaciones.1°. Si en el caso de a1 y b>1, se supone b<a,
como se tiene a°==1 (nimero 24) y e*=a,
se sigue que z esta comprendido entre0y1, y es preciso comenzar
poniendo

Lo que equivale 4 hacer n=0 en el calculo precedente.
90, Cuando se tiene a>1, pero b<1, el valor de z es necesaria—
mente <0, 6 NEGATIVO ; de modo que es preciso suponer

r=— en la ecuacion a® =b,

lo cual da ¢~ =b, de donde (niimero 171) a¥ =,;_,

i
b
entonces el valor correspondiente de x sera igual al de y, tomads
negativamente

Lo mismo sucederia si se tuviese a<1, pero b>1.

Con estas observaciones no ofrece dificultad alguna la aplicacion
de este método. Unicamente que los calculos necesarios para alcanzar
un alto grado de aproximacion son bastante trabajosos.

y como se fiene —>1, se determinara y segun el método anterior:

B e e i i St~ St S
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De todos modos los siguientes ejemplos pueden servir de ejercicio.
¥ = 9,465 con diferencia de casi 0,001 ;
10~ —ATT de idem ;

, x=—=0,25 de 1,014
de idem.

Suponemos aqui que se han convertido en fracciones decimales las
reducidas suministradas por el método.

Condiciones para que & sea conmensurable.

206. El método precedente conduce algunas veces a una fraccion
continua limitada, otras a una continua que se prolonga al infinito; lo
que da para z, en el primer caso un valor conmensurable, y en el
segundo uno inconmensurable.

Busquemos la relacion que debe existir entre los dos numeros dados

. ' ' m
e y b, para que z sea igual & un numero conmensurable —.
n

Sean en primer lugar @ y b dos nluneros enferos; se tiene la ecuacion

"

a "=, que puede ponerse bajo la forma.
am=b" .

Es pues evidente que esta igualdad no puede subsistir sino en tanto
que a y b constan de los mismos factores primeros; porque si se supu-
siese en b un factor primero que no se encontrase en @, y se divi-
diesen ambos miembros por este factor , el segundo miembro seria un
namero entero, y el primero uno (raccionario, lo cual es absurdo:
luego , si se tiene por ejemplo,

a=P‘397’B!,

debe tenerse tambien b=u? 'gd o &

Sustituyendo estos valores en la ecuacion a™=b", se la cambia en

esta : wmp f3mg yur Gms—, mpt Gng! ., nel gne
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Pero esta nueva jgnaldad exige que las potencias de un mismo factor
primero sean iguales en ambos miembros; porque si fuesen desiguales ,
dividiendo ambos miembros por la potencia mas alta llegariamos tam-
bien & un resultado abhsurdo.

Debe pues tenerse separadamente

mp=np', mg=ng, mr=nr', MS=ns,

pr q! T! sr

de donde se deduce —_——=—m =
P q r b}

Asi pues para que el valor de x sea conmensurable es preciso Yy
basta que a y b consten de los mismos factores primeros , y que los espo-
nentes de estos factores formen entre st una serie de razones iquales.

Cuando se satisfacen estas dos condiciones , el valor de z es igual a
la relacion constante que existe entre los esponentes. :

Supongamos, en segundo lugar, que a Y b sean fraccionarios ¢

B
0 vice versal.
La ecuacion a™==b" se convierte en

h m k [ :
(T) ':(";?) , de donde kmk" =kmh" .

Pero como h y B’ pueden considerarse siempre como primeros entre
si, lo mismo que ky K, otro tanto sucede con km y k™, k*y k™5 de
modo que para que subsista la igualdad precedente es preciso tener
por separado h»=k*, h™=k", lo que conduce a condiciones seme-
jantes a las que establecimos arriba entre los numeradores y los deno-
minadores respectivamente comparados entre si.

/ . h k ; ; ‘ :
iguales a — o [no se puede suponer 4 a enteroy a b fraccionario,

L h k ; :
Nota. Si se tuviese —hT>i, pero Fﬂ, 0 reciprocamente , seria

desde luego preciso cambiar el signo de z en la ecuacion esponencial

: il : ; h
a* =b (lo que equivaldria a cambiar el de los dos numeros e
que se suponen <1, conservando positivo & )3 y se establecerian des-
pues las relaciones precedentes.

207. Casos particulares. 1o. Si siendo @ y b numeros enteros son dos
potencias diferentes de un mismo niimero primero, « es necesariamente
conmensurable.
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Sea la ecuacion 4% =32, que se puede transformar de esta manera .

(2%)* =, de donde (nimero 158) 222=2° ;

y resulfa 22=5, de donde x— —g—

Sea ademas 27* =2187, ¢ 3%2=3’; se tiene x:—;u,

S
? : §a a 1o consie mas que de factores primeros elevados & la primera
potencia, es preciso que b sea una potencia perfecta de e para que

%-sea conmensurable; de suerte que en este caso z es entero 0 incon-
mensurable.

En et‘e_cto, Sea  a=—=zFfy3, donde b==u?"'s";

la ecuacion a™=b" se convierte en mgmmem=—,@'sgenrtnzn ; de
t?oqde se deduce m=p'n—=¢'n=rn=sn, ;

0 bien P=¢'=r'=s;

luego e é:uprl(ap’?pfap'=(ocﬁy5)p"=a,p',

Y por consiguiente  x=p'.

Sea por ejemplo, a=10=2X5:

€s preciso que b sea una potencia perfe
cta de 10 para
conmensurable. : para que z pueda ser

Teoria de los logaritmos.

208. Introduccion. Si se supone que en la ecuacion

G"'q,

conservando siempre a un mismo valor positivo se reemplaza or
todos los nameros absolutos posibles, aplicando el método dely 1?1'1—
mero 203 se podra determinar para cada valor de y el de x, si no
sxactamente, al ménos en el grado de aproximacion que se quier’a
Supongamos desde luego a>>1 y hagase sucesivamente ;

Z=0,'4, 9y 3 p gl

%0y

de lo que resulta y=1,a, @ @&, o', d', as,...,

luego todos los valores de y mayores que la unidad son producidos por
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potencias de a cuyos esponenies son POSITIVOS , enferos 0 fraccionarios; y
el valor de X es tanto mayor cuanto mayor es el de y.

Hagamos en seguida x=0. —1, —2, —3, —4, —5,...;

1
S anel

resultara

luego todos los valores de'y , menores que la unidad , son producidos por
potencias de a cyyos esponentes $0n NEGATIVOS 3 Y el valor de X es tanto
mayor , numericamente , cuanto mas se acerca a cero el valor de y.

: - ; 5 1
Sea por el contrario, <A ¢ igual a una fraccion B

haciendo z=0, 1, 2, 3, 4, 5,...,

NS B e liein Lo
se encuentra y— = ) 0 ’lraT: TR Tt i e

y si se hace =0, =1, =2, —3, —4, —5,...,

: AP R ; e g
se obtiene y:(? ; 01,d,a a® d, a’...,

es decir que en la hipotesis de a<1, todos los nimeros son producidos
por las diversas potencias de a en un orden inverso del que resulta de la
Rapotesis a>1.

De este modo se llega 4 la siguiente consecuencia general : todos los
nimeros absolutos pueden ser formados con um mimero absoluto cual-
quiera,, pero constante , que se eleva @ potencias convenientes.

NoTa. Sin embargo es preciso suponer a, diferente de la umidad, pues
se sabe que todas las potencias de 41 son iguales a 1.

009. Sentado esto, supongamos que se haya formado una tabla
que contenga todos los nameros enteros, y al lado de ellos los espo-
nentes de las polencias 4 que seria preciso elevar un nimero invariabls
para producir los primeros ; y se tendra la idea de una tabla de loga~
ritmos.

Llamase en general LOGARITMO de un mimero al esponente de lo po-
tencia ¢ que es preciso elevar cierto nimero invariable , para, producir el
primero.

El nimero invariable puede tomarse desde luego de un modo entera-
mente arbitrario (con tal que sea > 6 < 1); aunque una vez elegido




debe permanecer el mismo para la formacion de toda la tabla : se le
llama por esta razon Bss del sistema de logaritmos.

Sea la que se quiera la base elegida, el logaritmo de la base es la uni-
dad , y el logaritmo de 1 es 0.

3

En efecto, se tiene, 1°. . . . @=a, de donde log. a=A.

2. . . . a=1, de donde log. 1=0.

Para abreviar se designa comunmente la palabra logaritmo por las
tres primeras letras log. 6 por la primera I. simplemente seguida de un
punto y del nimero que se considera.

Veamos ahora cual es el uso que hacen los logaritmos en los calcalos
numericos .

210. Multiplicacion y division aritméticas. Sea ante todo una serie de
numeros y , ', ¥, y"..., que haya de multiplicarse entre si. Designemos
por a la base de un sistema de logaritmos (que suponemos ya calcu-
lados ), y por z, 2, 2", z",... los logaritmos de y, ¥, 3, y".

Segun la definicion (nim. 209) se tiene esta serie de igualdades

= sl f— L
y=a*, y'=a¥, y'"=a™, y"=q",..,

Multiplicandolas miembro a miembro, y aplicando la regla de los
esponentes establecida en el niim. 172, se encuentra

y ’!f" yn ?j”’....za‘""‘l'x"‘i'x”'l‘fm-f-.,..
Luego,

log. y y' .. =a-+w+a'+...=log. y + log. y + log. 4! -

vouy
es decir que el logaritmo de un producto es igual & la suma de los loga-
ritmos de los factores de este producto.

Supongamos en segundo lugar que haya que dividir dos nameros,

9 €y, uno por olro, y que sean z y ' sus logaritmos. Se tienen tam-
bien las ecuaciones

y=a*, y'=a; de donde se deduce (nim. 172) %,—':af—‘w".
Luego,

log. .,3.* =&x—x'=1log, y— log. y';

es decir que el logaritmo del cociente de una division es wgual al esceso del
logaritmo del dividendo scbre el logaritmo del divisor.

Gonsecuencias de estas dos Propiedades. Si hay que efectuar una mul=
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tiplicacion, tomando en la tabla los logaritmos de 1(_)3 factores y
haciendo la suma de estos logaritmos, se tendra el logaritmo del pro-
ducto ; luego buscando este nuevo logaritmp en la tabla y tqmand‘o
el numero que le corresponde, se obtendra el producto pedido. De
modo que por une simple adicion se encuentra el resultado de una mul-
tiplicacion. : :

Igualmente, si se tiene que dividir un namero por ofro es preciso
restar el logaritmo del divisor del del dwldend_o; y ver despues a
qué namero corresponde la diferencia : este sera el- cociente que se
busca. De modo que por una simple sustraccion se obtiene el cociente de
una diwision., '

Formacion de las polencias y estraccion de las raices, Supongamos en

4 m .
general que haya que elevar un nimero y 4 la potencia e desig

nando siémpre por @ la base, y por z el logaritmo de y, se tiene la
ecuacion
y=a*,

. m
de donde elevando los dos miembros a la potencia ==

m
T
n

Ja =0
= m m _
Luego, 105' y " -—_—T x:—;;. lOg. Y3

es decir que el logaritmo de una polencia cualquiera de un numero es
igual al producto del logaritmo del mimero por el esponente de la po-
tencia.

Sea, como caso particular , n=1 ; resulta

log. y™ =m. log. ¥,

ecuacion susceptible de un enunciado analogo al prec_edente. '
Sea m=1, siendo # un numero entero cualquiera; resultara

i " 1
" Vy=—.log. y
log.y = o log. V y= N ,
es decir que el logaritmo de una raiz de grado cualq_u{m:a de un nz?me?-a
es igual al cociente del logaritmo de este mimero dividido por el wdice
de la raiz. -
To ds 20
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Consecuenciz. Para formar una potencia cualquiera de un namero,
basta tomar el logaritmo de este nimero en la tabla, multiplicarlo
por el esponente de la potencia, y buscar despues el numero cor-
irespondiente a este producto; de esta manera se tiene la polencia
yedida.

Del mismo modo, para estraer una raiz basta dividir et logaritmo
lel nimero propuesto por el indice de la raiz, y buscar despues
2uél es el namero 4 que corresponde el cociente. Asi por una multi-
plicacion y una division, gencralmente muy simples , se halla el resul-
tado de una formacion de potencia y de una estraccion de Taiz, opera-
ciones , cuyos procedimientos ordinarios, como se ha visto, son en
estremo frabajosos.

241. Las propiedades que acabamos de demostrar son indepen-
dientes del sistema particular de logaritmos adoptado; pero las con-
secuencias que de ellas hemos deducido, es decir, el uso que de las
mismas puede hacerse en los calculos numéricos, suponen la cons-
truccion de una tabla que abrace por un lado todos los nimeros, y
por otro los logaritmos de estos niimeros calculados segun una base'
dada., Ahora bien; para formar esta tabla es preciso, como hemos
dicho, considerando la ecuacion a* =y , hacer pasar a y por todos log
estados de magnitud posibles, y determinar el valor de « correspon-
diente a cada uno de los valores de y, con sujecion al método del
‘numero 204.

Las lablas de que se hace comunmente uso son las que tienen la
base igual a 10; reduciendo su construccion a la resolucion de la ecua-
cion 107 =y.

Haciendo sucesivamente & y igual & los términos de la serie na-
tural

1, 2, 8, 4, b, 6,...;
hay que resolver las ecuaciones
10r =1, 10: =2, 10= =3, 10 =4,..

Observemos ademas que basta calcular directamente, segun el
método del numero 204, los logaritmos de los numeros primeros
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17....; porque como todos los demas nimeros en-
{eros resulfan de la multiplicacion de estos diferentes factores entre si,
pueden obtenerse (niimero 210} sus logaritmos por la adicion de los de
los numeros primeros,
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Siendo 6=2%3
log. 6=log. 2X log. 33 ]
24=92"%3, luego log. 23=3 log. 2+ log. 3
360=2"%3*X5; y resulfa
log. 360=3 log. 242 log. 34-log. 5.

asi como,

Bastaria igualmente colocar en las tablas los logaritmos de lgs

‘numeros enteros; porque en virtud de la propiedad relativa & la

division , se obtiene el logaritmo de un namero fraccionario , restando
el logaritmo del divisor del del dividendo.

212, Suponiendo ya construida una primera tabla de logaritmos, es
facil construir tantas como se quieran por medio de esta.

Sea , en efecto, @ la base de un primer sistema ya formado, b la
base de un nuevo sistema por construir; y designemos por N un niimero
cualquiera, por log. N y por X sus dos logaritmos calculados segun las
bases a y b; se tiene la ecuacion b*=N.

De donde lomando los logaritmos de los dos miembros en el sistema
conocido cuya base es @, X, log. b=log. N.

o log. N
L.uego s

Lo cual prueba que, conociendo el logaritmo de un numero en un
primer sistema , para tener el logariimo del mismo numero en un segundo
sistema , es prociso dividir el logaritmo del mimero calculado en el primer
sistema, por el logaritmo de la nucva base, calculado tambien en el antiguo
sisfema.

Asi el logaritmo de 4, en el sistema cuya base es 3 tiene por

alor log:
ik log. 3

o
en el sistema conocido cuya base es 10.
Sean N, N, N'..., una serie de numeros, ¢ la base de un sislema
ya formado, b la de un sistema por construir, se tiene la serie de
ecuaciones

-, en que ¢l log. 4 y el log. 3 son dos logaritmos calculados

Jog, Ni ..o

X=Eg_._b ~log. b

i 1
i lOg. N, X:F—. V!, XNi=

. log. N4....
g b

1
log. b

por donde se ve que formada una primera tahla, si se quiere cons-




