11. TRANSFORMACIONES DE LAS ECUACIONES. — PRIMERA PARTE DE LA
ELIMINACION.

Nos proponemos reunir en este parrafo las principales transforma-
ciones que se dirigen a referir la resolucion de una ecuacion dada a la
de ofra ecuacion mas facil de tratar.

O(0. PrRINERA TRANSFORMACION. Desvanecimicnto del sequndo término
de toda ecuacion.

Se concebira que una ecuacion de un grado dado es tanto mas
facil de resolver, cuanlo ménos potencias de la incognita encierra ;

asi es como la ecuacion a*=g da al momenlo x== v ¢, mientras que
la ecuacion completa z*-pr=gq necesita una preparacion para ser
resuelta.

Dada, pucs, una ecuacion cualguiera, se puede siempre por medio
de una transformacion conveniente , referir su resolucion a la de ofra
ccuacion privada de segundo termino.

Sea en efecto la ecuacion general

@ Py Q24 . +Tz-+U=0.

Supongamos z=u-+z', siendo u una nueva incognita, y 2 una inde-
terminada de que podemos disponer a voluntad : sale

(u+a') ™ P (uta) »4Q (uta) " +...+T (u+a)+U=0,

6, desarrollando segun la formula del binomio, y ordenando con rela-
cion a las potencias decrecientes de u,

m—i
un - wm i m. 22 | w2 ™

+P +(im—1)Pa Pyt
+Q

€omo z' es arbitrario, podemos suponer ma'+P=0, de donde se

P
saca r—— —.
m
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Llevando este valor 4 la ecuacion precedente, se llegara , hecho el
calculo, & una transformadae tal como

um QU= Rwr=24 .. AT utU=0,

privada de segundo término. Una vez resuelta esta ecuacion, se cb-
tendran los valores de « que corresponden a los valores de u, reer.-

; . P
plazando , en la relacion z=u+2z/, 0 2=t——.
m

la letra w por cada uno de sus valores.

De donde puede concluirse esta regla general -

Para hacer desaparecer el segundo término de una ecuacion reem-
plicese la incognita por otra nueva, aumentada del coeficiente - del

sequndo término tomado con signo contraria y dividido por el esponente de
la ecuacion.

Es facil reconocer a posteriori que esta suslitucion debe realizar el
objeto propuesto.

En efecto, sean a, b, ¢, d,... las m raices de la ecuacion dada.

resulta de la relacion x=u—

de ¥ son

la suma de las nuevas raices es, pues,
P
a-+b+c+d+-...+m. o

pero se tiene (niim. 242) a4-b+c+d+...=—P; de modo que la suma
precedente se reduce 4 —P+P, 0 a 0;y el coeficiente del segundo
término de la transformada debe de ser nulo por si mismo.

Nora. Hemos supuesto el coeficiente del primer término de la ecua-
cion igual 4 la unidad ; pero si la ecuacion tuviese la forma

Az® 4-Pam—i4-, . +Ta-+U=0,
suponiendo z=u-2/, se obtendria para el coeficiente de um—1,

mAz—-P,

espresion qne igualada a 0, daria ¥=— % ;
i
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luego el denominador del valor de 2’ seria entonces el producto del
indice de la ecuacion por el coeficiente A del primer término.
Apliquemos la regla precedente a la ecuacion

' --pr=q.

I Y T p ( _ﬁ 2 ___f_ —
Si se supone z=u, g sale (u 3 )—!—p (u 5 ) g

¢ efectuando los calculos y reduciendo,

: 2
uﬂ_-%f— =q; luego u=-= V% =]

y por consiguiente , se obtiene para los dos valores de z

correspondientes, z—=— % -+ ]/p_; e

261. En lugar de hacer desaparecer ¢l segundo término, se puede
exigir que la ecuacion se halle privada del tercero, del cuarto.., bas-
tando para esto igualar a 0 el coeficiente de u.—2, wn—3..., Por ejemplo,

para desvanecer el tercer término, se supondra en la ecuacion anles
transformada
m—1
m. 5 o (m—1) P24-Q=0,

de donde se deduciran para x' dos valores, cada uno de los cuales
sustituido en la transformada, la reducira a la forma

wm +pfum—-l+R.'um—3 S '-{—‘T 2 —l—U: 0.

Mas alla del tercer término seria preciso resolver ecuaciones de
grado superior al segundo para obtener el valor de z'; asi para
operar la desaparicion del altimo término, se tendria que resolver la
ecuacion

z'mPrm—i4, 4T’ 4-U=0,

que no es otra cosa que la propuesta en la cual se ha reemplazado =
por z'.

Puede suceder que el valor a'=— % , que (nim. 260) hace desapa-

recer el segundo término, dé igualmente lugar 4 la desaparicion del
tercero 0 de cualquier ofro término. Por ejemplo, para que desapa-
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rezcan 4 la vez el segundo y tercer término, es preciso que la ecua-

: P 2
cion x'—=— i pueda conciliarse con esta :

m. m;—i a2--(m—1) Pz'+-Q=0.

S P
Ahora hiens si se reemplaza en esta ullima, o' por i sale

—1 P2 P ; o
B~ — (n—1). —— +0=0, § (m—1) P—2mQ=0.

Asi que siempre que exista esta relacion entre los dos coeficientes P
y Q, la desaparicion del segundo término dara lugar a la del tercero.

9692. Observacion sobre la transformacion precedente. LEY DE FORMACION
DE LOS POLINOMIOS DERIVADOS.

La relacion z=u-z', de que nos hemos servido en los dos m’imerog
yue preceden , indica que las raices de la transformada son iguai:es a
las de la propuesta , disminuidas 6 aumentadas en una misma cantidad.
Tan pronto como se introduce esta cantidad en el calculo , como una
indeterminada cuyo valor se fija en seguida de modo que llene una
condicion dada; es un numero particular y dado @ priori, el cgal
espresa una diferencia constante entre las raices de la primera ecuacion
y las de otra ecuacion que se gquiere formar.

La transformacion que consiste en reemplazar z por u--z'en una
ecuacion, es de un uso muy frecuente en la teoria de las ecuaclon'es.
Existe, sin embargo, un medio bastante sencillo de obtener en la prac-
tica la transformada que resulta de esta sustitucion.

Para ello invirtamos el orden de los términos en u-+2’; es decir, reem-
placemos z por 2~ en la ecuacion

om +Pwm—l+Q$m—2+Rmm-3+_“..i_']‘x_i_U:.:D 5

desarrollando y ordenando con relacion a las potencias ascendenies
de u, se encuentra
m—1

x'm a1 u+m (i

W um =0
2

Stgyins
+Pr/ ™ (m—1) P2 ~(1n—1) () ; ) Pz =2

(m—3 ;
+Qz "2 H-m—2)Qz" % +m—2) ﬂ'ﬂ- 2 Qu'n—*

e, ‘1" +o LI S )
+1z' ~+T
+U
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Si se fija la atencion en la manera como Se hallan compuestos los
coeficientes de las diversas potencias de u, se yera que

1°. El coeficiente de 0° no es mas que el primer miembro dé la propuesta,
en la cual se ha reemplazado X por X.

En adelante designaremos este coeficiente por X'

90. El coeficiente de ' se forma por medio del precedente o de X'y mul-
tiplicando cada uno de los términos de X' por el esponente de X' en ceste
término , y disminuyendo este esponente en und unidad : lamaremos Y'
este coeficiente.

30. El coeficiente de W* se forma por medio de Y, multiplicando cada
uno de los términos de Y por el esponente de X' en este término, divi-
diendo el producto por 2,y disminuyendo en sequida el esponznie de X' en

!

: ; Z =4 :
una unidad. Si se llama o este coeficiente, es claro que Z' se forma

por medio de Y', asi como Y’ se forma por medio de X'; y asi sucesi-
vamente.

En general un coeficiente de cualquier érden, en la transformacion
anterior . se forma por medio del precedente multiplicando cada uno de
los términos de este por el esponente de X' en cada término , dividiendo el
producto por el mimero de los coeficientes que preceden al que se considera ,

y disminuyendo en sequida el esponente X' en una unidad.
Esta ley, segun la cual los coeficientes X', Y,—

rivan los unos de los otros , es evidentemente una consecuencia inme-
diata de la que rige los diferentes términos de la formula del binomio.
(Véase el nam. 149).

Las espresiones Y, Z', V', W',... se llaman los polinomios derivados
de X', porque Z' se deduce 6 deriva de Y' como Y’ se deriva de X'; V' se
deriva de Z' como Z’ se deriva de Y';... y asi sucesivamente. Y' se llama
el primer polinomio derivado, 7' el sequndo,... recordemos ademas
que X' no es mas que el primer miembro de la propuesta , en Ia cual
se ha reemplazado « por z'.

Nota. Hemos supuesto el coeficiente del primer término de la pro-
puesta igual a 1 ; si fuese otro, la ley de formacion de los coeficientes
de la transformada seria absolutamente la misma; y el coeficiente
de wmseria igual al de z™.

065. Para hacer conocer el uso de esta ley en la practica, pro=
pongamonos desvanecer el coeficiente del segundo término de la ecua-

cion z'—12x" T —Yz FT=U.

e g T —— s — - TSR T——
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Segun la regla ntim. 260, es preciso suponer x=u- 14% 0 x=34u,

lo que dara una transformada del cuarto grado de la forma

U

A A
I I
X-Yut = w-- REY wtu'=0 3

y todo se reduce a calcular X/, Y/, Z L
B9 3

Pero se tiene en virtud de la ley precedente,

X= (3/'—12. (3P+17. (37—9. B)+7, 0
Y'=4.(3P—36. (3)+34. (3)'—9. . . .. O

-

L : !
5 =6 3/ —36. B)-H17. . . . .. g___ 97

SR b
)

V ok (3)—t2 Y
2.3 ) . 5—3 ::0.

Asj la transformada se convierte en u*—3Tu*—123u —110=0.
Propongase tambien transformar la ecuacion

A’ —52 12 —9=0,

en ofra cuyas raices escedan la unidad a cada una de las raices de la
propuesta.

Pongamos la relacion u=ax--1 ; resultara e=u—1,

lo que da la transformada X+Y'u+ 2 w+4ut=0,
2
}%’2 A (—1)P— 5. (—1)=+1. (—1)'—9, 0 bien X'=—35;
Y'=12. (—1)—10. (—1)'4+7. . . .+ ... .. ¥i— a0
=12, (—1)— 5 . S

) k)
’

Vv
43 0

Asi la transformada se convierte en 4u’—17u*+29u—25=u
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Hacer desaparecer €l segundo término en las ecuaciones.

1o, x—1 024723 +Ao—9=0.

( Resultado : w'—32u—1 18u—152u—T13=0.)

DA 3x“+15m’+25m-—3=0.

L ' am. 261.
(Resultado : Su'——g~ =0,) [Véase el num 1

; Bl i
Transformar la ecuacion 3rt—1 303+ 10" —8x 9

1 e la pro-
en otra cuyas raices sean menores que cada de las raices d p

et
puesta , en la fraccmn-§ ;
34

: Sut—Jut—Au'— Ll Ape e L gy
(Resultado : W ) 3

i ion de
Tendremos muchas veces ocasion de recordar la ley de formacion
los polinomios derivados.

2G4. Estos polinomios gozan de una propiedad muy notable que

] hora.
odemos dar a conocer desde a :
: Sean X O mm-}—Pxﬂ*—’—i—Qmm—ﬂ-i—...:O una ecuacion propuesta, ¥

i 3 (nt 54) la
a. b, ¢,.... I, las m raices de esta ecuacion; sé tendra (nim. 25%)
td £l ssan by
ecuacion idéntica.

m Pt . . =(2—a) (z—b) (@—0).. (z—1).

Sustituyendo & z por '+, 6 mejor, por Z-+u por eyitar acentos

sale :
(z—+-u)™+P (w+u)m"‘+...:(o:+u—a) (u—Db)..es

6 bien, cambiando en el segundo miembro el orden de los térmmoz;
y mirande a cada uno de los binomios 2—a, &—b ... como una so
cantidad.

(u) 4P (2-u) "ok = (u+w:-—af (u-t-z—b)...(u+z—1.)
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Ahora bien ; si se efecttan las multiplicaciones en cada uno de los
dos miembros, se oblendra necesariamente para el primero, en virtud
de lo que dijimos en el nim. precedente,

X+Y u‘+ Z’ u’"‘!"‘- . .+um )

Siendo X el primer miembro de la propuesta, y Y, Z... los polinomios
derivados de este primer miembro.

En cuanto al segundo resulta del nim. 242, que

1°. La parte afectada de u®, ¢ el Ultimo término, es igual al producto
(x—a) (z—b)...(z—1) de los factores de la propuesta.

2. El coeficiente de ' es igual 4 la suma de los productos m—2 a
m—2 de estos m factores; y asi sucesivamente.

Ademas hay identidad entre los dos miembros de la Gltima ecua-
cion ; lo cual quiere decir (nam. 180) que los coeficientes de las mismas
potencias sobn iguales en estos dos miembros.

Asi, 1°.... se tiene X= (z—a) (2—b) (@—c¢)...(2—), lo que se
sabia ya.

2°.... Y, o el primer polinomio derivado , es igual ¢ la suma de los
productos m—1 ¢ m—1 de los m factores del primer grado de la pro-
puesta; O bien, igual & la suma de los cocientes que se obtiencn divi-

diendo X por cada uno de los m factores de primer grado de lg propuesta §
es decir , algebraicamente,

X X X X
= ey +... 4 :
Lo L e SRR z—l

Z Sk - i
30....—50 el segundo polinomio derivado (tomado con el divisor 2)

es igual a la suma de los productos m—2 4 m—2 de los m factores
de la propuesta; 6 bien, igual 4 la suma de los cocientes que se ob-
tienen dividiendo X por cada uno de los factores del segundo grado ;

es decir
X ' X X
(z—a) (—b) ' (z—a) (z—¢) et @) @@= °

>

Z-—
~=

Nora. Algunas veces se representa una ecuacion por
f (x)=0,

¥ los polinomios derivados por f' (@), f! (z), f" (®),...; las espresiones




f(z), f (x), M (), f" (x),... se enuncian entonces funcion de & , fun-
cion prima. de o, funcion sequnda de ., funcion tercera de x, Y ast
=ucesivamente.

Pero nosotros haremos poco uso de estas anotaciones.

0G5, SEGUNDA TRANSFORMACION. Hacer desaparecer 108 denominadores
de una ecuacion.

Dada una ecuacion, se la puede siempre transformar en otra cuyas
raices sean iguales a un maltiplo 0 4 un submaiitiplo dado, de las de la
propuesta.

Tomemos otra vez la ecuacion 2™ +P:c"*-i+me"2+...+Tar+U=—-0:,
y designemos por y la incégnita de una nueva ecuacion cuyas raices
sean k veces mayores que las de la propuesta. Si se supone y=kzx, re-

sulta 2= 3;” ; de donde , sustituyendo y quitando €l denominador k™ del
primer término,
ym- +pkym—i+Qk2 ym--il_l_.RLS ym-3+.“+’1‘km—-ly+{]hmﬂ .

ecuacion cuyos coeficientes son iguales a los de la propuesta, multi-
plicados respectivamente por IR T R AR et

Esta transformacion es principalmente {itil para hacer desaparecer
los denominadores de una ecuacion sin dar al primer término otro
coeficiente que la unidad.

Sea, para fijar las ideas, la ecuacion del cuarto grado,

e LA e NS o=
m—l—-baz—l-dm—i-f:c—]— h._.{).

Si se hace en esta ecuacion, m:-?‘li—, siendo y una nueva incognita

y k una indeterminada , sale

ak ck? el® [
e S Ay e

Sentado esto, pueden suceder dos cosas :

0 los denominadores b, d, f, h , son primeros entre si : en esta
Aipotesis , como k es del todo arbitrario, hagamos k=bhdfh, producto
de ¢stos denominadores ; sale

yoradfh. yP-Hoht dp I, yirebt & 1 y4gbt @ 1 =0,

Ll

ecuacion cuyos coeficientes son enteros, y cuyo primer término tiene
por coeficiente la unidad.
Se tiene, ademas, para determinar los valores de  que corres-

; o by el
ponden 4 los valores de y, la relacion 2= 7= (5

O bien los denominadores encierran factores comunes ; Y en 35te caso
se lograran coeficientes enteros tomando para k el menor mailtiplo de
todos los denominadores.

Pero se puede aun simplificar mas, observando que todo se reduce
4 determinar &, de modo que K, K, k... contengan los factores pri=
meros que componen a b, d, f, h, en potencias por lo ménos iguales 4
las que entran en estos diferentes denominadores.

» a1 1 5 3 5 2 7 i .
Sea por ejemplo, la ecuacion :c“——-G— x +—1-2—m 5o 5 0000

: S a_é’ri 3 E’E 2_ ._—Tks -—-—r——)l?’ir‘a =0
Sustituyamos #==--; sale y R = 12 7 150 Y= 9000 ~

Hagase primeramente k igual a 9000, que es miltiplo de todos 1os
otros denominadores ; es claro que 10s coeficientes se convertiran en
numeros enteros.

Pero si se descomponen 6, 12, 150 y 9000 en sus factores, se en-
cuentra 6=2X3, 12=2"X3, 150=2X3X5", 9000=2%X3X5%; ¥ ha-
ciendo simplemente k=2X3X5, producto de los factores simples dife-
rentes, se ohtiene

=23, =X KDY, B=2 X3 X5 3

donde se ve que los valores de k, k2, I°, &k, conlienen los factores pri-
meros 2, 3, 5, en potencias por lo ménos iguales a4 las que entran
en 6, 12, 150 y 9000. :

Luego la hipotesis E—2X3X5=30 basta para operar la desaparicion
de los denominadores. Sale en efecto, por la sustitucion,

Ens Lo pie ot S B0
l_ t 5 O, e ___;___,_-___._-—-
J g Lt oy P Yo =0,

o, reduciendo, y*—5. 5. ¥°+5. 3. 50 y—1. 2.3 5 y—13. 2. 3. 5=0,
0 bien en fin, y"-*‘.’5y5+375y’—1260y—4170:0.

Hay circunstancias en que nos vemos obligados , en la espresion de k,
4 aumentar el esponente de uno de los factores primeros en una o




muchas unidades. Pero se conocerd la necesidad de no tomar para k

sino el menor niimero posible ; de otro modo se obtendria una trans-

formada cuyos coeficientes serian estremadamente grandes, como

puede juzgarse calculando la transformada que resulta de la suposicion

de k=9000 en la ecuacion precedente. i
Hé aqui nuevas aplicaciones »

Gy
3
4o, -—--A—:
R D)

de donde y*—65y"+1890y"—30720y*—928800y-+-972000=0.

266. Las transformaciones precedentes son las de uso mas fre-
cuente. Hay tambien otras bastante usadas; pero como son sobrado

simples para tratadas separadamente, no hablaremos de ellas sino

cuando se presente coyuntura.

En general el problema de las transformaciones debe mirarse como
una aplicacion del problema de la eliminacion entre dos ecuaciones de
un grado cualquiera de dos incogniias. En efecto , dada una ecuacion,
supongamos que se la quiera transformar en otra cuyas raices tengan
con las de la propuesta una relacion determinada.

Designemos por F (¢)=0 la ecuacion propuesta (se enuncia funcion
de X igual ¢ 0), y por f (z.y)=0 la espresion algebraica de la relacion
que QEhe‘ existir enfre la primera incognita, z, y la nueva, y; la
cuestion se reduce & ver de obtener, por medio de estas dos ecua-
ciones una nueva ecuacion en y, que sera enténces la ecuacion pe-
dida. Cuando la incognita @ no entra mas que en el primer grado en
f (x,y)=0, es facil de obtener la transformada ; pero si se eleva a la
segunda, & la tercera,... potencia, es preciso recurrir a los métodos
generales de eliminacion.

Daremos una idea de esta teoria que hace tan importante papel
en el analisis algebraico.,

ErivivAcioN.— Primera parte.

967. Eliminar, entre dos ecuaciones de un grado cualquicra con dos
incognitas, es legar, despues de una serie de operaciones ejecutadas
sobre estas ecuaciones, ¢ una sola ecuacion que 10 ENCierra Mas que Una
de las incognitas, y que da todos los valores de esta incognita, propios
para verificar las dos ecuaciones al mismo tiempo y con los valores
correspondientes de la otra incognita.

La ecuacion, funcion de una de las incognitas & que se llega, se llama
ECUACION FINAL ; ¥ los valores de la incognita, sacados de esta ecua-
cion, valores convenientes.

Entre todos los métodos de eliminacion conocidos, el método por el
maximo comun divisor es, en general, el mas espedito, y por lo mismo
pasaremos a desarrollarlo.

Sean dos ecuaciones de un grado -cualquiera con dos incognitas

F (z,9)=0. f (z,y)=0,

6 mas simplemente todavia,

A=0, B=0

Supongamos obtenida la ecuacton final en y, y procuremos reco-
nocer alguna propiedad de las raices de esta ecuacion , que pueda
servirnos para formarla.

Sea y==¢ uno de los valores convenientes de y. Como este valor verifica
las dos ecuaciones juntamente con cierto valor de «, debe ser tal, que
si se le sustituye a la vez en ambas ecuaciones , las que no contendran
ya entonces la incognita y, admitan estas ecuaciones al ménos un valor
comun para z; debiendo necesariamente (nomero 237) corresponder
4 este valor comun , un comun livisor en z, el cual sera de primer
grado en z 0 de otro superior segun que correspondan al valor par-
ticular y=p uno 6 muchos valores de .

Reciprocamente : fodo valor de y, que, sustituido en las dos ecua-
ciones , les da un comun divisor en , es necesarigmente un valor con-
veniente; porque entonces verifica evidentemente las dos ecuaciones al
mismo tiempo que el valor ¢ valores de & sacados de este comun
divisor igualado a 0.

268. Observemos ademas que antes de cualquier sustitucion los




