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primeros miembros de las ecuaciones no pueden tener comun divisor.
funr:mn de las dos incognitas ¢ de una de ellas solamente , 4 ménos de
ser indeterminadas las ecuaciones , Io que no se supone.

Admitamos en efecto por un instante, que las ecuaciones A=0, B=0,
sean de la forma

A’XD=0. B"’XD=0,

siendo D funcion de z y de .

; S}lponiando aisladamente D=0, se obliene una sola ecuacion de dos
incognitas, que puede satisfacerse por una infinidad de sistemas de
valores. Ademas, todo sistema que destruya 4 D hace igualmente nulos
a AD, y BD, y satisface por consiguiente 4 las ecuaciones

A=0, B=0.

, De modo que la hipdtesis de la existencia de un comun divisor en 2
¢ y entre los dos polinomios A y B lleva la consecuencia de que las
ecu_aciones propuestas son indeferminadas, es decir, susceptibles de
satisfacerse por una infinidad de sistemas de valotes de = y de y. Desde
este momento no hay ya lugar 4 determinar una ecuacion final en Y
puesto que es infinito €l namero de los valores de y. -

Si D fuese funcion de = solamente, se concebiria Ia ecuacion D—o0
resuelta con relacion 4 2:; lo que daria uno 6 muchos valores para esta
mcégnita. Cada uno de estos valores, sustituido en A’XD=0 y B XD=0
al mismo tiempo que un valor de y enteramente arbitrario verificaria
estas dos ecuaciones, pues que D se hace nulo por e[’ec,to solo de
lsf suslitucion del valor de z. Asi que en este caso las dos ecua-
ciones propuestas admitirian sin duda un numero finito de valores para z
pero una infinidad de valores para y ; y entonces no podria existir ecuq:
cion {inal en y. ‘

L.uego' siempre que sean determinadas dos ecuaciones A=0, B=0, es
decir, siempre que no admitan mas que un nimero limitado de ?sis-
temas de.v‘alores para z € y, sus primeros miembros no podran tener
comun divisor funcion de las incognitas, antes de alguna sustitucion
particular hecha para una de ellas.

Nowf. El caso en que A y B tuviesen un divisor comun en y no hace
escepcion a la consecuencia precedente, porque enténces habria uns

infinidad de valores de z que corresponderian 4 cada uno de los valores
de y sacados de este comun divisor igualado 4 0.

‘269. De aqui es facil concluir un procedimiento para obtener la ecua-
cion final en y.

Como la propiedad caracteristica de todo valor conveniente de y es la
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de que sustituido en los primeros miembros de las dos ecuaciones les
da un comun divisor en z que antes no tenian (3 ménos de que las
ecuaciones no sean indeterminadas, Io que no se supone) , se sigue que
si se aplica & los dos polinomios propuestos y ordenados relativamente
@ x el procedimiento para hallar el méazimo comun divisor, no se le en=
contrara generalmente; si bien coniinuando la operacion convenienie=
mente se llegard & una resta independiente de X y funcion de ¥, que,
iqualade ¢ O dara la ecuacion final pedida ; porque todo valor de y,
sacado de esta ecuacion, hace nula la tiltima resta de la operacion del
comun divisor : es, pues, tal que sustituido en la resta precedente hace
4 esta resta divisor comun de los primeros miembros A y B. De este
modo cada una de las raices de la ecuacion asi formada es un valor
conveniente de y.

970. Admitiendo que la ecuacion final se hallase completamente re-
suelta, 1o que daria todos los valores convenientes, seria preciso en
seguida obtener los valores correspondientes de . Ahora bien ; es evi-
dente que para esto bastaria sustitwir los diferentes valores de y enla
peniiltima resta , 1gualar sucesivamente ¢ 0 los polinomios en X que resul-
tasen y sacar los valores de X 5 porque estos polinomios no son mas que
los divisores en « que se hacen comunes 4 A y B.

Pero como la ecuacion final es, por lo general, de un grado supe-
vior al segundo, nos vemos obligados a dejar para otro capitulo la
segunda parte de la teoria de la eliminacion, que tiene por objeto de-
terminar todos los SISTEMAS de valores propios para verificar dos ecuas
ciones de un grado cualquiera con dos incognilas.

Nos proponemos igualmente volver & tratar del método que aca-
bamos de esponer, porque lleva consigo algunos inconvenientes que
es preciso desvanecer. Pero lo que deseamos aqui principalmente
es hacer ver como, dadas dos ecuaciones de un grado cuclquiera, se
ouede, sin suponer la resolucion de ninguna ecuacion, legar ¢ ofra
ecuacion que no encierre ya mas que una de las dos incognitas que enfran
en las propuesias.

271, Si se tuvicsen tres ecuaciones (1), (2), (3), que encerrasen las
incognitas ¢, y y z, para obfener la ECUACION FINAL en z, eslo es, Ia
ecuacion que admitiese todos los valores de la incognita z, suscep-
tibles de verificar las tres ecuaciones al mismo tiempo que ciertos
valores de z y de y, seria necesario , mirando 4 y como conocido,
eliminar z entre las ecuaciones (1) y (2), en seguida entre (1) y (3),
segun el método del namero 269, lo que conduciria & dos ecuaciones
en y y z; alas cuales se aplicaria el mismo método para eliminar y.

Jgual razonamiento para 4 ecuaciones de 4 incognitas, etc.
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Por ahora nos limitaremos & una sola aplicacion general del método
de eliminacion.

272. Hayase propuesto el problema signiente : ;

Dada una ecuacion del grado m de una sola, incOgnita, se pide olra
ecuacion cuyas raices sean und combinacion DETERMINADA de dos cuales-
quiera de las raices de la propuesta.

Sea gm AP rr—i-Qur—24...4+Rae+4+-U=0

la ecuacion propuesta; llamemos «', 2", z",... las raices de esta ecua-
cion, y designemos por % la incognita de la ecuacion que se quiere
formar,

Si consideramos dos cualesquiera de las raices de la propuesta, por
ejemplo 2/ y 2", se debe tener, por hipotesis ,

(1) =F(«, !l

[la letra F, que se enuncia funcion de... espresa aqui cierto sistema de
operaciones que es preciso efectuar sobre las dos raices =’ y &' para
obtener el valor de u].

Por otro lado, como &' y 2" son raices dela ecnagion dada, se deben
tener las dos relaciones

(9) ol m,_'_Pmr m——i_}_va m—=2 .-}-T.‘SCJ +U_~—_0’
(3 glim - Ppalim—y Qalim—2+4-.. 4Ta!'+-U=0.

Las ecuaciones (1), (2) y (3) pueden, pues, mirarse como las ecua-
ciones del problema; y siempre que sea conocida y definida la natu-
raleza de la combinacion 6 funcion , espresada por la letra ¥, bastara
eliminar ' y 2!’ entre estas tres ecuaciones.

La ecuacion final en w sera la ecuacion pedida. En efecto , no encer-
rando ya el resultado ningun vestigio de las dos raices particulares
#/ y «, por haberlas eliminado , convendra a todas las raices z', 2,
2"...., y tendra por consiguiente por raiz una combinacion (espresada
por F) de dos raices cualesquiera de la propuesta.

©75. Busquemos, cOmo caso particular de la cuestion precedente ,
una ecuacion cuyas raices sean las DIFERENCIAS enire dos raices cuales-
quiera de una ecuacion dade. Esta es la que se 1lama ECUACION DE LAS
DIFERENCIAS.

Solucion. Sean a—-Prm—1-...=0 la ecuacion propuesta, &', 2, «%
sus m raices ; Hamemos u el valor de cualquiera de las diferencias

al—g!, 2"~ !, T—all, 2'—2"...
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Se tiene desde luego, en virtud del enunciado, esta primera re-
lacion

(1) u==g''—z'.

Ademas, siendo 2’ y ' raices de la propuesta, deben satisfacerla,
y dan por consecuencia -

2 2/ m P! M, =
(3) zlim L pplim—_g

se trata (nimero 272) de eliminar z', 2", entre las ecuaciones (1),
2y @)

Pero como de la relacion (1) se deduce z'=x'+u, de donde susti-
tuyendo en la ecuacion (3),

) @ 4uym 4P (z'4-u) ... =0,

se sigue que la cuestion se reduce & eliminar «” entre las ecuaciones
(@) v (4)-

Pero la ecnacion (4) desarrollada toma (nim. 263) la forma
r ZI 2
X'-Yut+ ik o+um=0;

y si se observa que X' no es mas que
am-Pa'm 4.,

espresion que debe ser nula segun la relacion (2), la ecuacion ultima,
desembarazada del término X', y dividida en seguida por %, se re-

duce a
f

! v
Y1 —g— U= 2—3u’+ cFur—1=0.

Luego, en fin, la ecuacion buscada resulta de la eliminacion de @'
entre las dos ecuaciones

7’'=0 s

I 7

Y- % U+ 213*&4’-}-. wun—1=0,

De modo que, regla general. Para formar la ecuacion de las dife-
vencias de las raices de una ecuacion propuesta es preciso eliminar X' enire

¢
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la ecuacion X'=0 que se deduce de la propuesta , reemplazando la
por 2, y la ecuacton que resulta de la sustitucion de (X'+u) en lugar de X,
despojada de antemano esta resultante de su Gltimo término X' v divi-
dida en seguida por .

Nota. 1o. En la practica se acostumbra no poner el acento sobre
la letra z, es decir que se elimina directamente z entre Ja propuesta

3 Z
X=0;0 2™ +Pyn—ii...=0, yla ecuacion b i u-...um—1=0, en

Z , A ;
la cualY,-E,..., estan compuestos en z, como Y’E—,.... estan com-

puestos en &'

El resultado de la eliminacion es evidentemente el mismo.

9°. Despues de haber puesto en la ecuacion X=0, z-u en lugar
de x, lo cual da

X+Yu+ %u’-&-. Aur=0,

se suprime el término X, por ser el primer miembro de la propuesta,,
y se obtiene una nueva ecuacion

Yu-+ —g— w.. +um=0,

cuyos términos son todos divisibles por u, 6 lo que es lo mismo, que
queda satisfecha por u—>0. Y asi debe ser , porque entre las diferencias
de las raices es preciso contar la que existe entre cada raiz y ella
misma; luego si se suprime este factor %, la ecuacion no encierra en-
ténces ya mas que las diferencias entre cada ung de las raices y todas
las demas. Estas seran, pues, las anicas diferencias que en lo sucesivo
tendremos necesidad de considerar.

974. Supongamos que se haya de determinar la ecuacion de las dife-
rencias de las raices de la ecuacion x*—Gx—T=0.

Se tiene primeramente, en virtud de la ley de formacion (au-
mero 263),

X—=o*—6x—1, Y=32"—0 ~Z4-—3:r: —V— =1z
R s DT

. lo cual da las dos ecuaciones
ai—b - T==0,
3r—5 3w.uu'=0,

entre las cuales es preciso eliminar .
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Si se aplica a estas dos ecuaciones el procedimiento del namero 269,
se tiene para la ecuacion final en ¥, :

w—36u'~-324u’+-459=0.
Fsta es la ecuacion de las diferencias de las raices de la propuesta.

275, Composicion ¥ forma de la ecuacion de las diferencies.

Se puede reconocer & priori para toda ecuacion del grado m, la
forma y la composicion de la ecuacion de las diferencias de las raices de
esla ecuacion.

Designemos siempre por #, o, 27,... 1as raices de la propuesta , por
« cualquiera de las diferencias; y observemos que, si una de las diferen=
cias es a'—z/, existe necesariamente otra, '—a', que no difiere de
aquella sino en el signo; es decir que si « es un valor de u, —= €8 nece-
sariamente otro; del mismo modo, si 2 es una raiz, —p es otra, ete.

Luego el primer miembro de la ecuacion en u puede ponerse hajo la

forma
(u—2) (ute) (u—F) (u+E) (u—1) (ut+)...=03

6 multiplicando los factores dos a dos,
w—2) (W —F*) (@2—*)...=0.

Luego esta ecuacion es de grado par, Y encierra solo polencias de
grado par de la incognita ; es decir que es de la forma

wpny P2 Qusn—h .. T 0HU'=0.

El grado 2n es ademas igual 4 m (m—1), 0 bien (num. 146) al nu-
mero de combinaciones dos & dos que pueden hacerse con an nil-
mero m de lefras.

Si en la ecuacion precedente se pone, para simplificar , u*=5, $¢
convierte en

o P40 52 ~ATz4-U0=0,

; 4 m—1 ]
ecuacion de un grado mitad { n=m—5— )» cuyas raices son los cua-

drados de las diferencias entre ', T e
Porque introduciendo en la relacion w*=z en lugar de u, sus dife-
rentes valores, &'—a, &"—a';..., s€ ohtiene

zz(wn__m:)s, (93’”’—35")’,...




La ecuacion en z, 4 que se ha llegado en el momento, se llama por
esta razon la ecuacion de los cuadrados de las diferencias ; y se la consi-
dera ordinariamente con preferencia a la ecuacion de las diferencias,
por ser de un grado mitad.

De modo que en el ejemplo del niimero anterior la ecuacion de las
diferencias es del 6°. grado, es decir, de un grado marcado por 3

(8—1), 6 por 6. No contiene mas que potencias de grado par; y si se
supone w*=z, se convierte en

2"—362°+-324:+459=0 ,

ecuacion cuyas raices son los cuadrados de las diferencias de las raices
de la propuesta.

La ecuacion de las diferencias 6 mas bien la ecuacion de los cuadrados
de las diferencias nos sera muy til para lo sucesivo,

§ I, DE LAS ECUACIONES SUSCEPTIBLES DE REBAJAMIENTO.

Compréndense bajo este titulo todas las ecuaciones en las que dos
6 mas raices tienen entre si relaciones particulares, porque en gene-
ral se puede hacer depender la resolucion de estas ecuaciones de la de
ofras de grado menor. Tales son las ecuaciones que tienen raices iguales;
es decir cuyo primer miembro (ntim. 240) contiene factores iguales.

Los métodos que se refieren 4 esta clase de ecuaciones se llaman
mélodos de rebajarmiento, y deben considerarse hasta cierto punto como
un ramo de la transformacion de las ecuaciones, puesto que el objeto

general de esta teoria es el de reducir la resolucion de una ecuacion 4 la
de otra mas simple.

Metodo de las raices iguales.

276. Decir que una ecuacion tiene raices iguales es decir (ni-
mero 240) que su primer miembro tiene factores iguales; y desde en-

ténces el primer polinomio derivado , que es (nﬁTn. 264) la suma de los
productos (m—1) en (m—1) de los m factores contiene en cada una de sus
partes al ménos una Vez el factor que entra muchas }reces en la pr;;
puesta. Luego debe existir un cv'mz:in r:iiv;sor entre el primer miembro
rimer polinomio deriwado. ‘

laggﬁj;ﬂjﬁ(t;; gaus: gmdo s}; compone este comun divisor , por medio de
los factores iguales de la propuesta? Eso es lo que tratamos ahora de
examinar.

©77. Dada una ecuacion , se pide reconocer Si tiene raices, iguales y en
cuanto sea posible , doterminar estas raices. :
Designemos por X el primer miembro de la ecuacion

g A Prn—i-Qar—2—4-.. +4Ta+U=0;

supongamos que encierre n factores iguales & z—a , o' factores iguales
4 z—b , n! factores iguales & —¢,..., ¥ que contenga ademas los fac-
tores simples z—p, £— ¢, &—T;...; de modo que se tenga

X=(z—a)"® [z—b) " (z—0) ... (x—p) (z—1) (#—7)--.

Si se considera Y, 6 el polinomio derivado de X, hemos vis‘to. ya
(ntim. 264) que este polinomio es la suma de los cocrentes de la division
de X por cada uno de los m factores del primer grc{do de la propuestfz.
Ahora bien, como X encierra n factores iguales & z—a, se tendran

: r X :
desde luego » cocientes parciales iguales a ey igual razonamienlo

para cada uno de los factores iguales, 2=—b, £—¢....; ademas , no se

: : S X X
puede formar mas que un solo cociente iguala —, -;_*é- e

Asi, pues, Y es necesariamente de la forma

nX n'X X X X X

e e T—p = x—q o

Segun esta composicion del polinomio Y, es visible que (z—a) n=it
(w—b)y*—* (z—c)*'—1,... son factores comunes & todas las partes de
este polinomio ; luego el producto

(@—a)*—1, (—b)*— (z—c) ™.

es un divisor relativo de Y (nim. 230); ademas X encierra tambien
evidentemente 4 este divisor ; de suerte que X ¢ Y tienen por comun




