La ecuacion en z, 4 que se ha llegado en el momento, se llama por
esta razon la ecuacion de los cuadrados de las diferencias ; y se la consi-
dera ordinariamente con preferencia a la ecuacion de las diferencias,
por ser de un grado mitad.

De modo que en el ejemplo del niimero anterior la ecuacion de las
diferencias es del 6°. grado, es decir, de un grado marcado por 3

(8—1), 6 por 6. No contiene mas que potencias de grado par; y si se
supone w*=z, se convierte en

2"—362°+-324:+459=0 ,

ecuacion cuyas raices son los cuadrados de las diferencias de las raices
de la propuesta.

La ecuacion de las diferencias 6 mas bien la ecuacion de los cuadrados
de las diferencias nos sera muy til para lo sucesivo,

§ I, DE LAS ECUACIONES SUSCEPTIBLES DE REBAJAMIENTO.

Compréndense bajo este titulo todas las ecuaciones en las que dos
6 mas raices tienen entre si relaciones particulares, porque en gene-
ral se puede hacer depender la resolucion de estas ecuaciones de la de
ofras de grado menor. Tales son las ecuaciones que tienen raices iguales;
es decir cuyo primer miembro (ntim. 240) contiene factores iguales.

Los métodos que se refieren 4 esta clase de ecuaciones se llaman
mélodos de rebajarmiento, y deben considerarse hasta cierto punto como
un ramo de la transformacion de las ecuaciones, puesto que el objeto

general de esta teoria es el de reducir la resolucion de una ecuacion 4 la
de otra mas simple.

Metodo de las raices iguales.

276. Decir que una ecuacion tiene raices iguales es decir (ni-
mero 240) que su primer miembro tiene factores iguales; y desde en-

ténces el primer polinomio derivado , que es (nﬁTn. 264) la suma de los
productos (m—1) en (m—1) de los m factores contiene en cada una de sus
partes al ménos una Vez el factor que entra muchas }reces en la pr;;
puesta. Luego debe existir un cv'mz:in r:iiv;sor entre el primer miembro
rimer polinomio deriwado. ‘

laggﬁj;ﬂjﬁ(t;; gaus: gmdo s}; compone este comun divisor , por medio de
los factores iguales de la propuesta? Eso es lo que tratamos ahora de
examinar.

©77. Dada una ecuacion , se pide reconocer Si tiene raices, iguales y en
cuanto sea posible , doterminar estas raices. :
Designemos por X el primer miembro de la ecuacion

g A Prn—i-Qar—2—4-.. +4Ta+U=0;

supongamos que encierre n factores iguales & z—a , o' factores iguales
4 z—b , n! factores iguales & —¢,..., ¥ que contenga ademas los fac-
tores simples z—p, £— ¢, &—T;...; de modo que se tenga

X=(z—a)"® [z—b) " (z—0) ... (x—p) (z—1) (#—7)--.

Si se considera Y, 6 el polinomio derivado de X, hemos vis‘to. ya
(ntim. 264) que este polinomio es la suma de los cocrentes de la division
de X por cada uno de los m factores del primer grc{do de la propuestfz.
Ahora bien, como X encierra n factores iguales & z—a, se tendran

: r X :
desde luego » cocientes parciales iguales a ey igual razonamienlo

para cada uno de los factores iguales, 2=—b, £—¢....; ademas , no se

: : S X X
puede formar mas que un solo cociente iguala —, -;_*é- e

Asi, pues, Y es necesariamente de la forma

nX n'X X X X X

e e T—p = x—q o

Segun esta composicion del polinomio Y, es visible que (z—a) n=it
(w—b)y*—* (z—c)*'—1,... son factores comunes & todas las partes de
este polinomio ; luego el producto

(@—a)*—1, (—b)*— (z—c) ™.

es un divisor relativo de Y (nim. 230); ademas X encierra tambien
evidentemente 4 este divisor ; de suerte que X ¢ Y tienen por comun
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divisor relativo 4 (x—a) *—* (z—b) *—* (z—c) *"—1... digo, pues, que este
es su maximo comun divisor. En efecto, los factores primeros de X son
#—a, x—b, x—C,... Y £—p , &—(q, T—T,...; asi que Y no puede tener
por divisor 4 z—p, —q , z—,... pues cada uno de ellos entra eomo
factor en todas las partes de Y, escepfo una sola.

Luego en fin , el mayor divisor comun de X € Y es

D=(z—a) "3 (w—b) "~ (2—c) 1.3

es decir que este mazimo comun divisor es el producto de los factores que
entran muchas veces en la propuesta , elevados respectivamente @ polencias
cuyos esponenies son menores en una unidad que en la propucsta.

278. De aqui puede concluirse el metodo siguiente :

Para reconocer si una ecuacion X=0 encierra raices iguales formese
Y 6 el polinomio derivado de X; en seguida busquese (nimero 246) el
mayor divisor comun relativo entre X v Y, v si no se encuentra, la ecua-
cion no tiene raices iguales o factores iguales.

Si se encuentra uno, vy este comun divisor D es del primer grado,
6 de la forma z—h, supdngase z—h==0, de donde z=h ; entonces se
puede ya concluir que la ecuacion tiene dos raices iguales a h, y que
solo tiene esta especie de raices iguales, de las cuales se la puede
desembarazar dividiendo X por (z—h)%.

Si D es del segundo grado en z, resuélvase la ecuacion D=0;y en-
tonces pueden ocurrir dos casos : 0 las dos raices son iguales 6 no.
1o. Si resulta D={(x—h}*, puede concluirse que la ecuacion tiene TRES
raices iguales & h, y que no admile mas que esta especie de raices iguales ,
de las cuales se la puede despojar dividiendo X por (x—h)°. 2°. Si D es
de la forma (x—h) (z—W) es prueba de que la propuesta tiene dos
raices iguales & £ y dos a I, de que se la puede desembarazar divi~
diendo X por (z—h)? (x—h')%, O por D2

Supongamos ahora que sea D de un grado cualquiera ; serd preciso,
para conocer las diversas especies de raices iguales, y el numero de
las raices de cada especie, resolver complefamente la ecuacion D=0,
y toda raiz simple D=0 sera doble en la propuesta ; y foda raiz doble
de D=0 triple en la propuesta ; y asi sucesivamente.

279. Apliquemos este método a algunos ejemplos :

Se prequnta si la ecuucion 2X'—12x*+19X*—6x+9=0 licne raices
squales.

Se tiene (nam. 262), para el polinomio derivado,

82*—36224-382—6,
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Alora bien; buscando (nam. 259) el mayor divisor relalivo comun
a estos dos polinomios, se encuentra D=z—3=0, de donde x=3;
luego la propuesta tiene dos raices iguales a 3.

Dividiendo su primer miembro por (z—3), se obtiene

22°4+1=0; de donde z=='/, v —2,

De este modo queda completamente resuelta la ecuacion y tiene por
raices, g

3,3, +'h V2,7 —'h V-2

Sea para el sequndo ejemplo, 2°—2x*+-3x* — T2’ +-82—3=0;
se tiene para el polinomio derivado  52*—82*4-9x*—14z+8,
y para comun divisor, *—2x-+1 0 (z—12 :

luego la propuesta tiene tres raices iguales a 1.
Dividiendo su primer miembro por (z—1)° 6 por... #*~ 32’ +3z—1,
se encuentra por cociente

—tx y=i

2*~+x+3=0; de donde z= 2

; la ecuacion queda,

pues, tambien completamente resuelta.
Sea la nueve ecuacion

5246t — 68— 53— 32 4-8x+4=0;
el polinomio derivado es
T2t +4-3025+30x'—24 2%~ 452°* — 6248 3
y se halla para comun divisor
-3+ —3r—2.

La ecuacion z'+32°+a2*—3z—2=0 no puede ser inmediatamente
resuelta; pero aplicando a ella el método de las raices iguales, es
decir,, buscando el mayor divisor comun entre el primer miembro y su
polinomio derivado, 4as+9x24-2¢— 3, se encuentra para comun divisor,
a1 lo que prueba que x+1 entra cuadrado en x'~-3x™+x*—3x—2,
y elevado al cubo en el primer miembro de la propuesta.

Si se divide a'+-3x’+a® —3x—2 por (x+41)t 6 x42x+!1, sale por

T. 1L 25




cociente, x’~+x—2 , polinomio que ignalado a cero da las dos raices
x=1, 2=——2 0 los dos factores 2—1 Y £—2. Se tiene, pucs,

-3 -ar—3r—2= (x+1)* (z—1 (2o+2)-
De esta manera el primer miembro de la propuesta es de la forma
() (2—1) (2+2);

6 en otros términos, la ecuacion tiene fres raices iguales a —1, dos
iguales 4 +1, y dos & —2.
Hé aqui nuevas aplicaciones :

1°. o7 —TxsH1 (}zc‘+E’.2w“—43m“r—35mi—!—!18m+36=0 5
(0—2)) (—3)" (@+1)=0;
90, 27— 38492 —19*4+-27a3— 33024272 —9=0,
(z—1) (2*+3)=0.

980. Cuando aplicando el método precedente se obtiene una ecuacion

—0 de un grado superior al segundo, como esta misma ecuacion
puede tambien someterse 4 dicho método, se llega asi muchas veces
a lograr la descomposicion de D=0 en sus factores; y se conocen por
este medio las diferentes especies de raices iguales de la ecuacion
X=0, como tambien el niumero de las raices de cada especie. En cuanto
3 las raices simples de X=0, se empieza por despojar 4 esta ecuacion
de los factores iguales que encierra ; y resolviendo la ecuacion resul-
tante da a conocer estas raices simples.

Las raices iguales de X=0 no siempre pueden ser descubiertas inme-
diatamente : esto es, por ejemplo, lo que sucede cuando D no fiene
mas que raices simples y escede al segundo grado, en cuyo caso cada
una de estas raices entra dos veces en la propuesta; y solo se las puede
obtener resolviendo la ecuacion D=0 segun los métodos que espon-
dremos ulteriormente.

981, Pero para no dejar nada que desear en esta materia , vamos a
hacer ver que , cualquiera que sea la ecuacion propuesia, si tiene raices
iguales, se puede siempre hacer depender su resolucion de la de una serie
de ecuaciones , de las que la primera no admite mas que las raices sumples
de la propuesta , una sequnda de las dobles (s decir , las raices que entran
en ella dos veces), una tercera las triples, elc,

En efecto, sea X=0 la ecuacion propuesta, designemos por X el

prpductf) de los factores del primer grado que corresponden a las
raices 51mp.les; por X! el producto de los factores del primer grado
correspondiente & las raices dobles; por X”, Xv... el producto de lo;

p ﬂdl a ra I'lp e
bl p k) 7

X=X\ XLIZ¥ P xn Axv S,

reiulta de lo dipho en el nim. 277, que el maximo comun divisor
entre X y su polinomio derivado, Y, es de la forma

D=X! X"* Xrve Xv& |

E:gqu:e !ps factores iguales de la propuesta deben entrar en D con
otencia cuyo esponente i
b YO esp sea menor en una unidad que en la pro-
Sentado esto, operemos sobre D como lo hemos hecho sobre X y
b

des_lgnen_ms por D' el maximo comun divisor que existe entre D Y su
polinomio derivado. Se tiene

D=X". Xv 2 Xvs
Se encontraria asimismo , operando sobre D' como sobre D

y X, Di=Xw, Xv 2 ..
y finalmente D"=Xr . ’

(Supondremos , para fijar las ideas, que sea 5 el mayor namero d
veces que una raiz entra en la ecuacion propuesta, es decir qu Ie
ecuacion D”f:O no tenga mas que raices simples.) : e

Ah?”ra, s1 se divide sucesivamente X por D, D por D/, D! por D7, DI
por D, y si se designan respectivamente por Q, Q' Q" Q:” los coci z,}t
obtenidos , se podra formar el cuadro siguieut:; 8 : e

X=X' Xll2 X Xrv* Xv
Q=X X/ X" Xiv Xv
D=XW X3 X5 Xv
’Q’:X” X" Xrv Xv
D'=X" X»2 Xv3

QH:X‘” X Xy

D”:XIV Xy 2

} Qm____x:v Xr

DM‘ =X_‘, '—'-"—'0
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Se ve pues, que con ayuda de tres sistemas de operaciones, a
saber, una serie de operaciones del maximo comun divisor y dos
series de divisiones se consigue aislar sucesivamente los factores X,
X#, X”, Xv y Xv, que ignalados separadamente a 0, dan, la primera las
raices simples , la segunda las dobles, etc.

Hay que observar ademas que el grado de X'=0 espresa el nimero
de raices simples de Ia propuesta; el grado de X"=0, el numero de
las raices dobles, el de X”=0, el numero de las raices triples, ete.,
haciendo conocer la resolucion completa de estas ecuaciones las dife-
rentes especies de raices dobles, triples , cuadruplas, ete.

De modo que el método de las raices iguales no es por lo general
un método de resolucion completo, sino mas bien un método de rebaja-
miento. Solo en el caso en que las ecuaciones X'=0, X''=0, X"=0,...
son del primero ¢ segundo grado pueden obtenerse inmediatamente
todas las raices de la ecuacion propuesta.

982. Se puede aplicar la teoria de las raices iguales a la investigacion
de Ias relaciones que deben existir entre los coeficientes de un poli-
nomio en @ del segundo, del tercer... grado, para que esle polinomio
sea un cuadrado, un cubo... perfecto. Basta para ello formar el poli-
nomio derivado del polinomio propuesto, y espresar despues (num. 277)
la condicion necesaria para que este polinomio derivado sea divisor
relativo del polinomio propuesto.

Sea, por ejemplo, el trinomio del segundo grado ex’+bx+-c, cuyo
polinomio derivado es 2aax-+b,

Qaxz--2bx-+2¢) 2ax-+b

bx-+2c) xz+b
2abx-+Aac

dac—Db®.

Aplicando a estos dos polinomios el procedimiento del maximo
comun divisor con sus modificaciones (nam. 259) se halla para resta,
Aac—b*; y si se supone dac—b=0, 6 b*—dac=0, 2ax+b, sera el
mayor divisor comun entre ax’~+bx--c y su derivado que no es otro
que 2ux+b mismo ; de modo que se puede considerar a ax’*+bx--c
como el cuadrado de 2ax+b, y un factor independiente de a.

Vimos en efecto (nam. 102), que b*—4ac=0 es la condicion nece-

saria y suficiente para que un trinomio del segundo grado sea un
cuadrado perfecto,
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a’bat4-cx+d,
3ax’+2bx+t-c;

Sea ahora el polinomio
cuyo derivado es

buscando sa maximo comun divisor se halla para resta (6ac—2b*)a--
Bad—be. Ahora bien : si se escribe que esta resta es nula, se establece
la condicion de que Sax*+2ba-c es comun divisor entre el polinomio
y su derivado; pero esta resta debe ser nula, cualquiera que sea el
valor de ; de este modo (nim. 180) se tiene separadamente

6ac—20*=0, 9ad—bc=0.

En efecto, Ta primera de estas dos condiciones da c= fia y la se-

de donde sustituyendo en el polinomio pro-

J . Db b? b® b Ny
ax*brttcx+d=al| v+ — - —a+ — )=a\ 2+ — .
a 3a? 27a° 3a

El mismo razonamiento para los polinomios del cuarto, del quinto...
grado.

Norta. Las dos relaciones 6ac—2b*=0, 9ad—bc=0, incluyen necesa-
riamente la condicion de que el dividendo 3ax’--2bx-c sea un cua-
drado perfecto ; porque si los dos factores del primer grado en x, de
que se compone, pudiesen ser desiguales; como segun la teoria estos
factores deberian hallarse en la segunda potencia en el polinomio pro-
puesto, seria preciso que este fuera por lo ménos del cuarto grado,
cuando solo lc es del tercero.

Y en efecto, la condicion para que 3ax*+2bx-c sea un cuadrado
perfecto, es, como vimos hace poco,

(2b)—4. 3ac=0, O b—ac=0;

quedando comprendida esta relacion en la primera de las dos ante-
riores.

Otras aplicaciones de la teorfa del miximo comun divisor.

283, Fl procedimiento del maximo comun divisor sirve ademas, en
otros casos, para disminuir el grado de una ecuacion : tal sucede
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cuando se da de antemano una relacion determinada entre dos de las
raices de la ecuacion propuesta.
Sea , para fijar las ideas, la ecuacion general

@ ™ +Parr—i4-Qxm—2--, . .+Tx+U=0,

y supongamos que entre dos de las raices @ y b se tenga la relacios
b=Fka-h, (siendo k y h nimeros conocidos y dados « priors).

Como la ecuacion (1) debe quedar satisfecha por las dos cantidades
a y ka-+h, se sigue que si se introduce en esta ecuacion, kx-+h en lugar
de x, lo que da la nueva ecuacion

@) (kY 4P (k--h) "+, T (k-h)4+-U=0,

las ecuaciones (1) y (2) deben quedar satisfechas por el mismo valor @,
luego (nam. 237) debe existir un comun divisor relativo entre los dos
primeros miembros. :

Aplicando de esta manera 4 ambos polinomios el procedimiento del
maximo comun divisor relativo, é igualando & 0 el divisor obtenido,
se sacara de €l el valor de la raiz a : valor que sustituido en Ia relacion
b=Fka-+Fh, hara conocer el valor correspondiente de b.

Si este comun divisor es del primer grado en , puede concluirse
de aqui que solo dos raices de la ecuacion tienen entre si la relacion
dada. Si este divisor es del segundo grado, es sefial de que existen dos
pares de raices que gozan de esta propiedad ; y su determinacion no
presenta tampoco ninguna dificultad. Despues de esto, se podra dividir
el primer miembro de la propuesta por cada uno de los facfores del
primer grado que corresponden & las raices obtenidas.

En general sea D el comun divisor 4 que se haya llegado. La reso-
lucion de la ecuacion propuesta no depende ya mas que de la reso-
lueibn de la ecuacion que se obtiene dividiendo el primer miembro
de la propuesta por cada uno de los factores del primer grado que cor-
responden 4 las raices de D=0 y a las que se han deducido de la rela<
cion b=Fka-+h.

Sea por ejemplo la ecuacion

(1) &' —122° 182" — T 2-+-30=0

en la que supondremos que dos de las raices e y b se hallan ligadas por
la relacion 6=2a--1,

Poniendo 2z--1 por z en la propuesta , y desarrollando los calculos,
se obtiene hecha la reduccicn,

82'—322°+362*—Tae—2=0,
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Aplicando a los primeros miembros de esta scuacion y de la pro-
puesta el procedimiento del maximo comun divisor, se llega al divisor
relativo z—2 ; lo que da

2—2=0; de donde x=2, 6 a=2.

Este valor de @, sustituyendo en la relacion b=2-+1, da en se=
guida b=b. : £y
El primer miembro de la propuesta es pues divisible por
(2—2) (x—5) 6 *—Tz+10;

y efectuando esta division se tiene para cociente

5 1 —=
#*—52+3=0 , de donde z= 5-=— V3.

De este modo la ecuacion propuesta se halla completamente re-
suelta.

De las ecuaciones reciprocas.

084. Entre las ecuaciones susceptibles de rehajamiento, se distinguen
particularmente las llamadas reciprocas, que son aquellas que perma-

3 1
pecen las mismas cuando se cambia z en -
Asi, por ejemplo, toda ecuacion de la forma
o ppam—td-gzn—+..A-qa® +p2+1=0,

es decir , tal que los coeficientes de los términos sean iguales entre si é
jgual distancia que los estremos, €S una ecuacion reciproca ; porque St

1 :
se reemplaza en ella « por = se convierfe en

1 (i 1 P 9 0,
-E,;"-i' g = =2 oot o S % “+1=03
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de , multiplicando por 2™, é invirtiendo el 6rden de los tér-
™ prr—iqgam—2+. . q2? 4-p241=0,

acion idéntica a'la propuesta.
La denominacion de reciprocas, dada a estas ecuaciones, procede

il : {
de que , s1se supone que ¢ es raiz , = lo es necesariamente tambien,

285. Para poder asignar la forma general de las ecuaciones reci-
procas , consideraremos sucesivamente el caso en que la ecuacion es de
grado impar, y el en que lo es de par.

PRIMER CASO. Sea una ecuacion cualquiera de grado impar.

(1) a2 par i, -s2? +-to-+u==0.
Para que esta ecuacion sea reciproca es preciso, segun la definicion,

: 1
que permanezca la misma cuando se reemplace en ella z por i Efec-

tuemos esta sustitucion : sale

1 P q
] s '! p2n—1

$ t

de donde , multiplicando por =2+, dividiendo por u é invirtiendo el
orden de los términos

t !
(2} mﬁn-{-‘l_‘_ s x%_‘_, _g__xﬁn—-i_'_"_,_i_.__q_ x2 _}..P_. x...'...-'l—-—_—o_
u U /7 u w

Ahora bien : para que las ecuaciones (1) y (2) sean idénticas entre
81, es preciso que sean iguales los coeficientes de las mismas potencias
de z, es decir que se tengan las relaciones

Se deduce de la ultima , u® =1, de donde u=1, y si se toma desde
#ego el valor u=—-+1, resultara

I=p, $—q,..., §—s, p=l.
Tomando en seguida el valor u—=—1, se halla

I=—D, §=—( s:e0s §=—S , p=—
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por donde se ve que una ecuacion de grado impar es reciproca cuando

los coeficientes de los términos a igual distancia de los estremos son

sguales y del mismo signo , O bien iguales y de signos contrarios. NoO

puede por otra parte ser reciproca sino en uno de estos dos casos.
SEGUNDO CAS0. Sea una ecuacion cualquiera de grado par,

(3) a2par—t, ozt 4. A-sa? Hae+u=0.

(En este caso como el niimero total de los términos es 2n-+1, el tér-
mino ra* se halla a igual distancia de los dos estremos.)

1 ;
Reemplacemos por— en esta ecuacion j sale

1 P

zo T gt

de donde maltiplicando por 2, dividiendo por u, € invirtiendo el
orden de los términos,

(L) 939"-|— 329”""1+ ;r:a"*'9+ + 3.’2"-1—-. ,-i——# Al + +";1; =():

pero para que las ecuaciones (3) y (4) sean idénticas entre si es preciso
tener las relaciones

[
Ty :P, AT -_—9’ ey ?:ru-'

U U

La ultima se convierte en 42 =-1, de donde u=
Sentado esto , para el primer valor u=-+1, se halla

=P, 5=,y =5, p=it;
y para el sezundo u=—1,

t=—20p, S=—Q,.cc, T=—0, .00, (=—5§, pP=—

gualdades , de las que la del medio , r—=—r no puede existir & no ser
que se suponga r=0.

Luego toda ecuacion de grado par es reciproca siempre que, 1°. los
coeficientes de los términos @ igual distancia de los estremos sean iguales y
del mismo signo ; 2°. que faltando en la ecuacion el término del medio, son
guales y de signos conlrarios los cocficientes de los términos & igual dis-




