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A&°. Que , si lz ccuacion es de grado par , siendo los coeficientes los tér-
minos tomados @ igual distancia de los estremos iquales 1 de signos con-
trarios, el primer miembro es divisible por z*—1 (NOTA numero 288) 3
y si se efectha la division, la ecuacion que se halla resuelta puede
tambien rebajarse 4 un grado mitad.

290. Aplicaciones. Sea la ecuacion general de dos términos z™ —‘1_=‘0
esla ecuacion tiene evidentemente 1 por raiz ; y efectuando su division
por z—1 , se halla (nim. 31) para cociente,

i B L R v i o =0,
ecuacion reciproca, cuya resolucion, por medio de los principios pre-

cedentes , puede reducirse 4 la resolucion de una ecuacion de grado
mas simple.

Sea por ejemplo la ecuacion 2°—1=0
Dividiendc por x—1, se tiene
o 4-rrr-+1=0,

ecuacion que puede ponerse bajo la forma
1 1
2+ — 42+ —-H1=0.
7 z

Supongamos w-}—% =z, de donde x*—zx-+1=0; y resulta

i e ; e
x’+9+?_z’, 0 .T+E’—-—£’—2.

1 1
Volviendo a llevar estos valores de z+ ) de 21 -

a la ecuacion , se obtiene 22— 924-z41=0,

o reduciendo, 24z—1=0;
P ety o
—_— 2
luego s=—gto V5

Por otra parte, la ecuacion z*—zz+-1=0 da

r=—=x —, V74

CIEY
o=~
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Luego sustituyendo en lug: de z sus dos valores, se tiene , hecha
toda la reduccion,

1

= %t—&- ViV 102 V5, VL.

La ecuacion z'—1=0 puede tambien resolverse completamente por
el mismo medio.

En efecto , se tiene z'°—1= (z*—1) (2*41) =0.

Se conocen ya las raices de la ecuacion z*—1=0; en cuanto ala
de la ecuacion z°*4-1=0, como por el cambio de = en —z se con-
vierte en 2"—1=0, se ve que todo se reduce a4 tomar con signos con-
trarios las raices de esta ultima ecuacion.

§ 1V. TEORIA DE LAS FUNCIONES SIMETRICAS.

para completar el conjunto de los medios necesarios para la resolu-
cion de las ecuaciones de un grado cualquiera, nos resta esponer
una de las teorias mas curiosas y mas importantes del Analisis : fal
es la teoria de las funciones siméfricas. El ilustre Lagrange ha hecho de
ella la base de un método para resolver las ecuaciones de fercero y
cuarto grado.

291. Llamase funcion simétrica de las raices de una ecuacion a foda
espresion algebrdica que encierra estas raices combinadas del mismo modo,
ya entre st, ya con otras cantidades. Asi la suma a-+b+-c+...+i-+l de
las raices de una ecuacion, la suma ab+ac+ad+... 4l de sus pro-
ductos dos 4 dos, 1a suma abc+abd+-... de sus productos tres a fres...
se llaman funciones simétricas de las raices.

El caracter distintivo de una funcion simétrica de diversas canti-
dades es el de conservar el mismo valor numérico , cualquiera que sea lo
permutacion que se haga esperimentar ¢ estas cantidades.

Vimos ya (nam. 242) que siendo P, Q, R,... T, U, los coeficientes de
una ecuacion, se tienen entre las raices y los coeficientes las rela~

ciones a4-b-+c+...=—P..., ab+ac+ad-+...=Q..., abed...==U ; vere-

e
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mos anora que foda funcion simétrica RACIONAL de eslas mismas raices
puede espresarse igualmente por medio de los coeficientes de la ecua-
cion,

299, Suma de las potencias semejantes de las raices de una ecuacion. Las
mas simples de las funciones simétricas ; aquellas por cuyo medio se
puede, como lo vamos & ver , formar todas las demas, son las sumas
de las potencias semejantes de las raices ; tales como a-b-te+d+...y
@b ¢+ .., y en general a» +-b* 4-c* ++d* +..., siendo n un ni-
mero cualquiera.

Digo, pues, que sin conocer las raices es posible espresar las sumas
de sus potencias semejantes por medio de los coeficientes P, Q, R,...
que son cantidades conocidas.

Sea en efecto xm +Par—i4+-Qarn—24+Rzm—3,..+Tax+U=0 la ecuacion
propuesta ; y designemos sus raices por a, b, ¢, d...

Si se divide sucesivamente el primer miembro por cada uno de

los m factores del primer grado, z—a, z—b, Z—c... se obtendra

(ntm. 238), para los diferentes cocientes,

mﬂl—i_{_a m?}t—g_[_a_’ mm—3+a3
P -+Pa -+-Pa?
+Q +Qa

“+R

xm—4+. ; _+am-l
-+P amn—2

.‘Z”‘_i +b xm—ﬂ +b5 pm— 3+bz
P ~Pb —+Pb?
+Q —+Qb

y asi sucesivamente para cada uno de los factores z—c, z—d...

Ahora , si se efectiia la suma de estos m cocientes, y se supone para |

mayor sencillez ,

a b Hc H...=5
at b Sz A=
a® +bs —}-'Cz -]—.....'—:Ss

Se obtiene evidentemente para esta suma,

— 401 —

mymn— L'l_Sl pm— 9"‘""82 ww—3+ss
~-mP —+PSs, —+DPS, —+DPSn—2

-+mQ +QSI —+0Sn—3

—+mR —+RSn—s

$m4+- . -+Sm—-l

Por otra parte, vimos (nam. 264) que Y, ¢ el polinomio derivado
kel primer miembro de la propuesta representa tambien la suma de
los m cacientes de la division de X, por z—a, 2—b, z—c, de modo
que se tiene (num. 262).

Y=maz"—4(m—1) Pz™-2+4 (m—2) Qzm—3+ (m—3) Re™—+-...-+T.

Luego comparando término & término estas dos espresiones idénticas
de la suma de los m cocientes , se obtienen las relaciones

S,+mP =(m—1) P, 6 simplificando,
S.+PS,~+mQ=(m—2)Q, 6 bien

S4+P =0 3
S,+PS,+20=0;
S;+PS,+0S,—3R=0;

Sn—1+PSn—2+-08n—3+...+-mT=-T,
Sn—1+PSp—2+0QSm—3-.. .+(m+'| ) T=0.

La primera formula da desde luego el valor de S, como funcion de
P; la segunda da en seguida S, como funcion de P, Q, y de S, y asi su-
cesivamente : en fin, la Gltima hace conocer Sn— por medio de P, Q,
R,..., T, y de Sn—2, Sp—3..., que se miran como conocidos segun las
relaciones precedentes.

Para estender estas formulas al caso de una potencia cualquiera, to-
memos de nuevo la ecuacion propuesta y reemplacemos por x cada una
de las raices a, b, ¢, d,...; se tienen las igualdades

am-Par—i4-Qam—24-.. +-Ta+U=0,
b7 4 Pbm—14-Qb»—24-...+T b+U=0,

Multiplicando todas estas ignaldades respectivamente por e, 0" , c” ...
= L. 26
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A térmi 3 i segun las
y sumando los productos término 4 término, se obtiene, seg

anotaciones convenidas,
S‘m—:—u‘*"PSm—'—n——i""'Qsm—iﬂn—-ﬂ""—o o ,+TS?L-{—‘ 1+USn ﬁl

ta & aqui formula :

do esto, hé aqui el uso de esta J

SS:: n=0; de,donde S, =S,=a*+b'—+-c"+...=m; se convierte en
]

Sn-+P Sm—i"l"QSm’Q"*' T S,:mU =0.

i i alti las
Esta altima formula se enlaza inmediatamente con la ultima de la

obtenidas arriba.
Hagase en seguida n=1, 2, 3, 4, 5,...; se encuentra

SﬂH— i+PSm +QSm—-i+. 1+TS=)+U81=O
Spi-3+PSa-24-QSma- 1+ 41 S, +US.=0

i i stas f¢ ge una |
Es facil conocer , con la sola inspeccion de estas ff)rmullfls, gmemes a
vez formadas las sumas de las m primeras potencias , las sig .

: ion es la
forman (nam. 184) una serie recurrente cuya escala de relacion

; tomada |
suma de los m coeficientes P, Q, R,..., T, U, de la propuesta, 0

con signos contrarios. . o ;
La ?6rmula Sm4n+PSmya—t+... puede _dar lguaimfenze lisasug:;se i-

las potencias de indices enteros y negativos. En efecto, sea p

mente m=——1; resultara

Sn—1+PSn_a+... 18,4 US4=0,

ion de
ecuacion de la cual se puede sacar el valor de S—1 como funcion
Sm onen conocidos.
1, Spe2....5 S1 5, que se sup ' .
Se;m tambi;n n=—2, n—=—-3....; se obtendran nuevas formulas (_;ﬁue
3 G A i
daran S—2 como funcion de Sm—2, Sm=3;:e) 'S“, 5_1.,...., dtespues S
como funcion de Sn—3, Sn—i;.... S—t, S—a; Y @Sl SUCESIVAMENLE. S
Concluyamos de aqui que, dada una ecuacion cualquaem,- P -
siempre, Sin CONOCET SUS raices, obtener las sumas de Sus potelncaas sscmw
jantes, siendo el grado de la potencia un minero entero cuglquiera po
9 negativo. :
Sea por ejemplo la ecuacion

L5 —T 2 —z+-6=0.

— 403 —
Se tiene para esta ecuacion particular,

P=t, 0=—7T, T=—1, U=4,
io 'que da

§i=—P=—1,

Si=- PS,—20=1-+14=15,
8;=—PS—08,—3TS=—15—7-8=—19,
Si=—PS,—QS,—TS,—AU=19-105—1—24—99,
Ss=—PS, — 0S;—15,—US,=—99 — 133-+15+-6=—211 ,
Se=—PS;— (S, —TS;—US,=211-+693—19—90=T795 ;

5 SS“PSQ_QSJ—‘TS“ 19—15—744

T e

idaelm Sl
U 6 6’
1

—15 9 1
—S5,—P8§,—0S,—TS_4 R é+1+ 8+ 6

85

Valores que pueden comprobarse facilmente , porque la ecuacion ha
sido formada por la multiplicacion de los factores z—1 s 241, x—2,
+3: lo que da 41, —1, 42, y —3, para las cuatro raices.

Consideremos ahora otras especies de funciones simétricas.

295. Se distinguen las funciones racionales y enteras de las raices de
una ecuacion en funciones simétricas de una, dos y tres letras, etc.

Las funciones simétricas de una letra son aquellas en que cada tér-
Mmino 10 encierre mas que wna raiz; tal es la funcion a® b < ... que
sabemos ya espresar (nim. 292) por medio de los coeficientes de la
ecuacion,

Las funciones de dos letras son aquellas en que cada término encierra
dos raices ; tal es la funcion a® b» —a» ¢? —+b" ap --a* d? ..., cuya for-
macion se concibe facilmente tomando todas las combinaciones dos d
dos de las m raices, y afectando las dos letras de cada producto, cox:
los esponentes respectivos n Y p. de donde se sigue que el nimero
total de los términos de esta funcion es (nam. 146) igual & m (m—1).

Las funciones de tres letras son aquellas en que cada érmino encierr
#res raices; tal es la funcion ar be ¢ +-b* ar 9 ~+..., que se obtiene for
mando todas las combinaciones fres a tres, de las m raices, y afectandq
las tres letras de cada producto, de los esponentes respectivos, n, D 4
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asi el nimero total de los términos se halla marcado por m (m —1)
(m—2); y asi sucesivamente.

Como un término cualquiera de una funcion simétrica tiene muchas
letras, cuando esta escrito se pueden obtener todos los demas, sus ti
tuyendo 4 la combinacion de las letras que entran en este término las
otras combinaciones de que son susceptibles m letras, y conservando
4 los esponentes el mismo 6rden : se ha conyenido, para abreviar , re-
presentar las fanciones de una, dos, fres... letras de esta manera:
Tar Tar be , Ta® b ¢ ,...; es decir que se coloca delante de uno de los
términos de la funcion la letra T; y estas anotaciones son equiva-
lentes & : @»~b" ~¢* ..., a* be 4-a® ¢? ..., a® br ¢? ~+an bp d7 +-...

Las funcjopes de que acabamos de hablar se llaman funciones simé-
tricas elementales.

Se concibe en seguida que todos los términos de una misma funcion
puedan ser afectados de coeficientes ; pero para que la funcion sea
siméirica es preciso que todos estos coeficientes sean iguales; y en-
tonces se puede poner este coeficiente por factor comun.

Asi es como la espresion 4a® 5% +-4a® ¢ +4-4b? ¢® -}-..., que se supone
simétrica en a, b, c..., puede ponerse bhajo la forma 4 (a® b —a®
0P a®--...),0 4 Ta® b2

En fin un polinomio simétrico en a, b, ¢,..., puede componerse de
la reunion , por adicion 6 sustraccion, de muchas funciones simétricas
elementales; y su valuacion se reduce entonces a la de cada una de las

funciones elementales que le componen. Pasemos pues a la determi-
nacion de estas.

Valuacion de las funciones simétricas de dos, ftres... letras.

294. Dimos ya formulas (nim. 292) para valuar las funciones tales
como Te” , que no es otra cosa que S, . Procuremos ahora valuar la
funcion de dos letras T i» . Para ello multipliquemos entre si las dos
espresiones

a? 4-bt -f-¢r +dt +-...=Ta* ,
ar 4-bp 4¢P 4-df +-...=Tar .

"l segundo miembro es Ta® XTa? .
_En cuanto al primer miembro pueden ocurrir dos casos en la multis
plicacion. O los dos términos del multiplicando y del multiplicador

= N

tienen la misma letra; y en este caso el producto parcial es uno de los
términos de la funcion Ta™~?: O bien los dos términos tienen letras
diferentes, en cuyo caso el producto parcial es un término de la fun-
cion Ta» b2 . Por otra parte, como el producto fotal debe ser simétrico,
por serlo estos dos factores, se sigue que el primer miembro tiene por
espresion,

Tar+r4-Ta® br .

De modo que se tiene la ecuacion Tas+?+4Ta b2 =Ta" XTar ; de
donde se deduce

(1) Ta» bv =Tas XTar —Ta*+*.

Siendo conocidos Ta® , Ta? , Tan+-#, por las formulas del nimero 292,
la formula (1) podra servir para determinar todas las funciones de dos
letras.

Caso particular. Si se supone esta formula n=p, circunstancia que
ocurre con frecuencia , el segundo miembro se reduce 4 (Ta" )* —Ta2",
Para saber en qué se convierte el primero (que en apariencia se reduce
a Ta b* ) es preciso observar que se tiene

Tar b» —a» be +-a" c? +a” a? =+-...--b* aP ...—4-c" & +-...,

pero en la hipotesis de n=p, todos los términos de este polinomio se
hacen iguales dos ¢ dos, 4 saber : a» b7 y b" a? , a"c? y c"a¥ ... luego
Tar bv se reduce realmente a 2Ta® b? ; es decir al doble de la funcion
espresada por Te» b, y cuyo namero de términos no representa ya
(niim. 233) el namero de permutaciones sino el de combinaciones dos
@ dos.

Luego suponiendo en la férmula (1) n=p, se halla

e
(2) Ta* b —————T—'—*‘.

=

Procuremos ahora valuar la funcion Ta® b? ¢? .
Para consiguirlo , multipliquemos entre si las ecuaciones

an b g cP +ar df 4-.....4-b a? .....4-c" aP +....=Ta" bp
e e U 7 e SRS S e E

Se tiene desde luego Ta» b» XTa2 para el producto de los segundog
miembros.

En cuanto 4 los primeros se deben obtener tres especies de funciones
simétricas para el producto total.




Porque , 6 bien 1a letra del término multiplicador es semejante a la
letra del multiplicando , afectado del esponente n ; en cuyo caso el pro-
ducto parcial es uno de los términos de la funcion Ta+1 b7 ,

0 bien la letra del término multiplicador es semejante 4 la letra del
término multiplicando afectado del esponente p ; y en este caso el pro-
ducto parcial pertenece a la funcion Ta” b2--1.

O bien en fin es diferente de las dos letras que entran en el término
multiplicando ; y entdnces el producto parcial es uno de los términos
de la funcion Ta» b2 ¢7 .

Luego el producto total de los dos primeros miembros Liene por es-
presion , Ta#--4 b? 4-Ta" br-- 94 Ta» b? c? .

De modo que se tiene para nueva ecuacion ,

Tar+9 bp 4-To» br-+=9-4-Tan be c2 =Tar b XTad ,
de donde se deduce
3 Ta® be 2 =Ta" b» X Ta? —Tar+-1 be —Tar be--1.

Casos particulares. 1°. Supongamos dos de los tres esponentes, iguales,
p=q, por ejemplo; el primer miembro se reduce a 2Ta" b? ¢? , pues
que todos los términos de la funcion general Ta» b» ¢? son entonces
iguales dos & dos ; y Ia formula (3) se convierte en

Ta" b? X Ta?r —Tar+-2bp —Ta" b%
3 :

(4) T becr —

Esta formula servird para todas las funciones de tres letras en que
son iguales dos esponentes.

2". Suppngamos iguales los tres esponentes, es decir, n=p=gq; el
primer miembro de la formula (3) se reduce a 6Ta” b* ¢, porque todos
los terminos se hacen iguales (nim. 145) seis ¢ seis.

De modo que esta formula se convierte en

Ta® b XTa» —2Ta* b

(5) Ta» br ¢r —
6

Se llegaria al mismo resultado con la férmula (4) observando que
n=p da Ta” b? ¢2 =3Ta" b ¢ , porque todos los términos de Ta® bv ¢
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295. Observamos ya (nim. 293) que toda funcion simétrica racional
y entera de las raices de una ecuacion no es mas que el resultado de
la reunion por adicion 6 sustraccion, de las funciones Ta» , Ta® b2 .
Tar b ¢t ,....; estamos , pues, autorizados para concluir este teorema,
que es uno de los mas bellos & importantes del analisis algebraico :

Toda funcion simétrica racionaly entera de las raices de una ecuacion,
puede, sin que se cONOZCAn sus raices, ser valuada por medio de los coefi-
cientes de lo ecuacion.

NoTa. Lo mismo sucede con una funcion simétrica racional y frac-
cionaria ; porque si se concibe que todos los términos quedan redu-
cidos al mismo denominador , se tendra una sola espresion fraccionaria
cuyo numerador, segun el caracter distintivo de una funcion simé-
trica (nim. 291), debera ser, asi como el denominador, una funcion
simétrica racional y entera; luego valuando cada una de estas fun-
ciones separadamente se obtendra el valor de la funcion propuesta.

Aplicaciones de la teoria de las funciones simétricas.

©96. La teoria de las funciones simétricas da los medios de resolver
esta cuestion, que hemos tratado ya (nimero 272) con ayuda de la eli-
minacion : -

Dada una ecuacion cuyas raices no se conocen, formar ung nueva
ecuacion que tenga por raiz una combinacion DETERMINADA de dos , tres...
cualesquicra de las raices de la propuesta.

Para fijar las ideas supongamos primeramente que se pide

Una ecuacion cuyas raices sean lo suma de dos cualesquiera de las
raices de la ecuacion X=0.

Sean a, b, ¢, d..., las raices de la ecuacion ; las de la nueva ecuacion, -
que llamaremos Z—0, seran a-+b, a-c , a+d , b+c,....; Y su nuamero
estard espresado por el numero de sumas 0 combinaciones diferentes,
dos 4 dos, que se pueden hacer con las m letras a, b, ¢, d,... es decir

(n@um. 147) por L S {h) ;

2

son iguales tres g tres. , m (m—1)

Por poco que se reflexione sobre la marcha que acabamos de segun -
para valuar Ta» b7 , Ta” b ¢2 , es facil conocer lo que habria que hacer
para la evaluacion de las funciones de cuatro, de cinco letras , etc.

ﬂnVERSfoag OF NUEVO LEgN
&8I0t rﬁ-;w&ﬁss-fmm

representa ya el grado de la ecuacion.

A fsrs
= n‘f i f"éf‘f' =
En cuanto a la composicion de sus coeficientes, comggg(_%g& 5%%% 31%:*.
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coeficiente del segundo término es igual & la suma de las raices tomada
gon signos contrarios ; tiene por valor,

—(a+b)—(a+c)—(a+d)....,

espresion en que a, b, c... entran todas del mismo modo; de suerte que

esta funcion simétrica racional y entera puede espresarse por medio de
los coeficientes P, (), R... de la propuesta.

Se liene asimismo para el coeficiente del tercer término la suma de
los productos , dos a4 dos , de las mismas cantidades , 6 bien

(a+b) (a-t-c)4-{(a+D) (b+c)+(a+c) (b+c)+...,

espresion que es tambien simétrica en @, b, c... y puede por consi-
guiente valuarse por medio de los coeficientes P, (), R... 1gual con-
clusion relativamente 4 los coeficientes del cuarto, quinto.... término,
y en general con relacion al coeficiente del orden (n41), pues que no
es olra cosa, fuera del signo, que la suma de los productos n 4 n de las
cantidades a+4b, a-c..., suma que es necesariamente una funcion
simetrica de @, b, c.... Toda la dificultad consiste en poner en evi-
dencia estas diversas funciones simétricas, y valuarlas segun las for-
mulas precedentemente establecidas.

Por lo demas, pronto veremos un medio mas simple de valuar los
coeficientes de la ecuacion buscada.

Se puede igualmente formar una ecuacion cuyas raices sean combi-
naciones de la forma

a—+-b—+Fkab , a+c-+kac, a-+d-kad.,,,

siendo % un numero conocido y determinado.

El grado de esta nueva ecuacion , que se puede tambien designar p
=0, se marca siempre por
m—1

T

Y siendo sus coeficientes fuera del signo , las sumas de los productos,
una ¢ una, dos 4 dos, tres d tres..., de las cantidades e+b--kab,

a+c+tkac...; son necesariamente funciones simétricas racionales y en-
teras de las raices de la propuesta.

297. Propongamonos , como segunda aplicacion , formar la ecuacion
de las diferencias de las raices de una ecuacion dada, cuestion que ha
sido ya tratada por eliminacion.

— h09 -

Hemos hecho conocer (niim. 275) la forma y el grado de esta ecua-
cion. Sea m el grado de la propuesta; el de la ecuacion de las dife-
rencias se halla espresado por m (m—1). Ademas, es de grado par, y no
encierra mas que potencias de grado par, de manera que, si se supone
en la ecuacion,

i m(m—1)

U=z n
9 ?)

la ecuacion toma la forma
(1) zt Pz a2, +-T'24-U'=0,

y las raices de esta nueva ecuacion son los cuadrados de las diferencias
de las raices de la propuesta.

Los coeficientes I, (..., T/, U’, son los mismos que los de la ecua-
cion de las diferencias; pero de grado mitad, y por esto mismo mas
simple para considerarse.

Sentado esto, si @, b, ¢, d,... son las raices de la propuesia, se
tiene, para las de la ecuacion (1),

(a—b), (a—c); (b—c)y.. 5

luego, segun la composicion conocida de las ecuaciones, los coefi-
cientes P, Q', R',... fuera del signo para algunos, son las sumas de
los productos141,2a 2, 34 3,... de las cantidades

(a'_b),: (a' 2 c)z, (b—c)z" 3
es decir , que se tiene

—P'=(a—b)p(a—c)+...,
Q'=(a—0b) (a—c)*+(a—Db) (b—c)+-...,
—R'=(a—b) (a—c)* (b—c2+-...

Todas estas espresiones , pues , son funciones simétricas que pueden
valuarse por medio de los coeficientes P, Q, R,... de la propuesta.

Sin embargo, si se efectuasen estos desarrollos, las diversas fun-
ciones que se obtendrian serian funciones de una, dos, tres, etc.;y
en general de p letras (si se considera el coeficiente del érden p+1;
valuandose en la practica estos coeficientes con mucho trabajo.

Pero existe un medio mas simple de calcular P!, (', R'...




