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en 2, correspondiente 4 esta raiz; y los coeficientes de este factor son
necesariamente conmensurables tambien.

Guando una ecuacion numérica se halla desembarazada de sus divi-
sores conmensurables de primer grado, la ecuacion resultante no tiene
mas que raices reales inconmensurables y raices imaginarias ; pero se
concibe que muchos de los factores de primer grado que corresponder:
a estas raices , aunque tienen coeficientes inconmensurables, puedes
wmuy bien, por su combinacion dos dos, dar origen 4 productos
cuyos coeficientes sean racionales ; asi es como

(2— V'3) (w+ v 3)=2—3,
fo—14 V=B) (z—1— v—B)=0"—20+6.

Sin embargo , si hubiese algun medio de descubrir en una ecuacion
los divisores conmensurables del segundo grado , igualandolos a cero,
se deducirian de ellos raices de la ecuacion propuesta; obleniendolag
ademas bajo su verdadera forma.

Vamos 4 ver de qué manera conducen & este objeto los principios de
la eliminacion y el método del niim. 320.

526. Sea X=0 una ecuacion desembaraza
mensurables del primer grado.

Designemos por #*-+pxz-+¢ uno cualquiera de los divisores del se-
gundo grado de X ; siendo p y q dos indeterminadas cuyos valores es
menester obtener en nimeros conmensurables, si es posible.

Para ello dividamos X por X*~-px-+q : y concibamos que se haya le-
vado lo operacion hasta llegar ¢ una resta del primer grado en x de lg
forma Ma—+N, siendo M Y N funciones indeterminadas de pyde q.
Igualando & cero esta resta, se establecera la condicion de que 1=
PZ+q se convierte en divisor exacto de X ; ademas esta division debe
hacerse independientemente de cualquier valor particular attribuido
a2 2; luego, en virtud del principio del nam. 180 sobre las ecua-

ciones idénticas, la ecuacion Mx-+N se dividiré necesariamente en
otras dos,

da de sus divisores con-

M=0. N=0, 6 bien F (p, 0)=0, F'(p, ¢)=0.

Sentado esto, la cuestion se T
mensurables) todos los sistem
verificar estas dos ecuaciones.

educira & encontrar (en nlimeros con-
as de valores de p Y de ¢ propios pare

Se empezard por formar con arreglo; 4 los métodos conocidos, I
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. ecuacion final en g, ¢ la cual se eplicarda el método de las raices con-

mensurables (nam. 320). Obtenidos todos los valores mc-iona_lcs de p se los
sustituird (nim. 270) en la resta del primer grado remmame‘nte ¢ q d;
cuya resta, iqualada en seguida & cero, dard los valores mcwnalest

q, correspondientes & los valores de p ya encontrados. Y ﬁ-na!r?zen 5
se sustituird cada uno de los sistemas de valores de p y de  en el trinomio
*-pa-q 5 lo que dard otros lantos divisores conmensurables de sequndo
gr%ioevidente que la ecuacion final en p debe ser de un grado marcadc

por m (%L) , siendo m el grado de la ecuacion, pues que esta eg

la espresion del nimero total de los divisores conmensurables 6 incon-
mensurables de segundo grado. : :
Por aqui se podra venir en conocimento de lo complicado que este
; actica , aci ria.
metodo es en la practica , aunque fz'1c11 en feo o
Se ve & primera vista lo que habria que hacer para obte'ne.r los divi
sores conmensurables de 3°, y 4%... grado; pero estas ulfimas cues-
tiones no son de utilidad alguna.

§ I11. INVESTIGACION DE LAS RA{CES REALES INCONMENSURABLES.

Cuando se ha despojado a4 una ecuacion de todos los divisores de
primer grado que corresponden a sus raices conmens_urables, la g;:ua—
cion re;u]tante no admite va mas que raices reales inconmensurables y
raices imaginarias. ' |

La verdadera forma de las raices reales mconmgnsurg]}gles de una
ecuacion de cualquier grado permanecera desconogda mxenga’g n: gg
conozca un método general para resolver las ecuaciones algebraica

rado superior., -
. Pero si la determinacion de su forma es aun un problema gor 51:15
solver, no sucede lo mismo con el valor numeérico de cada una ede e
raices ; pues existen métodos para obtenerlos con todo el grado
aprozimacion que puede desearse.




Para mayor sencillez dividiremos esta teoria en dos partes : En la
primera supondremos que la propuesta es tal que pueda UNA SOLA raiz
real hallarse comprendida entre dos nimeros enteros consecutivos ; y
en lo sequnde que dos nimeros enteros consecutivos pueden coms-
prender mas de una raiz.

PRIMERA PARTE. Caso cn que una sola raiz real pued: hallarse com~
prendida enlre dos numeros enteros consecutivos,

[Admitiremos tambien, en todo lo que sigue, que se han determinado
los limites+L y —L/, lo mas proximos posible, ya sea por el mé-
todo de las descomposiciones (nam. 308) ya por el de Newton
(nom. 309.)]

327, Imvestigacion de la parte entera. Como cada una de las raices in-
conmensurables se halla necesariamente compuesta de una parte enfera
(que puede ser 0 algunas veces) y de una parle menor que la unidad, el
primer objeto de que tenemos que ocuparnos consiste en determinar la
parte entera de cada raiz.

Para esto se sustituyen en lugar de X, en la ecuacion las series naturales
de Ios numeros, 0, 1, 2, 3..., y —1,—2, —3..., cumprendidas entre-+L
y— L'. Como entre dos niimeros sustituidos que dan dos resultados de
signos contrarios, hay al ménos una raiz (nimero 303), se sigue que
cada par de nameros que da resultados de signes contrarios comprende
una raiz real, y no comprende mas gue wna sola, segun la hipotesis esla-
blecida. Ademas; la parte entera de la raiz es el menor de los dos ni-
meros que la comprenden.

Pueden, pues, presentarse dos casos : — ¢ se obtienen por todas susti-
taciones, tanfos cambios de signos (0 de pares de resultados de signos
contrarios) como unidades hay en el grado de lg ecuacion; y entdnces se
concluye de aqui que son reales todas las raices: — O bien el ntimero de
los cambios de signo es menor que el grado de la ecuacion; en cuyo caso
“ay tantas raices reales como cambios de signo; y son maginarigs las
demas raices.

En ambos casos hace conocer este método la parte entera de cada
raiz real; quedando solo por determinar la parte menor que la unidad,

METODO DE APROXIMACION DE LAGRANGE,

328. Sea X==0 una ecuacion cuyas raices reales tienen respectiva-
mente una parte entera diferente que se supone estar ya determinada.
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Designemos por @ y a+1 dos niimeros enteros que comprendan a una
de ellas; a espresara entonces la parte entera de esta raiz, quedando
soloque buscar Ia parte menor que la unidad.

Para ello, en la ecuacion

X=0, 0 2»4-Paxm14....4-T2x-4-U=0,

1
supongamos w=a+-—y—; y resulta la transformada.

"

An
Aym +Arym—i+ _2" y"'_3+—2"'*3“’?j”"'3+a 0 -"H:O-

[Para obtener esta transformada se empieza por reemplazar x por
z--u, lo cual da (num. 262)

A+Au+ f;— Wy oo Um =0,

designando A lo que es X cuando se reemplaza a por z, y siendo A’, AY,...
polinomios derivados de A segun la ley establecida en el nim. 262;

: 1 : :
despues se vuelve a poner;por %, ¥ se quitan los denominadores

en y.]
Designemos , para abreviar, por Y=0 esta transformada, que es del
mismo grado que la propuesta, y tiene por consiguiente m raices.

Ahora bien ; pﬁesto que la relacion z=a- -;—- debe dar todos los va-

lores de «, asi que se conozcan los valores de 4, y por hipotesis a y
a-+1 comprenden un valor de , y solo comprenden uno, es absolu-
tamente preciso que entre los valores reales de y haya uno mayor que 1,
Y que no haya mas que uno solo; pues de otra manera seria suponer que
@ y a1 comprenden mas de un valor de z.

Si se ponen pues, sucesivamente en lugar de y en la ecuacion Y=0
los numeros enteros 1, 2, 3,... a parlir de la unidad, hay seguridad
de oblener tarde 6 temprano un cambio de signo; comprendiendo los

dos nimeros que hayan producido este cambio de signo el valor bus-
cado de y. :

'1 . »

?’]"1 '."

resulta una transformada Y'=0 (que se obtendra por el medio arriba
T. 1. 29

Sean b y 641 estos dos numeros ; supongamos en Y=0; y=b-}-




Al b e

'indicadn); y esta ecuacion, entre sus raices reales tendré' tan_lblen und

sola , mayor que 1, que se pondra en evidencia por la sustitucion de los

nameros enteros 1, 2, 3,..... en Y'=0. : .
Sean ¢ y ¢-1 los dos nameros enferos que debiendo producir un

cambio de signo, comprendan el valor de y'. Se supondra en la ecua-
cion Y'=0, y'=c+ —!ﬁ 1o cual dara la nueva transformada Y'=0, te-
Y

niendo sdlo una raiz mayor que 1. :
Sean d y d-H los dos nameros que la comprenden ; se supondra otra

vez en Y'=0 , y"=d-}- —1,—,—; y se llevara esta serie de transformaciones
Y

tan léjos como se quiera.
Reuniendo ahora las relaciones -

1 1 1 p i
r=0-+ "!TJ y:b"”‘yﬁﬂ y'-"—"”*‘gﬁ» U} =d+§ﬁ'1

resulta =0+
5 1
Pl i

Char

Pero se sabe que cuantas mas fracciones integrantes se toman en una
fraccion continua, tanto mas proximo se esta del valor que repre-

e 1 :
senta; espresandose el grado de aproximacion por-N—, siendo N el

2

denominador de la ultima reducida.
Asi, pues, el método que se acaba de esponer dara el valor de = con
el grado de aproximacion que se desee.

329, Apliquemos la teoria precedente a la ecuacion
) 2*—32—3=0.

Desde luego, como es facil verlo, los limites superiores de las raices
positivas y de las negativas son -3 y —2.

Ponganse sucesivamente en lugar de x, en la ecuacion, los nu-
meros

—2, —1, ==0, 41, 42, +3;

— 451 —
y se obtendran los resultados

1, +, =3, =7, —5, +9;

y como hay tres cambios de signo, se sigue que la ecuacion tiene sug
tres raices reales, a saber : una positiva comprendida entre 2 y3,%
dos negativas comprendidas respectivamente entre 0 Y —1, y entre —4

y —2.
Ocupémonos primeramente del valor positivo.
Supongamos en la ecuacion (1) m:?—f—%,— y resulta (nim. 328) un
~uacion de la forma
Al'l
Ay*+Ay+ oY y-+1=0,
en la cual se tiene

(2 =5 @)--3=-5,
3 (2)' —B..... =+7’

de donde, sustituyendo y cambiando los signos ,
(2) 5y*—Ty*— 6y—1=0.
Hagamos en esta ecuacion , y=1, 2, 3...3

Sale para =1 -9,
y=2.....—1,
Y=3 . oa. -+53 ;

luego el valor buscado de 'y esta comprendido entre 2 y 3,
Supongamos en la ecuacion (2), y—2+ -17
resulta la transformada

BH B”
By*+4BYy - ——y f———=
)t e y+2y+2.3 Q.
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en la cual B = 5(2'— 7(2'—6 @' —1=— g A
B =15 (2—14 (2!—6..ene.... =426,

Bty il
S =15@r— 1

Bn'ﬂ

P — i P P T CE LD =+ b3
2.3 >

de donde, sustituyendo y cambiando los signos,
(3) y*—26y'*~23y'—5=0.
Como esta ecuacion se convierfe en
y* (y—26)—23y'—5=0,

es visible que cualquier valor menor que 26, sustituido por ¥, daria
_ un resultado negativo.

Pero si se supone —603 ,

luego y' se halla comprendido entre 26 y 27.
1
Suponiendo en la ecuacion (3) y'=26+ v

se obtiene la nueva transformada

AL

GM‘
7,112 1} =
Cy**HCy"+ 5 -y'+ 55 =0,

enlacual G = (26)°—26(26)'—23 (26)—s=—=603,
¢ =3 (26)—52(26)'—23. . . . =653,

/]
%-:3(26)‘—26 ..... oL .=+ 52,

I
-2(-:-%:-1 .............. =4 13

de donde, sustituyendo y cambiando los signos,
(4) 603y""—653y—52y'—1=0,
ecuacion que se reduce & esta :

4™ (603y'—653)—52y"—1 <0,
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Como #"=1 da por resultado, — 103.
& yi=a. . .. .. 42107,

se sigue que y" se halla comprendido entre 1 y 2.

1
Suponiendo de nuevo y'=1+ o

se obtendria, hecho el calculo, para la transformada,

(5) 103y"*—A451y"—1156y"—603=0,
6 bien Y™ (103y” —451)—1156y” —603=0.

Es facil conocer, pues, que el valor de y” se halla comprendido
entre 6 y 7; de modo que si se quisiese continuar la operacion, seria

preciso suponer y"=6- ;“ s
Pero limitémonos 4 los resultados ya obtenidos.
Los valoresde «, y, ¥’, y", y”, dan lugar & la fraccion confinua
=2} L
2+
264
? BT i
ot 6

y siendo las reducidas consecutivas

132 137 934
> B3 7 55 ° 383°

s
122

se sigue que la Gltima espresa el valor de 2 con diferencia de ménos

- ——1 1
delaf ' :
e la fraccion, marcada por (383)° 146689

: 954 , ; :
Reduciendo 255 2 decimales, y llevando la operacion hasta 100000

inclusive , se halla 2,49086 , resultado que se considera que expresa el
valor de = con una diferencia de ménos de 0,00001.

Sin embargo, como este valor es mas pequeiio, por dos razones,
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fraccion menor que dicha reducida, seria dable que la Ultima cifra, 6,
debiese ser aumentada en una unidad. :

Pero si se sustituye sucesivamente 2,49086 y 9.49087 en la propuesta,
se hallan dos resultados de signos contrarios.

De modo que 2,49086 representa en ménos con la diferencia de
0,00001, la raiz positiva de la ecuacion propuesta,

En cuanto 4 las dos raices negativas, observemos que si sé cambia z
en —z en la ecuacion (1), se convierte en

1o. porque la reducida g es de lugar impar; 2°. porque 2,49086 es una

B —5z4-3=0

y las raices positivas de la nueva ecuacion, tomadas con el signo —, dan
las raices negativas de la propuesta. De esta manera queda la cuestion
reducida a la investigacion de las raices positivas de la transformada
que se acaba de obtener.
Asi, pues, repitiendo sobre esta transformada calculos analogos a los
precedentes, se encuentra
4o, Para la raiz comprendida entre 0 y4, . .. ... 0,65662;
9°, Para la raiz comprendida entre 1y 2, . ... . . 1,83424
Luego en fin las raices de la ecuacion

x*—Br—3=0,
son x=2,49086, x=—--0,65662, x=—1,83424.

(Se reconoce en efecto que la suma algebraica de las fres raices es

nula ; y asi debe ser, pues que falta en la ecuacion el coeficiente del
segundo término. )

330. Observacion. Reflexionando acerca del método precedente que
supone esencialmente que entre dos nimeros enteros ¢ y a+1, no hay
mas que unae sole raiz de la propuestz, puesto que sin esta condicion
no se podria afirmar que cada una de las transformadas tiene una sola
raiz mayor que la unidad, y que por consiguiente la sustitucion de los
numeros 1, 2, 3,... en lugar de las y, ¥/, ¥, en estas transformadas,
debe producir tarde 6 temprano un cambio de signo.

Sin embargo, cuando se conoce de antemano el nimero de las raices
comprendidas entre @ y ¢-+1, es posible que el método sirva todavia.
( Véase el ejemplo del niumero 353.)

Supongamos, para fijar las ideas, que ¢ y a+1 comprendan dos raices

o= [B5 e

y no comprendan mas que dos. Sustituyendo a-- -:;-pm- a, se obtendra

una transformada que tendra dos raices mayores que la unidad, y no
tendra mas que dos.

Asi, pues, cuando se ponga por y la serie de los nimeros 1, 2, 3,...,
se presentara una de estas dos circunstancias :

@ bien no se obtendrd mingun cambio de signo; y en esfe caso
nada podra concluirse , es decir que feltard entdnces el método, en
cuanto seran necesarias nuevas transformaciones para operar la sepa-
cion completa de las raices ;

O bien esta sustitucion producira dos cambios de signos : admitamos

por un instante que los nimeros # y n+1, p y p-+1, produzcan res-
pectivamente estos cambios de signo.

Se pondra primeramente en la transformada, y:n—}-%, lo cual

dara una nueva transformada que tendra une sole raiz ‘mayor que la
unidad , y sobre la que se podra operar como anteriormente : entonces

el primer valor de x se espresara por una fraccion continua de la
forma

T=a-
1

”"'ﬂu.,._,.

Poniendo luego en la misma transformada en y, y=p-- é— » S¢ ob-

tendra una nueva transformada que tendra une sole raiz mayor que la
unidad, y sobre la cual se operara tambien como anteriormente; el se-

gundo valor de z se presentard, pues, bajo la forma de una nueva
fraccion continua,

o=t
p——

p'+p”+“

que tendra la misma parle entera que la precedente, pero cuyas frac-
ciones integrantes seran diversas.

Seria facil estender estos razonamientos al caso en que se supiese de
antemano que ¢ v a+1 comprenden tres raices reales... Pero lo dicho
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basta para probar que no hay una gran ventaja real en el empleo del
método de Lagrange , sino en el caso de que a y a+1 no comprendan
mas que una solg raiz. Sin embargo, va espondremos mas adelante
(nm. 254) un medio general de operar para la determinacion de las
raices en la practica de este método.

Conversion en fraccion continua de un nimero irracional cualquiera.

551, El método de aproximacion por fracciones continuas puede
servir para valuar las raices de cualquier grado de los nimeros.
Sea P un namero absoluto de que sea preciso estraer la raiz m.

m
Sise supone v P=x, resulta

am—P=0.

Como =90 y z=P-+1 (nGm. 306), sustituidos en lugar de = en
esta ecuacion, dan dos resultados de signos confrarios, se sigue que
tiene cuando ménos una raiz positiva. Ademas tampoco presenta mas
que una zariacion de signo; luego, segun la regla de los signos de
Descartes (niim. 315), tiene una sole raiz real positiva, que se puede
obtener aproximadamente por el método de Lagrange; y se tendra de

este modo y/ P hajo la forma de fraccion continua.

, i 0 :
Sea por ejemplo, v 11 la que haya que valuar en fraccion continua,
Basta aplicar el método del numero 328 & la ecuacion

2*—11=0.

Se hallaran sucesivamente las relaciones

1 Yoy 1 1
w=2+fy—, ek v y”===6-+—-§,-,;,...,

y por consiguiente lasi reducidas

2 9 0 12
1’ 4’ 9

b 58 k]
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de las que la wltima convertida en decimales, da 2,224 hasta 0,001,

: 1
con. corta diferencia, pues se tiene evidentemente (—55—3)T<0,001 ( este

valor es un poco mayor).

552. Indicaremos con este motivo el medio de desarrollar toda
especie de nimeros (absolutos) en fraccion continua. Este medio supone
{inicamenle que se sabe estraer de un niimero dado la parte entera que
se halla comprendida en él.

Sea A el nimero propuesto, ¢ su parte entera (que se supone se
sabe encontrar).

Se tiene desde luego 1a igualdad
(siendo B>1);

1 .
de donde se deduce E_A—a, Yy B= e

: 1 3 ;
Sea b la parte entera de B 0 de e obtenida por un medio cual-

quiera.
Se tiene la nueva igualdad

(siendo G > 1);

: 1
S 0i=ct=——i

1 1
de donde < =B—b, C= _B:; )

1 g G
'ﬁ""C-c; D—'—:C_CSOD—d‘%_‘E'.I

y asi sucesivamente.
Reuniendo actualmente las relaciones

‘1_

1
¢’ C:c-i--—[-)- ey

1
A:a+—§, B=h+
se obtiene finalmente A en forma de una fraccion continua,

A=—a+

1
b+c—|-. 5




