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Como estas ecuaciones son del mismo gll'ado en x, Pl}ededtomarse
indiferentemente el primer miembro de una u olra por d{le'ien 0. ;
Tomemos primeramente (1) por dividendo , y multipliquemos per
y'—3y+2; v electuemos luego la division. )
Sale por cociente 9,
v para resla (—3y°+-8y"—5y°) a2y +-2y°—6y+4.
Tl coeficiente del primer término de esta resta puede ponerse bajo |

forma
- —y* (y—1) (3y+5)3

y como y=0, y=1, y=~~% , no pueden anular a4 2i+2y° —6y+4,

s¢ sigue que la resta del primer grado en Z no ti.aﬂe fac%nr en y. e
Por otra parte, como el coeliciente del primer tem}mo de (2),
¢ y’—3y-+2 se reduce & (y—1) (y+2), resulta que para C(zptlnua{'-‘}a OE,]C,
- eion basta multiplicar el primer miembro de 2) por y w—1) '._-my-l—‘a) ;
tiecha esta preparacion, Y efectuada la nueva division, se obtiene

i i iti / ¢ i i @, que
cierto cociente (que omitiremos) v una resta independiente de @, q .

cambiada de signo , es igual &

27y —A 36y°+21 4y —112y"-65y° — 100y°+-30y*—24y°
+120y2 —112y-+32.

Sin embargo , es menester asegurarse de qgue esta resta no con=
tione factores estrafios. Mas segun la teoria estos factores no pueden

sy sino (y—1) v (y—2), que componen el primer multiplicador intro-

ducido.

Como la hipdtesis y=1 no destruye el polinomio precedente, se sigue
que y—1 no.lo divide; pero si se ensaya la division por y—2, se halla

un cociente exacto ¢ igual a
97y — 825+ 50y"—12y -4y’ —1 8y'—fy®--36y*+48y—16,

que no es ya divisible por y—2. Asi pues , este cociente igualado a cero
¢a la verdadera ccuacion final. =
Tratemos el mismo cjemplo, tomando & (2) por dividendo; y para
allo multipliquemos (2) por y°, y efectuemos despues la division. Salt
un cociente (que es inalil eseribir). y una resta del primer grado en &
igual 4
(3y*—8y"+5y°) a—2y*—2y°+6y—4
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El coeficiente del primer término de esta 1esta es
¥ (y—1) By—b)

y como ningano de los factores de este producto se halla en el segundo
termino, se sigue que para continuar la operacion es preciso multipli-
car (1) por y* (y—1)* (3y—5).

Despues de esla nueva preparacion, se efectia la division, y se obliene
por resta independiente de z,

2Ty —82y +-50y" — 12y 441yt —18y* — 6y*—36y*+-48y—10 ,

polimonio gque, igualado 4 cero, da la verdadera ecuacion final, pues
que el primer multiplicador introducido, %*, no iiene factor alguno
comun con esta resta. :

No insistiremos sobre la determinacion de los pares de valores que
satisfacen 4 las ecuaciones propuestas, porque solo la investigacion de
las raices de la ecuacion final seria ya de por si muy trabajosa. Pero es
notable este ejemplo, en cuanlo & que con la manera con que se empieza
la operacion, se llega inmediatamente a la verdadera ecuacion final, ¢
a la ecuacion desembarazada de toda raiz estraia.

566. OBSERVACION IMPORTANTE, sobre las soluciones infinitas. Reflexio-
nando acerca de la teoria desarrollada en los nameros 360...364, se
reconoce facilmente que los razonamientos de que se compone solo se
aplican a las soluciones de las ecuaciones en cenfidades finitas, reales ¢
imaginarias.

Por lo que toca a4 las soluciones #finifas 4 que dan lugar ciertos
sistemas de ecuaciones, es siempre facil descubrirlas, ya sea al {in de
las operaciones, ya en el curso del calculo, 6 ya en fin subiendo 4 las

mismas ecuaciones, como se vera en los nuevos ejemplos que vamos a
tratar.

GUARTO EJEMPLO.
) xt—y*—6y—9=0,
(2) 249y e+iP—1=0.

La primera division no exige preparacion alguna; y da 4 para co-
ciente, y luego para resta, cambiada de signo y dividida por 2,

Y. 2y ==3y-+4.
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Multiplicando el primer miembro de (2) por y*, ¥ efectl.lando la .divi-
sion, se obtiene cierto cociente, y despues una resta independiente

de z, que, hecha la simplificacion, se reduce a

y*+-3y+2, o (y+1) y+2).

Como las ecuaciones propuestas son del segundo grado_, puede afir-
marse (nim. 361) que y=—1, y=—2, son valores convenientes.
Sustituyéndolos en la resta del primer grado en z, se tiene

1o, para y=—1, — z-+2=0, de donde x=2;
2 para y=—2, —2x+2=0, de donde z=1.

Digo ademas que existen para las ecuaciones propuestas dos pares de
valores infinifos, i

En efecto, en los calculos de que es susceptible la ultima division , la
resta final, que deberia en la apariencia ser del cuarto grado, se regiuce
al segundo por efecto de las simplificaciones; pero no por €so deja la
ecuacion de poder ponerse bajo la forma

0. y*+0. y*+8y*+24y+16,

y admite de este modo (niim. 243) dos valores infinitos.
_ Llevando estos valores a la resta del primer grado que es

rT=— §M=—y_3_ .Ji X

Yy Y

se halla igualmente x=w , 2=w. _
Pudimos hacer resaltar la existencia de los pares de valores infinitos
en la ecuaciones propuestas , observando que equivalen a

z*=(y+3)°, 6 z*—(y+3)'=0,
o

(z+y) =1, O (x+y)—1=0;

es decir que es cada una de ellas descomponible en dos factores del pri-
mer grado, dando lugar & los siguienfes sistemas :

z~4y+3=0 z —y —3=0 2~+y-+3=0 z—y—3=0
24y—1=0 z+y —1=0, 24y -+1=0 2+y+1—0;

de suerte que el segundo y el cuarto admiten respectivamente los
pares

[ngv y:-—i], [.’1’2:1 , y=—2],

aunque el primero y el tercero quedan comprendidos (niim. 74) en

la clase de las ecuaciones de dos incognitas cuyas soluciones son -
finitas.

QUINTO EJEMPLO.

() (y—1) &1 (y—1) 245y —2) 2-4-2y-+1=0,
(2) (y—1) 243 (y—1) x+3 y=C.

Este ejemplo da por resta de la primera operacion

—(y—1) (z+1).

Suprimiendo el factor (y—1), y dividiendo el primer miembro de (2)
por -1 , se halla para resta final,

y-+2.

El valor y=—2, sustituidogen 2--1=0, da z=—A1.

En cuanto al valor y=1, sacado del factor y —1 igualado a 0, susti-
tuyéndolo en el divisor de la primera operacion, es decir, en la ecua-
cion (2), se obtiene

0. z°40. z+3=0;

lo que da dos valores infinitos para .

Y en efecto, el mismo valor y=1 sustituido en la ecuacion (1) da
0. 2°4-0. 2*--32+-3—0, que admite igualmente dos valores infinitos.

De modo que las ecuaciones propuestas admiten primeramente wn
solo sistema de valores finitos, y=—32, x=—1, y despues dos sislemas
de valores, finitos para y é infinifos para 2, a saber : [y=1, x=w]
[y=1, x=w .

Por lo general se obtienen los sistemas de valores finifos para una deé
las incognitas é infinetos para la ofra, hecha la inspeccion de las ecuas
ciones propuestas, ordenandolas alternativamente con relacion 4 cada
incognita, Se mira entonces si algunos de los coeficientes de la in-
cognita respecto 4 cuyas potencias estan ordenados los polinomios, pue-
den anularse para el mismo valor de la otra incdgnita.
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Asi es como el sistema de las ecuaciones

y*rr—z—3=0, yr*—3yr+4=0,

ademas de las soluciones ordinarias en nameros finitos, admite los dos
pares

[y=01 55:(‘0]: [z=0, y:w]'

Hasta ahora hemos supuesto que aplicando el método de elimina-
cion con lodas sus modificaciones (nam. 358), se llega & una resla
final funcion de y. Pero no siempre sucede asi; y la Gltima division que
snfre el procedimiento da a veces lugar, ya a una resta numérica, ya a
una resta nula.

Examinemos sucesivamente estos dos casos.

B67. PRIMER CASO. Resta numérica y diferente de 0,

SEXTO EJEMPLOQ.

(1) yx'—(y*—3y—1) x+y=0,
(2 z'—y*4-3=0.

La primera division da por cociente zy, y para resta z-+y.

En la segunda el cociente es x—uy, y la resta, +-3.

Este resultado prueba que son incompatibles las dos ecuaciones, esto
es, que no admiten ninguna solucion en nameros finifos.

Y en efecto, como aplicando a los dos polinomios propuestos el pro-
cedimiento del maximo comun divisor se obtiene una resla numérica
anles que sustitucion alguna particular hecha para y, se 'sigue que el
mismo procedimiento, aplicado a los dos polinomios en x que resulta-
rian de la suslitucion, por y, de un valor particular cualquiera daria
lugar a la misma resla numeérica; por donde se ve que ningun valor de
y podria introducir comun divisor en z, condicion que es inseparable
(269) sin embargo de todo valor conveniente en y.

En el ejemplo anterior es facil poner en evidencia la incompatibilidad
lle las dos ecuaciones; porque resulta de la primera operacion que
puede ponerse la ecuacion (1) bajo la forma

(@—y+3) ya-taty=0,

ecuacion, que atendida la (2), se reduce &

o+y=0;
de donde se deduce (z+y) (z—y), 0 #'—y*=0.
Pero este ultimo resultado es evidentemente contradictorio con

x*—y*+-3=0,

miéntras z ¢ y sean cantidades finitas.

Nota. — Conviene observar que en el caso que nos ocupa, en tanto
jue haya incompatibilidad entre las ecuaciones propuestas, no ha
iabido factor en y suprimido en las diferenles restas. Pues sabido es
Jue en general a eslos factores suprimidos corresponden pares de valores

finitos para z y para y, de los cuales debe tenerse cuenta al f{inal de la
operacion.

268, SEGUNDO €ASO.— Resta nula.

SEPTIMO EJEMPLO.

(1) z}—(3y+5)2*+(3y*+10y + 6)x—y*— 5y*—6y=0.
(2 o’ —dyx*+(8y*—1)x—4y’+y=0.

Aplicando a estas dos ecuaciones el procedimiento ordinario, se obtie=
nen sucesivamente las dos restas

3 (2y—5)z*—(5y*—10y—T)z+3y*—5y° Ty,
(y*—10y*+-35y*—50y-+24)c—y*--10y* — 35y° + 50y*—24y,
6 (4) (y*—10y°+35 y*—50y-+-24) (z—y).

Suprimiendo en esta Gltima resta el factor en y que se halla en
evidencia, y dividiendo (3) por 24—y, se obtiene un cociente exacto é

igual a
(5) (2y—58)z—3y*+5y+T7 5

lo cual prueba que (z—y) es divisor comun de los primeros miembros
de (1) y de (2). -

En efeclo , ensayada la division, se reconoce que estas ecuaciones
pueden nonerse hajo la forma

[2*—(2y+5)r+y*+-5y-+6] (2 ~y)=0,
(2~ duz+4a2 -4} r—y)=0,
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y son por consiguiente indeterminadas. Quedan comprendidas, pues, en
el caso examinado en el nim. 268.
Si se suprime el factor = -y que las hace indeferminadas, y se
supone
2*—(2y-+b)r+y*-+-5y+6=0,
r—lyx+4y*—1=0,

se pueden pedir las soluciones (en nimero limitado) comunes & estas
nuevas ecuaciones vy que pertenecen igualmente 4 las propuestas.

Digo, pues, que para obtener la ecuacion final v la resta del primer
grado en z, que correspondan a las nuevas ecuaciones, se puede echar
mano de los calcudos precedentes.

Para hacernos cargo de esta circunsfancia de una manera general,
llamemos A y B a los primeros miembros de las dos ecuaciones pro-
puestas ; y sean A=A’ D, B=B' D, siendo D un factor comun en z & y;
0 bien en z solamente.

Aplicando desde luego a los dos polinomios el procedimiento ordina-
rio se hallarh una primera serie de cocientes, y una primera serie de res-
tas, que contendran igualmente el factor comun.

Pero si se suprime este factor en A y en B, y se quiere en seguida
operar sobre los polinomios resultantes A’ y B', se volveran a hallar
necesariamente los mismos cocientes, y restas que no diferiran de los de
la primera serie de operaciones sino en que no contendran ya el factor
comun. Luego la ultima resta, entre otras, de la segunda serie de ope-
raciones, no diferira de la Gltima resta de la primera serie sino en la
desaparicion del factor comun.

Asi que, el primer miembro de la ecuacion final que corresponde a
A'=0, B=0, no es otra cosa mas que la Ultima resta de la primera
serie de operaciones, desembarazada del factor comun ; es decir, el fac-
tor comun en y que hay entre los coeficientes.

En el ejemplo anterior, este factor es

y*—10y*+-35y*=50y+-24.

En cuanto & la resta de primer grado en z de la segunda serie de
operaciones, debe ser igual a la peniltima resta de la primera , dividida

por el factor comun : es pues el wéltimo cociente (5) de la primera serie,
6 bien

(2y—5) z—3y--5y-+1.

Resuelta la ecuacion y*—10y™+35y>—50y+24=0, con sujecion al
método de las raices conmensurables, da para valores

Y=, 2.3 A
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Sustituyendo alternativamente cada uno de estos valores en la resta
de primer grado en z, y resolviendo esta resta igualada & cero, se halla
para los valores de ax correspondientes

=3ty h, T

OCTAVO EJEMPLO.

(1) &*—(3y—1)w*+(y*—2y)x-+y*+y=0,
(2) 2*—(y —1)x—(y—1)z+1=0.

Se obtiene primeramente para la resta de segundo grado

(3) ' —(y*—y—1) z—y*—y+1:

y para resta de primero

(y*—5y*+2y — 1)z+y'—5y*+-2y—1,
o (4 (y—5y*+2y—1) (z-H1).

Suprimiendo el factor en y que se halla en (4), y dividiendo laego (3)
por (w-+1), se obtiene un cociente exacto ¢ igual a

(5) Qya—y* —y+1;

de donde puede concluirse que z-1 es divisor comun de ias dos pro-
puestas.

Estas ecuaciones, desembarazadas del factor (z--1) se reducen a

@ —3yzy*4y=0,
x*—zy-+1=0;

y la cuestion se reduce a encontrar las soluciones comunes a estas nue-
yas ecuaciones. _ :
Aplicando, pues, la regla que establecimos mas arriba, se halla para

ecuacion final
y*—5y*+-2y—1=0,

[esto es el factor en y que se encuentra en (4)] y para la ecuacion del
primer grado en z correspondiente, la resta (b) igualada a cero, es

decir
2y x—y’—y-+1=0.
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Como la primera de estas dos ecuaciones no admite raices conmensu-
rables, seria preciso aplicar el método de las raices inconmensurables
hecho lo cual se sustituiria cada uno de los valores dey obtenidos en
la segunda ecuacion , que daria enlonces los valores de x correspe=-
dientes,

569. Para completar la teoria de la eliminacion entre dos ecua-
ciones, nos resta examinar el caso en que hallandose los primeros
miembros de las ecuaciones propuestas ordenados con relacion a I
incognita que se quiere climinar, y por ejemplo, encierran los coefi-
cientes un factor funcion de y (véase el nam. 357).

Sean siempre A—=0, B=0, las ecuaciones propuestas; y supongamos
en PRIMER LUGAR que solo A encierra un factor F, funcion de y; de
modo que se tenga A =A"XF.

Como cada uno de estos valorss de y sacados de F=0 salisface nece-
sariamente a A=0 , cualquiera que sea z, se sigue que si se sustituyei
sucesivamente estos valores en B=0 , y se determinan los valores de &
correspondientes a cada una de estas sustituciones , se obtendran otros
tantos pares de valores de « y de y propios para verificar simultanea-
mente las ecuaciones A—0, B=0.

En olros términos , el sistema de las ecuaciones (A=0, B=0) puede
reemplazarse por los dos sistemas

[A'=0, B=V], [F=0, B=0];

de manera que si se [lama Y=0, la ecuacion final correspondiente il
sistema [A'=0, B=0], la ecuacion

YXF fror U

es la ecuacion final correspondiente al sistema propuesto, pues gu
suministra todos los valores convenientes de y, sin dar ninguno es-
trano.

(Se entiende sin embargo que entre estos valores de y se hallan
comprendidos aquellos & que corresponden valores de x INFINITOS.
Asi, por ejemplo, en el caso en que entrase en-wuno O muchos de los
primeros coeficienles de B, un factor y—g, perteneciente a F, se s¢-
guiria que para esle valor de y se obtendria uno 6 muchos valores infi-
nitos de x.)

EN SEGUNDO LUGAR, sean A=A"XF, B=B"XF, en que F y I’ son pri-
meros entre st,
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Se demostraria como antes que ¢l sistema de las ecuaciones [A=0,
13:=0] puede reemplazarse por los tres sistemas

[A'=0, B'=0], [=0, B'=0], P=0, A'=0].

De modo que la ecuacion YXFXF'=0 es la ecuacion final que cor-
responde a las ecuaciones propuestas.

En TERCER LUGAR en fin, sean A=A'XF, B=B"XF', en que Fy I ten-
gan un faclor comun, funcion de y.

Llamemos » 4 este factor comun, ¥ f; [’ 4 los cocientes respectivos
de F, F, divididos por . Las ecuaciones propuestas son enténces de
la forma

A'X[Xp=0, BX[Xs=0,

y pueden ser satisfechos por cada uno de los valores de y sacados
de ;=0 , al mismo tiempo que por un valor cualquiera de z ; luego son
indeterminadas (num. 368).

Pero si se suprime este factor 7 que las hace indeterminadas , se
obtienen las nuevas ecuaciones

AX[=0  BXf=0

(siendo Y=0 la ecuacion final relativa 4 A'=0, B'=0).

=70, Terminaremos el parrafo de la eliminacion con dos ejemplos
en que los primeros miembros de las ecuaciones propuestas pueden
descomponerse a priori en factores, los unos funcion de = o de y
solamente; los otros funcion de = y dey 4 la vez, en cuyo caso la
determinacion de los pares se hace mucho mas facil que por el método
general,

NOVENO EJEMPLO.

(y—1) (o* - zy—y*-+1)=0,
(23—1) (z2—axy—2)=0.

Con sujecion a lo dicho en el naimero precedente , puede reempla-
sarse el sistema por las cuatro ecuaciones siguientes :

y——l:o, {L‘g—-i:O,
y—1=0, z*—xy—2=0,

1)

2)

3) - 1=0, x*—ry—y4-1=0,
)

4 @~z —y1=0, a*—zy—2=0.
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El sistema (1) da desde luego los pares
ly=+1, z=-1], [y—H1, 2=
el sistema (2) y=1, o*—z—2=0;

de donde resulfan los nuevos pares

[y=-+1, 2=+2], y=-+1, x=—1];
el sistema (3) z—=H1,ydy—2=0;
de donde [y=+1, a=H1], [y=—2, z—+1].
Y y=+2, ==—1), (y=—1, 2=—1).

En cuanto al sistema (4), como la division de z’—xy—y*<-1 por
a2°—axy—2 da por cociente 1 y por resta —y*+3, se sigue que

y?*—3=0
es la ecuacion final en y que corresponde a este sistema. (Aqui la
resta que precede inmediatamente 4 la resta final en y es del segundo

grado en z.)
Deduicese de esta ecuacion final,

y=-+ V3,

de donde, sustituyendo en la resta precedente 2’+ 3. —2=0, lo
que da los cuafro nuevos pares

i b 1 L
ly=4 3, &= 9 v \/”M],
T i e _.__l _-_J_.l Py
[y=— v 3, z= 3 J3__2 v A1,

Las ecuaciones propuestas admiten, pues, en todo doce pares, mu-
ehos de los cuales son idénticos.

DECIMO EJEMPLO.

(yz—6 ) (x*—1 )=0,
(22—3y) (z*—y*)=0,
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Estas ecuaciones se reducen a estas 3

(yx-6 ) (z—1) (x+1)=0,
(22 -3y) (#—y) (z4y)=0;

y combinando sucesivamente cada uno de los tres factores de la pri-
mera con cada uno de los tres factores de la segunda, se obtendran
nueve sistemas de ecuaciones, cuyo conjunto puede reemplazarse ai
sistema propuesto.

Combinemos, por ejemplo, los tres factores de la primera ecuacion
con el primer factor de la segunda , lo que da los sistemas

(yo—6=0, 20—5y=0) (z—1=0, 22—3y=0),
(z-H1=0, 22—3y=0);

se hallaran para el primer sistema de los dos pares
y=2, 2=3], [y=-2, = -3];

y para el segundo y el tercero , respectivamente

2 - 2
[y=—5» a=1] y /= , a=—1].

Combinando del mismo modo los tres factores de la primera ecuacion
con el segundo, y despues con el tercero de la segunda, se obtiene

[y=+v6, 2=+ V6], [y=—v6, a=— 6],
[y=41, x=-1], [y=-1, z=—1},

ly=-+ \’__6: e \/?611 [y=— v —6, = \/_:'ﬂf
[y==—+1, r=—1], [y:_—d ? x=—1],

lo cual da tambien doce soluciones.
Nora. Se ve en los dos anteriores ejemplos de qué manera se pueden

formar e priori dos sistemas de ecuaciones susceptibles de admitir
soluciones dadas. :




