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Estas observaciones completan lo que dijimos en el capitulo sexto
(nfim. 167) acerca de la multiplicidad de los valores de un radical.

Fcuacion trinomia, z2m—-pzm-{-g=0,

587. Llamanse asi todas las ecuaciones que no contienen mas que dos
esponentes de la incognita , uno de los cuales es el doble del otro, y canti-
dades enteramente conocidas.

Estas ecuaciones pueden siempre reducirse, por la transposicion y
la reduccion, 4 la forma anterior ; dependiendo unicamente su reso-
lucion de la ecuacion de segundo grado y de la ecuacion de dos {ér-
minos.

En efecto , supongamos z™ =y ; resultara

2
!h-t-py—* s de donde y:—-—% il/ .%_ +4;

luego r= 3'Q_=l/_%il/£_+qs
4

de modo que para obtener todos los valores de & basta multiplicar una
de las raices m** de

P r
f VT‘W'

y una de las m® de _._721__|/_p£. +q,

por cada una de las raices m™ de +1.

Sea por ejemplo la ecuacion
suponiendo z’==y , se halla
de donde se deduce

Luego

o’ —T*=45144,
Pp—Ty =45144,
y=216 y y =—209.

1°, x’= 216; de donde =6, 2="6. «y 2=6. «*;

9, z*==—209; de donde r—— V209, 2=—z, 209, 2=—c? 209

en que . designa la primera raiz cubica imaginaria de la unidad.
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La resolucion de las ecuaciones trinomias conduce 4 la estraccion de
Ia raiz mme de una cantidad en parte racional y en parte irracional del
segundo grado. Tratemos ya (num. 4418) un caso particular de esta
cuestion, el de Ia raiz cuadrada ; y deberiamos considerar ahora el caso
general de una raiz de cualquier grado; pero como esta operacion
ofrece muy pocas aplicaciones en el analisis algebraico, nos dispensa-
remos de desarrollarla aqui, remitiendo en este punto & las ediciones
anteriores de nuestra obra.

§ III. RESOLUCION DE LAS ECUACIONES GENERALES DE GRADO SUPERIOR
AL SEGUNDO.

Tenemos ahora un trabajo importante que desempefiar, cual es el
de dar 4 conocer los de los analistas acerca del famoso problema de
la resolucion de las ecuaciones generales de todos los grados. Este pro-
blema, que ha ocupado largo tiempo a los mas célebres matema-
ticos, tiene por objeto : dada una ecuacion general y completa obtener
las espresiones de sus raices por medio de un nimero limitado de opera—
ciones algebrdicas efectuadas sobre los coeficientes. Hasta ahora no ha
sido resuelta la cuestion sino para los cuatro primeros grados, y se
duda mucho si se llegara 6 no jamas 4 la resolucion completa de todos
los grados.

Sea de esto lo que quiera, empezaremos por esponer el mas simple
de todos les métodos conocidos para resolver las ecuaciones del tercero
y cuarto grado ; haciendo en seguida conocer otros susceptibles de ser
aplicados con mayor éxito 4 las ecuaciones de un grado superior.

Fcuaciones del tercer grado.

588. Puede suponerse desde luego (nam. 260) privada la ecuacion
de su segundo término , y reducida a la forma

(1) x> +-pr+9=0.

Hagamos en esta, 2 2=y+z,

e e er—
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es decir, supongamos 4 # igual 4 la suma de otras dos incognitas (la
forma que damos al valor de & puede molivarse en que en la ecuacion
general del segundo grado se compone tambien el valor de z de dos
partes diferentes).

Elevando la ecuacion (2) al cubo, se obliene,

a*=y*4-3y'z+3yz =" +24-3yx (y+-2),
o bien, o=y -3ys. z,
y trasponiendo, 2 —3yz. x—y—z=0.

Para que esta ecuacion se acuerde con la ecuacion (1) es preciso y
basla que se tenga

SR D
P 42 1 de donde { () Y= 3
{=—Y—35 7 (&) y*+='=—1.

Satisfechas estas condiciones, los valores de y y de z seran tales que
su suma espresara el valor de z, propio para verificar la ecuacion (1).
Procuremos, pues, determinar y y z ~on arreglo a estas dos condi-
ciones. _

: : P

La ecuacion (3) elevada al cubo, da y°2*= =—07}

pero se tiene ya Y +r*=—q;
uego (nim. 114) las cantidades y* y z* estan ligadas entre si por la
scuacion de segundo grado

3

®) Pgt— & —*”—- —0;

cuyo segundo término tiene por coeficiente la suma dada, —q, tomada

como signo contrario, y el ultimo término es igual al producto dado
3

tambien, — g?

Esta ecuacion se llama LA rEDUCIDA de la ecuacion del tercer grado,
porque de su resolucion depende la de la propuesta.

Cemo la ecunacion (5) da t:——%ui V ¢ S SRS g; 5

s S M._A-n--ll‘w.r n.m.«_m -ru!. " .

‘\
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de donde , & causa de la relacion z=y-4-z.

x-\/—~+‘/" - +l/

espresion que contiene implicitamente las tres raices.

En efecto, designemos por m y n en lo que se convierten respec-
tivamenle los dos radicales cubicos cuando se reemplazan en ellos
p y g por sus valores correspondientes a la ecuacion (1), y observemos
luego :

10, Que las ecuaciones y*=m?®, z*=n?, dan (nim. 386)

¢, P
1/._+§7_

3

y=m, y=uwm, y=«m, y z=n, z=un, s=¢n

(en que 1, «, 2, son las tres raices cubicas de la unidad);
2°. Que el producto de los dos valores dey y de z, cuya suma espresa

el valor de z, debe ser igual a —-—g— , segun la relacion (3).

Resulta evidentemente ‘que se obtendran todas las raices de la
ecuacion (1) combinando dos a dos los seis valores precedentes de y
yde z, y no tomando sino las combinaciones que dan un producto

< ; p
oL
iguala —

Porque se tiene en primer lugar,

mxn—l/——--!-]/q + x\/
N omaa
4 A

luego x=m-+n forma la PRIMERA RAfZ.:
En segundo lugar , «m Xen=--mn=tnn=— %;

Inego z=—=m-«'n Ga UNA SEGUNDA RAIZ.
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En fin, @mXm=s"mn=mn=— 2’—

luego z=+*m-t-«n espresa UNA TERCERA RAfZ. ‘
Ninguna de las otras combinaciones (como se puede comprobar fa-

cilmente) llena la condicion de que el producto sea igual & —-%-; de

manera que deben desecharse, y se tiene para las raices de la pro-
puesta,
+n, g=umtn, T=oM-4n.

Nota. Sellega tambien a los dos nltimos valores de z, dividiende'
el primer miembro de la ‘ecuacion () por Z—M=—n. Pero de ahi
adelante es preciso modificar la forma de este primer miembro. QOmo
se tiene, en virtud de las ecuaciones (3), (4), y de las dos ecuaciones
y=m, z=n,

mi=— %, m"f‘n”:—*fb
resulta p——_——3mn, q.—:—m“_.n!;

de donde, estos valores de p y de ¢ sustituidos en el primer miembro de
la propuesta, dan

x°*—3mn. x—m*—n?,
espresion que dividida por z—m—n, da
2*—(m—-n) c+m*—mn-+nt.

Igualemos este cociente & 0, y resolvamos: hechas las reducciones
sale
m-+n m—n

= e

— m--n —_ —
V=3, s—— mg V=3,

yalor en que es facil probar la identidad con
T=om-ton, T=22M-+an,

recordando (nGm. 167) que

e 1+ \-"-—3, d
P — . U5
2
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DISCUSION.

Como las cantidades m y n contienen en sus espresiones el radical
Ve r ; e iR e
_Z-+ﬁ"’ se concibe que la realidad 6 lo imaginario en las tres

2 5
raices depende principalmente del signo de la cantidad-—%—+-g,7-. Nos
vemos pues conducidos 4 hacer las hipétesis siguientes :

LT
1

ps qa ps qz ps

—=>0, —+4-"—=0, -4 _<0.
gy sy el e e p )
Examinemos sucesivamente estas tres hipotesis.

¢ P
e >0,

1°
En este caso como las dos raices de la reducida (5) son reales y desi-

guales, se sigue que las cantidades m y n son reales tambien y esencial-
mente diferentes una de otra.

Asi es que el primer valor x=m-n,

3 B 3
3 : | 3
e R TR T
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es real.

Los otros dos, z—— mob o v—3,

2 2

jon imaginarios ; porque encieran 4 v—3, y segun la hipotesis m—n es
real y diferente de 0.

En cuanto al signo de la raiz real, el principio establecido en el ni-
nero 312 acerca de las ecuaciones de grado impar prueba que esta raiz
's positiva si ¢ es negativo, y negativa si es positivo ; lo cual se esplica
sacilmente por la discusion del primer valor de z anterior.

590. - 8 e @ . - 20-
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En este nuevo ¢aso, como las raices de la reducida se reducen una y

ofra a ——g—, los valores de m y de n son reales ¢ iguales cada uno de
: 3
ellos & V_%‘ lo que da para el primer valor de z,
3
=2 V—— s
2
Para los otros dos, como se tiene

m—+n

3
resulta m—n=0,y e =m= V... g

9

de modo que estos valores son iguales y se reducen cada uno a

e

3
=V _L

es decir que sus valores nimericos son cada uno de ellos la mitad del
primero. : ;
Luego suponiendo positivo el altimo termino g, la ecuacion (1) tiene
3 3

P

una raiz real negativa —2 ]/—g—, y dos raices positivas iguales, l/ % 3

Lo contrario sucede cuando es negativo el ullimo término; es de-
cir que la ecuacion tiene une sola raiz positiva y dos raices negativas
iguales.

391, 3e. Caso irreducible.

Esta condicion que exige necesariamente que p sea negativo, da para
ja reducida dos raices imaginarias; y el primer valor de z se presenta

bajo la forma
3 3

S R eV N

Segun esto, parece 4 primera vista que este valor de z debe ser ima-
ginario, como tambien los otros dos que encierran ya cn su espre-
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sion el simbolo- y—4. La ecuacion (1) tendria pues imaginarias sus

tres rafces ; lo que estaria en contradiccion con el primer teorema del
namero 312.

Pero se puede demostrar que, en las espresiones de las Lres raices ,

se destruyen las imaginarias mutuamente, y que son reales las tres
raices.

En cfecto, si, admitiendo (niim. 474) la exactitud de la formula del
binomio en el caso de ser el esponente fraccionario, se pone

m= % en (a+b \j:-—i—)"‘ (ﬂﬁm ool

s¢ halla

3
V M-N y—1=p—Q =T,

lo que da m-+n= ]/M+N (B ]/M—N J—1=2P:
de manera que el primer valor de x es real y se reduce a
o=2P.
En cuanto a los otros dos, como se tiene
m-+n=2P, m—n=2(Q) \j':i',—
se obtiene, sustituyendo en la espresion

m-n m—1a ——
R B
& 2 o

g=—=PQ y—1. y—3=—PQ v3 (ntm. 170).

De modo que los tres valores de x son reales. :

Ll tltimo caso que acabamos de examinar y sobre el cual se han
gjercitado mucho los analistas, lleva el nombre de cAso IRREDUCIBLE,
porque no obstante la realidad bien probada de las tres raices, no
sirven de nada para su delerminacion las formulas precedentemente
obtenidas. En efecto , hemos visto que solo seria posible desembarazar
% cstas formulas de las imaginarias que encierran, reduciendo el
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primer valor de # a4 una serie infinita, rara vez convergente; siendo
imposible obtener las espresiones exactas de las tres raices aun cuan@o
sea convergente dicha serie. Es preciso, pues, en este caso recurrir
para las aplicaciones a los métodos de la resolucion de las ecuaciones
numericas.

392. Por lo demas la condicion de realidad de las tres raices de la
ecuacion

z"4-par+q=0,

es una consecuencia muy sencilla del teorema de M. Sturm (ni-
mero 347).

Si se aplica a esta ecuacion la regla establecida en este numero, se
encuentra para las funciones X, X;, X, X,

x=$s+pw+q’ X =3z'+p y Xy=—2p2—3q, X,=—A4p*—27¢g2.

Sentado esto, para que tenga la ecuacion sus tres raices reales, es pre-
ciso y basta que sustituyendo sucesivamente —w y-+ en los prime-
ros términos de estas funciones, se obtengan 3 variaciones por la primera
sustitucion, y 2 permanencias por la segunda, es decir que debe obte-
nerse una de las dos combinaciones

b 6 ——f
———

de las cuales 1a ultima es la Gnica admisible, pues que la ecuacion es de
grado impar,

Es pues evidente que las dos primeras funciones X, X,, dan respec-
tivamente —--y -+, por la sustitucion de —eo y de w, sin que re-
sulte condicion alguna para p vy q.

Pero para que X,, X;, den igualmente —+ Y -+, se ve que es pre-
€iso, 1°. que p sea negativo; 2°. que se tenga —4p*—27¢2 positivo,
0 4p*4-27 ¢* negativo, condicion que encierra implicitamente a la
primera.

Asi la condicion necesaria y suficiente para la realidad de las tres
raices, es

ophe g
ip4-21¢2<0, 6o -+ <0

El caso particular de 4p*+-27¢*=0, como se tiene X,=0, es preciso
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necesariamente (niimero 347) que la propuesta tenga dos raices iguales,
que se obtendran anulando 4 X,, 6 suponiendo

.

' 3
—2pxr—3¢=0; de donde a::—?g—

8
2
p___gl/_i_.,

de donde sustituyendo en el valor de z y reduciendo,

loae

Pero la relacion supuesta da

S
Asi que dos de los tres valores de z son iguales 4 V% i torgerg

B
es ademas necesariamente —2 V—g—, pues que la ecuacion se halla

privada de segundo término. ;
Cuando se tiene 4 p°+27¢2>0, solo una raiz es real , y las otras dos

. Son imaginarias.

Resultados que se concilian todos con lo dicho en el nim, 387 y
siguientes.

Ecuacion de cuarto grado.

393. Sea(1) 2 pr-qr+r=0

la ecuacion que se ha de resolver. (Supondremos tambien que carece de
segundo término.)

Guiandose por la analogia acaso se inclinara cualquiera & hacer
Z=Yy+z, es decir, z igual a la suma de otras dos incignitas; v esta
es efectivamente la que siguié Lagrange, empleando en seguida muchos
recursos de analisis para sacar partido de su método. Pero los calculos
que hace necesarios son en estremo complicados ; llegandose con mu-
cha mas brevedad 4 las espresiones de la incognita con la introduccio
de tres indeterminadas.

Hagase pues en la ecuacion, (2) @=y-+s-+u; v saldra por la eleva
cion al cuadrado

T=y=pzii+2 (yz+yu-tzu),
o @ =(y 4 &-w)=2 (yatyu-tau);

e L T T e e e
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cuadrando de nuevo los dos miembros de esta uliima ecuacion se
obtiene

P () - (2 =A (P 5y )
| + 8yzu(y-+s-+u),

6 reemplazando y—+-3-+u por z, ¥ transportando ,

a‘)l_&(y3+z'+u=) 2 —8y zux—+) Y4z +ut)? s
—A(yrytuet-zte)

Para que esta ecuacion pues concuerde con la propuesta, es preciso
y basta que se tenga
P -

fo. (3) p=—2(y+z+u?), de donde y='Hu'=— o3

. r=(yP ) —A (g w2,

p—ar

de donde () T

y!z!+y ’u’+z’u’= 2

. (5) g=—38yzu de donde yzu:-—%-.

Tales son las ecuaciones de condicion que pueden servir para deter-
minar los valores de y, z, %, coya suma formara ademas el valor de .
La ecuacion pues (5) elevada al cuadrado da

2
=L,

donde se ve que los cuadrados y*, 2%, u#, son tales, que su suma es

igual 2 un nomero dado, — -]-;- la suma de sus productos dos a dos

1
igual 4 otro namero dado By ol , y en fin el producto de estos tres

16
. Uk
cuadrados igual o1
Luego en virtud de las relaciones que existen (nam, 242) entre los

coeficientes y las raices de la ecuacion de tercer grado , la determina

cion de y*, z%, u*, no depende ya sino de la resolucion de la ecuacion
del tercer grado

H _P_ 3 ’p’—&‘)" ____q,__=

' 9 t+_——16 t on 0.

: S s
8i para hacer desaparecer los denominadores se supone t::T sale

(6) s*2pst--(p*—A4r) s—q*=0.

Tal es la reducida de la ecuacion de cuarto grado.
Designemos por s', s”, s”, las tres raices de la ecuacion (6) que s8
sabe ya ahora resolver ; resultara

y:i!/i \J sr, z:_il/ﬂ Vf sH, u_._-—‘—_l/" \’I sm’.

y como se tiene por otra parte z=y-+-z--u, es preciso combinar estos
valores por adicion, lo que dara en apariencia ocho valores dife-
rentes. Pero si se observa que se tiene, para una de las ecuaciones de

condicion , yzu=— % :

no debe tenerse cuenta mas que de las combinaciones en que el nro-
ducto de los tres valores de y, z, y u, sea positivo si ¢ es negalivo, ¥
negativo si q ¢s positivo.

Segun esto el namero de soluciones queda evidentemente reducido a
cualro, a saber :

1°. Cuando ¢ es megativo, en cuyo caso la propuesta es

z'p2*—qa+r=0,

z=)y VS+Y, VIHL VS
=4/, y I, V= V5"
L=—"/s J-ST'H/z \f?_'/z V'_’;:
x=—"/s \/—-ST_I./: \/?'_"‘"/1 \f?;
oh este caso deben ser positivos Ios tres radicales, 6 el uno positivo!

los otros dos negalivos.
T, 1L 35
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