CAPITULO X.

COMPLEMENTO DE LA TEORIA DE LAS SERIES,

§ 1. DE LAS SERIES RECURRENTES.

299, Vimos en otra parte (nim. 183) que las fracciones algebraicas

a a+bz d e
i .+...s dan lugar a series
racionales de la forma iy i ) g

de una naturaleza particular, conocidas con el nombre de series re-.
currenles. Ahora bien ¢ dos son las cuestiones que se puede uno pro-

poner sobre esta especie de series, ambas analogas a las que resolvimos

para las progresiones por cocienle, que son por otra parte a su vez (ol-
mero 198) series recurrentes del primer oz'den.' e 4
La primera cuestion tiene por objelo (liﬂtermz-na-r el término genem'
wna serie recurrenie, es decir una espresion con ayuda de la Fua]_, ddd.O
el lugar de un término, se pueda obtener el valor de este {érmino sin

necesidad de formar desde luego todos los que le preceden.r .

La segunda tiene por objeto volver de ta. serie recurrente d la ﬁtacca;n
generatriz, 0 lo que es lo mismo , determinar la suma de los términos de
la serte.

Supondremos que se ha estudiado detenidamente lo dicho en los ni-

meros 183 y 184 acerca de las series recurrentes.
PRIMERA CUESTION. Determinacion del término general.

400. Para pasar de lo simple 4 lo compuesto, consideremos en pre-

mer lugar la fraccion — e

recurrente del primer Orden.

—-—‘-;b,—que como se sabe da origen & una seri
x ¥

Encontramos (nam. 179).

a —
atb'z @

pero esta serie no es mas que una progresion por cociente cuyo prime;
{4

ik i} b : j
férmino RSy ¥ la razon ——x; luego con arreglo 4 lo dicho en el
a

num. 192, el término general de esta serie, 6 el n™ término , es—.
a

b i
) -

: 3 a-+hxe
401. Sea ahora la fraccion— —~ se pued e
a PR que se puede poner, para

simplificar, bajo la forma,

otpw
1 —_—
4 w-pleta*”

suponiendo

Designemos por 2—p y x—q los dos factores del trinomio R

y concibamos que se haya podido descomponer la espresion (1) en la
suma de las dos fracciones simples

A B

—_— —

T—p  x—q°

Como cada una de ellas da lugar 4 una serie recurrente del pri-
mer orden, si se forman estas dos series por separado, como igual-
mente el #rmino general de cada una de ellas, la suma de los dos
términos sera el término general de la serie del sequndo orden; luego
la dificultad consiste en determinar A y B de modo que se tenga la
identidad

P 4 A B

a'+ﬁ’i—]—m’ e T—p .’L‘-_—? 3

 Si se reducen pues los dos términos del segundo miembro al mismo
ienominador, saldra a causa de i+ xtar=(z—p) (x—q),

w2 =(2—q)+Bz—p)=(A+Bz—(Ag-+Bp);
T' ll. 36
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pero esta ecuacion debe existir cualquiera que sea el valor de z; de

modo que (nam. 480) se tiene por separado A+B=¢, Ag-+Bp=—=; de

donde se deduce

o e Fg+=
P—q P9

-

Hallandose determinadas A y B, si se comparan las dos fracciones
A

B -
——,——, con la fraccion
T—q

para la cual el término general es
2—p

a
a'+hz
: @ (i) e ;
(num. 398)—(——« m)ﬂ-’. sale para el término general de la serie que
= a.' a: i

corresponde a la espresion (1),

_.A' (_E_. )ﬂ—‘l_ E... (Lm. )n——l’ 6 ,_( %,_l___B? x“._i,
P p q q p q

espresion en que solo se trataria ya de reemplazar A y B por sus valores
obtenidos anteriormente.

3—2x 5 =342
32—zt ’ —3—2pt a2’

Sea por ejemplo

resuelta la ecuacion £*—2z—3=0, da =3, ¥=—1 ; de donde

22 —9x—3=(x—2) (z+1).

;i’;ﬁx::x_fiaq_x_%, se obtiene, quitando los de-
—3—2z -

nominadores y reduciendo,

Si se supone

~3+22=(A-+B)z+A—3B;

3 5
de donde A+B==2, A—3B=—33 lo que da A:'I’ B= i

: B i
Luego en virtud de la formula — (%+ _q; )x“—i, el término gene-

3—2x
ral del desarrollo de Ty es

1 1 b 1
“(I-rw‘+?'r:4“):)x’f"-

Sl

2 ;
%)m° o +1.

e : Y & |
w22 n=1 ; esta espresion Se convierte en— Py

1Ny
el (4.3'*4)”’“—3“”
i i i B Lo
1.3_3... "-(/L—S’—I-wz).ﬂ?’, D+T$"

1 5 ool
= il i x AR Sl
n—A4... (4.35+ 4)m,0 o7 &%

Se tiene pues para el desarrollo por si mismo,

el 0 };gm,_f_ 34

e —— s -
EYI 3 St

e
27

resultado que es facil comprobar - por Ia reduccion a serie segun el

meélodo de los coeficientes indeterminados. Pero la principal ventaja

que se saca de la determinacion del término general, es la de poder ob-
tener un término de orden cualquiera sin pasar por todos los términos
intermedios.

402. Casos particulares. 1°. El método precedente falta cuando las
dos raices del trinomio #*+g2++« son iguales; porque entonces los

Ep—t= Fta

valores de A y de B se convierten en ——y — ———, esto es, en

0 0

infinitos ; y en efecto, se concibe que la suma de las dos fracciones

A

B : § X
——, ——, no puede reproducir una fraccion cuyo denominador es
I—p z—p

de segundo grado en .

Pero observemos que en este caso como la fraccion se conyierte en_-"

tonces en

oc+{@.fc
2 e
(@ (z—p)

« BT
a+I

puede ponerse bajo la forma T T o=

B e e
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L G I

8 bien (—~——£_1]), (.z:»p)’ -——f—(x_p), »

; . —HEp 2
Zspresion que se reduce am—)—;-i- "—ﬂm—p ;

De modo que la segunda parte de esta espresion da }ufra; aﬂggg
serie recurrente del primer érden, que tiene (nam. 399) para tér

£
eneral, —( ~— ):c"-‘.
g p

En cuanto a la primera, seredoce &

i) (p—ay> 6 T (1= 2 )

pero desarrollando este segundo factor por 1a formnla del binomio, se

tiene
33:; ,nyn——’l
(—2 )=

en que 7 designa el lngar de un término cualquiera ; luego el término
general correspondiente & la primera parte €s

at-fp na™! o n(z-4-£d Sairy

—‘pf" 2 pn—i 2 _pn-i— ARG
Asi pues el término general que corresponde 4 la propuesta (2) es

jn-l— ,pn‘?‘i

403. 20, Los casos en que las dos raices p y ¢ son imaginarias , pa-
ce en tambien hacer escepcion al método namero 400, pues qgc la
espresion del término general encierra las cantidades py q > Y e[lﬂon‘ces
liasta esta misma espresion debe hallarse complicada con imaginarias,
Sin embargo es facil asegurarse de si las imaginarias se reducen ¥
lesaparecen enteramente.

n efecto, si se reemplazan en — +—— a1, A y B por £38

qr

valores encontrados en el nimero 399, saldra
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(eqtadp® —(ep+=)g®
" ¢ (p—q) +

sspresion que puede ponerse bajo la forma

(=07 ﬁ(pj—i-gn—*) ) i
(p"'—q“(p—q)_{q —t gt (p—q) x

Sentado esto , si se tiene p=r4syv—1,
se tiene tambien necesariamente g=r—sy—1;

de donde DI+, p g (18t , prt e te(ppegt) v,
p—q=2s \f?i, P —q" =(r-+s '/":f)” —(r—s ;/—_1)“ =2k —1,

(desarrollando por la formula del binomio Y reduciendo) ; en

fin prl—qr—t 9K g

El término general se convierte pues en

QTL. VL | e "__). B9
(T!-}-S',n . 928 ‘/___1 J\Tﬁ_{_sz)n—-—i. g vr =7

ok e : £ A7
( s (T!..i..si) 2 ?G!_}TSEJH——i_) &

espresion completamente desembarazada de imaginarias.

Observacion. Reflexionando sobre la marcha que se ha seguido para
la determinacion del término general relativo a una serie recurrente del
segundo orden, se percibe facilmente que la cuestion queda reducida 4
la desoomposzcwn de una fraccion racional en fracciones simples cuyos
denominadores sean los factores de primer grado, del denominador de
Ia fraccion propuesta.

Como esta cuestion incidental es de grandé importancia en el analisis
superior , daremos tambien su solucion por una fraccion racional cuyo
denominador es de tercer grado en z.
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Descomposicion de una fraccion racional en fraceiones gimples,

at-fr-Hyx?
of ' oy '+
z—p, &—q , x— , los tres factores del denominador , que suponemos
desde luego reales y desiguales.
atprty2? A B C

Supongamos (1) AT P 57 7—p o z—q g

404. Sea la fraccion propuesta; y designemos por

en que A, B, G son cantidades que se trata de determinar.
Reduzcamos al mismo denominador, y observemos que

o 4p T2 +*={x—p) (2—0q) (x—1);
y sale
Alz—p) (z—r)
) {m+p$+/$== {—i—B(m—p) {m—rJ} .
~+C(z—p) (2—q)

Se podria como en el nimero 400 efectuar los calculos y comparar
despues los dos miembros término 4 término, lo que daria enlre
A, B, C, tres relaciones de las cuales se reducirian-en seguida los
valores de eslas canlidades; pero por una consideracion parlicular se
llega mas simplemente a la delerminacion de dichos valores.

Como las ecuaciones (1) y (2) deben existir; sea el que quiera el
valor de =, y como ademas A, B, C, son independientes de x, se sigue
que si para un valor parlicular atribuido a esta letra, se llegan a de-
terminar los valores correspondientes para A, B, C, estos valores
convendran igualmente a las ecuaciones (1) y (2). Ahora bien : si sé
hace sucesivamente en la ecuacion (2) , z=p, 2=q , ®=r, sale

1°, Para 2=p, at+ep+p*=A (p—g) (p—1),

Sl )

(p—q)(g—r)’
9°, Para o=¢q _ekeggt
, ~(g—p) (g—1)’

lo que da

&, Para o—=r, R ﬂ'\tﬁ?‘*‘vﬂ
(= r—q)

A\

)
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405. Casos particulares. 1°. Supongamos p==q=r; la descomposicion
precedente no puede ya tener lugar , porque los coeficientes A, B, G, se
hacen infinitos.

Pero siguiendo una marcha anéloga 4 la del nimero 409, se puede
suponer

atpr—y2? A B C
@—pt "Gy @) a—p’

y ensayar la determinacion de A, B, C, con arreglo a esta descom-
posicion.
Para ello quitemos los denominadores, y saldra.

at-p2—+2*=A+B (2—pj=+-C (z—p*.

Sea primeramente 2=p ; resulta A—«—+gp-+p* ; haciendose la ecua-
cion , cuando se introduce este valor de A,

8lz—p)H (#*—p*)=B (@—p)+C(2—P)*,
6, dividiendo por el factor comun (z—p).
A+ (94p) =BG (2—p).
Hagamos de nuevo z=p; se encuentra
B=p-++2p;

de donde, reemplazando, en la ecuacion que se acaba de obtener,
B por este valor,
#z—p)=C (z—p); luego C=;,

de modo que se tiene la identidad

apfrtva’  etppbpt | PEZD v
e X o DN O

resultado cuya exactitud se puede comprobar facilmente reduciendo &
una sola las fracciones del segundo miembro.

9, Sea p=r, 6 &g+ 2+a* de la forma (z—2)* (x—q); ¥ en~
sayemos en este caso la descomposicion siguiente :

aEr-yat A B
= = -~
) -0 @ T P " 7-g

T T g B St ey o7 30 A e A S A e i

N TR T T
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si se quitan los denominadores se obtiene
atpr4-2*=A (2—q)+B (z—p) (z—g)+C (x—p)
Sentado esto, sea z=p ; sale «+zp+,p’=A (p—q),

wt-Ep-p?
p—q

relacion de donde se saca A=

Introduciendo por A su valor en la segunda ecuacion idéntica, y
transportando, se halla

—= (@—p)—£q {(2—p)+px (2 —p)—q (2*—p?)
=(p—q) [B (@—p) (x—q)+U (x—p)*];

si se divide por z—p, y se hace en seguida z=p esta Ultima identi-
dad da

(e-teq—p*+2,pq)

B=——
(r—9

En fin, si se hace =g en la segunda de las dos identidades se de-

atR g+ g

duce de ella C= sl
(p—9q)

No consideramos el caso en que dos de las raices del polinomio
o+£T—+/x? son imaginarias, pues que vimos ya que la espresion del
término general puede ser en este caso despojada de imaginarias

406. Es facil estender la marcha precedente & una fraccion racionol
de un orden cualquiera; pero para completar cuanto tiene relacion con

la determinacion del término gencral de una serie reeurr ente, N0S
resta indicar de qué modo puede obtenerse el término general 1elatm.

Foiir St s
(—pp° (a—p*’ (c—pP®
a que es uno conducido por este método.

a cada una de las fracciones, tales como

Sea desde luego la espresion -
il ()

que equivale & A(z--p)—3, 6 — —\i— -——)—3

Se tiene
-3 z
3. 4.5 8
(-2) =43, 2 2L 2 BAS

y el término de esta serie es evidentemente

3. 4.5.6... (n—1). n. (n+1) g1
2.3.4.5... (n—1) =

AL 1) ot
0 simplificando , TTe el
luego el término general de la espresion propuesta es

n(n+1) A

a o wﬂ«—f.
2 Pn+2 s

Del mismo modo, ~—=

A
—— equivale a 1— —)—*
—py 3 ~ (

pero (1—-%-) - - : +n.,

serie cuyo término general es

1) (n+2
o reduciendo, n(n;l—k))_ (-3+ ) S

luego se tiene para el término general de la espresion propuesta,

A n@nH) (n42) 2t
plx » 9.3 2 pn—i 3

0 bien

Yy asi sucesivamente.,

SEGUNDA CUESTION. Sumacion de las series recurrentes.

Esta cuestion se divide en dos partes :

0 se nide la suma de los términos de la 'serie completa, es decir, la
fraccion generatriz que ha dado lugar a esta serie, 0 bien la suma de
un nimero limitado de términos.

e
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La primera parte es la mas facil de tratar.

_ 4rminos de un
407. Primera porte. Sean A, B, C, D, E, F,... los ter]mg::e il d;
serie recirrente ;y para fijar las ideas,.supongafnosrqqe _la e
tercer orden. Pero lo que vamos & decir se aplicara facilmen
serie de un orden cualquiera. ' ' o
£l método es analogo al que seguimos (num. 193) para las prog

siones por cociente. : 3
Designemos por p, ¢, 7, 1as cantidades que forman la escala de rela

iso mul-
cion , es decir las cantidades constantes por 1as cuaiesfes priCIEso i
tiplicar 4 G, B, A, para formar D, lueg_o D, B, C, para formar E, ¥y
sucesivamente ; y se tendran las relaciones

D=Cp+Bg+Ar,
E=Dp-+Cq-+Br,
F=Ep+Dg+Cr,
G=Fp+Eq+Dr,

Fstas relaciones son en numero infinito; luego si se suman, término
& término, y se llama S la suma 6 la fraccion generairiz buscada , se
2 4

obtendra ;
§—A—B—C=p (S—A—B)+q (S—A)+-7S,

p(A+B)+qA—A+B+C)
p+g+r—i :

de donde se dednce S=

Siguiendo la misma marcha para las series de primero, segundo y
cuarto.... 6rden, puede formarse la tabla siguiente -

: _=A
1%, orden S—-——-p_t S
b pA—(A-+B)
%! ® ® & g S— p+q_4 b ]
p (A+B)+q A—(A+B-+-C)
ptq+r—1
p (A+B~+C)+q (A4+B)-+rA—A+B+C+D)

S OEEE
49000 S AT €))

QoL S=

5 -

......Yy asi sucesivamente,

— b71 —

Sea por ejemplo la serie de tercer 6rden,
1—22+3r—102°4-22—51 2*4-1254¢,. .,
cuya escala de relacion se compone del conjunto de las cantidades
(—z, +22°, —329) ;
3e halla, aplicando la formula (3), y observando que se tiene

Ar:i’ B=—2x5 G———3£E2, p=—2, Q=+12z°, r=—3x"°

g 2 (1—27) +-20* A +22—3y»
i —a+2—32°—1

2
g 1—r—2®
T A4or—21' 4328

Sucede algunas veces que, en la serie propuesta, los dos o tres pri-
meros términos no se hallan comprendidos en la ley de recurrencia.
Proviene esto (n(im. 184) , de que en la fraccion que le ha dado origen
el grado del numerador es mas elevado que el del denominador; y en
este caso para obtener la fraccion generatriz se empieza por hacer
abstraccion de los términos de que acabamos de hablar ; en seguida,
despues de haber obtenido, con arreglo a las formulas precedentes, la
suma de los ofros términos, se anaden los términos de que se hahia

hecho al principio abstraccion, teniendo cuidado de reducirlo todo a
una sola espresion fraccionaria,

408. Segunda parte. In las anteriores formulas no entran mas que
los primeros términos de la serie y las cantidades que forman la escala
de relacion. Pero si se pide la espresion de la suma de un nimero deter-
minado de términos, es preciso ademas conocer los altimos términos de
la serie,

Sea tambien una serie recurrente del tercer érden, CUyO0s primeros
términos son A, B, C, D, E,..., la escala de relacion (p,q,r), vlos ulti-
mos términos, K, L M, N.

Como la serie es del tercer drden, se tienen las relaciones

D=Cp+Bg+-Ar,
E=Dp+Cq+Br,
F=Ep+Dg-+Cr,
N=Mp-+Lg-+-Kr,
[El nlimero de estas relaciones es limitado ¢ igual al de los términos
cuya suma se busca , disminuido de #res.]
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