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Sentado esto, sumando término 4 término, y designando por S la
suma buscada, se fiene evidentemente

S§—A—B—C=p (S—A—B—N)+¢ (S—A—N—M)-+r (S—N—M—L);
de donde se saca

Y (A+B+NH-g (A+N-+-M)+r (N+HMHL)—(A+B--C)
o Pq-r—1 "

5

Se podrian igualmente obtener las sumas relativas a4 una serie recuts
rente de un orden cualquiera.

Comparando esta formula con la (3) del nimero 405, se ve

1°. Que esta se deduce de la que se acaba de obtener, despreciando
todos los términos afectados de L, M, N,...3

2¢. Que para apiicar la formula (3) basta, como ya dijimos, conocer
los tres primeros términos y la escala de relacion; miéntras que para
hacer uso de la formula precedente es preciso absolutamente tener
las espresiones de los tres términos que preceden al que termina la
serie, lo que exige que se sepa encontrar el término general dela serie,
es decir la espresion de un término de érden cualquiera, cuestion que
llega a ser bastante complicada cuando la serie es de un érden un poco
elevado.

409. Por lo demas las formulas relativas al caso de la suma de un
namero determinado de términos se aplican principalmente a las series
recurrenies numeéricas.

Sea por ejemplo una serie recurrente del tercer érden, en que siendo
los tres primeros 1, 2, 3, sea el siguiente igual al doble del tercero, au-
mentado de la suma de los dos primeros; el quinto igual al doble del
cuarto, aumentado de la suma del tercero y del segundo ; y asi sucesi-
vamente. El desarrollo de esta serie sera

1,2, 3,9, 23, 58, 148, 377, 960, 2445, 6227,...

Sentado esto, para obtener la suma de los once primeros términos, se
Ahard en la formula anterior,
A=1, B=2, (=3, p=2, ¢=1, r=1, N=6227, M=2445, L=960; lo
cual dara

. 2X6230+8673-+9632—
g 2X6230 8{33; H626

i se pidiese la suma de mayor numero de términos, por ejemplo,
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la suma de los 50 primeros términos , seria preciso prolongar Ia serie
hasta el quincuagésimo inclusive , que no dejaria de ser en estremo pe-
11080.

0 bien seria preciso formar directamente el cuadragésimo octavo, el
uadragésimo nono y quincuagésimo término, con arreglo a la espresion
del termino general. De manera que para.obtener este por el método

ospuesto en los nameros 398 y siguientes, se empezaria por poner la serig
propuesta bajo la forma

1+-224-32°+-92" 232" +-582°... 5

se buscaria la fraccion generatriz que ha dado lugar a esta serie , se
la descompondria (nam. 402) en tres fracciones simples, para cada una
de las cuales se obtendria un término general. Efectuando en seguida
‘p suma de estos tres (érminos generales, se tendria el de la serie
44-22-+3x°+...; y en fin, se supondria &=1, lo cual daria el término
general de la serie 14+-2+4-3-4-9-4+-23+. ..; pero es facil conocer que todos
estos calculos son casi siempre impracticables.

En efecto, si se aplicala formula (3) del nimero 405 4 la serie 142z
~+32°+92°+..., suponiendo en ella A=1, B=2z, C=32*, p=2x, g=2",
r=2°, se tendra -

S— 1—2a2 ;
1—2x—az*—o?

Pero la espresion #°+2"+2z—1, igualada & cero no puede evidente-
mente tener mas que raices inconmensurables, de modo que la descom-—

1—2x*

posicion de la fraccion —en fracciones simples, no puede
5

1—20r—ax°—
hacerse de una manera exacta.

Estas reflexiones prueban que ciertos resultados analiticos , simples
en (eoria, san algunas veces poco susceptibles de aplicacion.

410. Terminaremos la teoria de las series recurrentes con la esposi-
cion de un medio, debido a Lagrange, para reconocer st ung serie propuesia
¢s de la naturaleza de las series recurrenfes.

Este medio esta fundado sobre las observaciones siguientes:

1°. 8i la serie propuesta, que designaremos por S, s una serie recur=

. : a
rente de primer 6rden, proviene de una fraccion de la forma T
. o+

De modo que se liene
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lo que prueba que invertida la fraccion , 6 lo que es lo mismo, d""‘dz_d“
la unidad por la seric propuesta , S debe dar por cociente. una funcw:‘n
entere de X (niim. 239) igual @ p-+x; si no se hace exactamente esta
diyision es porque la serie [suponiendo que sea recurrente] pertenece
al segundo orden 0 a otro superior. ‘

9. Si es una serie recurrente del segundo érden proviene de una

a-+bx -
fraccion de la forma e GV e modo que se tiene

af_i_bfx_l_c‘m! 9

a4brtcar o | ab—be . a¢'—b (ab'=ba) Lo

= . -fu"T ’ Y
a-+bx a a? a?(a-+bx)

:

k
Pt o O

lo cual prueba que la unidad dividida por S debe dar lugar @ un co=
ciente enlero de la forma p-+-qx, mas un producto de X* o
currente del primer drden, es decir que designando por S'c* la resta a
que se llega despues de haber dividido1 por S y obtenido el cociente

p-+q7, se debe hallar—%vigual a un cociente exacto de la forma p'+4-¢'z;

y asi sucesivamente.

411. Guiado por estas consideraciones ha dado Lagrange la siguiente
regla para reconocer si una serie propuesta es recurrente :

Sea S=A-+Bx-+Cx*+Dxs+... esta serie.

1°. Dividase la unidad por S, y contimie la operacion hasta que @
haya obtenido un cociente de la forma p+4qz, y una resta de Ia
forma $'2* (en que §’, designa una serie indefinida de la forma A'-B#
=0/, ) g

2°. Dividase S por S, y prolénguese la operacion hasta que se obtengd
un cociente de la forma p'+q'z, y una resta tal como S"z* (en que !
sea igual & Al+Bla+-Clzt=...) ;

3°. Dividase S' por 8!, y prolonguese la operacion hasta que se obtenga
un cociente de la forma p'==g'"x, y una resta S"z%.... Y asi sucesiva-
mente.

Tan luego como sea exacta una de estas divisiones, es recurrente la
serie propuesta, marcandose el 6rden de la serie por el 6rden de la divi-
sion que se ha hecho exactamente.
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En cuanto a la escala de relacion de la serie, se la obtendria fa
cilmente (nam. 184) si se pudiese obtener la fraccicn generatriz.

Pero supongamos para fijar las ideas que se haga exactamente la tere
cera division.

Se tendra pues la serie de ecuaciones

-i———}-m -Sm'
S—p Q‘|“S'3

S i 8¢
?:p_i_q :’U+ Sf w”

S
= —pligqllyp.
S onn s

La ultima da S 1
i plrgiz
de donde, sustituyendo en la segunda,

S z?

« =P+qa+ _ (p+q's) (p"+g'o)+a*
SJ'

P”’i"‘]“x : pn+qu T ?

luego Bt i

= = e

S (P+9'7) (pl+g"z)+a’

Sustituyendo este valor en la primera ecuacion, se encuentra

(p”_'_q”a;)m!
(p'+q' ) (p"+qg'z)+a? *
A (p+gx) (04-92) (p"-H"2)+(p+qz)2*+(p' ¢ )z
$— (p'+q2) (p'+q'2 o Een

1
— —=p-gx
S p-g

0 bien

luego en fin

S— (p+qa) (p"+¢"2)+a &
() (pH'x) (p'+¢"z)+Hp+ez) P+ (plg m)at *

espresion que simplificada es de la forma

a-+bx--ca?
T a+bVatcddt !

siendo entonces la escala de relacion (nium. 184)

b' c'
—gh =g @ and)
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Tomemos para ejemplo la serie
1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45,...

: : n(n+1) _
cuyos términos se obtienen por la espresion general... — N Y éa

que n designa el lugar del término que se quiere formar. i
Para reconocer si esta serie es recurrente, se la pondra primeramente

bajo la forma
'1+3£U+6m’+10935+45:c“+21w“+28mﬁ+36x"+—’£5$3+...
Sentado esto, aplicando la regla anterior se encuentra

1 1
S T 14-3z46x+...

S'

(en que S tiene por desarrollo.
34821507 +242° 4382 +482°+-632°+802"+-992*+...) §

B I3a) sotpll Do gl
S sserlAn. 892 9%

(S'=1+-320-+62*+102°+...)3

S 348zH15a+...
ST A+-32+-622 44003

=3—a,

cociente exacto.
De modo que la serie es recurrente y del tercer orden.
Para obtener la escala relacionemos [as ecuaciones

a u'tima da

1e donde ke
9 ‘83—’
¥ por consiguiente -—;~=1—3cc+ac’(3~—m)=l —3z+32*—®

1 1

Inego en fin = = ;
g S 1—3r430*—a*  (1—ax)

De suerte que 1a escala de relacion de la serie 1+32-+62°+... se com
pone de Ias cantidades (3z, —3x%,-+2%, v la de la serie propuesta ,
1-+3+4-6-+-10+..., es el conjunto de los nimeros (3,—3,+1); lo cual es
facil de verificar.

Por ejemplo, el término 28 se compone de la suma de los productos

de los tres términos, A, 15, 10,
multiplicados respectivamente por 3, —3, .

Nota. Se ve igualmente que Ia regla precedente proporciona el medio
de encontrar la escala de relacion de una serie recurrente cuando se ha
perdido su huella.

§ 11. DE LAS SERIES DE NOMEROS FIGURADOS Y DE LAS QUE DEPENDEN
DE ELLAS.

Existe ademas ofra clase de series para las que es facil obtener el
térmano general y la espresion dela sume de un niimero limitado de térmi~
nos ; tales son las series numéricas que traen su origen de una progre~
sion por diferencia.

412, Determinacion del término general de la serie

b o iy s o




