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Tomemos para ejemplo la serie
1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45,...

: : n(n+1) _
cuyos términos se obtienen por la espresion general... — N Y éa

que n designa el lugar del término que se quiere formar. i
Para reconocer si esta serie es recurrente, se la pondra primeramente

bajo la forma
'1+3£U+6m’+10935+45:c“+21w“+28mﬁ+36x"+—’£5$3+...
Sentado esto, aplicando la regla anterior se encuentra

1 1
S T 14-3z46x+...

S'

(en que S tiene por desarrollo.
34821507 +242° 4382 +482°+-632°+802"+-992*+...) §

B I3a) sotpll Do gl
S sserlAn. 892 9%

(S'=1+-320-+62*+102°+...)3

S 348zH15a+...
ST A+-32+-622 44003

=3—a,

cociente exacto.
De modo que la serie es recurrente y del tercer orden.
Para obtener la escala relacionemos [as ecuaciones

a u'tima da

1e donde ke
9 ‘83—’
¥ por consiguiente -—;~=1—3cc+ac’(3~—m)=l —3z+32*—®

1 1

Inego en fin = = ;
g S 1—3r430*—a*  (1—ax)

De suerte que 1a escala de relacion de la serie 1+32-+62°+... se com
pone de Ias cantidades (3z, —3x%,-+2%, v la de la serie propuesta ,
1-+3+4-6-+-10+..., es el conjunto de los nimeros (3,—3,+1); lo cual es
facil de verificar.

Por ejemplo, el término 28 se compone de la suma de los productos

de los tres términos, A, 15, 10,
multiplicados respectivamente por 3, —3, .

Nota. Se ve igualmente que Ia regla precedente proporciona el medio
de encontrar la escala de relacion de una serie recurrente cuando se ha
perdido su huella.

§ 11. DE LAS SERIES DE NOMEROS FIGURADOS Y DE LAS QUE DEPENDEN
DE ELLAS.

Existe ademas ofra clase de series para las que es facil obtener el
térmano general y la espresion dela sume de un niimero limitado de térmi~
nos ; tales son las series numéricas que traen su origen de una progre~
sion por diferencia.

412, Determinacion del término general de la serie

b o iy s o
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St 1011 Pt
1 ue @, b, ¢, d..., son los diferentes terminos de una progresion p
S il P e AL

iferencia, A : 18
’h\’imos ya (nim. 186) que en toda progresion por diferencia,

a.bc def g h.

jon I= , en que r de-
i la razon y n el numero de los te : ; luego e -
fileg [l]aa serig de lﬁs mm potencias de los diferentes terminos de esta pro

gresion tiene por valor,
i =[a+ln—1) r]."
Propongase por ejemplo , hallar <l décimoyainto término de la serie

i i brminos de la progresion = 1. 3.
ntas potencias de los terminos ' i E
ge 71359 qgli 13p Se tendra, haciendo en la formula, n=15, m=5,

a=1,r=—=2,

P={1-+14x2)’=29°=20511149.
5. Sumacion de los términos de la serie
an b P A-dm - kI,

: £ o
enquea,b,c,d.., &k, son los diferentes términos de una progresi
] gy L
por diferencia. ; ; : :
Con arreglo 4 la formula del binomio se tiene

m—A1

2qm—2ada .
bm=(3+r)m zam+mram—i+m 2 ra + ?

m_i m—-ﬂr
o =(b—+r) » =bm+mrbm—1-+m O e T

m—1 T
n = (s =knpmrki—4m —— ki

i i 0 a4 mi ignando
sumando todas estas ecuaciones miembro a niiembro, y desig
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POr Spny Sp—1, Sn—a..., S,, §,, las sumas de las mmas

y (m=1) ma poteneias
se obtiene

Sm..._am:s ..._!m_mr (Smu-l “._gm—f)._]_« mm—2_—.1?" (Sm-.s-—-!”‘")-h,

4 reduciendo

(&) r—tm=mr S tr—t)om L a5, oy,

formula que encierra las sumas de las
inclusive.
(En que S, es igual 4 (A R S B I L 3 Y equivale a ».)

Para dar & conocer el uso de la formula (A) hagamos sucesivamer e
W19.3,1 &

Sea, 1°. m=1 ; se halla

potencias, desde Su—s hasta 8

l—a—r (So—lo) de donde Se= '_"z-:i o= Ln__%.)_ri-'t

=
resultado ya conocido.

o m=2 ; sale P—q?>=—9p (Si—1)-Fr2(S;=1%) ,

It—q? r(l—a)
2r D

de donde
: r(+a)  (Ha)(l—a+r) ,
luego g

0 bien, 4 causa de l=a--(m—1)r, de donde l—a-+r=nr,

(IHa). nr (Ha)n Wivep
N e =— ; D4p )
1 o _5,’3{_ !UTEC,A} UNE K

resultado conocido tambien (tirm. 187).
3°. m=3; la formula (A) se convierte en

Bmt®= 37 (Sy—I)4-31* (=l (S,—I"),

resultado que hara conocer a S, como funcios de 5, yde S,
4°. m=4;

P—a'= br (S;—15)-62 (Ss—1)~-41° (Si—l)--r* (Sq—+p3
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y esta formula dara a §; como funcion de S,, Si, Se; Y ast sucesva-
nente.,

Se ve pues que se podra siempre obtener la suma de las po%enmas
semejantes de un nimero determinado de términos como funcion de
las sumas de las potencias inferiores , sean los que quieran los grados

de estas.

A1 4. Tomemos por ejemplo la serie patural de los numeros
1, 2,3, 4,5,6, 7,8 9,..3

vy busquemos la suma de los cuadrados , de los cubos, etc., de los n

primeros términos.
Se tiene , segun las formulas precedentes , ¥ observando que

a=1, r=4, I=1, S/=n,

n(n+1) , n*--n
S;="— ( 9 )' (0] 2 M

nt—1=3 (S,—n*)+3 (S,—n)+n—1 ; luego

. n¥—1 n*—n n—1 2-n5+_3n’+n
e e e s DR

n (n-+1) (2n+-1)
S,= 5

o bien tambien, 2.3

30 n*—1=4 (Ss—n°)+6 (S,— N4 (Sy—n)+n—1

n*—i °—3n*—+n n—n  n—i
T —n?. ] e R
luego S;—=n"-- 1 i 5 10

n-onsmt  nf(n+1)?
S= = r
4 i

=(S5,).*

* Se hallaria igualmente

__ bng+15n* 100" —n
W e

St s y asi sucesivamente,

Nota. A fin de distinguir las sumas de las potencias semejantes de
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los términos de la serie natural 1, 2, 3,..., de las sumas relativas a cual-
quiera otra progresion, designaremos en lo sucesivo a las primeras
DOL S, S5y Ss,... Sp 5 hé aqui su uso :

A135. Se puede siempre, con ayuda de estas espresiones, obtener e
valor de la suma de un nimero cualquiera de términos de una serie cuyo
término general es una FUNCION RACIONAL Y ENTERA del namero de los
términos que se considera.

Sea, para fijar las ideas, una serie cuyo término general sea an? , en
gue ¢ es un numero conocido cualquiera, p un esponente entero y
positivo, n el orden del término que se considera.

La serie propuesta es entonces de la forma

a. 12 +a. 20 +-3¢ t-a. 4° 4-...+a. 0P,
serie que se reduce evidentemente a
a. (1p 420 430 AP .. 1P J=0, P .

Del mismo modo, una serie cuyo término general esta espresado por
a , n¢ b, n¢ ¢, v, se reduce a

a (124230, .—np)
+ b (19+20+3%4,..4n1) i=a. $p=tb. szc. 8-,
+ ¢ (174243 4nr)

Quedan pues conocidas las espresiones sp , $, s, con arreglo a las
formulas del nim. 414; vy !a suma de los n primeros términos de la
serie propuesta igualmeate determinada.

416. Aplicacion de las series de los mimeros figurados. Llamanse asi las
series que se deducen de una progresion por diferencia, cuyo primer
término es la unidad y la razon un nimero entero, haciendo sucesiva-
mente la suma de los dos primeros, de los tres primeros, de los cuatro
primeros,... términos de la progresion, y operando en seguida sobre la
nueva serie que se obtiene por este medio, como se operd sobre la
progresion , y asi sucesivamente.

Sea primeramente la progresion natural de los nimeros

= 1. 2 R S e (e

10,045, - 2, 9By

20, 35, 56, 184y

Las series. . . . 35, 70, 126, 210....,

s + % 8 & & 8 & %@
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de las que la primera se forma sumando alternativamente los dos pri-
meros , los tres primeros,... términos de la progresion propuesta, de
las que la segunda se forma con ayuda de la primera, asi como esta se
ha formado por medio de la progresion, y de las que la tercera se de-
duce de la segunda como esta lo ha sido de la primera,...; estas series_
digo, son las de los mimeros figurados de la primera clase.

La primera es la serie de los niimeros triangulares.,

La segunda de los nimeros piramidales triangulares.

Las series que siguen 4 la segunda no han recibido denominaciones
Particulares.

La progresion + 1. 3. 5. 7. 9. 14... 2n—1 da origen 4 los numeros
figurados de la sequnda clase; y las series que dependen de ella son
segun la ley anterior, '

1, & 9, 16, 25, 36...,
1, 5, 14, 30, 55, ...

. s e+ 8 LR R} " s e

La primera de estas dos series es la continuacion de los nimeros
cuadrados; la segunda la de los mimeros piramidales cuadrangulares.

Estas denominaciones provienen de la analogia que tienen estos nii-
meros con ciertas figuras geométricas.

417. Las series que acabamos de formar gozan de varias curiosas
propiedades , de las que haremos conocer la mas importante : tal es
la de que puede siempre formarse su término general, y obtener Ig
espresion de la suma de los n primeros términos, en funcion de las canti-
dades s,, sy, S5,...

En efecto, para una progresion cualquiera Ja primera de las series
que de ella se derivan es tal que su am término es igual a la suma de
los # primeros términos de la progresion propuesta; luego, 1°. este
término puede siempre espresarse racionalmente como funcion de
n; 20 como este término general es una funcion racional de n, la suma de
los n primeros términos puede (niim. 413) espresarse por medio de las
BUmMas §,, s,, 8y,..., cuyos valores se conocen.

Asi sean las progresiones = 1, 2
1, 3
j’ A A
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el : (n+1)n
Como la suma de los términos de la progresion e

et < A 3 (n+1)n
termind general de la primera serie es T
inam. 413) le suma de los n primeros términos de esta serie tiene po-
espresion

T n
5 O ?""_é_’ luegr

1 1
5 32‘]‘“2‘ 15

6, reemplazando s,, s,, por sus valores (niim. 414),

2n°-}-3n2-f-n , n 243020
12 R 6 1

: . i . n(n41) (n42)
espresion que puede tambien escribirse asi : —(—2)%-—- i

lgualmente, como el término general de la segunda serie €s

n*—-3n2~4-2n

Gy
6 ,0—6"?1--[-2%3-}-3”,

se tiene para le suma de los n primeros términos de esta serie,
1 1 1
——— -+ s, + —
R

6 sustituyendo por s,, s,, ss sus valores,

ni-L2n-fnt  WP-3n’n . '
SeE S e e

n4+-6n*-11n*4-6n _ n(n4-1) (n4-2) (n+3)
24 o 2.3.4

Se tendria igualmente para término general de la tercera serie,

n'-6n*11n2-+6n o g .
24 SO0

1 11 1
4 A B o S
+"En+g4ﬂ+4"!

Y AT S

I8ty e
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y por consiguiente para la suma de los n primeros términos ,

100350 —4-50+24n _ n(n+1) (n—2) (n+3) (n—l-!;)‘
120 s 2.3. 4.5

y asi sucesivamente.
Nota. Notese que las espresiones

n n(n+1) nn+1) (n4+2) n(n—h’.l) (n+2 )(n+3)
i graw 9.3 ’ 2.3.4

no son otra cosa que los trminos generales de los coeficientes del desar-
rollo de (1—2z)-™, suponiendo sucesivamente m==2, m=3, m=4,
m=5,... (Véase sobre es punto el nam. 404.)

418. Sean aun los nimeros figurados que corresponden a la pro-
gresion 293, 6079, 2 1—1,

a saber :

Como el n™ término de la serie de los numeros cuadrados es la suma
de los n primeros términos de la propuesta, tiene para espresion

En—1-+1)n
Q9

-

—._.-'n.’

Luego lz suma de los n primeros términos de esta misma serie es

3 2
igual a s,y 0 (nam. 412) :'1—2—75-1‘-—{3;1—"-?}-, espresion que se reduce tam-

hien a— (ﬂ+;) Efn_H)

2n*-4-3n’*~-n
]

Como el n™ término de la segunda serie es 5

s 19 2 o
0 bien 3n+—2-n+6ﬂ.
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s tiene por valor de la suma de los n primeros términos,

15 _ n'HAnP+-5n°H-2n
’5“"" kg b 12 ’

n(n-1)! (n+)
3.4

0 bien :

Se encontrarian del mismo modo los términos generales y sumatorios
de las series que resultan de cualquiera otra progresion.

§ IlI. CAMBIO DE LAS SERIES, 0 METODO INVERSO DE ELLAS.

419. El método de los coeficientes indeterminados da en general el
medio de desarrollar toda funcion de 2 segun las diversas pofencias de
esta letra. Reciprocamente , desarrollada segun las potencias de « esta
funcion, que se puede designar por y, es facil obtener por el mismo mé-
todo el desarrollo de lo cantidad x sequn las potencias de y; en esto es en
lo que consiste ¢l cambio de las series, 6 el método inverso de las series.

Sea =gx-+br*tcr’+de+t...

la funcion desarrollada segun las diversas potencias de a (siendo
a, b, ¢, d,... cantidades conocidas); se pide reciprocamente el valor de
Z en y, es decir los coeficientes del desarrollo

() =Ay-+By’*+-Cy*+Dy'+-...

Para conseguirlo elevemos sucesivamente al cuadrado, al cubo,... los
dos miembros de la ecuacion (1) ; y saldra

y'=a’2’+2a bx*+b | x*+20d | ...,
—+-2ac +2be.
y=a*z’+30ba"+3ab| '+-...,
—3a%c
y'=a m"-—l—&aﬁ"bx“—i—
V=g willie




