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que no se habia demostrado (nim. 380) mas que en el caso en que

M era un numero entero y positivo, se verifica ahora para un espo-
nente cualquiera.

427. Tercera consecuencia. De la formula (C) se deduce tambien,
tomando los logaritmos de los dos miembros en el sistema neperiano,

= /—1=' (cos 2= 1/—1. sen );

ile donde, separando las dos formulas contenidas en esta, y restando la
segunda de la primera,
s Vﬁ:l' cos £ 4 v/—1. sen z
Cos & — /—1. sen x
1+ /1. tang
1—/—1. tang x

6 bien 92 \/—1 = |!

: 3 3
Pero encontramos (ntim. 225) I’ -H:i—; = (y + j’;— -+ % -+ );

yhaciendo en esta formula, y=,/—1. tang , se obtiene

—1. 1 3 tang*®
p L+ V-1 tang T_q (tang o lang 2 Uy
1—/—1. tang x 3 5

el 3 5
luego 2 /—1=2 (tanga: _tang g -+ tani m_) V4

3 5
¥ por consiguiente, (D) = tang x— t_an;g_a_c o tang x-,_,

Esta f6rmula da el valor de un arco como funcion de la tangentede este
arco. Luego por el método inverso de las series (ntim. 417), se podria
desarrollar reciprocamente tang x como funcion de x. Pero se llega
tambien e est4 dltimo desarrollo por el medio que sigue :

Sea tang x=Ax~+Bx*+CaS5+Dxi-...
(observando que la tangente, asf como el Seno, no puede encerrar ‘en

su desarrollo ninguna potencia de grado par del arco, pues que debe
cawbiar de signo con este arco).

— 595 —

Para determinar A, B, C,..., se sustituyen en la relacion tang .
€0s z=sen x, en lugar de seno « y de cos z, sus desarrollos encon-
trados en el nim. 421, y luego en lugar de tang x la serie anterior,
y sale

‘Ax+Br+Ca'LD AN ()1 at o xt xt )
- e N e s T i g iisni

x° frrd

x

1.2.3 ' 1.2.3.4.5 1.2.3.4.5.6.7

7

Efectuando la multiplicacion indicada, é igualando los coeficientes
de las mismas potencias de = se halla sucesivamente

1
Ta

4
L2&4+L23&5’

B A 3
i e 231 13346 T95 567

y asi sucesivamente.

428. Los analistas han hecho servir la formula (D) del nimero pre-
cedente para la determinacion de la relacion aproxzimada de la circunfi-
rencia con el didmetro. Para que pueda esta formula ser util es preciso
que el arco, cuyo valor se busca sea cuando mas igual a 50°, pues que
se tiene tang 50°=1, :

Sentado esto, sea 50°=m-~+n, y tomemos para m el arco cuya tan-

gente es igual éi—, en cuyo caso se.tiene, segun la formula (D),

e

T AN




T e i
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Por otra parte la ecuacion 50°=m-+n da n=50°—m; de donde

tang b0°—tang m

ng A o tangmtang50° .

y aplicando tambien la formula (D),

3 38 3 g
=t e m bty

de modo que (m+n), 0 el arco de 500, esta representado por 1a suma de

las series

1 1 1 3 3 3
ey tEer T4 ot i g G T A s

La segunda de estas dos series no es muy convergente, y seria pre-
ciso un gran namero de términos para obtener un grado de aproxima-

cion suficiente.

429, Pero se puede llegar d otras dos Series mucho mas convergentes.

: G
Sea v el arco cuya tangente es igual A= resulta

1
P o e

5. 5
Se tiene pues segun las férmulas trigonometricas,

2 tang v 5 2 tang 2 1
e et e D R e AR A e s SEe
e 2? 1= angto 42 7 = tang 20 110

Como esta tltima tangente difiere muy poco de la unidad , puede ya
conecluirse que el arco 4v difiere poco de 50°. y que por consiguiente la
tangente de 4v—50° debe ser una fraceion muy pequena.

Sentado esto , sea z=%v—50°, de donde tang z= tang (4v—500) 5

tang Av—1 1
e — — 3
sal tang z 1+ tang 4o 239 0
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1 i
5+ 5og T

luego

ademas la ecuacion, z=4v—50° da 50°=4v—z.
Introduciendo en esta espresion, en lugar de v y de z sus valores , s¢
obtiene

?

1 1 1 ]
- ('5"* 5.5 T a8 1.5 +)
500=
i
239

1 5
— 3937 T 5. 239 “')

de donde se concluye en fin para la relacion de la circunferencia con
el diametro, o para la de la semi-circunferencia con el radio,

2000 6 nT—

4( s : = 2
239 3. 239 5. 23

Es facil asegurarse de que los cuatro primeros términos de la pri-
mera serie, y los dos primeros términos de la segunda dan el valor
de = con ménos de una diferencia de 0,00001

1 1 1
46("5“—”3; R +) ;

450. CONCLUSION GENERAL. Reflexionando sobre todo lo que hemos
dicho acerca de las series circulares o trigonométricas, se ve a pri-
mera vista el partido que se puede sacar del empleo de los simbolos ima-
ginarios, para resolver cuestiones de mucha utilidad. Como para conse-
guirlo se estienden 4 espresiones imaginarias algunas formulas que no
se habian reconocido verdaderas smo para canlidades reales, podria
acaso ponerse en duda la exaclilud de los resultados a que se llega; sin
embargo , si despues de ciertas transformaciones se llega a espresiones
despojadas de imaginarias, que concuerdan con las que suministra un
razonamiento rigoroso y directo, nos veremos obligados a admilir la
legilimidad de los medios empleados.

Asi es como han hecho los analistas los descubrimientos mas impor-
tanles, y a los que no s llegaria sino con mucha dificultad por medios
en apariencia mas satisfactorios.

El método seguido para obtener las espresiones del seno  y €0S &
ofrece tambien el ejemplo de un razonamiento que conduce breve-
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mente al objeto , aunque deja un poco de incertidumbre en el entendi-
miento. '

Para llegar a estas espresiones se supone que haciéndose nulo el

. tanga ; : T
arco a, la relaclon—gse reduce a 1. A primera vista cuesta fra-
a

bajo concebir que siendo nulo el arco pueda existir relacion alguna
cntre el arco y su tangente, y que sea ademas igual 4 1 ; pero si en vez
de suponer el arco enteramente nulo se supone que no difiere de 0 mas
que en una cantidad estremadamente pequeiia, entonces la relacion
entre la tangente y el arco es calculable y difiere muy poco de la unidad;
Y cuanto mas pequerio es el arco menos difiere 1a relacion de la unidad.
De donde puede concluirse que en el limite de decrecimiento del arco,
2 . tang e :
es decir, cuando e se hace nulo, se tiene g =1. La exactitud de
las formulas a que se llega de este modo, y que se encuentra COMpro-
bada por las aplicaciones que se hacen a la determinacion de los senos
'y de los cosenos de ciertos arcos, confirma la exactitud de los prin-
cipios que han conducido 2 ellas.

La consideracion de las relaciones de las magnitudes variables, en los
limites de sus crecimientos 6 decrecimientos es el objeto del andlisis
infinitesimal, nuevo ramo de las matematicas del Gue puede decirse que
forma la introduccion la teoria de las series.
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