TRIGONOMETRIA ESFERICA,

20, Vease & Vallejo. T. 1. Desde el § 427 hasta el 431, y tambien V.
§ 473 deid. Sentada la definicion de los angulos esféricos; y el modo de
medirlos, se aleanza fdcilmente que los hay adyacentes y opuestos al vér-
tice, rectos, agudos y obtusos; y que:

(2) Los dos angulos formados por un arco al caer sobre otro valen dos
TeCtos. : :

(b) Los opuestos al vértice son iguales.

(¢) Todos los formados al rededor de un punto valen cuatro rectos,

Nota. (d) Cuando se habla de arcos, en no advirtiende lo contrario se
entienden arcos maximos pero menores de 180.° >

{(e) Siporun punto O (Valle. fig. 139, T. 1) del didmetro D K se tira
un plano B F A M
D B, D M, D F, etc. etc. son iguales, porque sus cuerdas lo son. Lo mis

7
1
I

mo se verifica de losarcos K E A, K G B, ete. etc.
(f) Polo de una circunferencia 6 arco, es un punto equidistante de to”
dos los puntos de la circunferencia 6 arco; sean mayores los arcos 6 meno-

res; de modo que los puntos D y K (fiz. 139) son polos de todos los arcos

formados por los planos enfilados perpendicularmentes en el didmetro D K-

Nota. (g) Las distancias sobre la esfera se miden por arcos de circulo
mAaXimo,

(h) De la definicion del polo ( f) es ficil inferir que haciendo centro en
D 6 en K (f. 139) con un hilo tirante sobre la superficie de la esfera, &
con un compas de piernas curvas se pueden trazar ficilmente tantos arcos
y circunferencias como se quiera, Serdn maximos ¢ menores segun se to-
me una longitud igual & un cuadrante 6. menor que un cuadrante,

(k) Siun punto es polo de un arco, sea méximo 6 menor, el didmetro
que pasa por aquel punto es perpendicular al plano del arco: y pasa por e}
centro del arco.

perpendicular al diametro D K todos los arcos D A

—156—

(1) Todo arco de circulo méximo que pasa por un polo es perpendicu-
lar 4 todos los planos de todos los arcos 4 que se refiere el polo: porque su
plano pasa por el didmetro que pasa por el polo (Véa. K) y (Tom. 1 Va-
llejo § 378).

(m) Todos los planos de los arcos que tienen un mismo polo son para-
lelos: porque todos son perpendiculares al didmetro que pasa por su polo.
(Véa. K).

(n) Siun arco de circulo méaximo es perpendicular al plano de un arco
méximo 6 minimo pasard por su polo (prolongédndose en caso necesario).
Dem. Porque si el arco perpendicular se considera con respecto a otro
circulo méxime tendremos; que por ser ambos méximos, tendrd aquel de
comun con este el centro de la esfera; luego pasard por el didmetro que pa-
sa por el polo. Para comprender esto ultimo se ha de advertir que siun
plano es perpendicular & otro, si aquel pasa por un punto de este, en que
se halle levantada una perpendicular, el plano aquel debe pasar por la per-
pendicular; pues que de otra manera si por la interseccion de los dos pla-
nos, haciamos pasar un nuevo plano que al mismo tiempo pasase por la
perpendicular, este nuevo plano seria perpendicular al primitivo; y como
por el supuesto' lo era tambien el otro tendriamos tirados por una misma in-
terseccion dos planos distintos perpendiculares & un tercero, lo que no pue-
de ser, L. Q. D, D. Y si ahora observamos que por lo dicho (m) todos los
planos de arcos que tienen un mismo polo son paralelos, quedara generali-
zado. L. Q. D. D.

(0) ‘Todos los arcos tirados desde un polo al arco de circulo méximo
correspondiente valen 90°: porque por-el supuesto y por (k) el radio D C
(f. 139) es perpendicular & C G, C E, efc. etc.  Luego los arcos DBG
D A E, etc! ete. que miden los dngulos formados valen 90° L. @.D. D.

(p) Siun didmetro cs perpendicular al plano de circulo maximo E G
E los puntos D y K serdn polos del arco; pues que los circulos D A E, D
B G, etc. etc. seran iguales por medidas de angulos rectos.

(q) Los arcos formados por planos paralelos tienen un mismo polo.
Dem. 8i D K (f. 149) es polo del arco de circulo maximo E GE; serd
tambien polo de su paralelo A M F B M; por ser D polo de E G E; se-
A D B G =D A E = etc. etc. y por ser los arcos paralelos serd A
E — B G = éte. etc.; restando esta ecuaeion de la primera tendremos D
BG —BG=D AE — A E; ¢ simplificando serd D B= A D etc. L.

Q. D.D, - :
(r) - Siun didmetro D K (f. 139) es perpendicular al plano de un circu-
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lo menor A M F B M’ pasard por sus polos que serdn D, K; Dem. Po*
{p) tenemos que los polos del arco maximo E G E; son D, K, y como E
G E es paralelo 4 A M F B M’ tendremos por (q) L.Q.D. D.

(s) El didmetro D K (f. 139) perpendicular 4 A M F B M’ pasa por su
centro O pues que por pasar por D polo del arco, tendremos cuerda D B
— cuerda D A — etc. ete.; luego los tridngulos D O B, D O A etc. rec
tangulos en O tienen los hipotenusas iguales y como tienen el cateto D o
comun resulta igualdad; y por tanto O B = O A = O M ete. ete. L. Q-
D. D.

(u) Reciprocamente toda linea tirada desde el centro del circulo menor
es perpendicular 4 su plano.

(x) Sidos puntos cualesquier E, G (fig. 139) de un arco de circulo
méximo distan de D 90°, D serd polo del arco; pero con tal que E y G no
sean extremos de un didmetro: pues que aunque asi lo represente la f. 138
nos servimos de ella solo para ahorrar construcciones. Dem. Por ser D
B G y D A E iguales & 90° tendremos los dngulos DC G, D C E rectos,
luego D C perpendicular al plano E G E, luego D polo de E G E. L. Q.
et s

(y) Siunarcomsximo £ A D (£ 139) es de 90° y perpendicular al
girculo maximo E G E; el punto D, es polo del circulo méximo E G E-
Dem. Por ser E A D perpendicular 4 E G E por (n) tendremos que pasa-
14 por su polo; luego el polo serd uno de los puntos A, D, B, ete. etc.: aho-
ra el polo no puede ser ni A, ni B: Iuego ha de ser D; porque EAD BG
— 180; y por el supuesto E A D = 90°; luego A E> A D B G; Iuego
A no puede ger polo: y como lo mismo tendriamos de B ete. etc. resulia
L. Q. D. D.

(z2) De lo dicho (x) resulta que si haciendo centro en dos puntos de un
arco maximo (pero que no sean los extremos de un didmetro) con una aber-
tura de 90° se trazan dos ‘arcos sobre la superficie de la esfera, la intersec-
cion de estos determinaré el polo del primero.

(z)) Si desde el punto n de la superficie de una esfera se quiere tirar v
arco de circulo maximo perpendicular 4 otro A G B F; hagase centro en =,
y con una abertura de 90° tracese un arco que corte alarco A G'B F en un
punto tal como d; entonces haciendo centro en d témese sobre el arco A G
B F, un arco de G que valga 90°, entonces tirando un arco maximo por 1os
puntos n y G, este serd perpendicular al A B F: (V fig. 4) Dem. Por co
truccion tenemos d n = 90% d G = 90°; luego es polo del arco n G; lue-
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go A G B F pasa por el polo d del arco n G, luego por (1) sera AG B F
perpendicular & n G y reciprocamente L. Q. D. D,

El dngulo esféerico C A B (Vall. T. 1. fig. 161) 4 mas de medirse por
(z”) el dngulo E A D formado por las tangentes E A, D A; se puede tam-
bien medir por el arco comprendido por los arcos A b C, A ¢ B prolonga-
dos cada uno hasta 90. En efecto, si suponemos que haciendo centro en
A con una abertura de 90° trazamos un arco C a B por ser la abertura de
00° ser4 el arco A b C de 90° y tambien lo serd el A ¢ B; luego los dngu-
los C O A, yBO A serdn rectos; luego Ias lineas C O y B O (pertene-
cientes respectivamente & los planos de los arcos C bA y Bc A) seran per-
pendiculares 4 O A interseccion de los planos de los arcos, luego el dngu.
1o C O B mediré el dngule de los planos, que es el mismo que el de los ar-
cos: es asi que el dngulo C O B es medido por el arco C 2 B; luego C a
B ser4 la medida del dngulo esférico C A B. 1. Q. D. D.

21. (a) Si se tiene el nidngulo esférico A B C, y desde los vértices A,
B, C, como polos se trazan los arcos del efrculo méximo B’ €, A’ B, se
formaré un nuevo tridngulo esferico A’ B €7, cuyos vértices A', B, @, se-
r4n respectivamente polos de los arcos opuestos BC,AC,AB. Dem. Si
desde A’ se tiran los arcos méximos A’ B, A’ C, estos valdrdn 90° pues
que A’ es un punto de A’ C' del cual es polo B, y es punto de A’ B’ del
cual es polo C, luego por lo dicho (§ 20 (0)) A’ B, A’ C valen 90°; luego
¢l arco B C tiene dos puntos, B, C, distantes 90° de A’, luego por lo dicho
(§ 20 (x)) se tendrd L. Q. 8. D. D, (V. fig. 5.

(b) Cada angulo de uno cualquiera de los dos tri{mgulos-A BC, A’
B’ 7, serd suplemento del lado opuesto del otro tridngulo; es decir que ten-
dremos por ejemplo, A + B’ C = 180. Dem.

Si prolongamos los arcos A B, A C, hasta D, E;; por set B’ polo de A
C E,elarco B E = 907 y por ser ¢’ pulode A B D;elarco C'D =
90° (§ 20 (o)) luego serd B E 4+ CE+ DE = 180; 6 bien B C +
Q' E 4+ D E = 180; pero D E mide el 4ngulo A por lo dicho (§ 20 (27))
luego en vez de D E se podrd sustituir A, y tendremos; B C' + A= 180:
L. QD.D.

(¢) Nota. El tridngulo A’ B' €’ se llama polar del A B C; y aunque
con la construccion dicha resultan otros tridngulos como demuesira la fi-
gura, el A’ B’ C' es el que se considera solamente; este se llama central, ¥

se conoce en que los dngulos A A’ est4n situados hécia una misma parte

de B C; los B B’ hécia una misma parte de A C ete. etc. :
21

Escritos de Dalmes.
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(d) Llamando a, b, ¢, los angulos A, B, C;; a, b, ¢, los lados opuestos
4 los 4ngulos, A, B, C: &, ¥, ¢, los 4ngulos A’ B, O y 2, P, ¢!, los la-
dos opuestos 4 los 4ngulos A’, B, C'; tendremos ¢l siguiente sistema de

ecuaciones, por lo dicho en (c).

a4 a =180 (1); b+ b = 180 (2);
c+c¢ =180 (3); & + a = 180 (4);
4 b=180(8); ¢ + ¢ = 180 (6);

Si suponemos a = b; tendremos
Sl — b :

i e R iy e

Sta>b , , 4, , ,

’

S >l

La primera de estas ecuaciones nos dice que si dos lados de un tridn-

gulo son iguales, lo serdn tambien los dngulos correspondientes del fridn-
galo polar. (1)

La segunda ecuacion nos dice que si dos dngulos de un tridngulo son
iguales, lo serdn tambien los lados correspondientes del tridngulo po-
lar. (2)

Lz desigualdad (3) nos dice que si un lade es mayor que otro; el dngu-
lo correspondiente (en el tridngulo polar) al primero serd menor que el que
corresponde al sezundo.

La desigualdad (4) nos dice que si un dngulo es mayor que otro; en el
triangulo polar el lado correspondiente al primero serd menor que el cor-
respondiente al segundo.

(f) Considéranse siempre tridngulos esféricos cuyos lados sean meno-
res que 180°% no porque no existan tridngulos cuyos lados sean mayores
que 180° sino porque la consideracion y conocimiento de estos depende de
la de aquellos, Dem. Para concebir esto considérese la semi-esfera C
A D'B'E D B convexa por la parte de C; y asentada sobre el plano del
circulo méximo A D' B’ E D B; si su superficie se corta por los circulos
maximos D' C D; B C B; A C B; resultard el tridngulo esférico A C B;
pero tambien por la otra parte resultard otro tridngulo A C B; cuyos 4n-
gulos serdn A, G, B, y cuyos lados opuestos serdn respectivamente B C;
BDEBD A;yAC. En el tridngulo grande el dngulo C ser4 mayor
que 180° (§ 20 (c) ) y su lado opuesto A D* B* E D B tambien ser4 ma-
yor que 180° pero conociendo el tridngulo menor A C B, se conocers. tam-
bien el mayor A C B, porque los lados A C, y B C son comunes; el lado
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AD B EDB=360— A B; y el angulo C del mayor = 360 — C del
menor; el A del mayor — 180 — A del menor; y el B del mayor = 180
— B del menor, L. Q. D. D. (V. fig 6.)

(g) Considerando como se ha explicado en (f) los tridngulos esféricos,
es decir que cada lado sea menor que 180°, tendremos que cada dngulo se-
ré4 menor que 180.° Dem. Como por el supuesto, A B < 180% A C <
180°; tendremos que para encontrarse se habrén de prolongar amboes lados
hasta A’ extremo del didmetro A A’, linca de interseccion de los dos cfr-
culos méximos; luego se formardn los dngulos adyacentes A B C, A’ B
C, y como por ( () § 20 A BC + A’ B C = 180 sera ABC < 180
1. QDL (Y. s T.)

(h) Ta suma de los tres lados es menor que 360°; y cada Jado menor
que la suma de los otros dos. Dem. Los tres planos de ios arcos A B,
B C, C A, determinan en el centro O un dngulo solido. Ellado A Ces
Ja medida del angulo plano A O C; el lado B C mide el dngulo plano B
0C;yellado A Bmideel AOB:pero AOC + BOC+AOBL
360° porque las sumas de los dngulos planos que forman un dangulo solido,
es menor que 360% luego tambien A C + A B + B C < 360 (V. fig. 8)

Ademés en un 4ngulo sélido, cada dngulo plano es menor que la suma.
de los otros dos; luego se verificard lo mismo en sus medidas que son los
lados del tridngulo esférico. L. &. D. D.

(k) La suma de los tres dngulos de un tridngulo esférico es menor que
seis rectos, Dem. Por (g) cada dngulo es menor que dos rectos, luego su
suma serd menor que seis rectos. L. Q. D. D,

(1) La suma de los tres angulos de un tridngulo esférico es mayor
que 180°. . Dem. El sistema de ecuaciones (d) nos da; @ + a' = 180% b
+ b = 180% ¢ 4 ¢ = 180; sumando ordenadamente serd @ +a + b

¥

+h e+ e=3x 180 loquedard @ +- b + ¢ =3 X 1.80—-(3.’ H
B 4 ¢) =360° 4+ 180 — (' + b’ + ¢'); y como por (h)a’ + b + ¢
) ;
< 360°; tendremos L. Q.D. D.
(m) Sia bse, son los dngulos de un tridngulo esférico, tendremos:

@4+ b> 1800 —ca+b <L 180° + ¢

Dem. Por (h) tenemos ¢ <a’ + b sustituyendo en vez de ¢’ &' ‘b’ sus
valores sacados del sistema de ecuaciones (d), tendremos que la desigual-
80° — ¢ < 180—a + 180 —b; ¥ ejecutando las
ciones correspondientes se obtendrd a

dad se convertird en 1
operaciones, traslaciones y simplifica
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+ b < 180° 4 ¢; Ademés por (1) tenemos @ + b + ¢ > 1807 y trasla-
dando ¢;serd ¢ + b > 180° — ¢ L. Q. D. D,

29, Reasumiendo lo dicho en el parrafo anterior y conservando las mis=
mas denominaciones tendremos:

a + b 4 ¢ < 360; (a).
atb>¢ (b)
a-+c¢>hb (c).

b4¢c>a (d).

a -+ b+ ¢ > 180°% (e).
o+ b+ c< 3 x 180%(f)
a-+-5> 180 — ¢ (g)
a + b < 180 + ¢ (h).
@4 ¢ < 180 + b (k).
a-+c¢>180—5 (1)

+ ¢ > 180 — g (m).
a -+ ¢ < 180 4 @ (n).

(o) Nota; como por el sisterna (d) tenemos una relacion constante en-
tre los valores de los dngulos de un tridgngulo, con los lados de su tridngu-
lo polar y reciprocamente, se infiere que los d4ngulos del uno se podrdn ex-
presar en valores de los lados del otro; por ejemplo a.= 180 —~ a'; ¢ =180
—a; ¢/ = 180 —a; a’ = 180 —— g, etc. etc.; luego teniendo demostradas
las relagiones (b) (c) (d) sustituyendo en ellas a'b’ ¢’ en vez deabey
luego después en vez de a' b’ ¢’ sus valores en valores de 180 y de a b ¢;
se demostrardn las relaciones (g) (h) (k) etc. ete.: y como si demostréra-
mos primero estas altimas, podriamos hacer sustituciones andlogas, se si-
gue que asi como de aquellas podemos inferir estas, de estas infeririamos
aquellas,

23. Si suponemos el tridngulo rectdngulo, por ejemplo; @ = 90; ten-
dremos: :
+.¢ > 905 (a).

b < 3.X 90° (b).

< 90° + ¢ (o).

¢ < 90 + b (d).

Dem La(a)sesacadela ((e) § 22); la (b) dela ((n) ¢ 22); la(c) de

la ((6) §22);yla(@dela((k)§22): L.QD.D. .

24, Enuncmndo en forma de teoremas las relaciones (a) y (b) del (§

b
b
b

|

23) diremos; (1) En un tridngulo esférico rectangulo la suma de dos dn-
gulos oblicuos, es mayor que un recto y menor que tres rectos.

Y como de las (¢) y (d) se saca b — ¢ < 90; ¢ — b < 90 diremos (2):
Que en un tridngulo esférico rectdngulo, la diferencia entre los &ngulos
oblicuos es menor que un recto.

25. (a) Teniendo el tridngulo A B C, si desde los puntos A, y G, co-
mo polos' se trazan arcos de circulos con los radios A B, C B; y desde el
punto h, en que se encuentran se tiran los arcos de circulo méximo b A;
b C, resultars un tridngulo A b C, que serd igual con A B G; es decir,
que tendré iguales con el otro todos los lados y los dngulos (los de las mis-
mas denominaciones cambiando B en b), (V. fig. 9). Dem.

Ellado A C escomun;el AB=AbyelCB = Ch por construc-
gion. Ahora para demostrar la izualdad de los dngulos, tiraremos los ra-
dios O A, O b, O C, O B: los cuales determinarin dos dngulos solidos en
O; 4 saber O A b C formado por los planosb 0 A, b0 G, A O C,yelO
A B C formado por los planos B O A, BO C, A O C que es comun & am-
bos 4ngulos sélidos: ahora el dngulo planob O A = B O A; por ser me-
didos por los arcos iguales A'b, A B; por la misma razon b O C=5B0
C; el 4ngulo A O C comun & ambos 4ngulos sélidos; luego los dos dngu-
los s6lidos estdn formados por tres 4ngulos planos iguales cada uno al su-
yo; lusgo serén iguales, luego los planos correspondientes estaran igual-
mente inclinados 6 formardn los mismos &ngulos: es asi que los 4ngulos *
de los planos son respectivamente los mismos dngulos de los tridngulos A
B C, A b C; luego serd L. Q. D. D.

(b) Los dngulos sélidos O A B G,0 Ab €, aunque sean iguales no
pueden suponerse (4 no ser que fueran isGeeles, esto es que en el primero el

4ngulo plano C O A=b O A;yenel segundo C O A = B O A; pues
en este caso haciendo entrar el plano B O C sobre C O B, por la igualdad
de los dngulos BO C, b O C; se ajustarian exactamente; y por el supues-
to se ajustarian tambien los otros).

(¢) Se llaman tridngulos esféricos simétricos, los que son iguales pero
que no pueden superponerse. Y lo mismo se dice de los &ngulos sélidos;

ambos casos estd4n mostrados en la figura.
(d) Luego sidados tres lados se construye un tridngulo esférico, si con

los mismos lados se construye ofro, serd igual al primero, porque se podré

suponer 0 sobre este 6 sobre su simétrico.
(¢). Para mayor precision y exactitud se podran Hamar iguales los
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triangulos, cuando puedan superponerse; y simétricos cuando tienen sus
lados y 4ngulos respectivamente iguales, pero que no pueden superpo-
nerse,

96. (a) Dos tridngulos esféricos son iguales (6 al menos simétricos)
cuando tienen sus tres lados iguales. Dem. Véase (§ 25 (d) ).

(b) Dos tridngulos esféricos son iguales, 6 simétricos, cuando tienen
sus tres angulos iguales. Dem. Porlo dicho (§ 21) tendremos que los
tridngulos polares de los dos tridngulos del supuesto, tendrdn sus lados res-
pectivamente iguales; luego tendran tambien sus dngulos respectivamente
jouales; y como por el mismo parrafo la igualdad de los dngulos de los
trigngulos polares dard igualdad de lados respectivamente en los primiti-
vos, tendremos L. Q. D. D.

(c) Dos tridngulos son iguales (6 simétricos) cuando tienen un dngulo
igual comprendido por dos lados iguales, Dem. En tal caso el uno po-
dr4 superimponerse al otro 6 al menos sobre su simétrico. Luego serd L.
Q. 8.D. D
(d). Dos triangulos i imétricos) cuando tienen un lado

ad del lado da-

s, y la izualdad

s adyacentes dard mml M respectiva de los lados en los

tridngulos polares; lueea los tridngulos polares tendrdn un d.:]t‘L]" igual

compiendido por dos lados iguales; luego serdn izuales por lo dicho (c);
luego lo seran tambien los primitivos. L, @. 8. D. D.

21

(a) Sidos lados C B, C A, de un tridngulo son iguales, los dngu-
los opuestos C A B, C B A, serdn tambien iguales. Dem. Fig. 10. 8i

7% t

sde el vértice C, se tira al punto P, medio de A B, el arco maximo C P;

3

los trigngulos C P A, C P B serdn iguales, por lo dicho (§ 26 (a) ): lu-:go
dardn dngulo A = B; L. Q. D. D.

(b) Infierese de (a) que el arco C P tirado 2l punto medio de la base
es perpendicular 4 ella y divide el dngulo C en dos partes iguales.

(c) Si los dngulos A, y B, son iguales lo serdn sus lados opuestos:
Dem. Fig. 5.

Siendo A = B; los lados C' B, A’ C del tridngulo polar serdn iguales,
luego los angulos A’ B del tridngulo polar serdn iguales por lo dicho (a);
iuego los lados C B, y C A del tridngulo primitivo serdn tambien iguales.
L.Q.D.D.

(d) Luego todo tridgngulo equildtero es equidngulo y reciprocamente.
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(¢) Siel dangulo CAB > CBA;Fig. 11. tendremos CB > C A
Dem. Siendo C A B > C B A podremos tirar el arco A D de modo que
D A B =D B A; luego por (c) tendremos en el tridngulo D A B, D B
= D A, afiadiendo 4 ambos miembros D C,;seri DB + DC =D A 4
D C, y simplificando CB =D A 4+ D C, pero por lo dicho ( (4) § 21)
DALDC>CA;luegoCB>CA, L.QD.D.

(f) SiBC > CA, el angulo C A Bserd > C B A; Dem Fig.
Siendo B € > C A el 4ngulo A'del triangulo polar sefd menor que
B’; luego el lado B' C' < A’ €'; luego en el tridngulo primero serd A >
B. L. Q.D.D.

12, de la superficie de una esfera se

M B serd mas corto que olra cur-

irar desde A & B: 6 en

mas ¢orta. gle se pue.

Dem. ‘Tenien-

, presente lo dicho en ((h) § 21) st por el punto € 1cs los arcos maxi-

0s ADC,BE CiseraADCG ;- C K > A M B; sl por el punto T

tiramos los arcos maximos A F, CF;setd AGF + COF > ADG;

v por lo mismo serd tambien BP N + CS N CEBy sumando or-

lenadamente A Q F+- COF 4+ BPN+CSN>AD C L G H
3 > A M B;si ahora por los pu :

ndximos se demostraria del unto de ellos y de los

r de un puiitd a oiro

tros que antes se hablan 1,51':n1c eran > que ;‘L M }: Inego A M B es tal
wie al paso que crece se acerca i lacurva A F C N B, pues que va te°

:snd0 mas puntos con ella, luego es menor que ella. L. Q. D, D.

29. J08. cos. h cos. ¢ - sen. b sen. ¢ cos. @
€Os. a COs. C + sen. a sen. ¢ cos. b (a)

cos. a cos. b 4 sen. a sen. b cos. ¢

La Dem. Véase Vallejo, T. 1. § 474

(b) Sien el sistema de ecuaciones (a) s cambia en una ecuacion cual-
quiera un lado en otro, y los an oulos opuestos; Do se alterard la ecuacion,

pues que no hace mas que trasformarse en otra del mismo sistema: por

ejemplo: si en la primera trocamos a en ¢, ¢ en a, & en ¢, tendremos que

se nos convertira en esta otra: cos. ¢ = COS. b cos. a -+ sen. b sen, a cos. ¢;

que es la ecuacion tercera del mismo sistema; y lo mismo sucedera en otra

cualquiera, como se puede comprobar.
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(¢) De lo dicho en (b) s infiere que podrd cambiarseaenb bena, e
en b, b en g; en todas las formulas renerales que se saquen del sistema (a);
ya que se ha visto que estas cantidades estén entre si en tal relacion que
¢ambiar las unas en las otras no es mas que pasar de una ecuacion 4 otra.

(d) Como el sistema (a) es general, llamando a' b’ ¢’ @’ b’ ¢’ los lados
y angulos del triangulo polar se convertira el sistema en

¥ cos. a’ = cos. b’ cos. ¢’ 4 sen. b’ sen. ¢’ cos. @’
(e) cos. b = cos. @’ cos, ¢’ - sen, a’ sen. ¢’ cos. &’
cos. ¢! = cos. ' cos. b’ + sen. @’ sen. b’ cos. ¢’

Sustituyendo en vez de a’ su valor 180 — a. en vez de @' su valor 180
—a, ¥ asi sucesivamente se convertira ese sistema (e) en este otro: cos.
(180 — a) = cos. (130 — B) cos. (180 — ¢) + sen. (180 — B) sen. {180
— ¢) cos. (180 — a) etc. ete.; luego si trasformamos del modo dicho todo
el sistema, y despues recordamos que el seno de un 4ngulo es el seno de
su suplemento, y que del coseno se verifica lo mismo con solo cambiar el

signo, tendremos:

— cos. @ — o8, b cos. ¢ — sen. b sen. ¢ €os. 2
— cos. b = cos. @ cos. ¢ — sen. @ sen, ¢ cos. b (f)
— C0S, ¢ = COS. & CO%, b — sen. a sen. b cos. €

(z) Para la demostracion de las formulas (f) no hay necesidad de re-
currir 4 1a consideracion del triangulo polar, como se ha hecho, sino que
se pueden sacar directamente de las formulas (a): en efecto, eliminando
cos. ¢, en la primera y tercera de las (a), sustituyendo (1 — sen.*b) en
vez de cos? b; se encuentra: Cos, a sen. b = sen. a cos. bcos. ¢ 4 sen. ¢
cos. a (h):

Cambiando en Ia (h) a en b y a en b; se encontrard la siguiente: cos, b
sen. a — sen. b cos. a cos. a cos. ¢ + sen. ¢ cos. b (k); eliminando cos. bs
entre Ia (h) y la (k), sustituyendo (1 — sen.” ¢) en vez de cos.’ ¢, y en vez

gen. b sen. b sen, d sen, b

de sen, ¢ su valor sacado de las ecuaciones —— =
sen, b sen, a sen. b

; (que se demostrardn mas abajo) se obtendr4 Ia primera de las

(), y se obtendrén en seguida las otras cambiando a en b, a en b, ete. etc.
L Q. D.D.
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5 Sen. ¢ sen. b Sen. ¢
k ().

Sen. a sen, b SEI. ¢

pem. ‘(Y-'éase Vallejo t. 1 § 475), solo advirtiendo que asi como &l di-
ce “y haciendo operaciones andlogas con las otras dos (M) etc.” se puede

ahorrar este trabajo teniendo presente aquello de cambiar a en b, @ en b
elc. efc. ‘

31. Del sistema ((a) § 29) se saca,

C0s. a — co08, b cos. ¢.
, 0= (2).
sen. b sen. ¢

cos. b — cos. a cos.

b=

Sen. a Sel. C

COS. C — CO0S8. a COs.

sen. a sen. b

.%(a+ b—c) sen.

Sen & a =
ba=]

.t(a+b—c)sen.d (b +c—a)

3
sen. b sen. ¢
1
2
c

Sen, 4+ 6 =
% by sen. a sen.

(b)-

& (b Lo —s n 3 —
Sen.%c:J el Ul rt)sen."(a_]_c b) (c
sen. a sen. b )
cos, a — cos. b cos. ¢

Dem. La ((2) § 31) nos da cos. ¢ =
sen. b sen. ¢

; recordan-

do ahora que por ((L) § [1) tenemos cos. ¢ = 1 — 2 sen? @, sustitu-

yendo este valor; tendremos 1 — 2sen®] g = 2252 8 — €05 b cos. ¢

sen. b sen. ¢
restando ambos miembros de I, serd 1 — 1 + 2 sen®d ¢ = 1 —
€os.a — cos. b cos. ¢

; lo que da simplifica v reduciendo el entero 4
s ; lo que da simplificando, y reduciendo el entero 4 Ia

especie del quebrado; 2 sen?3 ¢ = 2% bsen ¢ —cos a + cos. b cos. e

sell. b sehs ¢

== 08. a

= = (recordando gue sen. b sen,

¢ + cos. b cos. ¢ = cos. (b — ¢) por ((b) § 11) =22 (b —e)—cos.a
3 sen. b sen, ¢

Zseritos de Balmes 22
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= T e
— (recordando ( (@) § 19)) = 2sen. (b C)e: ;‘)) ;” }a—(—¢)
S sen, €

2 sen. u}(a—’;—h—-c)sen..{;(a-{-c—b)

— (ejecutando las operaciones) =
sen. b sen. ¢

simplificando ahora por = 9 y extrayendo la raiz cuadrada serd Sen}a=

St En o ey
iJ_SB%M - y ejecutando 1o mismo con
las otras dos serd L. Q. D. D.

33, Si llamamos S, la suma de los lados (a + b -+ c), y ejecutamos
operaciones andlogas 4 las del (§ 16) las formulas (a) (b) (c) del (§ 32 se

trasformaran en estas olras;

Jcen {%sf—c)sen \5\——13)(

sen. bsen.c

“een (85— 8)sen. (Bs.—¢)
\z
Sen § T J sen. a sen. C {b)'
gen. (358 — a) sen. (s —b)
Sen. ke = — sem.asen b (e).
sen. 3 (a.—err—c) sen. ¥ fa—b+¢)
;(1+b )cen.%(b-rc——a)
cos. % (¢ 4- b —¢) cos. Fae—0b+0) (b
cos.:}(a+b+c) cos. (5 0 4+ ¢c—a)
del (§ 11); elevando al cua-

sen.
Cot.*% a =

Dem. Dividiendo la ecuacion (n) por (0)

sen. s ¢
2 % gu valor tan, 5 @ se

drado, simplificando y sustituyendo en vez de ;
cos. 3 @

1 —cos. @ .
= SHSU'L'L‘;}'C]'I(}O en vez dB c0sS. @ su valm‘
1 4 cos. a

sacado de la ((a) § 31); ¥ recordando lo ejecutado en el pérrafo 32; se ob-
vez de @ su valor 180 —

tendra: tan.’ § @ =

tendra la (a), y si despues de esta se sustituye en
a, en vez de a, — 180 a: y asien b, b ete. ejecutando las operaciones, y te-

niendo presente todo 1o relativo 4 los signos de senos y COSeDos, ¥ la rela-

cion de las lineas trigonométricas de los éngulos y stis complementos, sé

obtendr4 la ecuacion (b). L. Q. D. D.

35. () Tan. % (e +0) = i b} X cot. % ¢.
a +

X cot. 1 ¢

(
sen. % (a. — )
a

(b) Tan. 4 (e — ) = ;é?l.—_—‘(

+ )
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el ie.
sen. } (¢ — )
sen. % (¢ + b)
Dem. Las formulas (h) y (k) del (§ 29) dan

(¢) Cos. a sen, ¢ = c0s. a Sen. b — sen. a cos. b cos. ¢
(f) Cos. b sen. ¢ = cos. b sen. a — sen. b cos. a co. ¢; sumando or-

denadamente, recordando el (§ 11), ¥ descomponiendo en factOres se ob-

(c) Tan. } (a + b) =

(@) Tan. % (@ — b) = X tan. § .

tendrd

(g) (Cos. & + cos. b) sen. ¢ = (1 cos. ¢) sen. (a + b); ahora la (a §
30) da

(h) (Sen. a -+ sen. b) sen. ¢ = (sen. a + sen. b) sen. ¢

(k) (Sen. a — sen. b) sen. ¢ = (sen, a — sen. b) sen. e: dividiendo
ahora las (h) y (k) por la (g) obtendremos; :

sen. @ 4 sen. b sen. a + Sen. b sen. ¢
(1) cos.@ + cos.b  sen.(a+ b) (1 —cos. ¢y

sen. @ — sen. b sen. a — Sel. b sen. ¢
= :
(m) cos. @ + cos. b sen. (a + b) (1 — cos. c}’

ahora la ((f) § 19) da

1

sen, @ == sen. b . 4 : :
=l + b} yle 19) dat b
e tan. 4 (@ ); v 1a ((g) § 19) da tambien
sen.a 4 senh _cos. 2 (a —b) .
PR =g v la ((k) § 19) da tambien
(Q) sen. (a -+ b) = cos. 1(a+ Ei (e L)
gen, ¢
(P) 1T —cos. ¢
sacados de las (n) (0) y (p), resultarin las (a) ¥ (b)-
Si en las (a) y (b) se sustituye en vez de a, 180 — @’; y asien las otras

las operaciones, teniendo muy presentes los
ede con los arcos negativoss

¢: sustituyendo ahora en las (1) y (m) los valores

7k
t 2

b, ¢, a, b, ete. elc., ejecutando

signos de las 1in eas trigonométricas, lo que suc
Sngulo y tambien un lado de un tridngalo esférico

(d). L. Q. D. D.
a de siete formulas bastantes a
casos que puedan ofre”

v recordando que un 4
son menores que 180°% se sacaran las (¢) ¥

96. Ahora puede ya formarse una tabl

oulos esfericos en todos los

resolver todos los tridng
meros anteriores,y con las

cerse; estas soll las mismas obtenidas en los nim

mismas denominaciones, eXcepto la (2) 7 (3) en quese hacea + b 4+ C

—2pya+btec=2F




