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FONDO BIBLIOTECA PUCLICA
DEL ESTADO UE NUEVO LEON

ADVERTENCIA.

La buena acogida que han logrado los primeros
tomos de esta obra ha estimulado nuestro celo y el
deseo que nos anima de mejorarla y enriquecerla
en todo lo posible en obsequio de nuestros lectores.
Asi en el presente tomo ademas del fratado de geo-
metria que prometimos en nuestro prospecto y en
el que reproducimos testualmente al P. Almeida,
nos ha parecido opoerfuno afiadir cinco nuevos fra-
tados de otros tantos ramos de matematicas que,
juntamente con el ya citado, formarén un curso ele-
mentar de estas ciencias en cuyo elogio seria ocioso
estendernos, pues ningunode nuestroslectores igno-
ra su ulilidad importante é inmediata, su aplicacion
directa a las ciencias fisicas, su caracter cierto y
evidente, y la reclitud que imprimen al entendi-
miento, comunicindole poder de abstraceion y acos-
tumbrandolo 4 deducciones frascendentales, solo




6 - ADVERTENCIA.
observaremos que fieles al mélodo que nos hemos
propuesto, hemos procurado esponer eslas materias
del modo mas llano y patente que nos ha sido posi-
ble, acomodandonos a todas las inteligencias y no
supaniendo en nuestros lectores ofra nocion pre-
liminar que 1a de conocer los niimeros, en una pa-
labra procurando suplir en todo lo posible la viva
yoz del maestro y familiarizar con el calculo y abs-
traccion las personas que nunca han saludado la
ciencia.

ARITMETICA.
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CARTA PRIMERA.

NUMERACION, OPERACIONES SOBKE NUMEROS ENTEROS.

§ L

Numeracion.

Amigo Eugenio, he recibido tu muy apreciable
en confestacion 4 lo que te escribi, anunciidndote
mi feliz llegada, y agradezco lo mucho que te
lamentas de mi ausencia, y las ansias con que an-
helas mi regreso, como igualmente Io mucho que
te aplicas al estudio, aunque guidndome por la ad-
junta de Silvio, esta aplicacion es escesiva y ame-

1.
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naza hacer mella en tu salud, hasta ahora tan ro-
busta, efecto de tus costumbres sobrias y actividad
de profesion. Como sea, Yo, cOmo amigo, e acon-
sejo que vayas con tiento en este punto; pues el
transito repentino de unos hibitos como los tuyos
4 una vida inteleetual y sedentaria no puede efec-
tuarse sino con menoscabo de tu salud. Por ahora
limitate & leer solamente Ias obras que encontrards
en mi biblioteca, relativas & las ciencias de obser—
yacion y esperiencia, y no fe enredes en tratados
de fisica'y astronomia, que no solamente exigen un
grado de tension intelectual y facultad de abstrac-
cion 4 que mo estas acostumbrado, sino que por
sumisma naturaleza rinden mas prontamente el
entendimiento, abruman la imaginacion y desape-
gan del estudio. Por otra parte, el estudio de estas
materias exige conetimientos matematicos que-no
posees, y que esmi objeto imbuirte durante miau-
sencia, conforme te lo prometi yerbalmente Ta ul-
tima tarde que tuve el gusto de pasar en tu com-
paiiia, los cuales te pondrdn en estado no solo de
¢ultivar por ti mismo estos mismos estudios mate~
miticos, sind 'las eiencias fisicas 4 que son' de una
inmediata aplicacion. Pienso hablarte primeramen-
te de la aritmética, por la que generalmente se em-=
pieza, como que su conacimiento es necesario pa-
rala inteligencia de los demas, y por ser sus apli-
caciones 4 los actos comunes de la vida mas fre-
cuentes y mas directos, siendo, como sabes, nece-
saria al hombre de ciencias, al economista, al
rentista, al comerciante, y aun hasta d las mugeres
de gobierno. De esta utilidad comun, de esta apli-
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cacion inmediata procede el error de muchos que
hacen consistir esta ciencia en las reducidas y em-
piricas reglas del comerciante ¢ hacendista, las
cuales ademas de saberse en general de un modo
rutinario y sin demostracion alguna, no abrazan
mas que una parte de la aritmética, ciencia mucho
mas vasta de lo que comunmente se cree. No es este
el plan que me he propuesto en esta y en mis su-
cesivas cartasen que, como hasta el presente, pien-
so proceder como fildsofo, y dar la razon y teoria
de todas las operaciones que esponga, establecien-
do y procediendo de las nociones mas sencillas, para
lo cual espero que escusards cuanto pueda decirte
trivial y pueril al principio; pues ademas de que
mi infento es filosofar y demostrar las operaciones
mas vulgares, estas mismas demostraciones me de-
beran servir de base para lograr resultados mas
trascendentales. Pero basta ya de preambulos, y
entremos cuanto antes en materia, empezando por
la definicion de las cieneias que nos ocupan, €0mo
haria Silvio. Lldmanse matemdticas las ciencias
que tratan de la cantidad, entendiendo por cantidad
todo lo que es susceptible de anmento o de dismi-
nueion, como niimeros, lineas, superficies, etc.

Pero para que la menie humana pueda llegar a for-

marse un concepto de la cantidad en sus varios gra-
dosé aspectos 6 ha sido preciso referirla d una eanti-
dad de lamisma especie, natural ¢ arbitraria desti-
nada aservir de término de comparacion ; esta can-
tidad eonyencional se llama unidad. Asi cuando y0
digo que el diamante del gran Mogol pesa 275 qui-
lates, espreso una cantidad equivalente al peso 6
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densidad de este diamante, cuya unidad es un qui-
late, que sirve como de base 6 punto de compara-
cion para dar 4 entender el valor de la cantidad, en
términos que, cuando la enuncio, Supongo que los
que me oyen comprenden el valor del quilate; y si
no lo saben, tengo el cuidado de esplicarselo; pues
de otro modo ignorando la unidad, no podrian
comprender lacantidad. Este quilate es una unidad
arbitraria 6 convencional, esto es, no existe en la
naturaleza, y solo procede de haberse conyenido
los hombres en atribuirle un valor conyencional.
Si queriendo dar & conocer el yolumen del sol, di-
jera que este astro es un millon y trescientas mil
veces mayor que la tierra enunciaria una cantidad
equivalente al volumen del sol, cuya unidad 6 pun-
to de comparacion seria la tierra, y en este caso la
unidad seria natural. Este conjunto de unidades
que espresamos para dar & conocer el valor de la
cantidad se llama nimero, el cual puede tambien
definirse el resultado de la comparacion de la can-
tidad con la unidad, y la ciencia que se ocupa de
estos nimeros, ensefiando las diversas combinacio-
nes y operaciones de que son suseeptibles, se lla-
ma aritmética. Los nameros pueden ser enteros 6
fraccionarios, entendiéndose por el primero el nd-
mero tal como lo acabo de definir, cuando la uni-
dad es completa y sin alusion 4 ninguna ofra sub-
entendida, mientras que en el fraccionario la uni-
dad que sirve de punto de comparacion es de otra
especie y menor que otra unidad 4 que tacitamente
se alude : asi cuando yo digo que he comprado dos
varas de paiio, el nimero que espreso. es entero,
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pues la unidad quesirve de punto de comparacion
es completa y no se refiere  otra de superior cali-
dad ; mas si digo que he comprado los dos tercios
de una vara, el namero es fraccionario, pues la
unidad es un tercio que depende ¢ se refiere & olra
unidad superior que es la vara, la que por abstrac-
cion supongo dividida en tres partes iguales para
poder, por este medio, dar & entender la cantidad
de paiio que he comprado.

Ofra diyision de los nameros es en absfraclos y
concretos; laprimera denominacion seaplica, cuan-
do al enunciarlos se prescinde de hacer constar la
especie 6 el nombre definitivo de la unidad, y la
segunda cuanta esta se particnlariza, como cuatro
bancos, seis caballos, etc. En el curso de mi corres-
pondencia emplearé tanto unos como otros, pudien-
do th por la imaginacion aplicar cualquiera uni-
dad arbitraria a los ejemplos que te proponga.

Por salvage € inculta que queramos figurarnos
una sociedad de hombres, desde el momento en
que vive en sociedad debe tener un idioma articu-
lado y por consiguiente un sistema de enumeracion
mas ¢ menos perfecto. Asi un salyage que hubiera
muerto diez buytres y quisiese participar este hecho
4 un compaiiero suyo, deberd hacer uso de un tér-
mino que equivalga & la repeticion de la unidad
hasta diez veces, juntamente con el sustantivo
buytre, el yerbo matar con una modificacion mas
6 menos adecuada 4 la época de la accion y el pro-
nombre personal espreso 6 suplido; mas si no que-
remos suponer su idioma bastante culto para tener
un término equivalente 4 diez, en este caso el sal-
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vage, juntamente con el término 0 gesto equiva-
Jente 4 matar se verd obligado & repelir 6 hacer
sonar hasta diez yeces la palabra buyire, 0 bien
abrir y presentar sus dos manos estendidas para
indicar que el ntmero de buyires muerlos era
eguivalente & los dedos de ambas sus manos, para
que su companero comparando esta cantidad con
la unidad buytre, cuya naturaleza le-consta, com-
prenda el nimero que intenta darle 4 entender.
Pero un lenguage tan imperfecto es todo lo mas
suponible en hordas, si es que existen, cuyo idio-
ma compuesto-casi esclusivamente de interjeccio-
nes, apenas cdenta algunos sustantivos para desi-
gnar los objetos que mas impresion hacen.en la
mente humana, y de ninguna Habera en una soeie-
dad en la que, bien que inculfa, suponemos un
idioma articulado v partes dela oracion mas 6 me-
nos caracterizadas. Los hombres deben haberse ne-
cesariamente ocupado de dar & los numeros nom-
bres facilés de retener, y como existe una infinidad
de ellos puesto que por grande que sea el numero,
se puede formar otro nuevo anadiendo la unidad,
los hombres ‘debieron tambien tener por objete,
buscar un sistema limitado de palabras que combi-
nadas entre side una manera conveniente espresase
todos 108 niimeros. Asi lo primero que hicieron fué
caracterizar 4 la unidad con un nombre uno, des-
pues con otro 4 la unidad mas otra unidad dos, ¥y
ast sucesivamente hasta el niimero nueve, al cual
mediante una unidad mas se considera como otra
de un orden diferente, ¢ unidad de segundo orden
por oposicion 4 la unidad primitiva, que se designa
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con el nombre de unidad simple 6 unidad de pri-
mer orden. Cuéntase por unidades de segundo or-
den llamadas tambien decenags de la misma manera
que se cuenta por unidades simples ; asi del mismo
modo que con el término dos se conyino designar
el resultado de una unidad mas otra unidad primi-
tiva, se ha conyenido igualmente en designar cen
el nombre veinte el resultado de una unidad de
segundo orden con otra del mismo, y asi sucesiva-
mente hasta ciento, 6 unidad de tercer orden, y asi
sucesivamente hasta mil, diez mil, un millon, efc.
Mediante esta convencion arbitraria se espresan €o-
mo sabeis nimeros-muy crecidos que de ofra ma-
nera hubieran exigido cada unoun nombre parti-
cular, empresa superior 4 las fuerzas de la memo-
ria.

Sin embargo por simple que sea esta nomenela-
tura, mucha pena costaria la combinacion de estos
mismos nitmeros por poco considerable que fuesen,
si no se hubieran inventado un medio compendio-
so de escribirlo ¢ cifras arbitrarias que.los repre-
senten. Mas como tambien hubiera superado las
fuerzas de la memoria, una eifra representativa por
cada uno de ellos, sc ha convenido en representar-
los de un medo analogo 4 su nomenclatura, convi-
niendo'en representar los nueve primeros nombres
por los nueyos caracteres G cifras 4, 2,5, 4,5, 6,7,
8, 9, v estableciendo este principio de mera con-
vencion que foda cifra colocada inmediatamente &
la izquierda de otra espresa unidades de un orden
inmediatamente superior a las de esfa otra, 6 en
otros términos que el valor de una cifra colocada
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inmediatamente 4 la izquierda de otra es diez veces
mayor que el de esta_otra. Por consiguiente si se
quiere escribir el nimero veintiocho, debera espre-
sarse segun el principio establecido por estas dos
cifras 28, pues este nimero equivale & dos unida-
des de segundo orden mas ocho unidades simples.
Pero como puede presentarse que el numero que
se intenta representar sean unidades de segundo
orden 6 de otro mas elevado sin contener unidades
simples, se ha debido adoptar una cifra que sin
ningun valor por si misma sirya para ocupar el lu-
gar de cada orden que falfa cuando se enuncia el
namero. Esta cifra es 0 que, como muy bien sabes,
se pronuncia ¢ero, que colocada 4 la derecha da a
entender que la cifra que le antecede inmediata-
mente tiene un valor diez veces mayor. Establecidos
estos principios, sobre cuya minuciosidad imp.loro
tu indulgencia & fayor del deseo que me anima,
pasemos & varias operaciones que pueden tener lu-
gar sobre numeros enteros, segun las divcr§as
necesidades habituales de la vida. Estas operacio-
nes se designan bajo los nombres de adicion, Sus-
traccion, multiplicacion y division, cuya demostra-
cion matematica voy 4 tratar de esponerte, recor-
dandote de paso el proceder prictico que hace tiem-
PO conoces.

FILOSOFICA.

§IL

De la adicion.

Figirate que eres mercader y que haces una re-
mesa 4 Rio-Janeiro de 2464 panuelos de seda; des-
pues envias otra a Guatemala de 4282, otra 4 la
Havana de 6812 y ultimamente has vendido duran-
te el ano en menor 4806; tu objeto es saber el nu-
mero exacto de los panuelos vendidos, sea para de-
ducir los que te quedan en la fienda, sea para
averiguar la ganancia que de todos ellos resulta.
$Qué hards para conseguirlo? Deberds reunir todos
estos numeros en uno solo, 6 procurar buscar un
nimero que contenga todos los demas, 6 cuyo valor
equivalga a las cuatro cantidades propuestas. Esta
operacion se llama adicion, y el niimero que re-
sultay cuyo valor equiyale al de los que son some-
tidos a la operacion, se llama suma. Cuando esta
operacion solo tiene por objeto los nimeros de una
sola cifra, nada hay mas facil : los nifios desde la
edad mas tierna se acostumbran & hacerlo por los
dedos y sus resultados se graban profundamente en
la memoria, asi basta esta sola para efectuarla 4
menos que sea muy larga. Mas no sucede lo mismo
cuando hay que adicionar guarismos ¢ cantidades
muy crecidas como en el ejemplo propuesto : en
este caso es preciso colocar las cuatro cantidades
unas debajo de otras de manera que las unidades
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simples vengan debajo de las unidades simples, las
decenas debajo de las decenas, ¥ asi sucesivamente,
despues de lo cual se suman en columnas ¢ hileras
verficales en esta forma:

2464
4282
6842
5806
18564

Despues se procede & sumar Jas unidades simples
& la columna 6 hilera mas 4 la izquierda, lo cual
no presenta mucha dificultad, pues se efectua exae-
tamente de la misma manera gque si fuesen las so-
las que compusiesen la cantidad‘en cuestion y tal

como un nifio lo haria contando por sus dedos ; el
resultado 6 suma es 14, esto esuna decena 0 uni-
dad de segundo erden mas cuatro unidades simples,
las cuales escribo, aiiadiendo la decena i la eolum-
na siguiente, cuya suma 16 es de unidades de se-
gundo orden, segun los “principios establecidos ¥
por consiguiente es igual & 160 unidades simples.
Mas este resultado ¢ suma de 16 decenas es igual
4 una centena 6 unidad de tercer orden compuesta
de 10 decenas, mas 6 decenas restantes. Eseribo
estas Giltimas y afado la centena que ha resultado
4 su columna correspondiente quees la que sigue
inmediatamente hécia 1a izquierda, y opero de la
misma manera logrando por resultado 25 centenas;
cantidad igual 4 5 centenas mas dos unidades de
mil que afiado 4 su correspondiente columnay pro-
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cedo de la misma manera logrando por resultado
18 unidades de mil, las cuales no habiendo otra
columna 4 que aiiadir escribo enteramente. Por es-
te medio logro la suma ftotal de 18564, compuesta
de 18 unidades de mil, 5 centenas, 6 decenas y 4
unidades simples, que ha resultado de la suma éu-
cesiva de las diferentes unidades. Pasemos ahora a
la segunda operacion.

§ 1.

De la sustraecion.

Habiendo logrado el guarismo 18,564, has averi-
guado el total de los panuelos que has vendido,
pero yo supongo que quieras saber el nimero de
los que te quedan en tu tienda, acordindote que

-antes de haber hecho las diferentes ventas que he-

mos supuesto ascendia a 59,486. Para poder cer-
ciorarte de los pafiuelos que te quedan es preciso
que averigues el esceso de esta ultima cantidad so-
bre el niimero de los panuelos vendidos, 6 lo que
es lo mismo la diferencia que va de este, al nime-
ro d que ascendian antes de haberse efectuado ‘'ven-
ta’ alguna. Esta operacion se Tama sustraccion y el
numero que se obtiene y que espresa el esceso 6 di-
ferencia se llama resta 6 diferencia. Para efectuar
esta operacion se coloca la cantidad menor bajo
la cantidad mayor cuidando que las unidades eai-
gan bajo las unidades, las decenas debajo de las
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decenas, efe., y se procede a la operacion que como
he insinuado consiste inicamente en hallar la dife-
rencia entre los dos nimeros propuestos 6 en otros
términos en hallar un nimero que sumado con el
menor reproduzca el mayor. Asi en el ejemplo pro-
puesto, colocando las dos cantidades segun el pro-
ceder esplicado se logra por resultado

59,486
18,564

221122

se logra por resultado 22,122 que indicara el ni-
mero de los pafiuelos que quedan en la tienda.
Sobre esta operacion hay que hacer dos adver-

tencias importantes. Supongamos que hay que sus-
traer 25.de 55. En e:f2 caso quedando completa-
mente destruidas las unidades es preciso escribir
cero en la columna de las unidades, lo que da 10 de
diferencia. Supongamos que se deban sustraer 23
de 545. En este caso debe obseryarse que no sien-
do posible, en'la columna de las unidades sustraer
6 de 5,

345

256

1609

es preciso recurrir a la cifra de la decena 4 la que
por abstraccion se quita 6 se toma prestado una de-
cena que contiene diez unidades, las cuales agre-
gadas 4 las cinco que tenemos forman 135 unidades
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de las cuales ficilmente podemos restar 6, cuyo re-
siduo es 9. Mas al ir 4 operar la sustraccion en la
columna de las decenas no se debe olvidar que han
disminuido de una unidad de su orden 4 causa del
empréstito que hemos hecho para poder efectuar la
operacion en la columna de las unidades simples.

§ IV.

De Ia multiplicacion.

Ahora bien, Eugenio, suponte ti que despues
de haberte cerciorado, mediante la adicion, la suma
total de los pafiuelos remitidos & Rio-Janeiro, etc.,
yvendidos durante el afio sube & 18,564, deseas sa-
ber cuanfo dinero te importa su venta admitiendo
que vendas cada uno 4 8 reales. Para averiguar
esto puédese proceder por la adicion, su mando
64 veces S, 6 bien 8 veces 18,564. Pero eomo esta
operacion seria larga, se simplifica mediante una
operacion Illamada mulliplicacion, que consiste en
repetir un primer nimero tantas veces cuantas uni-
dades hay en un segundo, 6 bien en formar un fer-
cer namero que esté compuesto con el primero. co-
mo el segundo estd compuesto con la unidad. Lla-
mase mulliplicando el nimero que debe multipli-
carse, multiplicador el nimero por el cual se mul-
tiplica, y producto el resultado dela multiplicacion;
los dos nimeros propuestos se designan tambien
bajo el nombre de factores del producto.
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Hablando con propiedad, la mulfiplicacion no es
mas que una adicion abreviada, pues, para obfener
el resultado, bastaria colocar unos debajo de ofros
tantos numeros iguales al multiplicando, cuantas
unidades hay en el multiplicador y despues proce-
der dla adicion. Pero este modo de operar seria
muy largo si el multiplicador se compusiese de mu-
chas cifras; por consiguiente se ha procurado sim-
plificarle y esto se ha conseguido mediante esta
adicion abreyiada que compone la multiplicacion.

Mientras que los dos factores no contienen cada
uno mas que una cifra, el producto se obliene por
las adiciones sucesivas del mismo niimero ; asi para
multiplicar 7 por 5, se dice 7'y 7 son44, y 7 son 21.
siendo este ultimo namero el resultado de la adi-
cion de tres 7.

El producto de la multiplicacion de los nueve pri-
meros niimeros consta generalmente de memoria,
y son muy ttiles para lograr con facilidad los pro-
ductos de los nimeros espresados por muchas ci-
fras. Sin embargo, hasta estar bien ejercitado, no
es malo tener 4 1a vista una tabla lamada abla de
multiplicacion 6 pitagorica, del nombre, de Pitago-
ras, que se supone que la inventé 6 esparcié su
uso.

FILOSOFICA.

Tabla de multiplicacion.

6

2

La primera fila horizontal de esta tabla se forma
afiadiendo 1 sucesivamente hasta Ilegar a 9. La se-
gunda aadiendo 2 sucesivamente ; la tercera ana-
diendo 5, y asi con los'demas nimeros. Repara
por otra parte que puédese tambien emplear est'a
tabla en sentido vertical, pues cada columna verti-
cal estd compuesta de 1os mismos mimeros que la
fila horizontal correspondiente. Asi la sesta fila ho-
rizontal secompone de los numeros 6, 12, 18.... 54;
la sesta fila vertical encierra los mismos numeros
6, 12, 18..... 34. Estabiecido esto, si se quiere
hallar, por medio de esta tabla, el producto de dos
nameros, espresados por una sola cifra, se busca
el multiplicando en la primera fila horizontal, y par-
tiendo de este nombre se haja verticalmente hasta
encontrarse en frente del multipiicador que se ha-
llard en la primera columna yertical : el numero
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contenido en el cuadrete correspondiente, es el pro-
ducto. Por ejemplo, para hallar el producto de 8
por 5, se baja desde 8, tomado en la primera fila
horizontal, hasta Ilegar en frente de 5, tomado en
la primera columna vertical ; y el nimero 40, con-
tenido en el cuadrete, es el producto que se busca.
Ahora yamos a ver como mediante estos conoci-
mientos preliminares efectuamos la multiplicacion.
Vamos & veren primer lugar como se procede cuan-
do el multiplicador solo consta deuna cifra.

Cuando el multiplicador consta de una sola cifra,
se escribe bajo el multiplicando, debajo de las uni-
dades por lo comun, y se multiplica por las unida-
des del multiplicando. Si este producto no se com-
pone mas que de unidades simples, se escribe de-
bajo del multiplicador, del cual se separa con una
linea, y si ademas de las unidades contiene una ¢
mas decenas, se escriben solamente las unidades y
se guardan la decena para anadirla al producto de
estas G.el producto de unidades de segundo orden.
Multiplicanse despues las decenas del multiplicando
por el multiplicador, afiadiendo & su producto la
decena 6 decenas que se retengan de las unidades
simples ; escribese el producto al lado del de las
unidades, guardando las centenas si las hay para
anadirlas al producto de estas, y asi sucesivamente.
Operaado de este modo, el producto de 2864 por 6
es 17,184,

FILOSOFICA. 25
Cuando el multiplicador contiene mas de una ci-
fra, es preciso operar con cada una de estas cifras
sucesivamente, lo mismo que se practica cuando
no hay mas que una, pero comenzando por la de-
recha. Hay que advertir que el producto de las de-
cenas del multiplicador debera escribirse un grado
mas hdcia la izquierda, dos el de las centenas, y
asi sucesivamente. El producto total resulta de la
suma de los varios productos parciales. Suponga-
mos que queremos multiplicar 65487 por 6958,
operando del modo esplicado, el producto fofal es
455658546,

65487
6958
525896
327435
589385
392922

4355658546

Si el multiplicando, el multiplicador, 6 ambos
acabasen por ceros, se puede abreyiar la operacion
prescindiendo de estos y operando como si no es-
tuyiesen ; pero es preciso ponerlos al fin del pro-
ducto total.

Cuando wno de los factores es 40, 100, 1000,
10000, ete., el producto puede formarse afiadiendo
al otro factor un numero de ceros equivalente.
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contenido en el cuadrete correspondiente, es el pro-
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§ V.

De la division.

Eugenio, snponte ti que eres padre de familia,
que fienes cuatro hjjos y ochenta almendras confi-
tadas que repartir entre ellos; suponte que los ves
alargando sus_manitas y tu teroura paternal exi-
ge que los contentes 4 todos igualmente. ;Qué
haris? Buscards 6 procurards averiguar la parte
que 4 cada uno le cabe, 6 de otro modo cuantas ve:
ces el nimero 4, quees el de los chiquillos, esta
contenido en ochenta gue ¢s el de las almendras, ¥
el mimero de veces que esté contenido serd el ni-
mero de almendras que & cada uno le toca, & me-
nos que prefieras ir dando sucesivamente una al-
mendra 4 cada uno hasta que no te quede ninguna
en la mano. De cualquier modo, cada chiquillo ha-
bra recibido 20 almendras, v el resto sera nulo.
Ahora bien esta operacion, por la que se ayerigua
cuantas yeces un nimero estd contenido en otro,
se llama division, lamandose dividendo, como ¢l
término lo indica, el nimero que debe ser distri-
buido 6 repartido; dévisor, el nlumer) que sefiala
entre quienes debe ser repartido ¢ distribuido 'vl
dividendo, y cuociente; de la palabra latina quoiies
(cuantas veces), el namero que indica las \'r-’cc-s(» par-
tes que tocan 4 cada unidad del divisor, ¢ bien sea
las veces que este ultimo estd contenido en el divi-
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dendo. Asi, en el ejemplo propuesto, las ochenta
almendras es el dividendo, los cuatro chiquillos es
el divisor, y las veinte almendras que componen la
parte de cada chiquillo es el cuociente; en térmi-
nos que si se multiplica las veinte almendras reci-
bidas, ¢ el cuociente por los cuatro chiquillos, 6 el
divisor, el producto serd igual al dividendo i ochen-
ta almendras.

Luego la division es una operacion que tiene por
objeto el averiguar cuantas veces un nmero esti
contenido en otro, 6 bien, dados dos nimeros, ha-
Har un tercero que, multiplicado con el segundo,
reproduzca el primero,'é bien, conocido el produc-
fo yuno de los factores, hallar el otro factor. Esta
operacion se considera como una especie de sustrac-
cion abreviada, como espero te convencerss por lo
que voy 4 esponerte. Supongamos que se trata de
dividir 4556 por 8. Siendo el dividendo igual 4 1a
sumade los productos parciales del divisor por los
numeros espresados por las diferentes ecifras del
cuociente, si se pudiese deducir del dividendo estos
diferentes productos parciales, bastaria dividirlos
por el divisor para lograr las cifras del cuociente
que se busca; en cuyo caso la operacion se redu-
ciria 4 una serie de divisiones parciales, faciles de
ejecutar, v que darian sucesivamente todas las ci-
fras del cuociente. Para descubrir las partes del di-
videndo que encierran estos productos parciales,
dispénese el célculo de la manera siguiente :
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Dividendo 4336 |8 d_i_visor,

40 |5 centenas ‘ ] |
jer residuo 336 |6 decenas |cuocientes parciales.
48 |7 unidades)

20 residuo 567 cuociente total.

56

Lo primero que se procura, es buscar la cifra de
las mas- altas unidades del cuociente, ¢ en otros
términos cual sera el orden mayor de estas ; con es-
te objeto se determina la parte del dividendo que
encierra el producto de esta cifra por el diyisor 8,
lo cual se consigue tomando del dividendo tantas
cifras 4 la izquierda cuantas basten para que el nu-
mero que resulte, considerado como unidades sim-
ples, contenga & lo menos una vez el divisor 8. El
niamero 45, que satisface 4 esta condicion, es la
parte del dividendo que encierra el producto'de la
cifra de las mas altas unidades del cuociente por el
divisor ; y como 45, en el dividendo, espresa cente-
nas 6 unidades de tercer orden, siguese que las mas
altas unidades del cuociente seran centenas, de lo
cual, por otra parte, es facil convencerse, pues el
divisor 8, multiplicado por el cuociente buscado,
debe reproducir el dividendo 4556. Estedividendo
esta comprendido entre 800 y 8000, es decir c.ntre
83100 y §X1000, por consiguiente el cuociente
de 4336 por § debe estar tambien comprendido en-
tre 400 y 4000 ; luego sus mas altas unidades son
centenas.
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Para determinar la cifra de las centenas del cuo-
ciente, obsérvase que el ntumero 45 siendo com-
puesto del producto de las centenas del cuociente
por el divisor 8, y de las centenas que deberén tal
vez retenerse por la multiplicacion de las decenas
¥ unidades del cuociente por el diyisor, resulta que
si estaretencion es menor que el divisor 8, el multi-
plice mayor del divisor 8, contenido en 45, necesa-
riamente espresard el producto de la primera cifra
del cuociente por el divisor 8 ; de suerte que la di-
vision de este mulliplice por el divisor § darala pri-
mera cifra del cuociente. Ahora bien, es facil con-
vencerse que las centenas retenidas (resultantes de
la multiplicacion de las decenas y unidades por el
divisor) es menor que el divisor 8, pues el niimero,
espresado por las decenas y unidades del cuociente,
siendo menor que 100, la multiplicacion de este nii-
mero por el divisor $ da un producto menor que $
X100 6 que 8 centenas.

El mayor multiplice deldivisor 8, contenido en el
nimero 45 de las eentenas del cuociente, siendo 40,
la division de 40 por 8 dara la cifra 5 de las cente-
nas del cuociente. En efecto, el dividendo 4536,
comprendido como estd entre 40 y 48 centenas, es
decir entre 5 centenas X8 Y 6 centenas X8, el
cuociente da 4,556 por 8, estd tambien comprendi-
do entre 5y 6 centenas; luego esta compuesto-de
5 centenas, mas un cierfo numero de decenas y
unidades.

Dividir por 8 el mayor multiplice de 8, contenido
en 45, viene 4 ser lo mismo que busecar cuantas ve-
ces Sestd contenido en 45 ; el resultado 5 es la ci-
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fra de las centenas del cuociente. Conociendo la ci-
fra 5 de las centenas del cuocienle de 4556 por 8,
para hallar las decenas y unidades de este mismo
coociente, obsérvase que el dividendo 4556, com-
poniéndose de los tres productos parciales de las
5 centenas, de las decenas y de las unidades por el
divisor 8, si se quita de este dividendo el producto
40 centenas de las 5 cenfenas del cuociente por el
divisor, el resto 556 no contiéne mas que los dos
productos parciales de las decenas y de las unida-
des del cuociente por el diyisor. Por consiguiente
puede considerarse el primer resto 526, como un
puevo dividendo parcial, compuesto del producto
del divisor 8 por un cuociente parcial; cuyas dece-
nas ¥ unidades son las del cuociente total, lo que
simplifica la cuestion, demodo que no hay masque
dividir 556 por 8, y se sabe que las mas altas unida-
des del cuociente son decenas. No pudiendo hallar-
se el producto de las decenas del cuociente por el
divisor 8, sino en-1as 55 decenas del dividendo par-
cial 356, y como la multiplicacion de la cifra de
las unidades del cuociente por el divisor 8, da una
retencion de decenas menor que 10X8 6 que 8
decenas, se logrard la cifra de las decenas del cuo-
ciente, indagando cuantas veces el divisor 8 estd
contenido en 33, que son 6, que serd la cifra de las
decenas del enociente total; si se susfrae 8 veces 6
decenas ¢ 48 decenas de 556, la diferencia 56 es=
presa el producto del divisor 8, por las cifras de
Jas unidades del cuociente, la caal, por consiguien-
te, se logrard dividiendo 36 por 8, lo que da7; ¥

restando el producto de 7 por 8 de 56, la dife-
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rencia es nula 6 cero, lo que indica que el cuociente
es exacto sin esceso alguno.

Supongamos ahora que se trafa de dividir 472878
por 367, dispinese el cdlculo de la manera siguien-
te:

Para determinarda cifra de-las mas altas unida-
des del cuociente, razénase como en el ejemplo
precedente, buscando en primer lugar la parte del

dividendo que encierre el producto de la cifra que
se busca por el divisor, producto compuesto de
unidades del mismo orden quelas de lacifra en cues-
tion, que debe hallarse en el dividendo, y no puede
ser menor que el divisor; por consiguiente, obtié-
nese la parte del dividendo que contiene el produc-
to de la primera cifra & izquierda del cuociente
por el divisor, tomando tantas cifras & la izquierda
del dividendo, cuantas basten para que el nimero
que resulte considerado como unidades simples
confenga d lo menos una vez al divisor 567. El na-
mero 4728 que satisface 4 esta condicion, es Ia
parte del dividendo que encierra el producto de Ia
cifra de las mas altas unidades del cuociente por el
divisor; yeomo 4728 espresa centenas de mil en
el dividendo, se ve que las mas altas unidades del
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cuociente seran centenas. Para hallar estas, obsér-
vase que el dividendo componiéndose del producto
de las centenas del cuociente por el divisor, mas
las centenas retenidas tal vez por la multiplicacion
de las decenas y unidades del cuociente por el divi-
sor, resulta que si esta retencion es menor que el
divisor 567, el mayor multiplice de este contenido
en 4728, serd el producto dela cifra que se busca
por el divisor, de manera que se logrard esta cifra
indagando cuantas veces’ el divisor 367 se contie-
ne en el dividendo 4728. Ahora bien, el name-
ro de las centenas que se retienen (producto de las
decenas y unidades del cuociente por el divisor) es
nécesariamente menor que el divisor 5675 pues las
decenas y unidades del cuociente formando siempre
un niimero menor que 100, la multiplicacion de
este namero por el divisor 567 forma un producto
menor qued 00X 567, 6 que 567 centenas. Por con-
siguiente, si se busca cuantas veces 567 estd conte-
nido en 4728, el nimero 8§ resultard como cuocien=
te, pues el dividendo 47 comprendiéndose entre
800X 367 y 900)567, el cuociente de 472878 por
567 debe comprenderse enfre 800 y 900 ; luego es-
te cuociente se compone de 8 centenas, mas un
cierto nimero de decenas y unidades.

Para saber cuantas yeces el divisor 367 esta com-
prendido en 4,728, puédese formar los productos
del primero por los nameros 4, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,
9; por cuyo medio se ve que 1728 cae entre 5678
y 367X9, de manera que el numero que debe po-
nerse al cuociente es 8. Pero en la practica se llega
al mismo resultado por medio de un tanteo que vy
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a indicarte. El dividendo parcial 4728 contiene los
fres productos parciales de las 7 unidades, de las
6 dgcenas y de las 5 centenas del divisor 567 por
gl numero que deberd ponerse como cuociente, y el
ultimo de estos productos espresando centenas no
puede hallarse mas que en las 47 centenas de 4728.
Por consiguiente 47 es el producto de las primeras
cifras del divisor por el nimero que se busca, mas
de las centenas retenidas que tal vez procederan
por los dos otros productos parciales, de modo que,
81 se procura saber cuantas veces 5 estd contenido
erf 47, el mimero 9 que se encontrara espresard el
numero que se busca 6 un namero demasiado gran-
de, pero jamds un ntiimero demasiado pequeﬁt;. Pa-
ra ensayar 9, se multiplica este nimero por 367;
el producto 5105 es mayor que 4728, luego 9 es de-
masiado. Para ensayar § se multiplica este nimero
por el diyisor; el producto 4356 es menor que
4728, luego se sabe que el divisor 567 estd conte-
nido ocho vecesen el dividendo 4728
Conocida la cifra 8 de las centenas del cuociente,
para obtener las otras dos de este cuociente, obsér-
vase que el dividendo 472878 componiéndose de
los tres productos parciales de las ocho centenas, de
las decenas y de las unidades del cuociente por el
divisor 567, si se sustrae de este diyidendo el pri-
mer producto parcial 4556 centenas, el resto 19278
no contendrd mas que los productos de las decenas
¥y delas unidades del cuociente por el divisor ; pué-
dese pues considerar este resto 19278 ¢omo un
nuevyo dividendo parcial formado del producto del
divisor 567 por un cuociente parcial, cuyas decenas
2
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y unidades son las del cuociente total. La cuestion
queda de este modo reducida & dividir 19278 por
367, sabiendo que las mas altas unidades de este
cuociente son decenas. Para hallar estas decenas se
obserya que su producto por el divisor 567 se ha-
Tla en las 1927 decenas del dividendo 19278. Por
ofra parte las decenas que se retienen y que resul-
tan dela cifra de las unidades del cuociente por el
divisor 567, es menor que 10)367 6 que 367 dece~
nas. Por consiguiente averiguase la cifra delas de-
cenas del cuociente procurando saber cuantas veces
367 est4 contenido en 1927, 4 cuyo efecto deter-
minase cuantas veces 5 estd contenido en19; el ni-
mero 5 que se obtiene espresa la cifra de.las dece-
nas del cuociente ¢ una cifra demasiado fuerte. Pa-
ra ensayar la cifra 3 multiplicase 367 por 5. El pro-
ducto 1704 espresando decenas, se sustrae 1704
decenas de 19278; el resto 2268 siendo el pro-
ducto del divisor por la cifra de las unidades del
cuociente, se lograré esta cifra dividiendo 2268 por
567, 6 lo.que es. mas simple dividiendo 22 por 5.
El ntimero 4 que se obtiene espresa las unidades
del cuociente total ; pues sustrayendo 4 yeces 567

de 2268, el resto es cero. El cuociente que se bus-

caes 854.

Resultan de los razonamientos espuestos esta re-
gla general : Para dividir un namero por otro, se
escribe el divisor 4 la derecha del dividendo, se
traza una linea de separacion entre estos dos na-
meros, ¥ se traza tambien otra debajo del divisor
para separarlo del cuociente que se busca. Despues
se toman en el dividendo tantas cifras cuantas sean
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necesario para contener el divisor & lo menos una
vez, si se procura saber el nimero que espresa
cuantas veces este dividendo parcial contiene al di-
visor. Este nimero sera la primera cifra 4 izquier-
da del cuociente, que se escribe en su lugar corres-
pondiente, se multiplica por el divisor y coldease
el producto bajo del dividendo, colocanglo una li-
nea separatoria para poder escribir el residuo que
r-esuitarzi de estos dos nlimeros. En seguida se baja
a la derechala primera de las cifras del dividendo
que no ha sido empleada aun, por cuyo medio re-
sulta otro dividendo parcial sobre el cual se opera
como sobre el precedente, logrando asi la segunda
cifra del cuociente que se busca y que se escribe a
la izquierda de la primera, Continuase la misma
operacion hasta acabar completamente con las ci-
fras del dividendo. €uando alguno de los dividen-
dos-parciales serd menor que el diyisor, la cifra
correspondiente del cuociente serd un cero.

Hemos supuesto en los ejemplos precedentes que
el' dividendo era el producto del divisor por un
numero entero, y en este caso la division ha con-
ducido & un ultimo resto igual 4 cero. Pero no siem-
pre se verifica asi. Cuando se dividen dos nameros
cualesquiera uno por otro, frecuentemente sucede
que e} dividendo no es el producto del divisor por
un numero entero; en este caso se liega 4 una so-
bra ¢ resta que, si bien menor que el divisor, no
es nulo. Siendo el dividendo igual al producto del
divisor por el nimero entero obtenido en el cuo-
ciente, mas el resto ultimo, y este resto siendo me-
nor que el divisor, es cierto que el dividendo esta
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comprendido entre el producto del divisor por el
numero entero obtenido en el cuociente, y el pro-
ducto del divisor por el numero entero obtenido en
el cuociente aumentado de una unidad. El cuociente
total esta pues comprendido entre el niimero ente-
ro obtenido en el cuociente y este mismo ndmero
entero aumentado de una unidad. Por este motivo
se dice que el numero entero que ha resultado en
el cuociente es la parte entera del cuociente.

Dicese que un numero es diyisible por otro cuan-
do la operacion se efectua sin resto algano : tal
como 64 por 8 cuyo producto es 8y el resto nulo.

Para dividir un nimero por el producto de mu-~
chos factores, basta dividirlo sucesivamente por los
factores del producto.

Para hacer la prueba de la division basta multi-
plicar el divisor por el numero entero que resulta
en el cuociente, anadiendo a este producto el resto
si lo hay, cuya suma debe ser igual al dividendo.

Basta por esta vez; lasiguiente pienso escribirte
de algunas propiedades acerca de la naturaleza de
los numeros enteros ; escusa si en esta te he entre-
tenido de procederes y conocimientos que hace
tiempo te constan, pues, repito, mi intencion es
demostrar lIas operaciones generalmente conocidas,
y establecer estos_principios como base para esta-
blecer y decir otros mas trascendentales.

CARTA SEGUNDA.

OBSERVACIONES SOBRE ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS
NUMEROS.

Amigo Eugenio, en la presente pienso estender-
me menos que en la anterior, siendo mi objeto es-
ponerte sucintamente algunas observaciones que
resultan del examen de las propiedades de los nu-
INEeros.

Cuando muchos nimeros- tienen un divisor co-
mun, su suma igualmente lo tiene, pues el cuo-
ciente de cada numero, por el divisor comun siendo
un nimero entero, la reunion de los.cuocientes
parciales es un numero entero que espresa el cuo-
ciente total de la division de la suma de los nime-
ros propuestos por el diyisor comun.

Todo divisor de un numero divide los multipli-
ces de este numero.

La suma de muchos multiplices de un niimero es
un multiplice de este niimero.

Cuando una suma se compone de dos partes, to-
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do numero que divide la suma y la primera parte
divide necesariamente la segunda; pues la diferen-
cia entre la suma y la primera parte siendo igual a
la segunda parte, si se divide la suma y la primera
parte por su divisor comun, los dos cuocientes se-
ran numeros enteros ; y su diferencia, que serd un
numero entero, espresara el cuociente de la segun-
da parte por el divisor comun. Por consiguiente es-
te niltimo cuociente serd efectivamente un nimero
entero.

La diferencia entre dos multiplices de un niime-
ro es un multiplice de este nimero.

Cnando se combinan yarios multiplices de un
punieropor via de adieion ¢ sustraccion, la dife-
rencia‘es un multiplice de este numero.

Cuando una suma se compone de dos partes de
las cuales la una es divisible por un nimero y la

otra no-lo es, lasama no es divisible por el namero
en cuestion.

Un numero jamas es divisible por otro mayor que
su mitad.

El resto ée la division de un mimero por 2 es el
mismo que el de sa primera cifra @ derecha por 2.

El resto de la division de un niamero por 5 es el
mismo que el de la division de su primera cifra 4
derecha por 3.

Para hallar el resto de la division de un ntimero
por 9, basta adicionar las cifras del namero pro-
puesto, y si la suma es menor que 9, esta suma se-
rd el resto. Si es mayor que 9, se opera sobre el
guarismo de esta suma adicionando las cifras que
las componen; y asi sucesivamente hasta llegar

FILOSOFICA. 29

& encontrar una suma menor que 9. Si esta suma
es igual 4 9, eltesto es ceroy el niimero es exacta-
mente diyisible por 9. Esto es evidente si se repara
que :

10=9-41, 100=99-1, 1,000=999-+1, etc.

Llimase namero primero el que solo es divisi-
ble por si mismo 6 por la unidad.

Dos niimeros se designan bajo el nombre de co-
munes entre si, cuando no tienen factor comun.

El mayor de todos los divisores comunes & dos
numeros, es el que se [lama su mayor comun diyi-
sor. Yoy 4 hacerte entender como este niimero se
halla, y para fijar las ideas, consideraremos 48 y
18. Sumayor divisor comun no pudiendo pasar de
}8, se ye si el niumero menor propuesto 18 divide
exactamente el mimero mayer 48, eén cuyo caso
seria el mayor comun diviser, pues 18 se divi-
de exactamente & si mismo dando por cuocien-
te la unidad. En este ejemplo se halla que 48
es igual 4 18X 2+12. Resulta de los principios que
he establecido que el mayor comun divisor entre
48y 18 es el mismo que el de 18 ¥ 12, pues el ma-
yor comun divisor & 48 y 18 divide tambien la su-
ma 48 y 18X2 que es una de sus partes, debe por
consiguiente dividir la ofra parte 12. Dividiendo
18 y 12, no puede sobrepujar el mayor comun divi-
sor de 18 y 42; pero el ultimo dividiendo 42
y 18X 2 divide la suma 48, dividiendo pues 48y
18, y por consiguiente no puede sobrepujar el
mayor comun divisor de 18 y 48. Estos dos mayo-
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res comunes divisores, no pudiendo ser el uno ma-
yor que el ofro, son iguales. Los mismos razona-
mientos, pudiendo aplicarse & los demas niimeros,
se ve que todo divisor comun 4 dos nimeros divide
el resto de su divisor, y que el mayor comun di-
visor de dos niimeros-es el mismo que el que existe
enfre el mas pequefio de estos niimeros y el resto
de la division del mayor por el menor. La cuestion
se reduce & saber cual es el mayor comun divisor
de 18 y 42; ahora bien i8=12--6, por consiguien-
te el mayor comun divisor es 6. En general, para
cerciorarse del mayor comun divisor de dos ntime-
ros, se divide el mayor por el menor; si el resto
es cero, el mas pequeilo serd el mayor comun di-
visor; si hay un resto, se divide el mas pequeno de
los nimeros propuestos por el primer resto; si el
resto de estadivision es cero, el primer restosera el
divisor buscado, en el caso contrario se continuara
en dividir los restos sucesivos unos por otros hasta
llegar a un cuociente exacto; el resto que exacta-
mente dividird el resto precedente serd el mayor co-
mun divisor buscado.

El nimero de las divisiones que deben efectuarse
para obtener el mayor comun divisor no puede es-
ceder la mitad del mas pequeiio de los dos niime-
ros propuestos ; pues 4 cada division los restos su-
cesivos disminuyen d lo menos de dos unidades.

Para hallar el mayor comun divisor de muchos
numeros, basta buscar sucesivamente el mayor co-
mun divisor entre®sl primero y el segundo, entre
el mayor comun divisor obtenido v el tercer nime-
ro, y asi sucesivamente.
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Para descomponer un numero en sus factores pri-
meros, se lo divide necesariamente por cada uno de
los numeros primeros 2, 3, 3, efc., que no esceden
su mitad, hasta lograr un cuociente exacto. Divide-
se despues este cuociente por el primer niimero que
ha servido de divisor. Opérase despues sobre el ul-
timo cuociente obtenido como sobre el numero pro-
puesto, observando que este cuociente no puede
dividirse sino por nimeros primeros mayores que
el que ha seryido de division ; contintianse estos ¢dl-
culos hasta que se llega 4 un cuociente exacto que
sea un primer nimero. El nimero propuesto es
igual al producto de este wltimo cuociente por todos
los nimeros que han seryido de diyisor.




CARTA TERCERA.

DE LAS FRACCIONES O QUEBRADOS.

Amigo Eugenio, hemos yisto que a veces un nu-
mero no es exactamente diyisible por ofro, que-
dando um resto. que no es nulo; por ejemplo, el
cuociente de 26 por $ es mayor que 5 y menor que
4, Y no puede ser espresado por un numero ente-
ro. Para tener una idea exacta de este cuociente, se
observa que 26 es igual 4 24 mas 2, y por consi-
guiente se lograra el cuociente de 26 por 8, reu-
niendo el de 24 por 8, al de 2 por 8. Ahora bien el
cuociente de 24 por 8 es exactamente 5; queda,
pues, & diyidir 2 por 8. Para evaluar este tiltimo
cuociente, imaginase la unidad dividida en § partes
iguales; cada una de estas partes espresa el cuo-
ciente de 4 por 8, puesto que cada una de ellas re-
petida 8 veces dael dividendo 1; pero 2 siendo
igual & 4 mas 1, se lograra el cuociente de 2 por 8,
tomando 2 veces el octavo de 1, de manera que el
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octayo de 2 es lo mismo que 2 yeces el octavo de 1.
Afiadiendo los dos cuocientes parciales de 24 por 8
yde 2 por 8, se veque el cuociente total de 26
por § se forma de tres unidades, mas de 2 de las
octavas partes de que la unidad puede imaginarse
compuesta.

Esta parte que se anade & las unidades del cuo-
ciente siendo siempre menor que la unidad, ha re-
cibido el nombre de fraccion 6 quebrado.

Para escribir la fraccion que espresa el cuociente
del dltimo resto por el diyisor, se coloca el divisor
bajo este resto, y sesepara estos dos numeros por
una linea; asi el cuociente de 26 por 8 es de 5 uni-
dades mas 3 de unidad.

Para enunciar las fracciones, se da nombres par-
ticulares a las diversas subdivisiones de la unidad,
y cuando esta estd dividida en 2, 5, 4, etc., partes
iguales cada una de estas partes se llama un medio,
un tereio, un cuarto, etc.

Como en una fraccion, el numero inferior sirve
4 denotar la especie de partes en que la unidad es-
ta dividida, y el niimero superior denota el niime-
ro de partes que se toma ; el primero se llama de-
nominador, y el segundo numerador, y ambos se
designan bajo el nombre de los términos de una
fraccion. Asi: se pronuncia dos octayos; en este
caso 2 es el numerador, y § el denominador, y am-
bos son los términos de la fraccion.

Es evidente que una fraccion no cambia de valor
cuando sus dos términos se multiplican 6 dividen
por un mismo niimero, pues el efecto que un tér-
mino produce el otro lo neutraliza. Asi la fraccion
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; tiene el mismo valor que ¢ que es la misma frac-
cion multiplicada por 2, de manera que la misma
cantidad recibe el que recibe los 2 de una fanega de
trigo que el que recibe ¢, pues si bien en este tlfi-
mo caso el numero de partes que se recibe Y que
espresa el numerador es doble, tambien el nimero
de partes en que la unidad se considera dividida es
doble, y por consiguiente doble mas pequenas; en
términos que siendo dobles se necesitan dos para
componer una de las primeras, y por consiguiente
para fomar la misma cantidad que en el primer ca-
§0 es preciso tomar doble nimero de partes. En el
primer ¢aso suponemos la fanega dividida en tres
partes iguales de las que se recibe 2, es deeir la fa-
nega entera menos una parte; en el segando, con-
sideramosla fanega dividida en 6 partesiguales, cada
unade lasceuales debe ser doble menor que cada una
delas antecedentes, lo que equivale 4 decir quecada
una de las 5 partes del primer caso se ha dividido
en dos; luego si dividida asi la fanega se recibiese
el mismo numero de partes, Ia cantidad recibida
seria la mitad de lo que se hubiera recibido ante-
riormente cuando la fanega se suponia dividida en
doble menos de partes; luego es preeiso recibir do-
ble niimero de partes para recibir la misma canti-
dad que anteriormente, luego una fraccion no se
altera multiplicando los dos términos que la com-
ponen por un mismo numero. De la misma manera
sila fraccion *la divido por dos, sera doble menor
el niémero de partes que se suponen que se reciben ;
pero tambien doble mayor las partes en que la
unidad se supone dividida. Asi la fraceion resul-

FILOSOFICA. 45

fante ; vale tanto como la fraccion ? diferenciin-
dose solo en la forma. Asi la misma cantidad recibe
el que recibe  de una fanega de trigo que.el que
recibe ; de fanega de trigo, 6 la mitad de una fa-
nega 6 media fanega.

De lo dicho se infieren las consecaencias siguien-
tes :

4*. Una fraccion no se altera cuando sus dos tér-
minos se multiplican 6 se dividen por un mismo
nanero.

2*. Para multiplicar una fraccion por un niimero
cualquiera, bastard multiplicar su numerador por
este niimero, ¢ dividir por ¢l mismo su denomina-
dor. _

5. Para dividir una fraccion por un numero
cualquiera, bastard dividir su numerador 6 multi-
plicar su denominador.

4*. Para reducir dos ¢ mas fracciones 4 un mis-
mo denominador sin cambiar su valor bastara mul-
tiplicar los dos términos de cada una por el pro-
ducto de los dos términos de las otras.

5°. Cuando tengamos una ¢ muchas fracciones
del mismo ¢ diferente denominadores de. cuyo va-
lor relativo_queramos tener una idea mas comple-
fa, estoes, penetrarnos de la cantidad que espresan,
deberemos reducirlas 4 su ltima espresion, lo que
puede efectuarse dividiendo sus dos términos por
su mayor comun divisor, conforme espliqué en mi
carla anterior. Asi supongamos que de resultas de
varios cilculos nos resulta la fraccion <= ; como
los términos que componen esta fraccion estdn
compuestos de muchas cifras, no podemos formar-
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Nos mas (que una idea muy confusa de su valor;
pero si procuramos, por las reglas establecidas, bus-
car el mayor comun divisor de ambos términos,
hallamos que su denominador se divide exacta-
mente, dando por cuociente 2, de lo que resulta,
segun los principios establecidos, que su mayor
comun divisor es el nimero 6842 que compone Su
numerador, el cual dividido por si mismo da 1,
luego la fraccion propuesta es igual &% esto es, &
la mitad de la unidad. De la misma manera y dis-
curriendo segun los mismos principios, la fraccion
‘ esigual 4 2.

Para sumar fracciones del mismo denominador,
se efectua formando la suma de los numeradores, ¥
dando 4 esta suma el denominador de las fraccio-
nes propuestas.

Para sustraer dos fracciones, se sustrae un deno-
minador de otro y dando 4 la diferencia el denomi-
nador comun.

Si en ambas operaciones las fracciones fuesen de
diferente especie, esto es, que los denominadores
fuesen diferentes, sera preciso reducirlas a un de-
nominador comun; de otro modo la adicion 6 sus-
traccion no podrian efectuarse porque las unidades
fraccionarias serian de diferente especie.

La multiplicacion de las fracciones presenta dos
€asos :

4°. Cuando el multiplicando es una fraceion y el
multiplicador un nimero entero, el producto se lo-

gra multiplicando el numerador 6 dividiendo el de-
nominador, segun los principios que he estable-
cido.
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20, Coando ambos factores son fracciones, la mul-
tiplicacion no puede considerarse como nna adicion
abreyiada, como cuando se trata de nimeros en-
teros. Es preciso generalizar el sentido que se fija
a la palabra multiplicar. Esta operacion puede con-
siderarse en este caso como teniendo por fin calcu-
lar un numero llamado producto, que esté com-
puesto con un numero llamado multiplicando de
la misma manera que otro niimero Jlamado multi-
plicador estd compuesto con la unidad. De esta de-
finicion se deduce que el producto de muchas frac-
ciones se espresa por una fraceion cuyo numerador
es el producto de las fracciones propuestas, y cuyo
denominador es el producto de los denominadores
de las primeras fracciones. En efecto, supongamos
que queremos multiplicar ; por - ; el multiplicador
: componiéndose de 4 veces el quinto de 2, se ob-
tiene el guinto de ; dividiendo ; por 3, y los razo-
namientos precedentes demuestran que el cuociente
es ——; por consiguiente se obtendri euatro veces
la quinta parfe de 7 6 los * de 2 repitiendo 4 veces
la fraccion -=—, lo que reduce, como se acaba de
ver, 4 mulliplicar el numerador por 4. El producto
de  por es pues 3% 6 -~. Luego para multipli-
car una fraccion por otra se multiplica numerador
por numerador y denominador por denominador.

El producto de muchas fracciones conserya su
valor en cualquier orden que se efectue la mulfi-
plicacion.

La division de las fracciones puede presentar tres
Casos :

1°. Dividir una fraccion por otra fraccion : para
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efectuar esta operacion se multiplica el numerador
de la fraccion dividendo por el denominador de la
fraccion divisor, despues el denominador de la
fraccion dividendo por el numerador de la fraccion
divisor. Supongamos que queremos dividir ; por
+, el producto serd ++.

2°. Dividir un ‘entero por una fraccion. En esie
caso es preciso multiplicar el entero por el deno-
minador, dividir el producto por el numerador.
Asi el cuociente de 12 por i='%*. Mas esta frac-
cion es impropia, es decir que su numerador es
mayor que su denominador, y por consiguiente vale
mas ¢ es mayor que la nnidad; para averiguar su
valor se divide el numerador por el denominador
y al resto se pone el denominador ; asi la fraccion
resultante *=* es igual 4 45 unidades, 6 numeros
enteros y 4 . Este proceder debe aplicarse & todos
los casos que resulte una fraccion de este género.
Si'la fraccion tuviese el numerador exactamente
igual al denominador su valor seria la unidad. La
razon de este proceder es facil de percibir : supon-
gamos que efectnando divisiones sobre fanegas de
trige, os resultase por cuociente 4 fanegasy ; de
fanega; esta tultima fraceion es facil de apreciar,
pues equivaldria @ una fanega entera menos un ter-
¢io, 6 en ofros términos que el cuociente logrado
seria igual 4 5 fanegas menos un tercio; mas su-
pongameos que el cuociente logrado fuese 4 fanegas
Yy 5 de fanega; en este caso la fraccion lograda se-
ria impropia, es decir valdria mas que la unidad
6 la fanega, pues una fanega no contiene mas que
cuatro cuartas partes, y si contuyiese mas, ya no se-
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rian cuartas partes;luego si han resultadoseis cuar-
tas partes de fanega ha resultado mas de una fane-
ga, y para conocer su valor es preciso dividir el
numerador por el denominador, lo que da por
producto 4 mas <;.luego ; de fanega es igual 4 1
fanega mas ; de fanega, y como 2, por los princi-
pios establecidos es igual 4 %, resulta que * de fa-
nega es igual 4 1 mas : 6 4 fanega y media. Mas si
el producto hubiera sido 4 fanegas y | de fanega,
este producto seria equivalente 4 5 fanegas, pues 4
dividido por 4 da 1, y si consideramos la unidad 6
fanega dividida en cuatro partes iguales, como el
denominador indica, y tomamos todas cuatro como
el pumerador seiiala, tomamos toda la fanega.

5%, Cuandose trata de dividir una fraccion por
un entero, se multiplica el denominador de Ia frac-
cion por el entero dejando tal cual esté el numera-
dor. Este proceder es eyidente si os acordais de lo
que ya os he esplicado que para hacer una fraccion
un numero de veces mas pequenia, 6 lo que es lo
mismo dividirla por este numero, se divide su nu-
merador 6 multiplica su denominador: asi siquere-
mos dividir por 4 6 hacer cuatro veces mas peque-
fia la fraccion -5, segun los principios establecidos
el cuociente por 4 de esta fraceion es ignal 4 = 6
bien &4 5 ; mas como no siempre es divisible el
numerador por el entero divisor; conyiene mas de-
Jjar el numerador tal cual es y multiplicar el deno-
minador; asi en este ejemplo ? diyidido por 4, no
siendo el numerador divisible por 4, se usa del se-
gundo proceder, esto es, se multiplica el denomina—
dor; asi el producto de esta diyision serd =.

IX, 3




CARTA CUARTA.

DE EOS NEMEROS COMPLEXOS O DENOMINADOS.

Amigo Eugenio, hasta el presente hemos consi-
derado los niimeros de un modo abstracto, estoes,
no determinando la especie de unidades; ahora ya-
mos 4 aplicar los principios establecidos y los pro-
cederes descritos 4 los nimeros concretos, 6 4 los
numeros que designan qué especie de unidades los
componen. Voy 4 hablarte de Io que los aritméti-
cos llaman numeres complexos ¢ denominados,
bajo cuyo nombre comprenden todo nombre con-
crefo que se compone de muchas partes 6 especies
que se refieren 4 un mismo género, como 4 quin-
tales, 8 arrobas, 10 libras, 6 onzas; ¢ 4 pesos fuer-
tes, 8 reales, efc. Las operaciones sobre niimeros
de esta naturaleza es muy frecuente ¢ importan-
te, y mi objeto en la presente carta es ensefarte
los procederes por medio de los cuales se efectuan,
aplicando & su practica la teoria espuesta de los
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numeros enteros y fraccionarios. Esta teoria ha
perdido, 4 lo menos en Francia, parte de su ufili-
dad desde el establecimiento del sistema decimal.
Los Franceses, pueblo eminentemente ilustrado y
culto, que & pesar de su acendrado patriotismo no
hesitan en abandonar las viejas costumbres cuando
redunda en ventaja del progreso, han generalizado
el sistema decimal, esto es, un sistema de fracciones
en quela unidad se decuplica 6 subdivide enpartes
sucesivas de diez en diez veces mas pequeiias, con-
vencidos de las grandes ventajas que este sistema
trae consigo, facilitando los célculos, y pudiendo ya
sea inmediatamente, 6 ya sea por operaciones
muy breves y ficiles seguir la misma ley que los
enteros. De esfe sistema que tal vez las demas na-
ciones europeas acabardn por adoptar, pienso ha-
blarte prolijamente en mi préxima carta, si bien
tengounrecuerdo de haberfocado ligeramente este
puntoenla primera tarde denuestras conferencias!
en la presente, puesto que son de un uso continuo
las operaciones sobre los nimeros complexos tales
como en general se admiten, voy 4 esponerte su
teoria, siendo esta por otra parte muy propia 4 fa-
miliarizarte con la consideracion de las fracciones
Y d acostumbrarte al célculo. Pero antes pienso es-
ponerte un cuadro sucinto de la ley ¥ subdivision
del tiempo, pesos y medidas, adoptando en estos
dos Witimos puntos la division espafiola, puesto que
estoy en Espana y que su estudio debe serte util, si

* Véase el tomo 1, desde la pdgina 57 hasta 1263, v ademas fasfa -
blas de la reduccion de pesos y tnedidas al fin del mismo tonio.
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es verdad como me has dicho en otra ocasion que
piensas hacer un viage 4 Espana.

En el tiempo, como no ignoras, se obserya la di-
vision siguiente : el siglo consta de 100 aiios, el
ano de 565 dias, y si es bisiesto de 566; el dia de
24 horas; la hora de 60 minutos; el minuto de 60
segundos ; el segundo de 60 terceros.

Para las cosas que se venden al peso, la unidad
de especie superior es el quintal, que se compone
de 4 arrobas; la arroba de 25 libras; la librade 16
onzas; la onza de 16 adarmes ; el adarme de 5 to-
mines, y el tomin de 12 granos. La libra se divide
tambien en 2 medias libras, en 4 cuarterones, yen
8 medios cuarterones ; la onza en 2 medias onzas,
en 4 cuarfas yen 8octavas 6 dracmas; la libra se
divide tambien en 2 marcos, yel marcoen 8 on-
zas.

En las medidas agrarias la unidad primera es el
estadal cuadrado, quees un cuadro de 4 varas, ¢
42 pies de largo y otro tanto de ancho. Sigue des-
pues la aranzada que se compone de 20 estadales
en cuadro ; y luego la fanega de tierra, que se com-
pone de 24 estadales en cuadro. Lafanega de tier-
ra se divideen 12 celemines, y el celemin en 4 cuar-
tillos.

Para los granos, la sal y demas cosas secas la uni-
dad de especie superior es el cahiz, que se eompo-~
ne de 12 fanegas, y la fanega de 12 celemines;
tambien se divide la fanega en 2 medias fanegas y
en 4 cuartillas.

Para los liquidos, escepto el aceile, se usa dela
cantara 0 arroba que se divide en 2 medias cinta-
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ras; la media cintara en 2 cuartillas, la cuartilla en
2 azumbres; la azumbre en 2 medias azumbres; la
media azumbre en 2 cuartillos; el cuartillo en 2
medios cuartillos; el medio cuartillo en 2 copag ;
de modo que la céntara tiene 52 cuartillos; el mo-
yo se compone de 16 cantaras,

El aceite lo esceptuo, porque sus medidas estin
arregladas al peso; y asi se usa de la arroba, me-
dia arroba, cuartilla 6 cuarto de arroba, libra; me-
dia libra, cuarteron 6 panilla, y de la media pa-
nilla.

En la moneda la unidad de especie superior es el
doblon, que se compone de 4 pesos; el peso de 15
reales, y el real de 34 marayedises.

Las medidas de longitud se refieren al pie; este
se divide en 16 dedos, wel dedo en mitad, cuarfa,
octava, y diez y seisava parte; tambien se diyide
en 412 pulgadas y la pulgada en 412 lineas.

Entendido esto, vamos 4 ver ahora como se pro-
cede para efectuar las diversas operaciones relativas
4 los nimeros complexos.

Para sumar estos nimeros, se ponen unos deba-
jo de otros, de manera que se correspondan las
unidades de cada especie ; empiézase por la unidad
de especie inferior, y si de la suma de esta resulta
alguna ¢ algunas unidades de la especie inmedia-
tamente superior, se la anade 4 esta, como en los
niimeros abstractos la suma de las unidades sim-
Ples se agregan 4 las decenas; y asise continua
hasta haber sumado las de la especie superior sien-
do Ia suma el nimero que resulta. Por ejemplo, tri-
tase de sumar 16 quintales, 2 arrobas, 10 libras y
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G onzas, con 24 quintales 6 arrobas, 4 libras y 2
0nzas, con 6 quintales, 49 arrobas, 4 libras y 2 on-
23s, con 10 quintales, 6 arrobas, 8 librasy 6 on—

zas, coloco todos estos: nimeros uno debajo de
otros.

’J g

2 ars. 40 lib.

6 4

19 .

6 )

34 6
0

9

Y empiezo a adicionar por las onzas, cuya sumare-
sulta 416 ; que componiendo una libra exactamente,
borro 16 y pongo debajo 0, y 4 libra que resulfa la

Pongo encima de la columna delas libras separado
con una media luna; sumo las libras y tengo por su-
ma 27, cuyo numero me compone 1 arroba y 2li-
bras; borro el 27, pongo 2y afiado 1 arrobas que
haresultadod la columna de las arrobas; sumo estas
Y tengo por resultado 54, lo que compone 8 guin—
tales y 2 arrobas; borro el 54, pongo 2 ainado los
8 quintales & la columna de estos, cuya suma re-
sulta 64; la suma de los niimeros propuestos se
compone de 64 quintales 2 arrobas y 2 libras.
Para restar los nameros compiexos ¢ denomina-
dos se pone el sustraendo debajo del minuendo, de
modo que se correspondan las' unidades de una
misma especie; despues se resta cada especie de
unidades de sus unidades correspondientes en el
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minuendo, empezando por las de la especie infe-
rior. Si alguna especie de unidades del sustraendo
fuese mayor que la del minuendo se toma de esle
una cantidad de la especieinmediata superior, y si
no hubiese en este se tomara de la otra, ¢ de la si-
guiente si tampoco hubiese en esta, etc. ; y cuando
se toma una unidad superior de dos ¢ tres Grdenes,
se descompone en las inferiores. Por ejemplo, tri-
tase de restar 4 quintales, 6 arrobas y 2 libras de 2
quintales, % arrobas y 4 libras. Dispénese la opera-
cion del modo siguiente :

gs. 6 ars. 2 lib.

4 4

1 25

Despnes empiezo 4 restar por la columna de las
libras, y como 4 libras no pueden restarse de 2, fo-
mo una unidad de las arrobas que valen 23 libras,
las que juntamente con las 2 que tengo hacen 27,
de las que, restando 4, quedan 5, gue eseribo bajo
la raya 6 linea que he trazado; despues paso 4 las
arrobas, y teniendo en consideracion la que saqué

_para anadir 4 Ia columna de las libras, resulta por

resto 1; y Gltimamente pasando 4 la columna de
las quintales, resultan 2 de diferencia; luego la di-
ferencia total es de 2 gnintales, 4 ‘arroba y 25 li-
bras.

Supongamos que de 18 quinfales, quiero restar
16 quintales, 2 arrobas y 16 libras.
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18 gs. 0 ars. 0 lib.
16 16

R 1 9

-,

Como no puedo restar libras de donde no las hay,
¥ como no puedo tomar una unidad superior, arro-
ba, puesto que tampoco las hay, paso & tomar un
quintal, que tiene cuatro arrobas ; y como solo ne-
cesito una arroba para restar las libras, dejo 5 ar-
robas en el lugar de las arrobas; y pongo lo res-
tante en el lugar de las libras, que me da 25 libras,
de las cuales restando '16, la diferencia es 9 ; pon-
go 9 por diferencia, y continuo la operacion, res-
tando 2 arrobas de 5, lo que da de diferencia 1; y
cuando llego 4 los 18 quintales, tengo presente que
he quitado uno; de modo que la diferencia es 4 ;
la suma fotal es 1 quintal, 1 arroba y’9 libras.

Para multiplicar los niimeros-complexos 6 deno-
minados se practica lo siguiente :

1°. Se reducen ambos factores 4 la menor de sus
especies ;

29. Se multiplican estos dos niimeros despues de
reducidos ;

5°. Dividase el producto por el niimero que es-
presa las veces que la unidad de especie inferior
del multiplicador cabe en la mayor, y el cuociente
espresard el producto en las unidades de especie
inferior del multiplicando, por lo que deberé redu-
cirse a las de especie superior. En esta cuestion es
indispensable conocer cada factor por lo que te di-
ré que el multiplicando es de la especie que se bus-
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¢a en el producto, ¥y que por consiguiente el otro
sera el multiplicador. Por ejemplo, si quiero ayeri-
guar cuanto valen 7 varas y 1 pie d 9 pesos y 6 reales
la vara, obseryaré que como lo que busco aqui son

pesos y reales, el multiplicandoes 9 pesos y 6 reales;

por lo que los reduciré primero 4 la menor de sus
especies, y tendré reducido el multiplicando & 441
reales, y el multiplicador 4 22 pies; multiplico 144
por 22, y saco el producto 5,402; el cuallodivido por
3, 4 causa de que el pié estd contenido 5 vecesen la
vara, lo que me da el cuociente 1,054 que espresa
los reales que valen las 7 varasy 1 pie; y reducien-
do 1,054 & pesos sacaré 68 pesos y 14 reales.

Para dividir los nimeros complexos ¢ denomi-
nados, se practica el proceder siguiente : redicese
el divisor & la menor de sus especies; en seguida
se hace la division empezando por las unidades de
especie superior del dividendo, reduciendo el resi-
duo si lo hubiese 4 las unidades de especie infe-
rior inmediata, y anadiendo las unidades de esta es-
pecie que hay en el dividendo ; despues se diyiden
por el divisor, y si queda alguna resta se reduce 3
las unidades de especie inferior inmediata, y asi se
continua hasta que no quede unidades de especie
inferior : despues multiplicase todo este cuociente
por el namero que espresa las veces que la unidad
de especie inferior del divisor estd contenida enla
mayor, empezando esta multiplicacion por las uni-
dades de especie inferior, para, si resultan unida~
des de especie superior, anadirlas al producto de Ia
columna inmediata, y el resultado es lo que se pi-
de. Por ejemplo, sabido que 4 libras y 8 onzas me

3.




58 RECREACION FILOSOFICA.

cuestan § pesos y 12 reales, se trata saber 4 cuan-
to me sale la libra. Segun el proceder indicado,
reduzco el divisor 4 libras y 8 onzas 4 la menor de
Sus especies.

Por ejemplo, se sabe que 7 yaras y un pié han
costado 68 pesos y 14 reales, si quiero averiguar &
como ha eostado la vara, dividiré los 68 pesos y
14 reales por 7 yaras y un pié. Aquise conoce el divi-
dendo en que es de la misma especie que lo que se
busca. Praetico lo primero, y se me conyierte el di-
visor en 22 pies; despues hago la division de la
manera siguiente.

68 ps. 14 rs.
02
15
50
14

Empiezo por los pesos que siendo 68, les toca 5,
que son pesos, que para reducirlos a reales los
multiplicaré por 15, y al producto 50 le anadiré
los 14 reales que hay en el dividendo; veo que el
22 cabe dos veces en 44, y no deja resta ; ahora el
cuociente 5 pesos y 2 reales la multiplico por 5, que
es el que espresa las veces que la unidad de especie

inferior del divisor estd contenida en la mayor, y

saco el producto 9 pesos y 6 reales que es en'efecto
el valor dela vara.

No me detendré en la demostracion de todas es-
tas operaciones, porque se apoya en los principios
que he establecido.

CARTA QUINTA.

DE LAS FRACCIONES O QUEBRADOS DECIMALES.

§ I

Numeracion y naturaleza de estas fraccivnes.

Amigo Eugenio, segun dejé insinuado en mi alti-
ma, de todas las maneras de subdividir 1a unidad
principal la mas simple ycémoda para los cileulos,
es, sin-duda, la subdivision en partes sucesivas de
diez en diez veces mas pequenas, de lo que resul-
tan fracciones que tienen el denominador; segzuido
de uno 6 muchos ceros, llamadas fracciones deci-
‘males. Este modo de subdivision de la unidad ofre-
ce, repito, grandes ventajas, puesto que inmediata-
mente, ¢ 4 lo menos mediante operaciones suma-
mente faciles, sereducen las operaciones de los na-
meros fraccionarios & operaciones sobre nimeros
enteros. Estoes'lo que te haré ver despues de ha-
berte hecho conocer la numeracion de las fraccio-
nes decimales, es decir su nomenclaturay la mane-
ra de escribirlas en cifras.

De la misma manera que decuplicando sucesiva-
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mente la unidad, se forma nuevas unidades a las
cuales se ha dado el nombre de decenas, centenas,
mil, diez mil, un millon, etc., de la misma mane-
ra se ha concebido igualmente dividida la unidad
en 10 partes iguales, que se han llamado décimos ;
cada décimo en diez partes iguales, llamadas cen-
tésimos (porque la unidad principal contiene diez
veces 10 6 100 de estas nuevas partes) ; despues el
centésimo dividido en 40 partes, llamadas milési-
mos ; cada milésimo en 10 partes, llamado diez mi-
lésimo; cada diez milésimo en 40 partes, llamada
cien milésimo ; cada cien milésimo en diez partes,
llamada millonésimo, y asi sucesivamente. De ma-
nera que la unidad es, por decirlo asi, un centro
de donde parten dos sistemas decimales : uno que
es 10, 100, 1000, 10000, ete., es decir la unidad
recorriendo sucesivamente grados diez veees ma-
yor; y otro de décimos, centésimos, milésimos, diez
milésimos, etc., es decir la unidad recorriendo su-
cesivamente grados diez veces menor. El primero
es el sistema decimal ascendente que todo el mun-
do conoce; el segundo es el sistema decimal des-
cendente que es el que nos-ocupa. De manera que
la unidad es el término 6 punto de donde proceden
estos dos sistemas : tal como en el termémetro, el
cero es el término de donde proceden los grados
llamados sobre cero y bajo cero, 6 como se puede
tambien llamar grados de calor y frio.

De la misma manera que en el sistema decimal
ascendente, se ha convenido que las cifras por cada
grado que se avanzan & la izquierda, adquieran un
yvalor relativo diez veces mayor; se ha conyenido
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igualmente, como consecuencia legitima, que, en
¢l sistema decimal descendente, tenga lugar todo
lo contrario, es decir que cada cifra tenga por cada
grado que camine hiciala derechaun valor diez ve-
ces mas pequeiio. De lo que resulta que si, 4 la de-
recha de un namero entero ya escrito en cifras, se
coloca nueyas cifras, teniendo el cuidado de distin-
guir estas nueyas cifras de los nimeros enteros por
un signo cualquiera, una coma, por ejemplo, se re-
presentara mediante este proceder las partes suce-
sivas de la unidad de diez en diez veces mas peque-
fias, es decir décimos, centésimos, milésimos, etc.
Por consiguiente el conjunto de las cifras 24, 75
espresard 24 unidades, 7 décimos y 5 centésimos;
5,478 espresard 5 unidades, 4 décimos, 7 centési-
mos y 8 milésimos.

Supongamos que queramos enuneiar en lenguage
ordinario el namero que estas cifras espresan :
56,5546. Este niimero puede enuneiarse si se quie-
re de esta manera : 56 unidades, 5 décimos, 5 een-
tésimos, 4 milésimos y 6 diez milésimos ; pero ob-
servemos que 5 décimos valen 50 centésimos, 6 500
milésimos, 6 5000 diez milésimos; de la misma
manera 5 centésimos valen 50 milésimos 6 500 diez
milésimos; por 1o cual el nimero total viene aser
56 unidades 5506 diez milésimos ; es decir que pa-
ra enunciar en lengnage ordinario un namero frac-
cionario decimal escrito, es preciso enunciar sepa-
radamente la parte entera, 6 la parte 4 la izquier-
da de la coma, enunciar despues la parte décimal
que estd 4 la derecha como si espresase un namero
entero, y colocar al fin del enunciado el nombre
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de la unidad de la filtima subdiyision décimal.

Si se quiere tambien, puédese comprender enun
solo enunciado la parte eatera y la parte décimal.
En efecto, tomemos por ejemplo el nimero 56,5506
como una unidad vale 10 décimos, 6 100 centési-
mos. 4000 milésimos, 10000 diez milésimos, se
deduee que 36 unidades equivalen d 560000 diez
milésimos; y por consiguiente 56,5506 representa
5363506 diez milésimos; dela misma manera 7 uni-
dades valiendo 700000 cien milésimos, el namero
7,49505 es lo mismo que 749303 cien milésimos ;
es decir que basta, despues de haber enunciado el
nombre como si-no hubiese coma, colocar al findel
piimero enunciado el nombre de la dltima subdi-
vision. Pero en general se enuncia separadamente
la parte entera. : ‘

Reciprocamente Supongamos que se quiera escri-
bir ¢n. cifras-una fraceion decimal enunciada en len-
guage ordinario; Supongamos que se quiera eseribir
el mombre veinte y nueve unidades, trescientos cin-
cuenta y cuatro milésimos : se eseribe primero la
parte entera 29;despues como 300 milésimos equi-
valen 4 5 décimos yque 30 milésimos forman 5 een-
tésimos, 'se coloca unacoma 4 laderechade 29, y se
escribe despues sucesivamente las cifras, 3,3 y 4;de
lo que resultard el guarismo 29,554 para el nimero
enunciado. Dedicese de lo que acabo de esplicar
una regla general: para escribir en cifras un nume-
ro decimal enunciado en lenguage ordinario, se em-
pieza por escribir la parte entera y se coloca una
eoma ; despues se escribe sucesivamente 4 la de-
recha de esta coma, las cifras que representan los
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décimos, centésimos, etc., que contiene el enun-
ciado, teniendo cuidado de reemplazar por ceros
las unidades de diferente orden que pueden faltar.

Si no hubiese parte entera, esto es, si el nimero
propuesto fuese una fraccion propiamente dicha, se
eseribe un cero para senalar el lugar de la parte
entera, y despues se procede como acabo de decir.

En fin, cuando se enuneia el numero, puede su-
ceder que la parte enterano se distinga de la par-
te decimal, lo que no obsta, sin embargo, para es-
cribir el mimero propuesto. En este easo, se eseri-
bird el niimero como si solo espresase unidades en-
teras, y despues se colocara una coma, de manera
que la ultima cifra & derecha esprese unidades de
la Gltima subdivision que comporta el enunciado.
Por ejemplo, para escribir el niimero cuatro mil
doscientos catorce centésimos, se eseribe primero
42145 y como esta Gltima cifra debe espresar cen-
tésimos, se coloca la coma entre 2 y 4, lo que da
42,14 6 42 enteros y catoree centésimos.

Una fraceion ordinaria se puede, si se quiere fras-
formar en fraccion ordinaria, aunque esta operacion
no tenga tal vez otra utilidad que la de mostrar que
si bien diferente por la forma son en el fondo igua-
les con estas Gltimas. Una fraceion ordinaria se
compone ordinariamente de dosnimeroscolocados
el uno encima del ofro, el numerador y el denomi-
nador. En fraceiones decimales, el lugar que ocupa
la coma basta para indicar el denominador que es
igual 4 la unidad, seguida de tantes ceros cuantas
cifras decimales hay, al paso que su numerador se
compone del conjunto de las cifras & la derecha de
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1a coma, 6 bien si se considera el entero como redu-
cido en fraccion, es el namero propuesto, hecha abs-
traccion de la coma. Asi el nimero 25,5037, puesto
enla forma ordinaria de una fraccion, resulta como
25 4% § si se quiere 2:*; el nimero 2,00405

100099 3

‘oS

es igual & 2 =25+ 6 +5i+3; enfin 0,0002154 equi-
vale A et

Reciprocamente, 2 —
en 2,055; 22— en 11,2049

Estas trasformamonea de fracciones ordinarias en
decimales y viceversa son de un continuo uso en el
caleulo.

De lo que he espuesto resulta que si, en una frac-
cion decimal, se adelanta la coma de uno 6 muchos
rangos hécia la izquierda, se multiplica el pumero
por 10, 100, 1000, etc., yque al contrario, retro-
cediéndola de uno 6 muchos rangos hacia la iz-
quierda, se divide €l niimero por 10, 100, 1,000,
ete. Asi, por ejemplo, si en el namero 155,07295
avanzamos la coma de tres rangos hicla la derecha,
lo que da 155072,95; digo que el numero se ha
yuelto 1000 veces mayor. En efecto, el numero pri-
mitivo equivalia 4 ~=2222%; y cuandolacoma ha mu-
dado de lugar ha resultado ~—==7"*, fraccion cuyo
denominador es 1000 yeces mas pequeiio que el de
la ofra ; y como he demostradoque, cuando se mul-
tiplica el denominador de una fraccion, disminuye
esta de valor y aumenta cuando el mismo tér-
mino se divide, resultaque la segunda fraccion es
1000 yeces mayor que la primera propuesta.

Al contrario, sise hace retroceder 1a coma de dos
rangos hacia la izquierda e la misma fraccion pro-

= puede cambiarse

Yeso
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puesta, se cambia esta en 1,5507295 0 iiiiii:

fraccion cuyo denominador es 100 veces mayor qu;
el de la fraccion propuesta “+++3+=; por consiguien-
te la nueva fraccion es 100 veces menor que esta.

Tambien se pwede demostrar esto, observando
que, mudando de lugar la coma, el valor relativo
de cada cifra se vuelve 10, 100, 1000, etc., veces
mayor 6 menor. Asi comparando 455072, 95 4155,
07295, se ve que la cifra 5, que espresaba en esta
iltima unidades simples, espresa en la otra uni-
dades de mil; la cifra 5 ala izquierda de3, que es-
presaba decenas, representa decenas de mil, y asi
de las demas.

Una fraccion decimal no cambia de valor colo-
cando 4 su derecha un numero cualquiera de ce-
ros : asi, 3, 415 equivale 45, 4150 6 4 3, 415000;
en efecto, estos nimeros pueden ponerse, como ya
he espuesto, bajo la forma 3= 5352 =22 aho-
ra bien las dos ultimas fracciones no son otra
cosa mas que la primera, cuyos dos términos se han
multiplicado por 40, 100, lo que no cambia su va-
lor, segun el principio que estableci, que una frac-
cion no cambia de valor cuando ambos sus térmi-
nos se multiplican 6 dividen por el mismo ntimero.
Puédese tambien observar que estos ceros coloca~
dos a la derecha de las cifras ya escritas no cam-
bian su valor relativo; y como estos ceros no tie-
nen valor alguno por si mismos, la fraccion no se
altera en lo concerniente & su valor.

Por medio de esta trasformacion, las fracciones
decimales se reducen & un comun denominador.
Por ejemplo, las fracciones 12, 407 | 0, 25| 7,
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i, equivalen & 12, 1070 | 0, 23500 ] 7,
25, 4000; y bajo esta forma tienen todas
10,000 por denominador comun.
Establecidas estas nociones, pasemos ahora d las
operaciones sobre las fracciones decimales.

§11.

Adicion ¥ sustraceion.

Efectuase la adicion de las fracciones decimales
de la misma manera que la de los nimeros ente-
ros : solo hay que temer presente dos cireunstan-
cias, reducir las fracciones 4 un comun denomina-
dor, ¥ separar en la suma ¢ resultado de la adicion,
por medio_de una coma, tantas cifras decimales
cuantas confiene la cifra que mas encierra. Por
ejemplo, tratase de sumarlos nimeros 52, 4036 |
243,579 ] 12,-0476'] 9, 58 | y 459, 2575.

Lo primero que hago, es reducir todas estas frac-
ciones & un comun denominador, anadiendo un
cero 4 la derecha del segando nimero v dos 41ade-
recha del cuarto ; despues coloco los niimeros, asi
preparados los unos bajo los otros, de modo que
las unidades de un mismo orden se correspondan,
y efectuo la adicion como de ordinario.

Por resultado encuentro 7584497, 6 separando
cuatro cifras decimales 4 la derecha, 758, 4497, por-
que los ntmeros afadidos espresan unidades del
orden de diez milésimos.
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52,4056
245,5990
12,0376
9.5%00
159,2575

gt )

58,4497

En la praetica, se puede dispensar de escribir ce-
ros a la izquierda de los nimeros que tienen me-
nos cifras decimales, con fal que se tenga cuidado
de disponer las unidades del mismo orden en una
misma ¢olumna.

La sustraccion se efectua tambien como los ni-
meros enteros, despues de haber redueido Ias frac-
ciones 4 un mismo denominador. Por ejemplo, se
trata de susfraer 25, 0784 de 62, 09. Para efectuar
la sustraccion, escribo dos ceros 4 la derecha de 62,
09, 1o que me da 62, 0900; despues efectuo la sus-
traccion como de ordinario, teniendo cuidado sola-
mente de separar 4 cifras decimales & Ia derecha
del resultado.

62,0900
25,0784

59,0116

Estos procederes se fundan en que las unidades
de diferentes drdenes, en las fracciones decimales,
teniendo el mismo valor relativo que en los nume-
ros enteros, debe suceder, como en estos tltimas,
por lo tocante a las unidades retenidas 6 por-la
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unidad del orden inmediatamente superior que,
por abstraccion, se toma prestada en la segunda
operacion. x

§ IiL.

Multiplicacion de fracciones decimales.

Para efectuar esta operacion, multiplicase los
dos nimeros propuestos uno por otro, sin haceér
caso de la coma; y logrado el producto total, se se-
para hacia la derecha por una coma, tantas cifras
decimales cuantas' hay en ambos factores. Supon-
gamos, por ejemplo, que tenemos que multiplicar
55, 407 por 12, 54.

35,407
12,54
141628
177035
70814
55407
144,00578

Para comprender el proceder prescrito, obser-
vemos que los dos nimeros propuesios pueden
ponerse bajo la forma %’ y ==, Ahora bien, co-
mo, segun queda demostrado, para multiplicar dos
fracciones una por ofra, es preciso multiplicar nu-
merador por numerador y denominador por deno-

minador; y como, segun tambien queda demostra-
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do, los numeradores son los nameros propuestos,
hecha abstraccion de la coma, se deberd comenzar
por multiplicar estos nimeros uno por otro, lo que
dara 44400578. Despues, multiplicando los dos de-
nominadores, resulta el producto 100000, esto es,
la unidad seguida de tantos ceros cuantas cifrasde-
cimales hay en ambos factores; y asi es preciso di-
vidir el producto.obtenido por 100000, lo que equi-
vale eyidentemente 4 separar 5 cifras decimales
hécia la derecha, por cuyo medio se logra el re-
sultado 444, 00578.

Para haceros mas patente esta demostracion, pro-
curaré esplicdrosla de otro modo. Cuando quitais
la coma del multiplicando, se multiplica evidente-
mente por 1000, puesto que antes espresaba milé-
simos, y que despues de 1a operacion espresa uni-
dades principales 6 unidades enteras; por eonsi-
guiente, segun os he hecho yer, el producto se ha
vuelto por este medio 4000 veces mayor; de la
misma manera, como mediante la supresion de la
coma en el multiplicador, se vuelye 100 yeces ma-
yor, de lo que resulta que el producto se ha vuel-
to de nuevo 400 veces demasiado grande; resultan-
do mediante la supresion de ambas comas 100000
veces mayor, luego para volverlo 4 su valor debi-
do, es preciso dividizlo por 100000 6 separar 3 ci-
fras decimales 4 1a derecha, cuyo razonamiento se-
ria andlogo si mayor fuese el nimero de cifras de-
cimales en ambos factores.

Puede tambien suceder que solamente uno de
los nimeros decimales contenga decimales; en este
¢aso se separa & la derecha del producto tantas ci-
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fras decimales cuantas hay en este niimero, proce-

der cuya demostracion es ocioso esponer, resultan-

do de los principios establecidos.

_ Aplicando los procederes prescritos resulta que
1°, El producto de 4, 0567 por 9, 505 es igual &

58, 5508201 ;

2°. El'producto de 4, 0045 por 29 es 16, 0433 ;

5°. El producto de 0, 05054, por 0, 025 es
0, 00070242,

Este ultimo ejemplo merece alguna atencion.
Prescindiendo de la coma en los dos factores, y efec-
tuando la multiplicacion resulta por producto,
70242; pero como hay cinco cifras decimales en el
multiplicando, y tres en el multiplicador, seria pre-
ciso separar ocho en el producto que no contiene
mas que cinco. Para zanjar la dificultad, obséryase
que, debiendo ‘espresar el producto unidades de
octayo orden decimal, basta escribir 4 la derecha
de 70242, un namero de ceros suficiente para
que colocando despues la coma, la Gltima cifra 2
ocupe el octayo rango decimal, En el caso presente
el nimero de ceros que deben afadirse deberdn ser
cuafro, contando el que debe ocupar el lugar de los
enteros; y resulta 0, 00070242,

§ IV.

Division de las fracciones decimales.

Para efectuar esta operacion, se comienza por re-
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ducir los nameros propuestos a un comun denomi-
nador, y despues se hace la division prescindiendo
de la coma. Trétese por ejemplo de dividir 43, 047
por 2,55698. Empiezo por escribir dos ceros i
la derecha de 45,047, lo que me da 43,04700, y
despues divido 4504700 por 255698, obteniendo
por cuociente 46 == 5=,

A504700[255698
1 7(32?‘20 TE. L
245552

En efecto despues de haber escrito dos ceros d la
derecha del dividendo, lo que no cambia su valor,
se puede poner los dos numeros propuestos bajo la
forma de 355" ¥ =555 ; en seguida segun el pro-
ceder preserito para dividir una fraccion por ofra
se multiplica el numerador del dividendo por el de-
nominador del divisor, y el numerador de este por
el denominador deaquel, lo que da por resultado,
atendido que 100000 es el factor comun de los dos
términos 5= lo que equivale 4 hacer la divi-
sion de los dos niimeros, prescindiendo de la coma
despues de haberlos reducido & un comun denomi-
nador.

Puédese tambien deducir que, despues de haber
reducido las dos fracciones & un comun denomina-
dor, mediante la supresion’ de Ia coma en ambos
términos, se vuelye el dividendo y divisor el mismo
numero de veces mayor, lo cual no altera su valor
respetivo, pues multiplicando ¢ dividiendo por un
mismo namero el dividendo y el divisor no cambia
el cuociente.
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§ V.

Reduccion de una fraccion ordinaria en fraccion decimal.

A causa delas venfajasque el sistemadécimal pre-
senta sobre las fracciones ordinarias, los aritméticos
consideran de mucha importancia el sustituir las
fracciones decimales & las comunes, lo que se con-
sigue evaluando en decimales una fraccion ordina-
ria, 6 en otros términos convirtiéndola en decima-
les. Tratese por ejemplo de convertir en decimales
la fraccion ordinaria 2. Este numero refiriéndose
4 la unidad principal, espresa los i; de esta uni-

dad ; pero como una unidad simple vale 40 déci-

139

mos, se sigué == de decimo;

150 i-’.T
360 337650
310 {

280

450

27

Asi, si despues de haber dispuesto los dos nimeros
I5 y 47 como en la division ordinaria, se pone un
cero en el cuociente para ocupar el lugar de ente-
ros seguida de una coma para separarlo de las ei-
fras decimales, y despues se divide 130 por 47, el
cuociente 2 que se obtiene, y que se eseribe & la
derecha de la coma, representa el humero de deci-
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mos contenidos en 5; es decir que i; es igual

da 2 décimos mas = de décimo. De la misma
manera, como un décimo vale 10 centésimos, con-
signientemente = de décimo es igual & *£° de
centésimo, 0 efectuando esta nueva division, 47
centésimos, mas = de centésimo. Escribiendo cero
4 la derecha de 51, y dividiendo 510 por 47, resul-
ta por cuociente 6 milésimos, que se escribe 4 la
derecha de las cifras precedentes, y por resto re-
sulta 28, 4 cuyo lado se pone un nuevo cero para
volverlo en diez milésimos; y asi sucesivamente.
Continuando la operacion hasta haber logrado cin-
co cifras decimales hallase que la fraccion 2* equi-
vale & 0, 27659, y ademas += de cien milésimo,
fraccion de que no se hace caso por ser la cantidad
que representa muy poco considerable; y entonces
se dice que 0, 27659 representa el valor de < con
una diferencia menor que un cien milésimo, en
atencion @ que la fraccion de que se prescinde es
menor que la unidad de este orden.

De lo que acabo de esponer resulta la regla si-
guiente © para convertir una fraceion ordinaria en
fraccion decimal, se disponen los dos niimeros co-
mo en la division, y se escribe un cero al cuocien-
te y 4 la derecha de este cero una coma. Despues,
se pone un cero 4 la derecha del numerador, y el
numero que resulta se divide por el denominador,
mediante lo cual se obfiene un cuociente que es-
presa los décimos y un resto ; agrégase 4 este resto
un cero, yel nimero resultanle se divide por el de-
nominador, lo que da un cuociente que espresa Ios
centésimos, y otro resto al que tambien se agrega

1X, 4
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un 0 dla derechay se divide por el denominador, me-
diante lo cual se logra otro cuociente que espresa
los milésimos y ademas un tercer resto con el cual
se opera como cn el anterior, continuando de la
misma manera, hasta que resulte el numero de ci-
fras decimales que se desea ¢ que la cuestion exige.
Si resulta un resto, la fraccion decimal que se ob-
tiecne de este modo, se diferencia de la-fraccion
propuesta de upa cantidad menor que la tiltima
unidad decimal del cuociente.

Siel numerador de la fraceion que debe cam-
biarse en fraccion decimal fuese mayor que el de-
nominador, 6 en otres términos, que la fraccion
faese impropia, deberdn estraerse las unidades, las
que deberin ponerse en el cuociente seguidas de
una coma para separarlas de las cifras decimales.

Estoes cuanto pienso oportuno decirte sobre las
fraceionesdécimalesengeneral, sintiendo mucho que
los estrechos limites de una carta no me permitan
estenderme mas aeerca de estos procederes y de-
mostraciones, v especiaimente acerca de la reduc-
cion de una fraceion ordinaria en fraccion decimal,
punto de grande importancia y que tal vez trataré
mas prolijamente 4 mi regreso. Por ahora me apre-
suro & cerrar esta carta que ya es demasiado larga,
siendo mi intencion escribirte de nuevo 4 Ia mayor
breyedad esponiéndote sucintamente la aplicacion
del sistema decimal que acaba de ocaparnos.

APLICACION DEL SISTEMA DECIMAL, NUEVO SISTEMA
DE PESOS Y MEDIDAS.

Amigo Eugenio, eonforme te prometi en mi dl-
tima, yoy a tratar de la aplicacion del sistema deci-
mal, que es el que rige en Francia; por las teorias
Yy procederes que te he espuesto en mi anterior, es-
tds en estado de apreciar todas las ventajas que
este cdlculo presenta sobre el de las fracciones or-
dinarias, vy de juzgar cuan importante seria esta-
blecer un sistema de pesos y medidas dependiente
de este sistema. Esta innovacion 1a han conseguido
los hombres de progreso en Francia, si bien 4 pe~
sar de muchos obstdculos ocasionados por la igno-
rancia y las preocupaciones. Yoy & trazarte el cua-
dro de la nomenclatora de los numeros complexos
de este sistema, prescindiendo de toda clase de es-
posicion de procederes aritméticos, que son los
mismos que he establecido tratando del sistema
decimal en abstracto.
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Medidaslinearias ¢ de longitud.

Los Franceses han dado el nombre de METRO &
la diez millonésima parte dela distancia del polo
al ecuador, contada del meridiano que pasa por
Paris. Segun las operaciones ejecutadas y verifi-
cadas con la mayor precision, se he reconocido que
el metro evaluado en pies, pulgadas, lineas, etc.,
vale 5 pies, 0 pulgadas, 11 lineas y 296 milésimos
de linea con la diferencia de —— de linea 4 corta
diferencia.

Para designar medidas mayores 6 menores que
el metro se ha convenido de emplear los siguientes
términos sacados del griego y del latin :

MIRIO, KILO, HECTO, DECA, DECI, CENTI, MILLI,

que significan diez mil, mil, ciento, diez, décimo
de, centésimo de, milésimo de, y que si se quiere
se coloca delante de la palabra metro, de manera
gue se ha formado el siguiente cuadro :

Miriamelro, 6 medida de diez mil metros.
Kilometro, — mil metros.
Hectémetro, — cien metros.
Decametro, — diez metros.
METRO, unidad principal.
Decimetro, décimo de metro.
Centimetro, centésimo de metro.
Milimetro, milésimo de metro.

El miridmetro y el kilémetro son las medidas
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itinerarias adoptadas actualmente en Francia; el
miridmetro es 4 corta diferencia el doble de una
legua ordinaria; el kildmetro serd una quinta parte,
6 bien tal vezun cuarto de legua poco mas ¢ me-
nos, aunque esta relacion yaria segun las diferentes
leguas.

Medidas de superficie.

La unidad de las superficies es el metro cuadra-
do; pero cuando se trata de grandes superficies
agrarias, témase por unidad el decdmetro cuadra-
do, 6 diez metros cuadrados; esta unidad se Ilama
dreay equivale 4 cortadiferencia 4 56 pies cuadrados
castellanos.

Los multiplices del drea se designan por medio
de las voces myria, kilo, hecto, de la manera si-
guiente :

Miridarea, equivalente 4 diez mil dreas.
Kiloarea, — mil dreas.
Hectodrea, — cien dreas.
Decarea, — diez 4reas.

ARE4, unidad principal.
Deciarea, décimo de irea.
Centidrea, centésimo de drea.
Milidrea, milésimo de drea.

Medidas de solidez.

La unidad de solidez es el METRO cUBO ; es decir
un cubo (figura que como sabes tiene la forma de
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un dado de jugar), que tiene un metro en cada la-
do. Los multiplices y los submultiplices del metro
cubo, no han recibido en general denominaciones
particulares ; sin embargo el milésimo de un metro
cubo ha recibido el nombre de decimetro cubo, por-
que efectivamente es un cubo que tiene  4_cada la-
doun decimetro; el'millonésimo de un metro cu-
bo se ha llamado eentimetro cubo, porque tiene un
centimetro & cada lado. Cuando las medidas de so-
lidez se aplican 4 la lefia y materiales de construc-
cion, la unidad principal 6 el metro cubo se llama
ESTERIO, del que se considera el decaesterio, 6 me-
dida de diez esterios.

Medida de capacidad para los liquidos y granos.

La unidad de capacidad es el decimetro eubo,
llamado LiTRO, del cual se forman los siguientes
multiplices y submultiplices :

Hectolitro, 6 medida de cien litros.
Decalitro, — diez lifros.
Litro, —
Decilitro, —
Centilitro, —

unidad principal.
décimo de litro.
centésimo de litro.

Del peso,

La unidad del peso es un eentimetro cubo de agua
destilada y en su mazimum de densidad, 4 la que
se ha dado el nombre de 6RAMO, siendo los siguien-
tes sus principales multiplices y submultiplices :
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Miridgrama, equivalente & diez mil gramos.
Kilogramo, = mil gramos.
Hectogramo, = cien gramos.
Decagramo, = diez gramos.
GRAMO, unidad principal.
Decigramo, décimo de gramo.
Centigramo, cenlésimo de gramo.
.3!!!."{1”"(10:0. milésimo de gramo.

Bl kilégramo vale dos libras a corta diferencia.
De \as monedas.

La unidad de moneda franeesa es el FRANCO. Pa-
ra lograrla, se ha pesado cineo gramos de barra de
plata con un déeimo de liga.

El décimo del franco se ha llamade décimo, y el
ceniésimo céntimo.

Tal es la nomenclatura de las nueyas medidas,
cuyas ventajas sobre las antiguas resamiré en po-
cas palabras :

1°. Este sistema es uniforme y sencillo, porque
sus unidades prineipales y las subdiyisiones de estas
unidades siguen entre si la ley del sistema decimal
de numeracion, y ya sabes lo facil que es el cilcu-
lo de las fracciones decimales.

20, Es fijo, invariable y susceptible de ser adop-
tado en todos los paises, pues no pertenece a nin-
gun clima ni 4 ninguna nacion en particular.

* Todas estas medidas reconocen por origen primi-
tivo el metro, que se ha sacado & las dimensiones

3
1

del globo terrestre. Las monedas, que d primera
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vista parecen alejarse de esta medida, se refieren 4
ella indirectamente, pues el franco vale cinco gra-
mos de plata ligada, y el gramo es el peso de un
centimetro cubo de agua destilada.

La aplicacion de las cuafro reglas de la aritméti-
ca al nueyo sistema de pesos y medidas, no puede
presentar mucha dificultad despues de lo que tengo
espuesto acerca de las [racciones decimales; por
este motivo no me detendré en su aplicacion, y
tanto menos cuanto que estas aplicaciones minu-
ciosas te serian en parte inGtiles, pues hasta la ac-
tualidad este sistema solo se usa en Francia !. El
préximo correo pienso hablarte de las potencias y
raices de los niimeros.

{ Véase al fin del tomo I Ias [ablas de reduccion de pesos y medidas,

CARTA SEPTIMA.

DE LAS POTENCIAS Y RAICES DE LOS NUMEROS.

§1.

De la raiz caadrada.

Amigo Eugenio, segun te he prometido en mi ul-
ma, yamos 4 tratar de las potencias y raices.

El producto de un niimero por si mismo se llama
el cuadrado de este nimero; y el nimero que, mul-
tiplicado por si mismo, da el cuadrado, se le llama
raiz cuadrada. Asi, el cuadrado de 4 es el pro-
ducto 16, de 4 por 4, v la raiz cuadrada de 16
es 4.

Para indicar el cuadrado de un niimero, se colo-
ca la cifra 2 4 su derecha y un poco encima; la raiz
cuadrada de un nimero se designa poniendo este
nimero bajo el signo ;. Asi 4° indica el cua-
drado de 4, y 1/16 designa la raiz cuadrada de 16.

4.
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Los cuadrados de los nameros 1, 10, 100, efc.,
siendo 1, 100, 1000, etc., tienen sus raices com-
prendidas entre 4 y 100, entre 100 y 1000, etc., y
por consiguiente, cuando el cuadrado de un niime-
ro entero no tiene mas de dos cifras, la raiz cua-
drada de este cuadrado no tiene mas que una cifra;
cuando encierra tres ¢-cuatro cifras, la raiz coa-
drada tiene dos y asi sucesivamente. Pasemos aho-
ra & yer como se estrae la raiz cuadrada de los nu-
meros enteros.

Los cuadrados de los nimeros de una sola cifra
siendo menores que 100, se saca de estos cuadra-
dos la raiz cuadrada, haciendo los cuadrados de
los 9 primeros numeros, y viendo cual ntimero
€omo Taiz conyiene al niimero propuesto.

Para hacerte comprender el proceder que se em-
plea para estraer Ia raiz cuadrada de un’ nimero
enfero. que depase 100, voy & procurar hacerte
comprender como las diferentes partes de la raiz

64, cooperana la formacion del cuadrado del mis-
Mo numero.

64
64

46 unidades, cuadrado de 4 unidades.

24 decenas, produeto de 6 decenas por 4 unidades.
4
4

24 decenas, producto de 6 decenas por
36 centenas, cuadrado de 6 decenas

4096 unidades, cuadrado de 6 decenas.

unidades.

El coadrado de 64 es el producto 4096, que re-
sulta de la multiplicacion de 64 por si mismo ; mas

para hacerfe comprender como las diferentes partes
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de Ia raiz coeperan 4 la formacion del cuadrado,
he procedido de la manera que ves mas arriba,
poniendo separadamente los varios produetos par-
ciales que resultan. Asi, en el primer producto par-
cial 16 unidades que resuita de la multiplicacion
de 4 por 4, en lugar de poner, como de costumbre
6 unidades y guardar la decena para agregarla al
producto de las decenas, escribo completamente
las 16 unidades, y lo mismo hago con respecto 4 las
decenas, resultando por producto total 4096 uni-
dades que es el cuadrado del numero 64.

La misma descomposicion se puede aplicar & otro
cualquier nimero. De lo que resulta que el cua-
drado de un nimero compuesto de decenas y uni-
dades contiene tres partes : el cuadrado de las de-
cenas, el doble de las decenas multiplicado por las
unidades y el cuadrado de las unidades.

Vamos & ver ahora como del cuadrado de un ni-
mero cualquiera se puede estraerla raiz.

Tratese por ejemplo de estraer la raiz cuadrada
de 4096; dispénese el cileulo de la manera si-
guienfe :

Cuadrado 2096164

30 L4243 E=496
Primer resto 496
496

Segundo resto 0

y se dice: el cuadrado de 10 vale 100, el cuadrado
de las decenas de la raiz solo puede hallarse en las
40 decenas de 4096; sepdrase por un punto las dos
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primeras cifras 4 la derecha de 40. 96. Como40 cae
entre 6 y 72, digo que 6 es la cifra de las decenas
de la raiz. En efecto 40 siendo mayor que 67 las
10 centenas de 4096 espresan un nimero mayor
que 6* centenas ; por consiguiente si se anade 96
unidades 4 las 40 centenas la suma 4096 serd ne-
cesariamente mayor que 6° cenfenas. Por otra par-
te, 40 siendo menor que 72, y el esceso de 7% sobre
40 no pudiendo ser menor que la unidad, 40 cen-
tenas espresa un nimero menor que 7° centenas,
y el esceso de 7° centenas sobre 40 centenas no pue-
de ser menor que una cenfena. Anadiendo pues el
nimero 96 que es menor que una centena, la suma
4096 sera necesariamente menor que 7° centenas.
Por consiguiente el nimero anadido estd compren-

-1

dido entre 6 centenas y 7* centenas, es decir entre

los cuadrados de 6 decenas'y 7 decenas, luego la
raiz cuadrada de 4096 estd tambien comprendida
entre 6 y 7'decenas; luego estd comprendida enfre
6 decenas y de un cierto numero de unidades me=
nor que 10. Para obtener estas unidades, sustraese
de 4096 el cuadrado 56 centenas de las centenas de
la raiz;; elresto 496 no contiene mas que el doble
de las 6 decenas de la raiz, multiplicado por las
unidades y el cuadrado de las unidades. El doble
de las decenas multiplicado por las unidades espre-
sando decenas, solo puede hallarse en las 49 dece-
nas del resto 496, del cual se separan por un pun-
to en esta forma 49. 6. Estas 49 decenas contienen
ademas las decenas que pueden resultar del cua-
drado de las unidades; por consiguiente dividiendo
49 por 12, que es el doble de las decenas de la raiz,
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las cuatro unidades del cuociente espresan las ci-
fras de las unidades de la raiz, 6 una cifra demasiado
fuerte. Para ensayar la cifra 4, se observa que el
resto 496 componiéndose del doble de las 6 dece-
nas, multiplicado por las cuatro unidades y del
cuadrado de 4 unidades, basta calcular la suma de
estas dos partes y restarla de 496. Con este objeto,
se escribe la cifra 4 de las unidades 4 la derecha de
12, niimero doble de las decenas de la raiz, lo que
da 124, que multiplicado por 4, da por producto
la suma que se pide. Sustrayendo 4 veces 124 de
196, el resto cero indica que 64 es laraiz exacta de
4096.

El razonamiento que ha servido d determinar las
decenas de la raiz, siendo aplicable & un nimero
cualquiera, concluyese que la raiz cuadrada del
mayor cuadrado contenido en las centenas de un
numero cualquiera, determina siempre las decenas
de la raiz cuadrada de este namero.

Si el mamero propuesto contuviese mas de 4 ei-
fras, por analogia, se deduce que sera preciso diyi-
dirlo en grupos de dos cifras, partiendo de la dere-
cha, y que serd preciso buscar el mayor cuadrado
contenido en el ultimo grupo 4 izquierda. La raiz
de este mayor cuadrado espresard el valor de Ia
primera cifra d izquierda dela raiz.

La segunda cifra, partiendo de la izquierda de la
raiz, deberd ser tal, que el cuadrado formado por
estas dos cifras, sea el mayor cuadrado contenido
en las dos ultimas columnas 4 izquierda, y se halla-
ra esta segunda cifra por el método empleado cuan-
do los nimeros no contienen mas de dos grupos;
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es decir, que en el nimero propuesto, se prescin-
dird de todas las cifras, 4 escepcion de las conteni-
das en los dos grupos del lado izquierdo.

La tercera cifra de la raiz deberé ser tal, que el
cuadrado del numero que da con los dos otros sea
el mayor cuadrado contenido en los tres grupos del
nimero propuesto.

Tomemos, por ejemplo, el nimero 421204;
serd preciso disponer el calculo de la manera si-
guiente :

Cuadrado 2.42:01(649

{125
Primer resfo b 42 | 3

496 [625|796/4460m
Segundo resto 4 16 «Hl

{1604
Tercer resto “’

2l céleulo puede enunciarse de esta manera; el
mayor cuadrado contenido en 42 es 56, cuya raiz
es 6; Iuego 6 es la primera cifra de la izquierda de
la raiz.

4242 contiene el enadrado de 6% : he demes
trado que el mayor cuadrado, contenido 42,42,
no puede pasar el numero 64, y el cuadrado de 64
es igual & 56 centenas, mas 4 veces 12 decenas, 6
48 decenas y ademas 16 unidades.

Restando 56 centenas de 42, 12, el resto 64, 2
debera contener 4 veees las 12 decenas, mas las
unidades ; por lo que colocamos una coma entre la
cifra 2, ydividimos 61 por 12, v hallamos que 5 es
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un numero escesivo, pues haciendo el producto de
425 per 5, el producto 625 no puede restarse de
612 ; ensayamos la cifra 4, la coal pudiendo restar-
se es cifra exacta. El producto 496 puede sustraer-
se de 612, y el resto es 116 ; bijase las dos cifras
restantes 01. Este resto debe contener evidente-
mente el doble producto de 6% decenas por 9;
efectiase la division por el nimero doble de 64 6
128, y se ensaya la cifra 9, verificando si el pro-
ducto 1289 por 9 puede restarse de 146, 04, el res-
to cero indica que 9 es exacto.

Cuando la raiz cuadrada de un nimero entero se
halla comprendida entre dos numeros enteros con-
secutivos, esta raiz, aunque exista, no puede es-
presarse exactamente por ningun niimero. En efec-
fo, si un numero pudiese espresar esta raiz, este
numero seria decimal 6 fraceionario, y conyirtién-
dolo- en fraccion irreductible, el cuadrado de esta
fraccion irreductible deberia ser un nimero entero,
lo que no es posible.

Llamanse inconmensurables las cantidades que
no tienen medida comun con la unidad.

Para estraer la raiz cuadrada de’un numero en-
tero, se opera como si este numero fuese un cua-
drado, y cuando el ultimo resto, correspondiente &
las cifras de las unidades de la raiz, no es cero,
la raiz que se busca es inconmensurable, y el mayor
cuadrado, contenido en la raiz cuadrada, espresa
la raiz del mayor cuadrado contenido en el nimero
propuesto.

Si por abstraccion te figuras un nimero descom-
puesto en dos partes, y si multiplicas la suma de
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estas partes por esta misma suma, te conyenceras
que el cuadrado de una suma formada de dos par-
tes se compone del cuadrado de la primera parte,
del doble de Ia primera parte multiplicada por la
segunda, y del cuadrado de la segunda parte.

Cuando el resto que, correspondiente & la raiz
que se logra, no es menor que el doble de esta
raiz, aumentado de 1, Ia raiz obtenida es demasia-
do pequenia, d lo menos de una unidad ; y cuando
el resto es menor que el doble de esta raiz aumen-
tada de uno, esta raiz no puede ser aumentada de
uno.

Fl cuadrado de una fraccion es el producto de
una fraccion por si misma, é igual por consiguiente
al cuadrado del numerador, dividido por el cua-
drado del denominador, de lo que resulta que, pa-

ra estraer la raiz cuadrada de una fraccion, basta
estraer separadamente la raiz cuadrada del nume-
rador y la del denominador.

§ II.

De los cubos y de la raiz cibica de los niimeros enteros.

El producto de tres factores, igual 4 un nimero
dado, eslo que se llama el cubo de este ntimero;
y el nimero que, tomado tres veces como factor,
determina un numero dado, es laraiz cibica de un
numero dado.

Para indicar el cubo de un numero, se coloca la
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cifra 5 4 su derecha y un poco encima. La raiz cu-
bica de un numero se designa poniendo esle ni-

5
mero bajo el signo 1/

Los cubos de los nimeros 1, 10, 100, elc., siendo
1y 1000, entre{00y41000000, etc., tienen sus raices
cbicas comprendidas entre 1 y 10, entre 10y 100,
ete. Por consiguiente, cuando el cubo de un nume-
ro entero no contiene mas de 5 cifras, la raiz cibica
de este cubo no contiene mas que una sola cifra;
cuando el cubo contiene 4, 3, 6 cifras, la raiz cubi-
ca no contiene mas que dos, y asi sucesivamente.

Siendo los cubos de los nameros de una sola ¢i-
fra menores que 10° 6 que 1,000, avfrigiase las
raices cubicas de estos cubos haciendo uso de la
tabla siguiente :

Raiz cubica : 1, 2, 5, 4, 5,6, 7, 8, 9.
Cubos: 1, 8, 27, 64, 125, 216, 543, 512, 729.

Para estraer Ia raiz ciibica de un nimero entero
mayor que 1000, obsérvase que el cubo de un nu-
mero, compuesto de decenas y de unidades, con-
tiene 4 partes : el cubo de las decenas, el produc-
to de tres veces, el cuadrado de las decenas por
las unidades, tres veces el cuadrado de las unida-
des por las decenas, y el cubo delas unidades. Estas
cuafro partes espresan respectivamente miles, cen-
tenas, decenas y unidades. Asi el cubo de 64 se
compone del cubo de 216 mil, de 6 decenas de 64,
de tres yeces el cuadrado de 56 centenas de las 6
decenas multiplicado por las 4 unidades, de 432
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centenas, de 5 veces las 6 decenas multiplicadas por
el cuadrado de 4 unidades ¢ de 288 decenas, y en-
fin del cubo 64 de las 4 unidades; el numero 262444,
suma de estas 4 partes, espresa el eubo de 64. Para
averizuar el cubo de 649, puédese descomponer
este numero en 64 decenas, mas 9 unidades, ¥ el
cubo pedido estd formado del eubo 264144 mil de
64 decenas de 649, de 5 yeces el cuadrado 4096
centenas, de las 64 decenas multiplicadas por las 9
unidades 0 de 110592 centenas, de 5 veces las 64
decenas multiplicadas por el'cnadrado 81 de las 9
unidades, ¢ de 15552 decenas del cubo 729 de las
9 unidades; Ia suma 275359449 de estas % partes es
el cubo de 649.

Ahora yoy a ensenarte como del cubo de un nii-
mero entero se puede estraer la raiz etibica; supon-
gamos.que queremos sacar la raiz cubica del nt-
mero. 262144, Dispénese el cilculo de Ja manera
siguiente :

Cubo 262.4 44|64 raiz cabica.

216
Primer resto. 46 14
|

45200
4
A6 144
0

288(
| 64

Sezundo resto
| 4614

y sedice : el cubo de las decenas de la raiz siende
a lo menos igual a mil, no puede hallarse mas que

en las 262 mil de 262. 144 (me se olyidaba decirte

que se separa por un punfo las tres primeras cifras
a derecha de 2621 44), el nimero 262 estando com-

o]

prendido enfre 6° y 7%, digo que 7 es la cifra de las
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decenas de la-raiz; en efecto 262 siendo mayor
que 6%, los 262 mil de 2621 14 espresan un namero
mayor que 6% mil, luego sise afade 444 unidades
a 262 mil, la suma 2624 44 serd necesariamente ma-
yor que 6° mil. Por otra parte, 262 es menor que 73,
y el esceso de 77 sobre 262 no puede ser menor que
una unidad. Por consiguiente, ¢l esceso de 7% mil
sobre 262 mil no puede ser menor que una unidad
de mil; anadiendo pues 4 262mil el numero 144 que
es menor que una unidad de mil, la suma 26214/
serd necesariamente menor que 7° mil. El nimero
propuesto 262144 esta pues comprendide entre 63y
73, es decir entre los cubos de 6 decenas y de 7 de-
cenas; luego la raiz ciibica de 2624 44 estd compren-
dida entre 6 y 7 decenas, luego se compone de 6
decenas y de un cierto nimero de unidades menor
que 10. Para lograr estas unidades, réstase de
2621 44 el cubo 216 mil delas 6 decenas de laraiz;
el resto 46144 no contiene mas que 5 yeces el cua-
drado de las 6 decenas de la raiz, multiplicadaspor
las unidades, 5 veces las 6 decenas multiplicadas
por el cuadrado de las unidades yel cubo de las uni-
dades; el producto de 3. veces el cuadrado de las
6 decenas por las unidades siendo centenas, solo pue-
de hallarse enlas 461 centenasdel resto461. 44, de
cuyo resto separanse por un punto las dos prime-
ras cilras 4 derecha. Ademas estas centenas contie-
nen las centenas contenidas en las dos altimas par-
tes del cubo. El cuadrado triple de las 6 decenas
es 108 centenas; luego dividiendo 464 centenas por
108 centenas 6 461 por 108, las cuatro unidades
del cuociente espresan las cifras de las unidades de
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la raiz 6 una cifra escesiva. Para ensavar la cifra 4
se quita 64° de 262144 ; el resto cero hace ver que
64 es la raiz cubica exacta de 262144,

El mismo resultado se consigue restando del res-
to 46144 la suma de las 5 ultimas partes 452 cen-
tenas, 288 decenas, 64 unidades del cubo de 64.

Siendo aplicable & un niimero cualquiera, el ra-
zonamiento que ha seryido para determinar las de-
cenas de la raiz cubica citada, concluyese que la
raiz del mayor cubo, contenido en las unidades de
mil de un nimero cualquiera, determina siempre
las decenas de la raiz ctbica de este numero.

El cubo de una fraccion se obtiene elevando el
numerader y el denominador al cubo. Luego para
hallar 1a raiz cibica de una fraccion, basta estraer
separadamente la raiz ctibica del numeradory de-
nominador.

El cubo de un niimero decimal se obtiene for-
mando el cubo, hecha abstraccion de lacoma, yse-
parando 4 la derecha de este ltimo cubo tres yeces
tantos decimales cuantos hay en el nimero decimal
propuesto.

CARTA OCTAVA.

RAZONES , PROPORCIONES ¥ PROGRESIONES.

§L

De las razones y de las proporciones aritmética y geométrica,

Amigo Eugenio, la diferencia entre dos cantida-
des es su relacion aritmética 6 por diferencia, y el
cuociente de dos cantidades es su razon geométri-
ca ¢ por cuoeciente. Asi la razon aritmética de 18
46 es 18—6 6 12, y la razon geométrica de 18 a 6
es £ ¢ 5; 18 y 6 son los dos términos de cada una
de estas razones. El primer término 48 es el ante-
cedente, y el segundo término 6 es el consecuente.

Las razones aritméticas no cambian cuando se
aumenta ¢ se disminuye los dos términos de un mis-
mo ntimero ; pues, cuando les dos niimeros aumen-
tan 6 disminuyen de una misma cantidad, no cam-
bia su diferencia. Por ejemplo, la razon aritmetica
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de7asesigualdlade7444 54+4d6detd 49;
pues 7—35 es igual 4 14—9.

Las razones geométricas no cambian cuando se
multiplican ¢ se dividen sus dos términos por un
mismo nimero ; pues esta razon es equivalente a
una [raccion, cuyo numerador y denominador son
el antecedente y el consecuente de la relacion, y ya
0s he probado que una fraecion no cambia de va-
lor cuando no se divide sus dos términos por un
mismo numero. Por ejemplo, la razon geométrica
de 7 5 esla misma que lade 7)X4 4 54 6 de
28 a 12; pues estas razones son respectivamente
iguales & las fracciones 7, L que son iguales. El
conjunto de dos razones iguales forma lo que se
llama una proporcion. Por ejemplo, la razon arit-
mética de 7 a 5 es igual 4 laded4 4 9, los ndmeros

7, 5,14, 9, forman una proporcion aritmética que
se escribe asi :

.3.44.9.

Y que se enuncia : 7 esd 5 como 44 es 4 9.

La razon geométrica de 7 & 5 es igual 4 la de 28
@12, los nombres 7, 5, 28, 12, forman una propor-
cion geométrica que se escribe :

7:5° 28442

Y que se enuncia 7 es 4 5 como 28 es §42.

Para distinguir los dos antecedentes y los dos con-
secuentes de una proporcion, se llama el primer an-
tecedente y el primer consecuente los dos términos
dela primera razoun, y el segundo antecedente, ¥
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el segundo consecuente, los de la segunda razon.

En una proporcion aritmética, la diferencia de los

dos primeros términos es la diferencia de la prime-

ra razon, y la diferencia de los dos otros la diferen-
cia de la segunda razon.

Resulta de estas definiciones que en toda propor-
cion aritmética ¢ geométrica, la diferencia de la
primera razon es igual 4 la diferencia de la se-
gunda.

£l cuarfo término de una proporcion se designa
con el nombre de una cuarta proporcional 4 los
ofros tres términos. Cuando los términos medios
son izuales, la proporcion se llama continua.

En la proporcion aritmética 3.7:7.9, el término
medio 7 es una mediana aritmética entre 5 y 9;
esta proporcion se escribe ordinariamente de esta
manera : 5.7.9, en estecaso 9 es una tercera pro-
porcional aritmética @ 5y 7; de la misma manera
4:42; 1256 es una proporcion geométrica continua
que se escribe de esta ofra manera :

11256

12 es una mediana geoméirica, 56 una tercera pro-
porcional geométrica.

En toda proporcion aritmética, la suma de los es-
tremos es igual 4la de los medios. En efecto, sea
por ejemplo Ia proporcion aritmética 7.5:14.9, pro-
porcion que espresa que las razones entre 7—35 y
411—9 son iguales ; por consiguiente, si se aumenta
las razenes de la suma 349 de los consecuentes,
los resultados serdn iguales; mas T—3-15-19 se
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reduce 4 749, y & 11—9-4-5-1-9 se reduce & 114-3;
luego la proporeion 7.5:14.9 da 74-9=11--5.

Cuando la suma de dos numeros es igual 4 la su-
ma de dos otros niimeros, estos cuatro nimeros for-
man una proporcion aritmética, en la cual los dos
numeros que componen una de las sumas son los
estremos y los dos ofros son los medios.

En efecto, sea la ignaldad 74+9=114-5.

Side las dos cantidades 749, 4135, se resta
549, los restos serdn iguales. Se'tiene pues 7—5=
11 —9, las razones aritméticas 7—5 y 11—9 son
iguales.

El cuarfo término de una proporcion aritmética
s igual 4 la suma de los medios disminuida del
primer término. En efecto, la proporcion 7.5;11.9
dando 7T49=5-+411, se fiene 9=35-+11—7. Por
consiguiente cuando se conoce tres términos de
una proporcion arifmética, sé puede deducir el
cnarto.

En toda proporcion geométrica, el producto de
los estremos es igual al producto de los medios. En
efecto, la proporcion 7:57 72812 espresa que

28 R d s ;
= Y por consiguiente que 7)X12=28X35.

(nando el producto de dos ntmeros: es igunal al
de dos ofros, estos cuatro numeros pueden formar
una proporcion; en efecto,

-

28
TX12=28X5, luego = luego 7:5; 72812,
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El cuarto término de una proporcion es igual al
producto de los medios divididos por el primer tér-

mino; en efecto,

9 -4
7

Por consiguiente, cuando se conoce tres términos
de una proporcion, se puede siempre deducir el
cuarto; si los medios son iguales, cada uno de ellos

es igual & la raiz cuadrada del producto de los es-
tremos; en efecto,

4427742056, Tuego 42X12=122=4%356, luego
12—=1/456

En fin, es facil ver que, siempre que el producto
de los medios serd igual al de los estremos, tendra
lugar la proporcion. Dediicese de lo que precede
que cuando dos proporciones tienen una razon co-
mun, las dos otras razones forman una proporcion,
Y que si dos proporciones tienen los mismos ante-
cedentes y los mismos consecuentes, los cuatro tér-
minos forman una proporcion. En fin puede decir-
5¢: enuna proporcion el primer antecedente mas ¢
menos un cierto niumero de veces su consecuente,
es a este consecuente, como el segundo anteceden-
te, mas 6 menos el mismo niimero de yeces su con-
secuente, es 4 este consecuente. Por ejemplo

20:2::50;5. Ponese ~ =0,
2°5.3

Esta propiedad se demuestra por lo que se sabe
de cilculo de las fracciones, que

IX,
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Es facil deducir otras propiedades de las propor-
ciones teniendo presente las diferentes propiedades
de Tas feacciones: ast se tiene por ejemplo

24 30 20 30
- GHmRe —

LR +)“X )+7HX
Cuando se multiplica los términos de muchas
proporeionies unos por otros y por orden, los cua-
tro productos forman una nueva propore ion. En
efecto/sea, por ejemplo,

luezo —X_—FX -

lo que da 335263 T T 1X2078X28.

§ IL.

Aplic civn de fas proporciones.

Suponte ti que mediante lo que acabo de espo-
ner se tratase de resolver el siguiente problema :
Cuatro artesanos han fabricado 20 metros de una
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obra cualquiera, ;cuantos metros fabricarin 9 ar-
tesanos?

Este problema, por cuyo término se entiende una
proposicion en que se enuncia que por medio de
ciertas cosas conocidas debemos averiguar alguna
desconocida, pertenece & lo que se llama regla de
tres simple; para resolverlo se llama z el ntimero
en cuestion que es el de los metros que 20 arfesa-
nos harian, y segun los principios establecidos se
tiene la proporcion siguiente :

20X9

2039 es z, luego z=—"——43,
4

Es decir que el nimero de metros que fabrica-
rian 9 artesanos es 43.

Ahora, voy 4 esponerte otro ejemplo algo mas
complicado que se llama regla de tres compues—
ta, pero ‘que como el anterior reposa igualmen-
te en la teoria de razones y proporcionss que forma
el asunto de esta carta.

Dos artesanos trabajando 5 horas diarias. han
hecho en 5 dias 90 metros de una obra cualquiera ;
¢cuantos metros fabricardn en 2 dias 5 artesanos
trabajando 7 horas diarias?

Es preciso atender sucesivamente al nimero de
los artesanos, de las horas y de los dias.

Dos artesanos trabajando 3 horas diarias durante
5 dias, hacen tanta obra como 6 obreros trabajan-
do 1 hora diaria durante 3 dias; 6 que 50 obreros
frabajando durante 1 hora y durante un dia. Aho-
ra bien 5 artesanos, trabajando 7 horas, hacen
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tanta obra como 21 artesanos durante 4 hora, y si
trabajan durante 2 dias seria preciso 42 artesanos
trabajando durante 4 hora, 4 solo dia para hacer el
mismo trabajo.

La cuestion se reduce de este modo & una regla
de tres simple que se puede espresar asi :

50 artesanos, durante un tiempo dado han hecho
90 metros de obra, ;cuantos metros hardn 42 arte-
sanos durante el mismo tiempo? Tenemos pues

5090 42 2=126.

Pasemos ahora dlo que se llama regla de interés,
para comprender la cual, examina el siguiente pro-
blema : ;cuanto debe ser el rédito de 480000 rea-
les de dinero efectivo durante 5 anos, 4 razon del 5
por ciento ?

La ganancia siendo de 5 por ciento, es evidente
que al cabo de tres anos 100 reales valdran 115.
Observado esto, el problema se reduce 4 lo signien-
te : si 400 reales al cabo de 5 anos valen 415,
; cudnto valdrin 4800007 y el cuarto término dela
proporcion indica este yalor :

100145 1480000 ; x=>552000.

Supongamos que se quiere saber cuanto yaldran
560000 reales, pagables & 40 meses.

Si 100 reales dan 5 reales de ganancia por aio,
por 4 meses daran ; de real; luego 400 reales va-
len al cabo de 40 meses,
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5, 900

nu’;+5+5+r;+§ 6 1134— 6 = reales,
T 2 2

Tenemos pues la proporcion : = reales valor de
{00 al cabo de 40 meses es 4 100, como 360000 es
al valor que se busca.

330

0
2741007 1560000 z=480000.
3

§ Ii1.

De las progresiones aritméticas.

La progresion aritmética, 6 por diferencia, se
forma de una sucesion de términos que crecen ¢
decrecen, de tal modo que la diferencia entre dos
términos consecutivos cualesquiera es constante.
Esta diferencia es la razon de la progresion. Por
ejemplo los numeros 4, 7, 10, 13, 16, forman una
progresion aritmética ascendente cuya razon es 3
Y que se escribe de esta manera :

+4. 7.10. 15. 16.

y seenuncia: 4 esa 7 como 7 a 10, efe.

Segun la definicion de la progresion aritmética
ascendente, el segundo término es igual al prime-
ro, mas la razon ; el tercero igual al segundo, mas la
razon, es decir al primer término aumentado de
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dos veces larazon; y en general un término de un
rango cualquiera es igual al primer término, au-
mentado de tantas veces la razon cuantos términos
hay antes de él.

Cuando la progresion es descendente, un término
de un rango cualquiera se logra disminuyendo el
primer término de tantas veces la razon cuantos
términos hay antesde él.

Por consiguiente, pnédese formar una progre-
sion cuando se conoce el primero, el tiltimo térmi-
no y-el nimero total de los términos ; puessi 4 y 16
siendo 10s dos términos estremos, se pide que haya
tres términos, comprendidos entre 4 Yy 46, 16 de-
beré contener el nimero 4, Yy ademas Ia razon tan-
tas veces cuantos términos habrd antes de @1, es de-
cir 4 veces la razon; luego se logra la razon res-
fanido 4 de 16, loque da 12, que, dividido por 4,

da de razon 5; y de esta manera se halla Ja pro-
gresion :

427:40:45:46.

§ 1V.

Progresiones geométricas.

La progresion geométrica 6 por cuociente se for-
ma de una serie de términos, tales que dividiendo
cada uno deellos por el que le precede, queda
constante el cuociente ; este cuociente es la razon
de la progresion. Por ejemplo, los nimeros 1, 3,
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9, 27, 81, forman una progresion geométrica, cuya
9, 27, 81, forn I hion
razon es 3, y gue se escribe de la manera signien—

fe :

$01:5:9:27:84.
yque se enuncia: | esd 5, como 5 4 9, como 94
27, como 27 & 81. 1"

Segun la definicion de la progresion geometrica,
el sej;"undo término es igual al primero mulliplica-
do por la razon; el tercero igual al sczllnqo .mul~
tiplicado por la razon, y al primero mulU;r)hca‘do
dos veces por la razon ; y en general, un ‘L"NII.IHO
de un rango cualquiera es igual al primer termino
multiplicado por la razon, fomada tantas‘ yeces ¢o-
mo factor cuantos términos hay antes de él; de ma-
nera que un término cualquiera puede obtenerse
multiplicando el primer término por‘la razon el‘e—
vada @ una potencia indicada por el niumero de ter-
minos que le preceden.

Resulta de o espuesto, que podemos insertar un
cierto namero de medios geométricos entre dos nu-
meros dados. Hemos visto que bastaba, para ob-
tener la razon de la progresion que se pide.vcalcu—
lar el cuociente de la division de los dos numeros
dados por el mas pequefio, y de estraer de /este cuo-
ciente la raiz del grado indicado ‘por el niimero de
medios geométricos aumentado de 1. ;

Yesulta tambien, de lo que hemos visto, que in-
sertando sucesiyamente un mismo numero de mie-
dios geométricos entre el primer término ¥y el se-
mmd?y de una progresion geométrica, entre el se-
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gundo y el tercero, efc., el conjunto de todos es-
tos términos forma una nueva progresion geomé-
trica.

La propiedad andloga tiene tambien lugar por lo
tocante & las progresiones arilméticas.

En mi préxima carta pienso hablarte de los loga-
ritmos;

CARTA NONA.

TEORIA DE LOS LOGARITMOS.

§ I.

Amigo Euagenio, conforme te lo prometi en miul-
tima, pienso & hablarte en esta acerca de los loga—
ritmos, por cuyo nombre se entiende los nimeros
en proporcion por diferencia, que corresponden,
término por término, & los nimeros en progresion
por cuociente 6 geométrica. Voy & presentarte mas
clara esta definicion. Cuando se compara dos pro-
gresiones indefinidas, la una geométrica empezan—
do por la unidad, y 1a otra aritmética empezando
por cero, cada término de la segunda progresion s
lo que se llama el logaritmo del término correspon-
diente de la primera progresion, y el conjunto los
términos de estas dos progresiones forma lo que se
llama un sistema de logaritmos.
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Siguese de esta definicion que el logaritmo de Ia
unidad es siempre igual 4 cero.

En progresiones de esta especie, cada término de
la progresion geométrica es igual 4 la razon toma-
da tantas veces como factor cnantos términos hay
antes de €I, y cada término de la progresion arit-
mética es igual & la razon repetida tantas veces
cuantos términos hay antes de él. Por consiguiente
los términos sucesivos de la progresion geométrica
son las potencias relativas de la razon de esta pro-
gresion; y el rango de cada término lo indica el es-
ponente de la razon en este término aumentado de
una unidad.

Cuando un término de la progresion geométrica
ocupa el mismo rango que un término de la pro-
gresion aritmética, estos dos términos son tales que
el esponente de Ia razon en el término de la razon
geométrica es igual al multiplicador de la razon en
el término correspondiente de la progresion arit-
meétiea, y reciprocamente todas las veces que el es-
ponente delarazon en un término de la progresion
geomélrica es igual al mulliplicador de fa razon
en un término de la progresion aritmética, se sabe
que estos dos términos ocupan el mismo rango en
las dos progresiones.

Multiplicando uno por otro los dos términos de
la progresion, y afadiendo los términos corres-
pondientes de la progresion aritmética, el produeto
¥ la suma serdn términos de estas progresiones, \
ademas estos términos se corresponderdn. Esto
procede inmediatamente de lo que precede.

Resulta, pues, que si dos progresiones, la una
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geométrica empezando por la unidad, la otra arif-
mética empezando por cero, se colocan una en fren-
te de otra:

= 12592781 245 7 921876561, elc.
.‘0.2.!..6.8. j0.42. 14 . 16 , etc.

para hallar el producto, ocupado por el pro'du.cto
de muchos términos de la progresion geometrica,
bastara afiadir los términos correspondientes de la
progresion aritmética; el término que representa la
suma corresponderd al término que repres?nta fl
producto. Asi el producto de los tres lcrm’mo% 3,
9, 27, corresponde 4 la suma de los tres terminos
2; 1, 6,, cuyassuma es 42; por consiguiente el pro-
dueto buscado es 279.

Los términos de la_progresion aritmética siendo
los logaritmos de los términos correspondientes de
la progresion geométrica, el logaritmo del producto
de machos términos es pues igual @ la suma delos
logaritmos.

Si,.entre todos. los términos de las dos progreé-=
siones que hemos considerado, se inserla un nu-
mero muy grande de términos, podremos trasfor-
mar la progresion geométrica en otra que ser{\. tal,
que la serie de los numeros enteros consecutivos,
partiendo de. la unidad, se hallara, sino rL*prfescr?-
tada exactamente, & lomenos espresada por termi-
nos que diferiran tan poco como se quiera de los nu-
meros naturales.

Por lo tocante & los nimeros mayores que la
unidad, podemos establecer los principios siguien-
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tes : el logaritmo del producto de muchos factores
es igual 4 la suma de los logaritmos de estos fac-
tores. Por ejemplo 21, siendo el producto de 5 por
7, se tiene :

0g.21=log.54log.7.

El logaritmo del cuociente es igual al logaritmo
del dividendo, menos el logaritmo del divisor ; pues
el dividendo siendo igual al producto del divisor
por el cuociente, resulta que el logaritmo del divi-
dendo es igual 4 la suma de los logaritmos del di-
visor y del cuociente. Asi :

( )—log 21—log. 7=log. 5.

El logaritmo de un nimero fraccionario es igual
al logaritmo del numerador, menos el logaritmo
del denominader ; pues se puede considerar un
niimero  fraccionario como indicando el cuociente
de la division de su numerador por su denomina-
dor; asi :

24
log, — =2{—log. 7

i

El logaritmo de una potencia es igual al producto
del logaritmo de este nitmero por el grado de la po-
tencia. Asi :

log. 43=35 log. 4.

El logaritmo de una raiz se obtiene dividiendo
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el logaritmo de este nimero por el grado de la raiz.
Asi :

log. 1/64— og. 64.

§ IL

De los logaritmos en el sistema cuya base es 10.

Elsistema decimal, cuyas ventajas te he espuesto,
se aplica tambien & los logaritmos. Este sistema,
generalmente adoptado para los célculos numéri-
cos, se deduce de las progresiones siguientes :

1:140:100:4000:40000;100000:4000000, etc.
012.3.4.0.(' ete.

insertando sucesivamente medios geométricos y arif-
méticos entre los términos de estas progresiones.
La razon 10 de la progresion geométrica primitiva
se llama la base del sistema del logaritmo.

En este sistema, los logaritmos de los numeros

1, 10, 100, 1000, ete.
siendo iguales
0, 1, 2, 3, ete.,

resulta que, segun que un mimero estd compren-
dido entre 4 y 10, entre 10 y 100, etec., su loga-
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ritmo cae entre ceroy uno, entre une y dos, elc.

Por consigniente, si se evalua los logaritmos en
decimales, la parte entera del logaritmo de un ni-
mero enfero ¢ decimal, mayor que Ia unidad, con-
tendra tantas unidades menos una cuanfas cifras
hay en la parte entera del numero cuyo logaritmo
se busca. Esta parte entera del logaritmo, se llama
la caracteristica.

Conocido el logaritmo’ de un numero, para de-
ducir ellozaritmo del producto 6 del cuociente de
este mamero, por la unidad segnida de muchos ce-
ros, basta aumentar ¢ disminuir el logaritmo dado
de tapfas unidades como hay ceros. Asi, se tiene :

Log.[47X10000)=log.47X10g.1000=log.47-}-5.
a1

Loz, (—\:loz. 4i—log. 1000=log. 47—5.
\1000/ P T :

(uando se aumenta 6 se disminuye el logaritmo
de un numero de muchas unidades, el resultado es
el logaritmo del producto ¢ del cuociente de este
numero por una potencia de 10 igual al sumero.de
unidades de que se aumenta ¢ disminaye el Joga-
ritmeo dado. Por ejemplo se tiene :

Log. 47-|-5=leg. i7-+log. 1006=log. (47X 1000)=

log. {A7X403).
{2547

Log. 2547 —5=loz. 2547T—1000—= log. (— |I=
\l“l’ﬂ’!
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El sistema de logaritmos, determinado por las
progresiones primifivas :

241402400, ete.,
;n. {2 neteh;

no puede conducir sino 4 los logaritmos de los nu-
meros mayores que la unidad. Para lograr los loga-
ritmos de los niimeros menores que la unidad, se-
ria preciso que estos numeros hiciesen parte de la
progresion geoméirica, y como en esta progresion
cada término, dividido por la razon 10, da el tér-
mino precedente, se puede hacer preceder el tér-
mino 1 de los términos g Foe , efc., de suerte
10 100’
que la progresion geométrica, indefinidamente
prolongada de parte y ofra del término 1, se
yuelve :

.|
o T A0S 400% AL
100 10

2 = : !
Para hallar les logaritmos de los numeros TS

1 . o 's
Too: € debe establecer convenciones per medio de

las cuales se pueda formar los términos que prece-
den 4 cero en la nueva progresion aritmeética, ¥
como cada término de la progresion aritmeética,
disminuido de larazon 1, dael término preceden-
te, el término que precede & cero se obtendrd
quitando 4 cero una unidad ; lo que hace 0—1, ¢
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solamente —1, v asi sucesivamente se tendri —2,
—3, elc.

En este caso, las progresiones se escribiran de la
manera siguiente :

- { . ‘ . { . .‘ -
“J000-100° 1o° '+ +100:
25 —3.—1.0.1. 2.

Segun que un numero esté precedido del signo
+ 6 del signo —, se dice que este niimero es posi-
tivo 6 negativo. A los nameros que no estan prece-
didos de signos, se les supone precedidos del signo
. ¥ son por consiguiente positivos.

Para calcular los logaritmos de los niimeros me-
nores que la unidad, es preciso insertar medios geo-
métricos entre los términos 1, i L ete., de Ia

10" 100
progresion geoméfrica, y de medios aritméticos en-
tre los términos correspondientes 0—1, ete. de la
progresion aritmética. La indagacion de los medios
geometricos no ofrece dificultad ; pero la determi-
nacion de los medios aritméticos exige que se sepa
operar sobre los niimeros negatiyos.

§ 1L

De lzs cuatro operaciones de la aritmeética sobre los ntimeros positivos
y negativos.

Guando se quiere sumar niimeros positiyos ¥ ne-
gativos, es preciso generalizar el sentido fijado
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hasta el presente a la definicion de la adicion; por
los signos + y —, colocados delante de los niime-
ros, indican realmente adiciones y sustracciones
parciales. Consideraremos pues la adicion de mu-
chos numeros positivos y negativos, como teniendo
por fin, hallar un solo niimero positivo ¢ negativo
que esprese el resultado de las adiciones y de las
sustracciones parciales, indicadas por los signos <~
y — que afectan los nimeros sobre los cuales se
opera. Este resultado es lo que se llama la suma
de los niimeros propuestos. Segun esta nueva defi-
nicion de la adicion, para obtener la suma de mu-
chos numeros positivos 6 negativos, se ponen los
nimeros los unos seguidos de los ofros con sus
signos ; asi para afadir 2 @ menos 5, se escribe
+2—5—=1.

La susfraccion debe considerarse como una ope-
racion cuyo fin es, conociendo la suma de dos nii-
meros y uno de estos numeros, determinar el otro
niimero que esla diferencia.

Dediicese de esta definicion que, para obtener el
resto de una sustraccion, basta escribir despuesdel
numero de que se sustrae, el nimero que se inten-
{a sustraer ¢ sustraendo, tomado con un signo con-
frario 4 aquel de que estd afectado; el resultado
reducido a4 su mas simple espresion es el resto que
se busca.

La multiplicacion” tiene por fin de calcular un
ntmero producto, que esté compuesto con un nii-
mero conocido, llamado multiplicando, de la ma-
nera gue un namero dado, llamado mulfiplicador,
esta compuesto con la unidad.
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Elsigno del producto debiendo depender necesa-
riamentede los signos de los factores, y de ninguna
manera desus valores numeéricos, basta determinar
el signodel producto en elcaso en que el multiplica-
dor sea un numero entero. Partiendo de este prin-
cipio, cuando el multiplicador tiene el signo -+ el
producte tiene el signo del multiplicando: pues el
multiplicador, componiéndose de 1a adicion de mu-
chas unidades, el producto.debe componerse de la
adicion de muchos ntimeres iguales al multipliean-
do, y se ha visto que la suma de muchos niimeros
del mismo signo estd afectada del signo de estos
plimero. Asi :

(F2XH5)=46.4-2) X (—35)=—s.

Cuando el multiplicador tiene el signo —, el pro-
ducto tieme un signo contrario al del muitipli-
cando; puesel multiplicador entero nezativo. com-
poniéndose de la sustraceion de muchas unidades,
se formard el producto sustrayendo muchas veces
el multiplicando ; lo que equivale, como se ha visto,
4 bacer la suma de muchos niimeros iguales al mul-
tiplicando, y afectados de un signo contrario al del
wultiplicando, y por consiguiente esta suma, que
espresa el producto que se busca, estari afectada de
un signo contrario al del multiplicando.

Por ejemplo, el producto de (—3) (~2) =16.

La division tiene por fin, conociendo el producto
de dos nimeros llamado dividendo, y uno de estos
numeros llamado divisor, hallar el ofro lamado
cuociente. De la definicion de la regla de los Signos
en la multiplicacion resulta que el cuociente de dos
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numeros de los mismos signos tiene el signo -4, y
que el cuociente de dos nimeros de signo diferente
tiene ¢l signo —. Por ejemplo

De los logaritmos negalivos.

Facil es ahora hacer ver que las dos progresiones
descendente y ascendente, mas acd de cero y mas
alla de cero y de uno, tienen las mismas propieda-
des en un caso que en otro, esto es, que el produc-
to 6 el enociente de los dos términos de la progre-
sion geométrica es siempre uno de los dos térmi-
nos de esta progresion; pues, si ponemosla pro-
gresion bajo esfa forma :

A e,
10774037402 40"
: i :
se halla que, por ejemplo, T(Tax 10¢=10 gue esuno

de los términos, de la misma manera que 107, di-

yidido por :— puesto que el cuociente iguala & 10™.
10

Se ve de la misma manera, en la progresiqn zfrit-
mética, que lasuma 6 diferencia de dos tcrm.mos
cualquiera es siempre un término de la progresion;
pues en la progresion
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la suma —3+4-2—=~—1, la diferencia (—35)—(2=
—35 que tambien es un término.

Facil es de ver 4 la sola inspeccion que, en el sis-
tema de los logaritmos determinado por estas dos
progresiones, los nimeros mayores que la unidad
tienen logaritmos positivos que son tanto mayores
cuanto mayores son est0s nimeros: mientras que
los niimeros positivos menores que la unidad, tie-
nen- logaritmos negativos que son tanto mayores
cunanto mas pequeios son estos nimeros.

Tambien es consecuencia que los niimeros nega-
tivos no pueden tener logaritmos.

Esto es cuanto pienso oportuno decirte acerca
de los logaritmos y de la aritmética en general; en
mi proxima carfa empezaré d tratar del algebra ;
pero como existe entre esta tltima ciencia grande
analogia con la aritmética, te aconsejo que repa-
ses y recapacites maduramente las teorias y proce-
deres espuestos.

ALGEBRA.
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CARTA DECIMA.

NOCIONES PRELIMINARES.

Amigo Eugenio, ahora vamos & emprender el es-
tudio de una nueva ciencia matematica que frata
de la cantidad de un modo mucho mas general que
la aritmética. El algebra, euyo estudio debe ocu—
parnos, es aquella parte de las matemdticas en.que
se'emplea signos propios para generalizar y abreviar
los razonamienfos que consigo trae Ia resolucion de
las cuestiones relativas 4 los miimeros. Los pringi-
pales elementos de que en esta ciencia se hace aso
son :

le. Las letras del alfabeto, que sirven a designar
los ntimeros sobre los cuales se debe razonar, sien-
do su uso muy util ya sea para abreviar el razona-
miento, ya sea para generalizarlo.

20, El signo 4~ quese usa para sefialar la adicion
de dos 6 mas nimeros, y que se enuncia mas, Asi
a4 seenuncia e mas b.
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5°. El signo —, que se enuncia menos, Y que se
emplea para sefialar la sustraccion 6 resta de dos
nameros uno de otro. Asi a—b se enuncia 2 me-
nos 5.

4. El signo de la multiplicacion, que es X 6 un
punto que se coloca entre las dos cantidades. Asi
a)Xbseenuncia  multiplicado por 4; tambien pue-
de eseribirse a.b.

0. El signo 'de la division que consiste en dos
puntos:, que se colocan entre el dividendo yel
divisor, ¢ bien aun en una raya 6 linea — encima
¥ debajo de la cual se coloca respectivamente el di-

yidendo y el diyisor. Asia26 6 b—se enuncia ¢ divi-

dido por &, 6 el cuociente de a por 4.

67, El coeficiente, signo que se emplea para se-
nalar la adicion de muchos niimeros iguales ; asi
en lugar de escribir a~-a4-a-4-a, que representa la
adicion de cuatro nimeros izuales & a, se escribe
la, 4 es el coeficiente ; de modo que el coeficiente
esun nimero particular escrito 4 la izquierda de
otro nlimero espresado por una Gémuchas letras; Y
que senala cuantas veces se debe tomar la letra, 6
el producto que representan las letras.

70. El esponente, signo que se emplea cuando un
numero designado’ por otro ‘debe !entrar muchas
veces como factor en un producto. Asi en lugar de
eseribir a)aXaXaX«, se escribe g que se pro-
nuncia e cinco, ¢ « quinta potencia.

Llamase potencia el resultado de la multi-
plicacion de muchos ndmeros iguales y grado de

FILOSOFICA. 124

la potencia la cuotidad de numeros iguales multipli-
cados entre si. El esponente es elsigno de este grado;
escribese 4 derecha y un poco encima de una letra,
¥y marca cuantas veces la cantidad espresada por
esta letra debe tomarse como factor en un produc-
to. Para dar 4 entender la importancia del espo-
nentey del coeficiente, supongamos que se quiera
espresar un producto compuesto de cinco factores
iguales d a, de tres factores iguales 4 4, y de dos
factores iguales 4 c; se eseribird o> 4° & en Iugar
de aaaaa bbb cc. Si despues se quiere espresar que
este altimo resultado se ha de multiplicar por 8, 6
se ha de repetir 8 veces, se escribe 8a° 47 2.

8°. El signo /— que precede & un numero,
cuando se quiere dar 4 entender que de este nii-
mero se ha de estraer una raiz de un cierto grado.

Asi 1:’ a se enuncia cuarta raiz de a, 1,0 a Se enun-
cia raiz cibica de a.

Lldmase raiz primera, segunda, efc., de un nd-
mero, un segundonumero que elevado 4 la primera,
segunda,efc., potencia reproduce el primer niimero.

9°. El signo = que espresa que dos cantidades
son iguales. Asi para espresar que el esceso de a
sobre & es igunal 4 ¢, escribese a—b—c.

10°. El signo de desigualdad ~>, empleado para
espresar que una canfidad es mayor que otra; asi
a>bda @ entender que z es mayor que b; a<'d
quiere decir que a es menor que b.

Por medio de estos signos que acabo de esplicar
se consigue encadenar las ideas en los razonamien-
tos que deben hacerse en el algebra.

1X; o
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Llamase cantidad algebrdica o espresion algebrii-
ea, foda cantidad escrita en lengunage algebraico.
Asi 5e es la espresion algebrdica del quintuplo del
numero a; 4a° es la espresion algebrdica del cua-
druplo del coadrado de a; 50—54 es la espresion
algebrdica de la diferencia entre el triple de « y el
guintuplo de 5. Una espresion puede tener uno ¢
nmuchos términos. Llamase monomio, ¢ cantidad
de un solo término, una cantidad algebrdica que
no se reane & otra por el signo de adicion ni sus-
traecion, y polinomio, una espresion compuesta de
muchos términos separados Tos unos de los ofros
por dos signos 4~y —. Asig5a, 5a®, 8¢* 5% & son
monomios ; 5a—35, 2a*—3al--/? son polinomios.
La primera de esfas espresiones se [lama un bino-
mio, ¥ la segunda frinomio, porque contienen la
pna dos términes y la ofra fres.

El valor numérico 'de una espresion algebraica
es el namero que resultaria, si, dando valores par-
ticulares d las letras que la componen, se efectua-
se todas las operaciones aritméticas que comporta
esta espresion. Este valor numeérico depende evi-
dentemente de los valores partieulares atribnidos
a las letras, 'y debe variar generalmente con estos
valores ; asi 2¢° tiene por valor numérico 54, cuan-
do se hace e=>5. Digo generalmente ; pues, en al-
gunos c¢asos, el valor numérico de una espresion
algebrdica no se altera, aunque se alteren las le-
tras que la componen. Asi en la espresion «—?%, en
tanfo que se dard 4 « y a /4 valores ascenden-
tes iguales la espresion nocambia. Sea por ejem-
plo a=7, b=%; resulta a—-bh=5. Sea si se
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quiere a—12, b=9, resulta tambien ¢—p—3,
El valor numérico de un polinomio cualquiera
no se altera, aunque se invierta el orden de sus
términos, con tal que se fenga cuidado de conser—
var & todos estos términos sus signos respectivos.
Asi 4a*—35a*4-3ac* ¥ Bac*—3a*b}-4a’ tienen el
mismo valor numérico. .

En general no se'pone término delante del pri-
mer término de un polinomio que se supone pre-
cedido del signo 4.

Llamase dimension de un término cada uno de
los factores literales que componen este término,
Y grado el numero dg los factores ¢ dimensiones.
El coeficiente no se cuenta por una dimension ; asi

3a se llama un término de una dimension, & del

primer grado ¢ lineario, 55 es un término de dos
dimensiones ¢ del segundo grado, y 82%% es un
término de 6 dimensiones ¢ de sesto grado. En ge-
neral el grado de las dimensiones de un término,
se estima por la suma de los esponentes de las le-
tras que entran en este término.

Una lefra que no tiene esponente se le supone
tener 4 por esponente. Un polinomio es homogé-
neo cuando todos sus términos son del mismo gra-
do 5a—5b4-4c, 8a%h—4a’h’4-6a* son polinomios
homogéneos.

Lidmanse términos semejanteslos términos que se
componen de las mismas letras afectadas de los
mismos esponentes. Asi Sab, 5ab, Tab son términos
semejanies, como 9a*b%¢, 15a¢°b3%¢, 4a’b%. Cuando un
polinomio contiene muchos términos semejantes,
es susceptible de reduccion. Por ejemplo el poli-
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nomio 4a’b—sa’c9ac’—2a:b+4-Ta’e—6F puede
escribirse asi: 4a’b—2a’b+Ta’c—5a’cH9acs—6b° ;
y como 4a*b—2a’b se reduce 4 2¢°b y Ta’c—3a’c
se reduce & 4a’c, resulta que el polinomio se re-
duce & 2a’b-+iare+9ac’ - 655,

Para operar la reduccion detérminos semejantes,
férmase un solo término aditivo de todos los tér-
minos semejantes precedidos del signo --; la que
se efectua anadiendo los coeficientes de estos tér-
minos, y dando su suma por coeficiente 4 la parte
literal comun ; por el mismo medio se forma un
solo término sustrativo de todos los términos pre-
cedidos del signo—; y se coloea la cantidad nega-
tiva inmediatamente despues de Ia cantidad posi-
tiva.

CARTA UNDECIMA.

DE LAS CUATRO OPERACIONES FUNDAMENTALES DEL
ALGEBRA.

Sl

De la adicion.

La adicion algebraica fiene por fin, dados dos
polinomios 6 monomios, hallar un polinomio tnico
llamado suma, queé presente el conjunto de las
adiciones y sustracciones parciales indicadas por
los signos -y —, que afectan los términos de las
cantidades propuestas.

Dedticese de esta definicion que para sumar mu-
chas cantidades, monomios y polinomios, basta co-
locar los términos de estas cantidades unos despues
de ofros con sus signos.

Por ejemplo para anadir b—c & @, basta escribir

a+b—c; pues la suma de las cantidades @ y b,
2
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adiciones y sustracciones parciales indicadas por
los signos -y —, que afectan los términos de las
cantidades propuestas.

Dedticese de esta definicion que para sumar mu-
chas cantidades, monomios y polinomios, basta co-
locar los términos de estas cantidades unos despues
de ofros con sus signos.

Por ejemplo para anadir b—c & @, basta escribir

a+b—c; pues la suma de las cantidades @ y b,
2
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siendo a~-b, si b disminuye dec, la suma a--b debe
disminuir de ¢, luego la suma de las cantidades a
b- ¢ esat-b—e. ,
Cuvando las cantidades que se intenta adicionar
encierran términos semejantes, se facilita las reduc-
ciones de que la suma es susceptible, escribiendo
los tériminos semejantes unos debajo de otros con
SUS signos, y reduciendo cada grupo de términos
semejantes. Por ejemplo para adicionar los fres
polinomios Sa—Tab’*—8a34-9—, 4-1-9a5-10ab*,—
Ta—18ab’; ejectase el eilculo de la manera si-
guiente :

da—Tab—Sa’-1-9

—*-l(}a/z?-{-!)a';— i
—Ta—18Sakh?

Suma. 25— fjtlf):—{—zf:‘ —{—7)' 3

en la espresion redueida 4 la suma que se pide, el

coeficiente de a es 5—7 6 —2. ¢l coeficiente de

s NEX, Al | 1o - o iln -
ab’ s —T--10--48—15, ¢l coeficiente de @ ‘es"

—.\—;—'ﬂ 01; v la parte enteramente numérica es
9—4 6 +5.

Cuando se tiene un poco de costumbre, no hay
necesidad de escribirlos términos wunos debajo de

4 . - .
oiros ; y se hace de seguida la reduccion.
§ IL
De la sustraceio.

Supongamos que se haya de sustraer 4b de 5a,
el resultado algebriico es Ja—1ib; de la misma ma-
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nera. la diferencia entre 7a’b®, y dabec es Ta*bo—
wabe; yla de Saib y 3a4l—5aib=5a4b. Ahorasu-
pongzamos que queremos restar 1b—3e¢ de 4a; pué-
dese presentar el resultado de esta mamera ; ia—
(41b—3¢), poniendo la cantidad que debesustraerse
¢ sustraendo entre dos paréntesis, y escribiéndolo
despues de la primera cantidad con el signo —; pero
muchas veces es preciso formar un solo polinomio
de esta espresion, 3 cuyo fin, se observa que si a,
b, ¢ faeran nameros, se efectuaria la division indi-
cada por 4b—35¢, y despues se sustraeria el resul-
tado de 4a; como esta resta no puede tener lugar
en el estado actual de las cantidades, se empieza
por restar -4b de 4a, lo que da 4a—14b; pero restan-
do 4 unidades, se ha restado un nimero demasia-
do fuerte de 3¢ unidades; es preciso rectificar el re-
sultado afiadiendo 3¢ 3 asi se tiene fa—ib--5¢ para
el resultado de la susiraccion propuesta. Suponga-
mos que tenemos el ejemplo siguiente : 5¢*—iab+
She—b° que queremos restar dg §a*—2ab; esta
operacion puede indicarse asi: Sa*—2ab—{5¢°—
tab+-5bc—b°); pero para reducir esta éspresion dun
solo polinomio, obseryemos que. sustraer 3a’iab4-
3be—b equivale & sustraer la _diferencia entre la
suma 3a’~-3bc de los términos aditivos, y la suma
tab+-b* de los términos sustractivos. Puédese em-
pezar por restar Se+4-3be, lo que da Sa*—2ab—
Sa—5be, y como este resultado es necesariamente
demasiado debil de 4ab+-b°, es preciso anadir esta
ultima cantidad, resultando 8a°—2ab—5a*—5be4
dab-+-b*, mediante reduccion 3a°-2ab—5be4-4b*;
de lo que resulta esta regla general : para restar un
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polinomio de otro, se escribe el polinomiosustraen-
do del polinomio minuendo, cambiando los signos
de aquel ; se opera la reduccion del polinomio que

queda si hay Iugar para ello de lo cual resulta
que

5a°—4a*b36% | = 5
—'(502 5(15 gb',l) § —=8a°—1T a*b—}—l i bc.

§ 111,

De la multiplicacion.

Demuéstrase en aritmética que el producto de
dos 6 mas nimeros no se altera, sea cual sea el or-
den con que se multipliquen. Asi 3X4X5=4X
5X5. Lo mismo sucede en las eantidades literales ;
aXbXe=aXcXb.

Establecido esto, la multiplicacion es muy sen-
cilla. En efecto, tratese, por ejemplo, de mull{plicar
el monomio 4a3* por 5a’bc; la espresion de este
producto puede escribirse asi : 4a*b*X5a%hc ; pero
observarémos que 4a’b’=Jlaaabby Sa’be=>5aabc;
luego setiene 4a°b"X 5a’be="4aaabb) 5aabc;mas co-
mo, segun he demostrado, se puedeinvertir el orden
de los factores, equivale a 4)X5aaaaabbbe ; y como
los coeficientes son nimeros particulares, nada im-
pide formar unosolo multiplicindolos entre si, Io
que da 20 por coeficiente del producto. En cuanto
& letras, el producto agaaa equivale 4 a7, y el pro-
ducto bbb & b*; de modo que el resultado final es
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20a5h3. Resulta que puede establecerse la regla si-
guiente; para multiplicar dos monomios uno por
otro, se deberd 1° multiplicar los dos coeficientes
entre si: 2° escribir despues de este producto todas
las letras que entran 4 la vez en el multiplicando y
el multiplicador, afectando cada letra de un espo-
nente igual 4 la suma de los dos esponentes de que
estd afectada esta misma letra en ambos factores;
3° si una letra entra solamente en uno de los facto-
res, escribirla en el producto con el esponente de
que esta afectada en este factor.

Dedicese de esta regla que Ta’bic)X9a°b'¢3d=
65a8b°etd A3 b3t d X da*bed®g=60a bic>d’y.

Pasemos ahora 4 la multiplicacion de los poli-
nomios. Supongamos que tenemos dos polinomios
a+-b+4-c y d-+f, compuestos de términos aditivos ;
puédese presentar el .producto bajo la forma de
(a-4-b4¢) (d-4f); pero se trata de desarrollar este
producto. Es evidente que multiplicar la suma a—
b+ por d-+f equivale & tomar o repetir a+4-b4-¢
tantas veces cuantas unidades hay en d, y despues
tantas veces cuantas unidades hay en f, y anadir los
dos produclos; pero multiplicar a+-b--c por d es
tomar d yeces cada una de las partes del multipli-
cando, y reunir los productos parciales, lo que da
ad4-cd; de la misma manera multiplicar a--b+-c
por fequivale 4tomar f veces cada una de las partes
del multiplicando, y reunir los productos parciales,
lo que da af-}-bfcf, que deben ser anadidos 4 ad
+4-bd}-cd; el producto serd por consiguiente af+
bf+-cf+-ad--bd-tcd. Asi, para multiplicar dos po-
limonios compuestos de muchos términos todos adi-

6.
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tivos, es preeiso multiplicar separadamente cada
uno de los términos del multiplicando por cada uno
de los términos del multiplicador y aiadir los pro-
ductos.

Si estostérminos estan afectados de eoeficientesy
de esponentes sesigue las mismas reglas prescritas
parfa la_multiplicacion del monomio. Por ejemplo,
(36°4-4ab-4-b’] (2a-{-5b) dan por producto 6a34-3azb
—}-izab-—{-l.‘a'a""b—}-?.(lab-‘—l-sb-?, mediante reduccion de
6a°4-25a'b4-22¢b°4-50°. Para comprender el caso
mas general, osharé presente que si el multiplicando
contiene términos aditivos y términos sustrativos,
este factor espresa una diferencia entre el niimero
de las unidades marcada por la sumade los térmi-
nos sustractivos; ¥ que con respecto al multiplica-
dor hay que hacer el mismo razonamiento, de lo
que resulta que Ja multiplicacion de dos polino-
mios cualesquiera, sereduce 4 la multiplicacion de
dos binomios tales_como a—1hb, e—d ; a designando
la suma delos té;minos aditivos y —b, la st]ma de
los términos sustractivos del multiplicando ; 1o mis-
mohayque decir decy de —d, relativamente al mul-
tiplicador, luego hay que multiplicar a—b, c—d.
Mulfiplicar e—& por e—d equivale 4 tomar 6 repe-
tir e—btantas veces cuantasunidadeshayen ¢, me-
nos tantas veces cuanfas unidades hay en d ; 6 bien
a multiplicara—>b por e, y & sustraer del pfoducto

el de a—>b por d. Multiplicando a—b por ¢, selogra
ac—be. En efecto el producto de « por ¢ siendojw
si el multiplicando disminuye de b, el producto dis:
minuird de ¢ veces b 6 de be; el productode a—¢
por ¢ es pues ac—be. De la misma manera, el pro-
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ducto a—b por d es ad—bd ; y como este ultimo
producto debe ser restado del precedente ac—be,
es preciso cambiar los signos de ad—bd, y eseri-
birlo despues de ac—be, lo que da (@=b) {e—d)=
ac—be—ad-}-bd.

Para poner mas orden en la formacion del pro-
ducto, y para facilitar las reducciones de que puede
ser susceptible este produeto, se acostumbra & or-
denar los factores.con relacion 4 una sola letra.

Por ejemplo, supongames que tenemos que mul-

tiplicar

a—ba*+-b*a—b por
5a° 3ba—A4b*
5a5=5bak--3b*a>—3b°a*. 1% producto.
—5lak}-3bPP—51d -5bka. 2 producto.
— 1B b a*—hbla{-45". 55 producto.

Prod’. 5(17‘-—!5[1(14-}—2/)2&“——2/)3(13-—[;'«a+4’clr-'.

La multiplicacion del multiplicando por el pri-
mer término 5a* del multiplicad®r ha dadosel pri-
mer producto parcial; multiplicando el multipli-
cando por el segundo término —5a del multiplica-
dor, se hia logrado el segundo producto parcial, y
se ha cerrado el tercer producto parcial multipli-
cando todo el multiplicando por el térming )" del
multiplicador ; se ha colocado los férminos seme-
jantes unos debajo de otros y la'suma de los pro-
ductos parciales reducida & su iltima espresion, ha
dado el producto total.

La regla de los signos puede enunciarse asi : to-
das las veces que los dos términos del multiplican-
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do y el multiplicador estén afectados del mismo
signo, el producto correspondiente estd afectado del
signo -, y cuando los dos términos estin afecta-
dos de los signos contraries, el producto estd afec—
tado del signo —. Dicese aun, en lenguage alge-
bréico, que -4 multiplicado por 4, 6 — multipli-
cado por — da -, y que -+ multiplicado por — da
menos.

De todo lo espuesto puede deducirse la siguiente
regla : para multiplicar dos polinomios uno por
otro, se deberd multiplicar sucesiyamente cada tér-
mino del moltiplicando por cada término del mul-
tiplicador, dando el signo - al producto de dos
términos del mismo signo, y el signo — al produc-
to de dos términos afectados de signos contrarios.

Mas sobre este asunto pienso hacerte dos obser-
yaciones.

12 Silos polinomios que se quieren multiplicar
son homogéneos; el producto de estos dos polino-
mios-es tambien l?omogéneo, consecuencia eyidente
de las reglas relalivas 4 las letras y a los esponen-
tes en la multiplicacion de las cantidades mono-
mias. Ademas, el grado de cada término del pro-
ducto debe ser igual 4 la suma de los grados de dos
términos cualesquiera del multiplicando y multi-
plicador.

22 Cuando en la multiplicacion de dos polinomios
el producto no ofrece reduccion de términos seme-
jantes, el nimero total delos términos del producto
es igual al producto del ntimero de los términos del
multiplicando, multiplicado por el ntimero de tér-
minos del multiplicador. Asi, si se tiene 7 términos
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en el multiplicando y 3 en el multiplicador, habré
7X5 6 21 en el producto. Cuando hay términos se-
mejantes, el namero de los términos del producto
simplificado puede ser menor; pero se obseryard
que enfre los diferentes términos del producto los
hay que no pueden reducirse con ningun ofro;y
son 1° el término procedente de la multiplicacion
del término del multiplicando, afectado del mas al-
to esponente de cualquiera de las letras, por el tér-
mino del multiplicador afectado del mas alto es-
ponente de la misma letra; 2° el término proce-
dente de la multiplicacion de dos términos afec-
tados del mas debil esponente de la misma letra.

Muchas veces sucede que se necesita conocer el
cuadrado de un binomio de la forma a+4b. Formar
el cuadrado de un binomio, es multiplicarlo por si
mismo, y resulta (e--b)’=(a+b) (a+b=a’}abt
b’, es decir que el cuadrado de la suma de dos can-
tidades se compone del cuadrado de la primera,
mas del cuadrado de la segunda, n#s del doble del
producto de Ia primera por la segunda.

De'la misma manera (a—b'’=(a—b) (a—b)=a*—
2ab--b%, espresion que solo difiere dela precedente
por el sizno de 2ab.

§AV.

e Ia division:

La division tiene por objeto, conocido un pro-
ducto y uno de sus factores haliar el otro factor.

Examinemos esta operacion en los monomios.
Supongamos que tenemos que dividir 2847 por
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. - 28a7 .
3a°, lo que se eseribe —-; €s preciso encontrar
A

un tercer monomio que multiplicado por 4a’, re-
produzca 28a7 ; es preciso pues que el coeficiente
del monomio que se busca sea tal, que multiplica-
do por 4, dé 28, y que el esponente de a en el cuo-
ciente anadidoal esponente 5 de a en el divisor dé
7; y como solo el nimero 7 multiplicado por 4 da
98, ¥ no hay mas que 4, que anadido a 3, pueda
dar 7, siguese que el coeficiente de a en el cuo-
ciente es 7 y su esponente es 4, de modo que se
Al 284 |0 AN ) o i s
tiene T{—zg-:lu'o ;. yen efecto, se tiene Ta'—4ia’=
98a7. Se tiene tambien, segun las mismas obser-
15a'b%e

yaciones 'ﬂh’::iﬂm' De lo gue resulta, que
2007

para diyidir los monomios uno por otro, es preciso :
|° diyidir los dos-coeficientes tino por otro ; 2o es-
cribir cada una de las letras comunes al dividendo
y al divisor allado del coeficiente, ddndole un es=
ponente igual 4 la diferencia del esponente del di-

videndo y el divisor; 3o escribir despues y con sus -

esponentes respectivos, las letras que entran en el
dividendo sin entrar en el divisor.

Puede suceder.que los esponentes de ciertas le-
tras sean las mismas en el dividendo y en el divi-
sor; si, por ejemplo se tuviese que dividir 25a°6*
por 3a*b:, como laletra b tiene el mismo esponente,

25a'h*

el cuociente no debe contenerlo, y resulta e
20707

=0
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Pero el cuociente Sa puede ponerse bajo una for-
ma que pueda conservarla traza dela letra b; en

be
efecto segun la regla establecida , l;:lw. Este

nuevo simbolo §° indica que la letra b entra 0 ve-
ces como factor en el cuociente, pero tambien in-
dica que entraba en el dividendo y en el divisor, ¥
que ha desaparecido por efecto de la operacion,
siendo por otra parte facil de ver que b~—1, pues

b ;
IP:E y toda cantidad dividida por si misma da 1.

Resulta pues b°=1 ; asj toda cantidad afectada de
un esponente cero es igual 4 uno. Hay casos en que
es imposible efectuar la diyision de dos monomios:
42 cuando los coeficientes no son divisibles uno por
otro; 29 cuando en ciertos esponentes el divisor su-
pera al diyidendo; y en fin cuando el divisor con-
tiene una 6 muchas letras que no entran en el divi-
dendo, en cuyo caso el monomio queda bajo la
forma fraccionaria que muchas veces puede sim-
plificarse.

Sea, por ejemplo : 12a*b%d que debe dividirse
por, Sa’b’ef, el cuociente se presenta bajo Ia forma
12a*t%ed

Sa’bief
observa.que los factores 4, @’ b’y e, siendo co—-
munes & los dos términos de esla fraccion, nada
i A - ' sa*bd
impide suprimirlos; y se tiene por resultado —20—;“_

Para simplificar un ntmero fraccionario, se su-
prime el mayor factor comun & los dos coeficientes,

: esta espresion puede simplificarse. Si se




156 RECREACION

se quita el menor esponente de una misma letra,
del mayor, y se escribe la letra, afectada de esta di-
ferencia de esponentes, en el término de la fraccion
cuyo esponente sea mayor, y por ultimo se escribe
las letras no comunes, con sus esponentes res-
pectivos en-el término de la fraccion en que entra-
ban estas letras.

§V.

Division de los polinomios.

La division de los polinomios tiene por fin buscar
un tereer polinomio que multiplicado con el segun-
do, reproduzea el primero ; de manera que siA de-
signa un polinomio dividendo, B-el polinomio divi-
sor, ¥ ¢ el cuociente; se tiene : B)X+=A. De lo dicho
resulta, y de Ia regla de la multiplicacion de los po-
linomios, que el dividendo A es el conjunto, por
adicion y despues de reduccion, de los productos
parciales de cada uno delos términos del divisor B,
multiplicados por cada uno de los términos del cuo-
ciente ¢ que se busca. Si se pudiese deseubrir en el
dividendo A un término que proviniese sin reduc-
cion, de la multiplicacion, de uno de los términos
del divisor B por uno de los términos del cuocien-
fe ¢, enfonces, diyidiendo uno por ofro estos dos
términos del dividendo y el divisor, se estaria cierto
de lograr un término del cuociente.

Segun la segunda obseryacion que he hecho so-
bre la multiplicacion, el término afectado del mas
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alto esponente de una cierta letra en el producto,
jamas se reduce con los otros ; de manera, que si se
divide este término por el del divisor que tiene el
mas fuerte esponente de la primera letra, se estard
cierto de tener un término del cuociente. Para ma-
yor claridad, sea, por ejemplo, 45a¢ el término de
A, en el cual la letra @ tiene el mas fuerte espo-
pente, y sea —5a?, el del divisorB, en el cual es ma-
yor el esponenteeselde a; el término 15a* proviene
sin reduccion de la multiplicacion de los dos térmi-
nos del divisor ¢ del cuociente del mas fuerte es-
ponente de la misma letra @; luego dividiendo
15¢¢ por —>5a’, se tendrd un término del cuociente
que se busca; pero es preciso determinar el signo
de que debe estar afectado el cuociente.

Este signo no puede ser ofro que —; pues es pre-
ciso, que multiplicado por —, dé -} ; y solo hay —
que, multiplicado por —, dé 4. Luego —5a’ es
un término del cuociente buscado. Despues de ha-
berlo puesto debajo del divisor B, se multiplica ca-
da uno de los términos del divisor por —5a, des-
pues se sustrae el producto del dividendo A, lo
que se hace. escribiendo este producto con signos
contrarios debajo del dividendo, y operando su re-
duccion ; deesta manera se logra un primer restoB,
que se considera como un nuevo dividendo con el
cual se opera como'con el polinomio A propuesto,
y asi sucesivamente, siendo cada vez mas facil la
operacion, si son ordenados los polinomios A y
B, con relacion & una misma letra.

Un ejemplo hard claro este proceder, pero es
preciso antes establecer generalmente la regla de
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los signos de la division. Como en la multiplica-
cion, el producto de dos términos de mismo un signo
esta afectado del signo -, y que el producto afec-
tado del signo contrario es —, puede decirse -
1o quesi el término del dividendo tiene el signo -,
y el del divisor el signo-}-, el término del cuociente
debe tener el signo~-; 20 que si el término del di-
videndo tiene el signo -, y el término del divisor
el signo —, 6 el término del dividendo el signo —
y el del divisor el signo -}, el término del cuo-
ciente debe tener el signo —; enfin si el dividendo
tiene el signo —y el divisor el signo —, el cuo-
ciente debe tener elsigno -+-; lo que equivale i de-
¢ir, que silos dos términos del dividendo y del di-
visor son del mismo signo, el cuociente debe ser
afectado del signo-}-; y si son de signo confrario,

el cuociente debe ser afectado del signo —.
Examinemos los dos polinomios.

il B
@*—3bat -5 a4-50%a°| ad—5ba’
—a’+-5hat [ >—2ba—>b"
C—=2ba' 5 a5 b5

2bai—6b:q®
’\'.—b’as—}-Slf’a‘
ba>—5b%:

0

Los dos polinomios estin ordenados con relacion
d la lefra a; es decir que el esponente de la letra
ha ido menguando en el dividendo y diyisor; se ha
dividido a® por @?, 1o que ha dado el término a* del
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cuociente y despues se ha efectuado el producto de
(a®—35ba2) por e, y se ha quitado del polinomio di-
videndo, lo que ha dado el resto R, cuyo resto se
ha considerado como un nueyo dividendo ordenado
con relacion 4 la misma letra «. Se ha dividido su
primer término —2ba® por @, lo que ha dado el tér-
mino —2ba del cuociente ; se ha hecho el producto
del diyisor por este nuevo término del cuociente,
y se ha restado de R, lo que ha dado el resto R/, que
se considera fambien como un nuevo dividendo
ordenado con relacion 4 la letra a : dividiendo su
primer término —b'a® por a®, se logra el término
—0b" del cuociente ; haciendo el producto del divi-
sor por —b*, yrestando este producto de R', resul-
ta, 0 lo que prueba que a’—2ba—b’ es el cuociente
exacto de la division de los dos polinomios pro-
puestos. Haciendo el producto del caoeiente por el
diyisor, resulta el polinomio dividendo.

De lo dicho resulta la regla de la division que
puede enunciarse asi : se ordena el dividendo y el
divisor con relacion & una misma letra, se divide el
primer término del dividendo por el primer térmi-
no del diyisor, el resultado serd el primer término
del cuociente. Se resta del dividendo el producto
del divisor por el primer término del cuociente, y
se obtiene un primer residuo; se divide el primer
término de este primer residuo por el primer tér-
mino del divisor, el resultado sera el segundo tér-
mino del cuociente, y asi sucesivamente.

Sobre este punto, te haré como relativamente a
la multiplicacion algunas observaciones.

1o Hemos dicho que es preciso arreglar el divi-
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dendo y el divisor con relacion 4 una misma letra ;
pero puede suceder que uno de los polinomios pro-
puestos 6 ambos contengan muchos términos afee-
tados de una misma potencia de la letra con rela-
cion 4 la cual se quiere arreglar; esto complica un
poco la division; pero la regla establecida es siem-
pre la misma.

SeaMa'4-Na’+-Pa’{-Ra+-V el dividendo, yM'a’4-
Na+P' el divisor.

Cada uno de los coeficientes M, N, P, Q. M, N,
P', designa el conjunto de muchos términos. Asi
Mo’ representa toda la parte del dividendo afectada
de af, 'y asi de los otros. Establecido esto, puesto
que el mayor esponente de @ es 4 en el dividendo,
¥ 2 en el divisor, debe tambien ser igual 4 2 en el
cuociente que afecta entonces la forma Aa’4-Ba-}-C.
Para deferminar la parte de este cuociente afectada
de la mas alta potencia, se repara que el producto
de las dos partes Aa® y M'a’ no puede esperimentar
ninguna reduccion con los otros productos del di-
visor por el cuociente, y, por consiguiente , debe
ser igual 4 la parte Ma* del dividendo afectada de
la mas alta potencia.

Luego reciprocamente si se divide Ma" por Ma’,
se deberd tener la parte Aa’ del cuociente ; lo que
equivale 4 dividir A por A’, puesto que af, dividido
pora’, da a’; lograda la parte A¢’, se multiplica
cada una de las partes del divisor por Aa’y se res-
ta 4 proporcion los productos parciales que se ob-
tiene; lo que da un primer resto con el cunal se
opera como con el polinomio propuesto.

2¢_Para dividir un polinomio por una cantidad
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independiente de la letra con relacion & la cual se
ha ordenado este polinomio, basta efectuar la divi-
sion en cada uno de los coeficientes de esta letra.

Tratese, por ejemplo, de dividir (b"—¢’)a’4-(b'—
¢!)a’4-3(b+-c) @ por b--c. Dividese cada uno de los
coeficientes b°—c2 b*—c?, por b4-c; los cuccientes
siendo b—¢, B —cb*4-c’b—c?, 5a; el cuociente total
es :

(b—c) a5 —cb4-c’b—c?)a’4-5a.
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dendo y el divisor con relacion 4 una misma letra ;
pero puede suceder que uno de los polinomios pro-
puestos 6 ambos contengan muchos términos afee-
tados de una misma potencia de la letra con rela-
cion 4 la cual se quiere arreglar; esto complica un
poco la division; pero la regla establecida es siem-
pre la misma.

SeaMa'4-Na’+-Pa’{-Ra+-V el dividendo, yM'a’4-
Na+P' el divisor.

Cada uno de los coeficientes M, N, P, Q. M, N,
P', designa el conjunto de muchos términos. Asi
Mo’ representa toda la parte del dividendo afectada
de af, 'y asi de los otros. Establecido esto, puesto
que el mayor esponente de @ es 4 en el dividendo,
¥ 2 en el divisor, debe tambien ser igual 4 2 en el
cuociente que afecta entonces la forma Aa’4-Ba-}-C.
Para deferminar la parte de este cuociente afectada
de la mas alta potencia, se repara que el producto
de las dos partes Aa® y M'a’ no puede esperimentar
ninguna reduccion con los otros productos del di-
visor por el cuociente, y, por consiguiente , debe
ser igual 4 la parte Ma* del dividendo afectada de
la mas alta potencia.

Luego reciprocamente si se divide Ma" por Ma’,
se deberd tener la parte Aa’ del cuociente ; lo que
equivale 4 dividir A por A’, puesto que af, dividido
pora’, da a’; lograda la parte A¢’, se multiplica
cada una de las partes del divisor por Aa’y se res-
ta 4 proporcion los productos parciales que se ob-
tiene; lo que da un primer resto con el cunal se
opera como con el polinomio propuesto.

2¢_Para dividir un polinomio por una cantidad
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independiente de la letra con relacion & la cual se
ha ordenado este polinomio, basta efectuar la divi-
sion en cada uno de los coeficientes de esta letra.

Tratese, por ejemplo, de dividir (b"—¢’)a’4-(b'—
¢!)a’4-3(b+-c) @ por b--c. Dividese cada uno de los
coeficientes b°—c2 b*—c?, por b4-c; los cuccientes
siendo b—¢, B —cb*4-c’b—c?, 5a; el cuociente total
es :

(b—c) a5 —cb4-c’b—c?)a’4-5a.




CARTA DUODECIMA.

FRACCIONES LITERALES O ALGEBRAICAS.

Amigo Eugenio, en la presente me estenderé mu-
cho menos que en la anterior, siendo mi objeto
tratar sucintamente la cuestion que nos octipa.

Ejecutase en las fracciones algebriicas las mismas
operaciones que en las fracciones aritméticas. Asf,
una fraccion cualquiera no cambia de valor euando
ambos sus términos se multiplican 6 dividen por
una misma cantidad.

: L —
Sea, por ejemplo, la fraccion 7 » CUYO cuociente
/]
podemos representar por g, de manera que respifa
a
>=¢; pero el dividendo a siendo igual al
7 g producto

del divisor por el cuociente, se tiene : a=bhq : de lo

que se deduce (IXm:qum:thXq, de lo que

resulta q:(l&l: pero g es ya igual & & ]
bom’ RS ull.uego

a aXm

Z:mn' loque demuestra el principio enunciado.
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Este principio se emplea para reducir diversas

fracciones & un comun denominador; & este ob-

jeto basta multiplicar los dos términos de cada una

de ellas por el producto de los denominadores de
las otras.

. ; a ) 3
Por ejemplo las fracciones I , reducidas

c e

b'a fq

4 un comun denominador, se vuelven
adfg cbfg ebdg pbdf

bafg’ bafy' bdfg bifg

Cuando sehalla un denominador multiplice de to-
dos los otros, la operacion puede simplificarse ; sean,
por ejemplo, las fracciones

5 Tx

S 9k

Para reducirlas 4 un mismo denominador, ob-
séryase que 56 es multiplice de 12, 5 ¥ 9. Se divi-
dird, pues, 56 por cada uno de los denominadores, y
se multiplicara los numeradores por los diferen-
tes eiocientes obtenidos. Entonees lasifracciones re-
dueidas serdn

I5z 48 - 28z

56’ 56 (56

Para sumar las fracciones, es preciso reducirlas
4 un mismo denominador si no lo estan; en cuyo
caso no queda mas que anadir Jos nuevos nume-
radores y dar 4 la suna el denominador comun.
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I

Aql ab eqmvale 4 ‘abc—i-)Sgdc-l—-OLd
ad ch[~-:bd

¥ que - ++ H_M;—l— -

La sustraccion de dos fracciones del mismo de-
nominador se efectua tomando la diferencia entre
los numeradores, y afectdndola del denominador
comun.

Asi ~—

Cuando las fracciones no tienen el mismo de-
nominador, serd preciso reducirlas & un comun de-
nominador.

En la multiplicacion de muchas fracciones, el
producto se espresa por una fraccion, cuyo nume-
rador es el producio de los numeradores de las
fracciones propuestas, y cuyo denominador es el
producto de los denominadores de las mismas frac-
ciones.

a ¢
S ] Poni —=m, =
ea par ejemplo — )( Xf oniendo i m,d
n, }:p, se tendra a=bm, c=dn, =—=pf. de lo que
resulta a)eX=hmdn X pf=mnh)}bdf ; por con-
(IX(’X;

bdf

siguiente mnp— . Lo que demuestra el prin-
cipio enunciado.

En efecto supongamos que tenemos que diyidir
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a ¢ 2 - ,
5 por—; reducese estas fracciones & un comun de-

ad
nominador, resultando la diyision 54 POr

equivale & dividir ed por be, pues el cuociente no

se altera cuando se multiplica el dividendo y el di-

yisor por bd; luego el cuociente que se pide es
d

Z— (i} X Lo que demuestra el principio enun-
¢

cxado.

lo que

Cuando se quiere dividir una fraccion por un ni-
mero entero, basta multiplicar el denominador de
la fraccion por el numero entero.

Para reducir un nimero entero en una fraccion
que tenga un denominador dado, basta multiplicar
el entero por el denominador dado.

aXb

Asi a:—b—; esto sirve -4 conyertir en una sola

espresion fraccionaria uno ¢ muchos monomios
juntos a una fraccion.

A2 b ar+ba a + it d_a—{-rb—{—bd

de la misma manera
9 +1)(@—atl) @45
e S _24ed-l)(@*—atl) @ —-{-.).
u—{—l a1 w—}-l

Terminaré esta carta obseryandole, que segun
X 7
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que los dos términos de una fraccion son los mis-
mos ¢ confrarios, esta fraccion es positiva ¢ nega-
fiva; por consiguienfe, una fraccion conserva su
valor y su signo, cuando se cambia los signos de
sus dos términos, y cambia de signo, sin cambiar
de valor absoluto, cuando solo se cambia el signo

del numerador 6 del denominador. CARTA DECIMATERCIA.

DE LAS ECUACIONES DEL PRIMER GRADO.

Bl >
-l

CaIEET 1 RN

Amigo Eugenio, el asunto que actualmente debe
ocuparnos es el analisis algebrdico ¢ teoria de las
ecuaciones.

Las ignaldades que solo tienen lugar en cierfos
valores particulares de las lefras que contienen son
ecuaciones; las igualdades que subsisten, sea cual
sea el valor de las letras que contienen, son identi—
dades. Asi la igualdad 5--a=9 es una ecunacion :
pues solo tiene lugar cuando se supone a—4, y la
igualdad 4a-4-1=4a-41 es una identidad ; pues
tiene lugar sea el que sea el valor de a. Las dos
cantidades separadas por el signo = son los dos
miembros de la ecuacion ; Ia cantidad eolocada 4
izquierda es el primer miembro, y la colocada 4 Ia
derecha es el segundo miembro. Los términos se-

parados por el signo -~y — son los términes de 1a
ecuacion. :

e —
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Se dice que una ecnacion es numérica cuando
1as incognitas solo estin combinadas con nimeros
dados, y sellama literalcuando las cantidades cono-
cidas son representadas por letras. Asi, la ecuacion

Ax— 5y=>5 es numérica, y la ecuacion az-4-b=c es-

literal. Coando cantidades numéricas ¢ literales,
puestas en lugar de las incégnitas, hacen una ecua-
cion idéntica, estas cantidades forman lo que se lla-
ma un sistema de valores de lasincdgnitas, ¢ una
solucion de ecuacion. Asi, la ecuacion 42=12 vol-
viéndose idéntica si en lugar de x se pone 3, se dice
que x—s5 salisface Ia ecuacion. Una ecuacion es del
primer grado cuando la in¢dgnita se halla en el pri-
mer grado.

Tratemos por ahora de las ecuaciones de primer
grado de una sola incdgnita,

Las trasformaciones que se imprimen & las
ecuaciones se fandan en las dos propiedades si-
guientes :

1* Cuando & dos cantidades iguales se afade Ia
misma cantidad, las sumas son iguales.

20" Cuando de dos cantidades iguales se resta una
misma cantidad, los restos son iguales:

5% Multiplicando dos cantidades iguales por una
cantidad los productos son iguales.

4% 8i se divide dos cantidades iguales por una
misma cantidad, los cuocientes son iguales,

De estos principios, aplicados 4 los ntimeros de
una ecuacion, resulta un medio de deducir otras
ecuaciones que fodas se satisfacen, por el mismo

valor de la inciznita, y que condueen al valor de
esta incdgnita,

FILOSOFICA.

Sea. porejemplo, la ecuacion x--a=b.

Si de dos cantidades iguales & x4-a,b, se qui-
taa, losrestos ¢,b—a serdn iguales ; luego r—b—a.
Resulta que para hacer pasar un término de un
miembro de una ecuacion 4 otra, basta borrar este
término en el miembro en que se halla, y escribirlo
en el otro miembro con un signo contrario ; es de-
cir con el signo — si teniael signo--, y con elsigno
-} si tenia el signo —.

A veces la incdgnita se halla combinada por mul-
tiplicacion ¢ division. Sea por ejemplo, 1a ecuacion
ar=>h. Dividese sus dos miembros por a, lo que da

x=—-; por consiguiente, cuando el primer miem-
a

bro de una ecuacion, no conteniendo sino la in-
cognita afectada de un cierto coeficiente, el segundo
término solo contiene ecantidades conocidas, el va-
Tor de la incégnita se obtienedividiendo el segundo
miembro por el coeficiente de la incégnita. Aside

a-t+b

Sy
-

la ecuacion 5x—=a+-b. se saca x—=
. S
Supongamosahora que tenemos Ia ecuacion = =h

la multiplicacion de estos dos miembros porada 2—
a+-b. Por consiguiente, cuando el primer miembro
de una ecuacion no contiene mas que la incdgnita
dividida por una cantidad conocida, y el segundo tér-
mino es una cantidad conocida, se logra el valor de
1a incdgnita multiplicando el segundo miembro por
la cantidad que servia de divisor 4 esta incognita.

‘ P w ] P
Asi de la ecuacion =3, se saca x=5-+45=15.
5 )
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Supongamos que tenemos que resolyer la ecna-
L ar dx
cion ——¢c—=——-.
b e q
Lo primero que se hace es hacer desaparecer el
denominador segun el proceder conocido, y laecua-
cion resulta.

aeqz—cheq dbgz—bpe
beg | beg

Despues multiplicando los dos miembros por
beg, resulta aeqz—cheg—=dbgz—bpe.

Despues haciendo pasar en un mismo miembro
los términos alectados dela inedgnita z, v los otros
en el otro miembro, y haciendo los caml;ios de sig-
nos yaindicados, 1a-ecuacion propuesta se cambia
en aeqr—dbgr=cbeg—bpe y poniendo z como Gni-
co factor, z(aeq—dbg}—cheg—bpe.

Esta ultima ecuacion es facil de resolver, pues
puede reducirse d la forma ax=h ; da por resultado
xzcebq—bpe'

aeq—dbg
Ahora bien, supongamos que tenemos la ecua-

’ -

Y S x
cion ———g4-4—; i
n = i =5 efectnando la reduccion al co-

u

mun denominador se tiene 1a ecuacion

!a)(QX.’sz-—BXESX.'ir-}—iXSXS)XEj_SXQXm
3X9X5 T AXIX'

Efectuando las operaciones indicadas, multipli-
cando los dos miembros por 593, se cambia en

FILOSOFICA.
1802—T52-}-540=2T7.

pasando el término 272 en el primer miembro, y

la cantidad numeérica 540 en el ofro, se tiene :
1802 —T5x—270—=—>540, de lo que resulta

2(180—75—27)=—>540.

Las cantidades entre paréntesis se reducen & 78;
luego se tiene T8xz=—>540, de lo que resulta
540
78

Algunas veces puédese hacer desaparecer los de-
nominadores de una manera mas sencilla, como ya
observé hablando de las fracciones, y & esta opera-
cion es preeiso sener recurso cuando es posible. Por
ejemplo, supongamos que tenemos la ecuacion.

ot

2z. 5 z
:———-:l I"‘—:.
3 4 2

Se observa que 60 es multiplice mas pequeiio de
los denominadores 5, 4, 3, por lo-cual se podré to-
mar 60 por denominador comun, y dividiendo este
denominador comun por cada uno de los denomi-
nadores, y multiplicando por 11, 1a ecuacion se cam-
biard en

0z 434160 , 42z
w06 e N

Multiplicando todos los términos por 60, Y po-
niendo 4 un lado los términos que contienen &
y 4 otro las cantidades que no contienen z, re—-
sulta
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40z —122="0660--45, v por consiguiente,
282=T05
705
e
28

Operando de la misma manera, se halla que el
Ll s SR e
valor de  sacado Ce la ecuacion ——— = —
6 45 9 13
es igual 412, y que el valor de x sacado de la ecua-

. MW R AMMAMTT 3527 | >\ AH

clon ————45— —— esigual 4 —.

4223 b 6

En general, para resolver una ecuacion de primer
grado de una sola incégnita, se hace pasar todos
los términos que encierra la incdgnita en el primer
miembro, ¥ los términos conocidos en el segundo;
reddcese cada miembro d su mas simple espresion,
¥ se quita los denominadores; de lo que resulta una
ecuacion cuyo primer término solo contendr4 la in-
cognita afectada de un cierto coeficiente, y cuyo se-

gundo término serd una cantidad conocida; el va- ,

for de la incdgnita se lograra dividiendo el segundo
miembro de 1a nueva écuacion por el coeficiente de
la incognita.

Toda  ecuacion algebraica puede considerarse
como la espresion de las condiciones de un pro-
blema.

Para enunciar este problema del modo mas sen-
cillo, basta traducir la ecuacion propuesta en len-
guage ordinario. Asi la ecuacion 4z—35—=7 es la tra-
duccion algebréica de este problema.

Hallar un numero cuyo cuadruplo disminuido de
5 sea igual a 7.
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Pasemos ahora  las ecuaciones de primer grado
de muchas inedgnitas. Una ecuacion de dos incdg-
nitas admite una infinidad de valores, pues por ca-
da valor dada arbitrariamente 4 una de las incog-
nitas, la ecuacion determina el valor correspon-
diente de la otra incdgnita. Asi, en Ia ecuacion 2=
Y4, cada valor arbitraria dada 4 la letra y au-
mentada de 4, suministra el valor correspondiente
de 2. Siendo asi dependiente del valor de y el valor
de z, se dice que z es funcion de y. Para resolver
dos ecuaciones de dos incégnitas, procirase pri-
mero combinar estas ecuaciones de manera que se
deduzca una ecuacion, que solo contenga una de
las incdgnitas; lo que equivale 4 eliminar la ofra
desconocida.

Muchos procederes hay de eliminacion. Por ejem-
plo, supongamos que tenemos dos ecuaciones

274-5y=435(1)
Su-iy=22(2).

Para eliminar z, es preciso hacer los coeficientes
de z iguales en las dos ecuaciones, lo gue se con-
sigue multiplicando (1) por’ y (2) por 2 :-operando
asi se liepe las

Ecuaciones : '

que pueden reemplazar las ecuaciones propuestas;
ahora si las resta una de otra, los términos x desa-
parecerdn, y resultara la ecuacion unica 15y—8y
=65—44 que da y=5. Segun el mismo proceder,

-

i.
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para hallar z se volyera iguales los eoeficientes de
y enlas ecuaciones (1) y (2). Multiplicardse (1) por
4y (2) por 5, de lo que resulta

8z-12y=52(5)
152-4-12y="66(6).

Estas dos ultimas ecuaciones reemplazan (1)y (2):
restdndolas unas de otras, los términos en y de-
saparecen, y resulta

Ta=44, y por consiguiente 2—2.

Asi =2, € y=>3, son los valores que satisfacen
a la vez a lasdos ecuaciones propuestas.

Para hacer desaparecer x éy de las ecuaciones
(3, 4, 5 ¥ 6), hemos restado las ecuaciones una de
ofra; pero-si_los coeficientes de ¢ de y en estas
ecuaciones fuesen signos contrarios, en lugar de
restarlas para hacer desaparecer & 6 y, seria pre-
ciso afiadirlas. 8i, por ejemplo, se tuyiese las dos

iy I
. T4y =—
Ecuaciones |22 1 ¥ :
{3z4-4y=9

para que y desapareciera, seria preciso afiadir las
ecuaciones, y eantonces —H y —4, y se destrui-
rian.

El método de eliminacion que acabamos de em-
plear, lleya el nombre de método por adicion 6 sus-
traccion; hay otro que se emplea muchas veces con
ventaja, que es el método de suslitucion ; para ope-
rar segun este método, se saca una de las incdg-
nitas de una de las ecuaciones, se sustituye su va-
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lor en la otra ecuacion, y de este modo se logra
una ecuacion de una sola incdgnita, no habiendo
mas entonces que sacar de esta ecuacion el valor
de Ia incégnita que en ella se halla, y sustituirlaen
las ecuaciones propuestas las que dardn el valor de
la otra incégnita. Para aclararte mas esto, volyeré
4 tomar el mismo ejemplo ya citado.

2$+5 y="13
A¥z-{-iy=22

Sicase el valor de  de la primera ecuacion, ¢o-

mo si y fuese una cantidad conocida, de esta mane-
1 15—5 v

ra se tiene z— "; sustitiyese este yalor de

2

en la segunda, y resulta ;‘j!')—;—ay—)—{-‘iy:?_?., ecua-
cion que ya no contiene x; sicase el valor de y=
5,y sustitiyese este valor de y=—>5 en una de las
ecuaciones propuestas, enla primera, por ejemplo,
resultando 22--9=15 que resulta de =2.

Bastan estos dos métodos para resolyer dos ecua-
ciones de dos incognitas.

Para resolyer tres ecuaciones del primer grado
entre tres inc6gnitas, eliminase una de las inedg-
nitas por cualquiera de los métodos precedentes,
lo que conduce 4 dos ecuaciones que no contienen
mas que dos incognitas : ‘eslas dos ecuaciones tra-
tadas dan el valor de dos de lasincognitas, ylasus-
titucion de estos valoresen cualquiera de las ecua-
ciones que contienen las tres desconocidas de una
ecuacion que determina la tercera incégnita. Por
ejemplo
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A

.‘)’J:—Gy-{—-;z: 13
Tot4y—52=19
2z-4-y+-6z=146.

Para eliminar z en las dos primeras ecuaciones,
se multiplica la primera por 3. y 1a segunda por 4,
despues se aniaden 1os dos resultados (puesto que
los coeficientes de 2 tienen signos contrarios), lo
que da, por nueva ecuacion, AHr—2y—=I121; bara
poner iguales los coeficientes de z en la segunda y
tercera, es preciso multiplicar en Ia segunda z por
uno de los factores del coeficiente 2 en la tercera, y
anadiendo se tiene 4 62--9y=584; la cuestion en es-
te caso se reduce d hallar los valores de z ydey
propios d salisfacer estas nueyas ecuaciones. Dan
=3, y—1, y entonces no queda mas que sustituir
estos valores de 2y de g en cualquiera de las ecua-
ciones propuestas para tener el valor de z; pomién-
dolo.s en la primera, resulta 15—214-11=15; por
consiguiente z=—6. Asi

r=5
y==5b

~—

Z=0

satisfacen 4 las tres ecuaciones propuestas.

Para resolver cuatro ecuaciones entre cuaftro in-
cognitas, se reduce este caso al precédente, elimi-
nando una de las incdgnitas, lo que da tres ecuacio-
nes entre ftres incignitas que dan el valor de las
tresincdgnitas, y sustituyendo estos valores en cual-
quiera de las ecuaciones que contienen la ofra in-
cognita, se deduce el valor de esta ofra incognita,
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cuyo proceder se aplica para resolver cinco ecua-
ciones entre cinco inedgnitas, ete.

Muchas obseryaciones -podria hacerfe sobre las
formas que pueden tomar los valores de las incog-
nitas en la resolucion de las ecuaciones del primer
grado.

Haciendo desaparecer los denominadores, y jun-
tando lo que multiplica la incdgnita, la ecuacion
del primer grado de una sola incognita puede po-
nerse bajo la forma az=b, representandoa y b,

cantidades enteras positivas 6 negativas ; resolyien-

- a
do esta ecuacion, resulta .r:b.

Cuando el numerador b, desiznando un numero
positivo dado, el denominador « disminuye, y sé

b
acerca indefinidamente de 0, el valor de 7 queda

positivo y aumenta indefinidamente ; y en fin cuan-
; b b
do a se reduce a cero, el valor de 3 de z se yuel-

ve mas grande que toda cantidad asignabley este
limite del incremento de las cantidades positiyas es

/1o que se llama el infinitamente grande positivo ¢

el infinito : se representa por el signo =« . Por ejem-
plo, si al denominador a se da el valor de diez en
|

|
A il W B 7 2 L
10 160 1000

diez yeces mas pequeiio,

o 10 o ¥ - .
cion i adquirird valores de diez en diez veces ma-

yor b, 106, 1005, 10000, etc., de manera que siem-
pre se podra tomar ¢ bastante pequefio para que
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- se vuelva mayor que toda cantidad dada.
a
Guando a'y b se reducen simultineamente & cero
. 0
la fraccion - se yuelye g ¥ como se puede tomar
a

un nimero_cualquiera por el cuociente de la diyi-
sion de cero por cero, se dice por este motiyo que

T | T g
la fraccion 5 e indeterminada.
Puede suceder sin embargo que una fraceion Ii-
. 0 ’
teral se presente bajo la forma de oo virtud de

cierta hipétesis, y que sin embargo tenga un valor
determinado.

Si, por ejemplo, la ecuacion que espresa todas
las condiciones deun problema, hubiera dado por
resultado Z=a-{-b, por otras trasformaciones se lle-
8a 4 la ecuacion 2(a—b'=(a-}-b) (a—b)=a’—p’ que
contiene el factor estrangero a—b: el verdadero
valor a-+-b de @ se presentara bajo la forma a=
@—b . S—

P Mientras que 4 a se dé diferentes valores de
=/

i—b

5 condu-

cird al mismo valor determinado de x: pero si se

busca el yalor dé = correspondiente 4 la hipdtesis

a=b, la segunda espresion de « se presentara bajo

b, cadauna de las espresiones a+-b, -

0
Ia forma de 5 aunque el yalor de « sea 2a.

Cuando yuelva 4 escribirte, es mi intencion Lra-
tar de las ecuaciones del segundo grado,

CARTA DECIMACUARTA.

ECUACIONES DEL SEGUNDO GRADO.

§kL

Resolucion de estas ecvaciones.

Amigo Eugenio, conforme te lo prometl en u,]:
nltima, es mi intencion tratar en la presenle'du fas
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_1;3..}_;"; :r_*-%::.ﬂ.

. Pl
Aiadamos y restemos 4 la vez la cantida o

o P g P
resultard $‘+§I+m—j¢7’“o'
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- se vuelva mayor que toda cantidad dada.
a
Guando a'y b se reducen simultineamente & cero
. 0
la fraccion - se yuelye g ¥ como se puede tomar
a

un nimero_cualquiera por el cuociente de la diyi-
sion de cero por cero, se dice por este motiyo que

T | T g
la fraccion 5 e indeterminada.
Puede suceder sin embargo que una fraceion Ii-
. 0 ’
teral se presente bajo la forma de oo virtud de

cierta hipétesis, y que sin embargo tenga un valor
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valor a-+-b de @ se presentara bajo la forma a=
@—b . S—

P Mientras que 4 a se dé diferentes valores de
=/

i—b

5 condu-

cird al mismo valor determinado de x: pero si se

busca el yalor dé = correspondiente 4 la hipdtesis
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P_ (P 2
! _(l+2ﬂ)(x+_’_(1 N

4
Luego la ecnacion propuesta puede ponerse bajo
la forma

Pero 13-{%.1'-{—

PN (P 4N
<l+2[:) VANT 3 7A

Sacando la raiz cuadrada de dos numeros, re-
sulta -

(x—{-jj—):i /;j x

¢ a

Péuese el doble signo mas 6 menos, pues en estos
dos casos el cuadrado siempre ‘estd afectado del
8$igno mas.

Por fia se saca

200 \/ 4@’ a

Tales son los dos valores, que puesto en lugar
de z en la ecuacion la reducen 4 una identidad.

Puede observarse que el primer término del va-
lor de x, es igual 4 Ia mitad del coeficiente de x fo-
mado en signo contrario, y dividido por el coefi-
ciente de «* en la ecuacion propuesta; y este tér-

S piiv .
mmoz—aes igual 4 la suma de los dos valores de .

El producto de los dos valores de z que es
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Pay /P _IN\(_p P q_>
s La? /\ %) X
a fa” a. J\ 2a a4 a

P Poad g
¢ da'a 'd
es por consiguiente igual al término independiente
de x, diyidido por el coeficiente de 2°.

§ II.

Formula del binomio.

Cuando se hace el producto de (x-+-a) por (z-}-b)
por (z4-b), etc., es facil hallar su forma, partiendo
del producto de dos binomios; en efecto

e =St
b

Maltipliquemos ahora por x-f-c; resulta

x’+-a|x*+ab x-+-abe
j:fl q:bci

TiC|

Obseryaremos, que continuando en multiplicar
por x-d, logramos siempre una serie de términos
en x cuyas potencias disminuyen. Vemos tambien
que el primer coeficiente es la unidad ; el segundo
esigaal 4 la suma de los segundos términos ; el ter-
cero iguala la suma de los productos diferentes que
puede hacerse dos a dos con los segundos términos.
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Para mostrar que esta ley es general, es preciso
establecer, que si es verdadera en un producto
de m factores, tambien serd verdadera en un pro-
ducto de m-+-1 factores. De esta hipétesis resulta
una serie de términos de esta forma:

AN BN O3

Multipliquemos por z-}-, resultard

oM | p 8L B gt Ll
NES I SYLRHIE S . o

Estos nueyvos coeficientes estin formados segun
la misma ley. Para demostrarlo es preciso buscar
como con m letras, se puede formar productos di-
ferenfes de n letras.

Considerando des letras a v b, se ve que se puede
formar dos prodactos diferentes de una lefra y un
solo de dos letras, al paso que si se considera to-
das las permutaciones posibles, se verd que hay dos
para dos letras, @ v b. Estas permutaciones son ab
¥ ba.

Considerando tres, e, b, ¢, hillase seis; puesla
letra ¢ puede ocupar tres lugares diferentes en cada
permutacion de dos letras; cab, acb, abe, cba, bea,
bac. Generalizando esta proposicion, se ve que el
nombre de permutaciones de m letras es igual al
producto 1 XX2)5....m.

Hasta aqui hemos hecho entrar en las permuta-
ciones todas las letras dadas. Sihubiese que buscar
cuantas permufaciones se puede efectuar con n le-
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tras, suponiendo que se dé m letras, estas permu-
taciones tomardn el nombre particular de combina-
ciones. Este numero de combinaciones es facil de
hallar ; pues m letras dan evidentemente m combi-
naciones una & una. Para encontrar las combina-
ciones de dos letras, se debe colocar despues de ca-
da una de las combinaciones de una letra cadauna
de las m—1 letras restantes; lo que da m (m—1)
para el nimero de combinaciones de m letras de dos
en dos, y en seguida m (m—i...[m—(n—1)] en el
numero de las combinaciones de m lefras, n @ n.

Si llamamos productos diferentes las combina-
ciones del mismo namero de letras, que difieren &
lIo menos por una letra, podremos llegar por lo que
precede & determinar el nimero de productos dife-
rentes de m letras tomadas n @ n; pues el nimero
de las combinaciones de m letras tomadas » 4 n, es
jgual al nimero de los productos diferentes de m
letras tomadas » & n, multiplicadas per el nimero
de las permutaciones de m letras. Luego, dividien-
do el nimero de Ias combinaciones de  lefras to-
madas» & n por el mamero de permutaciones de n
letras, el cuociente indicara el numero de productos
diferentes. Luego este niimero es igual

m(m—1)(.....[m—(n—1)]

I T DN B IR o

Volvamos ahora al producto de (z-}-a) por x-4-b:
su planteo

I.:——l&:(lz' z+-ab
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nos hace ver que el coeficiente de 2 es ignal la
suma de los productos diferentes que se puede
efectuar con las dos letras tomandolas una a una.

El término ab nos indica el numero de productos
diferentes que se puede formar con dos letras re-
pitiéndolas 6 toméndolas dos a dos.

Supongamos que los coeficientes sucesivos de de-
sarrollo general espresan el segundo, la suma delos
productos diferentes de m letrasuna & una, y el tér-
mino # la suma de los productos diferentes de m
letras n—1 & n—1; esta ley tendra tambien lugar
por la adicion de un nuevo factor 2. En efecto,
el desarrollo

s s E A ] i:r-“—‘ C |a—in—24

X ] A BA|

verifica muy bien nuestra hipétesis ; pues A4 es
la suma de los productos diferentes de m--1 letras
2 42, ete.

Aliora podemos suponer por consiguiente que fo-
dos los segundos términos abed,. ete., de los fag=
tores x+-a, 2-}-b, a-}-c, ete., iguales 4 a; y en este
caso parlicular podremos ver lo que sucede con el
desarrollo

zV4-AgM-"-Brd -l
En efecto,

mm—1 . m{m--1) [m--{n--1)a¥
A=ma, B=———a'... K=— ot : :
12 i 2

oo (m—n)

Asi podemos escribir.

FILOSOFICA.

m —_
(x-a) ¥=a¥+-maz V' =

Estraccion de raices de cualquier grado.

La cantidad, que eleyada al cuadrado, reproduce
una cantidad dada, se llama la raiz cuadrada de
esta cantidad. T'ldmase raiz cuarta de una cantidad
A, una cantidad B, que elevada 4 la potencia 4, ¢
que multiplicada % vecespor ella misma, reproduce
esta cantidad.

Para multiplicar la raiz n de A, se acostumbra

==

==
escribiry/A; de suerte que se tenga B=;7A.
Para eleyar un monomio 4 una potencia z, es
preciso multiplicar por n los esponentes de los di-
ferentes factores que lo’componen.

Asi (pgr.....)N=p¥ ¢g¥ 1N .

Asi para estraer la raiz n de un monomio, es pre-
ciso diyidir cada uno de los esponentes por z.

Para estraer la raiz n de un polinomio, es pre-
ciso tener recurso al planteo del binomio. ElI mé-
todo que debe seguirse en el caso general, sien-
do andlogo al que se emplea para determinar la
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raiz cuadrada de un polinomio, lo espondré bre-
vemente, porque es mas sencillo.

Sea por ejemplo un polinomio

a-+b+-c+4d

en el cual @, b, ¢, d, representan cantidades cuales-
quiera. Sieleyamos al cuadrado este polmonuo ten-
dremos

(a4-b-ct-d)>=a -_t"ab—}—b

2Ha-1-ble
A b+¢ d—{-d

de lo que se¢ concluye que el cuadrado de un poli-
nomio, cualquiera que sea el namero de sus tér-
minos, confiene el cuadrado del primer término,
mas-el doble del primero por el segundo, ete.

Propongimonos  ahora estraer la raiz caadrada
de un polinomio A~-B-}-C, ordenado segun las po-
tencias decrecentes de x, y representemos este po-
linomio por P.

Designemos por a+~b--c la raiz ordenada de la
misma manera, su cuadrado deberd reproducir su
polinomio P., Pero, segun 1a regla establecida, en-
tre los términos que componen el cuadrado de esta
raiz, el término en que 2 tiene el mas alto espo-
nenfe es evidentemente a*; luego A es el ¢nadrado
de a. Luego el primer término de la raiz se obtiene
sacando la raiz cuadrada del primer término del
polinomio propuesto. Restemos de P el cuadrado
de este término, el resto que llamaré R, sera

R=B-++(+-...
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debiendo contener el doble del producto del pri-
mertérmino de la raiz por el segundo, mas el cua-
drado del segundo, efc.; y como es facil ver que el
doble producto del primer término por el segundo
debe contener x con un esponente mas alto que las
otras partes de R, resulta que B es este doble pro-
ducto; Iuego el segundo término de la raiz se halla
dividiendo el primer término del restopor el doble
del primer término de la raiz.

El mismo razonamiento hace ver que para hallar
el tercer término se debe restar del polinomio dado
el cuadrado de a-}b, y dividir el primer término
del resto por el doble de (ah), 6 por el doble
de a.

Aplicando estos razonamientos & la estraccion de
la raiz n, el planteo del binomio hard ver la ley
de su composicion, y les razonamientos que he
seguido para la estraccion de la raiz euadrada de-
mostrard que el primer término de Ia raiz se lo-
gra, despues de haber ordenado el polinomio se-
gun las potencias decrescentes de x, y sacando Ia
raiz n del primer término, y el segundo diyidien-
do el primer término del resto por # veces la (n—

, potencia del primer término de la raiz, etc.

§ IV,

Resolucion de las ecuaciones numéricas de cualquier grado.

Toda ecuacion del grado m de una sola incégni-
ta puede reducirse 4 la forma
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i
+ .....7+7:0,
3

M2

w PO 0
Y= =+ 7

Y poniendo

e
3j_p’q'....r's '
se reduce & la forma

£ PN O T V=0,

en la cual PQ... son nimeros enteros positives 6
negativos.

Toda cantidad positiva 6 negativa, entera 6 in-
conmensurable, real 6 imaginaria, que, puesta en
lugar de x en la ecuacion, la reduce 4 una identi-
dad, se lama raiz de esta ecuacion.

Mirase como evidente que toda ecuacion tiene
cuando menos una raiz.

Llamando a esta raiz, digo que el primer miem-
bro de la ecuacion propuesta es diyisible por z—a;
en efecto, si se efectua la division de este primer
miembro, se halla por resta

aVfPu—tf  dgly,

pero si, por hipdtesis, @ es raiz, este resto s nulo,
luego la division es posible exactamente.

Ilamando X el primer término de la ecuacion
propuesta, tendremos

X=(r—a)X’, si designamos por X’ el cuociente de
la division de X por z—a.
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Continuando de esta manera, llegaremos 4 la re-
lacion

X={x—a)(x—b). ..

que indica que una ecuacion del grado m tiene m
raices. Buscando el proddcto de (x—a) por (z—1b),
etc., hallase una formula que debe ser idéntica
X, luego P=— (a-+-b+-...)Q0=(ab-}-be-ca-}), ete.

Cuando dos niimeros =, «, puestos en lugar de
X en x, dan dos resultados de signos contrarios,
hay cuando menos una raiz real comprendida entre
estos dos miembros ; pues, cambiando en X,z en
243, resulta

SRR NEL TS

ahora bien, como es yisible que tomando 3 bastan-
temente pequenio, se podra volyer el término & (N
3P—-....) tan pequefio como se quiera; Tuego se pue-
de aumentar z desde « hasta o', de manera que'el
resultado de estasustitucion varie por grados insen—
sibles; por consiguiente este resuitado no podra cam-
biar de signo sin pasar por cero.

Este resultado pudiendo por otra parte pasar por
cero un numero impar de veces, resulta que puede
haber entre = y ' un plmero impar de raices
reales.

Si 2 y & diesen resultados del mismo signo, 6
bien no habria ninguna raiz real comprendida, 6
habria un nimero par.

Llamase limite superior de las raices positivas de
una ecuacion todo niimero mayor que la mayor

IX, 8
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raiz positiva de esta ecuacion. Llamando M el mayor
de los coeficientes negativos de la ecuacion, y n el

numero de términos que le preceden, el primer
N
término negativo -}~ M serd un limite superior de
las raices positivas; pues la suma de'los términos
negativos-es menor que
M M-S LN —N=! z-+1), 6 que
[pM=N41§ i =
TEERT FLICID e hace /M =p, de donde
M=p™, ¥ que despues se haga z=p--1, la espre-
sion superior se cambia en la siguiente :

p [ [p41 ) M—N—1)—1], 6 bien

P
P Ywsangy L pN
H—l> ke

cantidad mas pequeiia que p4-1.
N

Asi el valor V’)I—l—-l_. puesto en lugar de z yuel-
ve el primer término positivo.

Lograse el limite superior de las raices negativas,
cambiando x en —a, y buscando el limife de las
nueyas raices positivas.

El limite inferior se logra buscando el limite su-
perioren la nueva ecuacion que resulta cambiando
& en i

oy

Esplicado esto, paso ahora & resolver el siguien-
te problema : Toda ecuacion que tiene una raiz
imaginariade la forma =<, —{ tiene otra de Ia
forma «—8;/_,
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En efecto, puesto que =+2,/—1 es por hipite-
sis raiz, debera, colocada en lugarde =, volver
X—0 idéntica. Pero el resultado de esta sustitu-
cion, que es de la forma MJ}N._/—j, debe ser
igual 4 cero; luego se debe tener M=0 y N=0.
Ahora bien, sustituyendo en lngar de xen X=0 el
valor =—%1/—1, el resultado de esta sustitucion serd
evidentemente igual M—N;”—{, y por consiguiente
igual & cero, puesto que M y N son nulos.

§ V.
Teorema de Descartes.

Cuando de un término se pasa al siguiente, dice-
se que hay variacion 6 permanencia, segun que el
signo cambia ¢ queda el mismo. Establecido esto,
voy 4 demostrar gque cualquiera ecuacion, comple-
ta 6 incompleta, no puede tener mas raices positi-
yas que variaciones.

Consideremos una ecuacion cualquiera, comple-
ta 6 incompleta, conteniendo los signos que se quie-
ra; la presentaré de esta manera.

M, =P, 0. R AT, V=,

Aqui P, Q, R, serén términos ordenados como de
ordinario, y confendrdn una potencia de 2 con su
coeficiente ; los puntos indican las lagunas de que
estd llena cada una por términos del mismo signo

-
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que el que precede; es decir que en 2™ empieza
una serie de signos -, a—P, una serie de signos
—, ¥ asi sucesivamente.

Para introducir en la ecuacion una nueva raiz po-
sitiva --a, es preciso multiplicarla por 2 —a, y I
operacion puede disponerse como superiormente.

aM..—P. 0. R T £V
T—0
2= )" IR PPy
P L RLETU Ve
a1 P G LR BT Ve

P'. @, designan los productos Pa, Qz, etc., nin-
guno es igual & cero.

P’, .Q", efe., designan Jos productos que proyie-
nen de la multiplicacion por @, en que contienen x
en el mismo grado que P/, (', ete.

P (), ete., designan términos del mismo gra-
doenx queP’, O, y ninguno de ellos debe ser nulo;
en fin obseryardse que en la segunda linea de los
productos semejantes, las lagunas deben mirarse
como llenas por términos de signes contrarios @ los
que se encuenfran encima’ de ellos en"la primera
linea de los productos, de manera que los signos
que afectan en el producto total los términos cor-
respondientes. & estas lagunas deben quedar inde-
, terminados, en tanto que no se asignalos yalores
particulares a los coeficientes de la ecuacion pro-
puesta.

Ahora bien, sean cuales fueren estos signos, es
eyidente que hay en el producto total & lo menos

-

FILOSOFICA. 173
una variacion de z¥+41 & —P”, mientras que el
multiplicando contiene solamente una sola de 3 §
—P. De la misma manera hay 4 lo menos una de
—P" 4 40", y una sola de —Pa-}-Q, y continuan-
do asi, se reconoce que al fin el producto tiene dlo
menos una variacion de =T 4 =V, mientras que
el multiplicando no tiene ninguna despues del tér~
mino =T, luego el producto tiene & lo menos una
variacion de mas que el multiplicando; de lo que
se concluye que cada raiz positiva, para ser intro-
ducida en una ecuacion, debe a lo menos traer una
variacion.

§VI.

e las raiges iguales.

Si en una ecuacion X—0 se reemplaza x por 243,
s¢ hallard ordenando relativamente & las potencias
ascendentes de 9.

+-ma—! | (m=—1)

4 (m—d PeM—2 d+— M-

' (m-1)(m-2)

PorM—3

tesultado que puede escribirse

XX/ X8, ... 8M=0),
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El polinomio X" se llama polinomio derivado de X.
Si, en'la ecuacion X—=0 se hace x—a'J-3, 2’ sien-
do una de las raices de la ecuacion, se tendra
X, X 0X"y4-.. . 4-9%=0; ypuesto que ' es raiz
X,=0, suprimiendo puesX, ydividiendo por dresulta

XX, it =0 ;

& espresa la diferencia entre la raiz «' y las demas.

Luego la ecuacion dada tiene dos raices iguales
@'; la ecuacion en & debe ser verificada por 9=0,
s preciso que para esto se tenga X'=0.

L.as dos ecuaciones X—=0 y X'=0 siendo verifica-
das por un mismo vyalor de x, tienen un factor co-
mun.

lesulta pues que, para desembarazar una ecua-
cion de sus raices iguales, se debe buscar el mayor
comun divisor entre el primer numero de esta ecua-
cion y su polinomio derivado, y dividir este primer
niunero por el mayor comun divisor.

§ VIl

Teorema de Sturm.

Sea X=0 una ecuacion cuyas raices sean dife~
rentes, sea X' su polinomio derivado; busquemos
el mayor comun divisor.

Llamemos ¢, ¢/, ¢", ete,, los enocientes sucesivos.
Cambiemos haciendo el célculo el signo de cada
resto, sean B, R', R", estos restos, tendremos

FILOSOFICA.
X=q X'—R
X':q R —R’

: :q"H'—H”

N—2—¢¥'RN —RN-H

Sapongamos que diésemos d ax dos valoresa y ¢,
y hagamos crecer = desde = hasta ¢ aumentindola
sucesivamente de cantidades iguales 4 4; ninguno
de estos valores podrd anular 4 la vez dos térmi-
nos consecutivos de Ia serie XX'R...; puessi R°R°
resultasen nulos por las ecuaciones superiores R,
%, X v X resultarian nulos, lo que es imposible,
puesto que la ecuacion propuesta no tiene raices
iguales.

Si la suposicion #=«, anula algunos de estos
términos, por ejemplo, el término R sin anular X,
el numero de las variaciones y permanencias for-
madas por estos términos no sera cambiado, pues
Ia relacion

RY—2—g-HRY —RNH

muestra que- si en x=a, RY¥ es nulo, B¥—2y RN
son necesariamente signos contrarios, y relativa-
mente los signos, estas tres cantidades formaran una
de las series 40—, 6 —0-}-, que dan siempre una
yariacion y una permanencia, sea que se tome ( con
el signo -, sea con el signo —.

Si la supesicion x—a anula X, habra una varia-
cion cambiada en permanencia, pues si Se hace
x=qe-}3, llamemos A y A, lo que se volverdn & ¥
', y designemos por B B' B” y por B, B’ B", lo que

St e

A=
o 3 =
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se volverén los derivados de X y X', por la suposi-
cion de x—a-{-3, atendido & que - anula X, y que
B'=B, pues estas dos cantidades representan los
valores particulares que toman dos derivados igua-
les =19, el resultado final sera:

ASBIB S

Pero siempre se puede tomar 4 bastante pequena
para que A y A’ sean del mismo signo para el pri-
mer término, luego X y X', son del mismo signo en
x=a-+3'y del signo contrario en a=a -7 ; luego,
en el paso de la segunda 4 la primera, habra una
yariacion cambiada en permanencia.

Pero si @ continua creciendo cada vez que serd
igual 4 una de las raices reales de Ia propuesta, ha-
bra una variacion cambiada en permanencia ; luego,
si se cuentan los niumeros de las variaciones cor-
respondiendo 4 las suposiciones z—= y =5, la di-
ferencia de estos dos niimeros de yariaciones es-
presara el nimero de raices comprendidas entre =
yé.

Concluyo aqui esta carta, como tambien todo
cuanto pienso oportuno tratar sobre el algebra; es-
tas nociones no te ensenardn esta ciencia, pero fal
vez te pongan en estado de leer con fruto tratados
mas serios, los cuales, juntamente con la yiva voz y
demostracion practica del maestro, acabarin de en-
senarte una ciencia delo que solo he anhelado esta-
blecer los cimientos.

En mi proxima carta pienso empezar la geome-
tria.

GEOMETRIA.
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ASBIB S

Pero siempre se puede tomar 4 bastante pequena
para que A y A’ sean del mismo signo para el pri-
mer término, luego X y X', son del mismo signo en
x=a-+3'y del signo contrario en a=a -7 ; luego,
en el paso de la segunda 4 la primera, habra una
yariacion cambiada en permanencia.

Pero si @ continua creciendo cada vez que serd
igual 4 una de las raices reales de Ia propuesta, ha-
bra una variacion cambiada en permanencia ; luego,
si se cuentan los niumeros de las variaciones cor-
respondiendo 4 las suposiciones z—= y =5, la di-
ferencia de estos dos niimeros de yariaciones es-
presara el nimero de raices comprendidas entre =
yé.

Concluyo aqui esta carta, como tambien todo
cuanto pienso oportuno tratar sobre el algebra; es-
tas nociones no te ensenardn esta ciencia, pero fal
vez te pongan en estado de leer con fruto tratados
mas serios, los cuales, juntamente con la yiva voz y
demostracion practica del maestro, acabarin de en-
senarte una ciencia delo que solo he anhelado esta-
blecer los cimientos.

En mi proxima carta pienso empezar la geome-
tria.

GEOMETRIA.




CARTA DECIMAQUINTA.

SOBRE LAS LINEAS Y LOS ANGULOS.

§ L

De la formacion delas lineas recta y curva.

Eugenio, imaginate que un punto se mueye : de
cualquiera modo que se mueya siempre ha. de se-
guir algun camino : este camino que lleva el punto
es el que llamamos linea, como AB (Fig. 1). Ahora

bien, ‘si el punto se mueve en busca de otro punto
determinado la linea es recta, como sucede al pun-
to A, el cual se supone que va buscando siempre
en su moyimiento al punto B.

Mas si el punto que se mueve 4 cada paso fuere
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mudando de direccion (Fig. 2), la linea que describe
se llamara curea,
como sucede en el
punto E de la (-

nea EL
Esplico esto mas,
Sijuntasemos mu-
. chas rectas incli-
nadas mituamente, claro estd que el punto O,
siguiendo estas lineas, ya busearia el punto A, yael
B, ya C, y ya ultimamente D : esto no lo dudas: lo
mismo, pues, hace en la curva €l punto moyible E,
porque & cada movimiento infinitamente pequeno

va mudando de direccion.

Por eso cuando el punto moyible caminase por
una linea reeta, llegard a su término mas presto
que si antes de-llegar 4 él fuese describiendo una
curva. De aqui saco una consecuencia, que ti irds
escribiendo 4 parte en un cuaderno para conservar-
las mejor en la memoria.

Namero 1. Luego la linea recta es menor que la
curva si ambas salen de un punto, y ambas termi-
nan en otro.

§ 1I.

De la linea circu'ar.

Si la recta AB (Fig. 5), amigo Eugenio, se fuere
moviendo alrededor, afirmandose sobre la estremi-
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dad A, la otra estremidad B ira describiendo una

Fig. 4.

curva, la que vendra 4 concluir en su principio,
cuando la recta yuelya por dltimo & su lugar anti-
guo.

Esta linea recta que se mueve se llama radio, co-
mo AB : el punto A 6 la estremidad fija se llama
centro.

La curva formada por la estremidad movible se
llama circunferencia 6 periferia, como B, C, D,
E, F.

Cualquiera porcion de esta circunferencia se lla-
ma arco, como DC o DE, ete.

El espacio  comprendido dentro de la circunfe-
rencia se Hlama cireulo.

La recta, que de un punto de la circunferencia
llega hasta el otro, atravesando por el centro, se lia-
ma didmetro (Fig. 4). :

La recta que no pasare por el centro, y termina
por ambos estremos en la circunferencia, se llama
cuerda, como Ol.

La recta que saliere fuera del circulo se Ilama se-
cante, como EF.
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Ahora, amigo, de la formacion del circulo salen
varias consecuencias.

1L

Los diferentes radios de un circulo (Fig. 5) no son
otra cosa sino la misma linea AB, que se movid,
haciendo el circulo, y puesta en diversas situaciones
hace diyersos radios.

Nam. 2. Luego todos los radios de un circulo son
iguales entre si.

II.

Los radios de un circulo son la medida de las dis-
tancias entre el centro y los puntos de la circunfe-
rencia; y como los rayos son iguales se sigue :

Nam. 5. Luego todos los puntos de la circunfe-
rencia estdn igualmente distantes del centro.

HI.

Doblado un circulo por el centro (Fig. 5) si algun

© bar

Fig. 6.

punto de alguna mitad saliere mas hicia fuera, 6
entrase mas hdcia dentro que los de la otra mitad,
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distaria este punto del centro mas 6 menos que los
ofros, lo que es imposible.

Niim. 4. Luego doblado cualquier circulo por el
eentro se ajustardn perfectamente las dos medias
circunferencias 6 semicirculos.

v,

Si dos areos en un eirculo fueren iguales (Fig. 6),
se podra doblar el circulo por el centro de tal mo-
do, que no solo se ajusten las dos medias circunfe-
rencias, sino tambien los dos arcos iguales, que son
partes de ellas. Entonces poniendo las estremidades
de un arco sobre las estremidades del otro se ajus-
tara perfectamente la distancia entre estas estremi-
dades ¢ las cuerdas que las miden.

Nam. 5. Luego en el mismo circulo los arcos
iguales tienen cuerdas iguales.

Del mismo modo si en el mismo circulo son las
cuerdas iguales, las estremidades de los arcos que
estas atan estaran igualmente distantes, y por ser
igual su curvatura, pues se forman con igual mo-
yimiento del mismo radio, se podrén ajustar ycoin-
cidir.

Ntm: 6. Luego en el mismo circulo cuerdas igua-
les piden arcos iguales.

§ IIL

De los 4ngulos en comun.

Amigo Eugenio, antes de hablar de los angulos
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conyiene esplicarte algunos términos que podran
ser estranos a los principiantes.

Cuando dos lineas van conseryando siempre entre
si igual distancia se llaman paralelos : de estas tra-
taremos adelante.

Cuando la distancia va siendo mayor al paso que
van adelantando estas lineas, se llaman divergentes,
v. 2. (Fig. 6) las lineas MI y NE, que segun van ba-
jando yaan distando mas entre si.

Cuando las lineas van distando entre si cada vez
menos se llaman convergentes, v. g. 1as mismas Ii-
neas si se toman de abajo hécia arriba. Esto su-
puesto, sabrds que

Nim. 7. Angulo es la divergencia de dos rayos 6
de dos lineas que se consideren como tales (Fig. 7).

LTS PYTL

Tea -
R PR

Fig. 7. Fig. 8.

El punto A en que se unen se llama vértice: las dos
lineas se llaman lados .

¢ Confieso que dos lineas unidas en un punto pueden hacer 4ngulo,
anngue sea fuera del cirenlo : no vhsta, como para medir la gran leza
de e-te dngulo siempre se considera una punta del compas puesta en
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De este conocimiento se siguen las consecuencias
signientes :

Num. 8. El dngulo mayor 6 menor es la mayor 6
menor divergencia de las lineas. Y asi la longitud
de las lineas no tiene conexion alguna con la gran-
deza del dngulo. Por esto (Fig. 8) el angulo E no
mudara de cantidad, bien sea que sus lineas se cor-
ten en I, 6 paren en A, 6 continuen hasta 0.

1I.

Nam. 9. La medida del dngulo es la medida de
la divergencia, esto es, el arco comprendido entre
los dos rayos que se forman y describen desde el
vértice como de centro.

La circunferencia de cualquier circulo grande 6
pequeno se divide en 560 partes iguales, las que se
llaman grados :los circulos grandes tienen grados
grandes, y los pequeios los tienen pequeiios. Cada
grado se puede dividir en 60 partes iguales, que se
llaman minutos, y cada minuto en 60 partes iguna-

v

les, que se llaman segundos, elc.

Nam. 10. Cuando el arco comprendido entre los
lados de un dngulo es la cuarta parte de un circulo

el vértice, v se describe un circulo fque corte sus dos lados en igual dis-
lancia, para conocer el valor del arco que comprende , en este parti-
cular se consideran como radics. Tambirn advierto que algunas veces
se nota 6 sefiala el dngulo con tres letras : en este caso siempre s ha
de poner en medio de las otras dosla letra que estd en el vérlice.
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comprende 90 grados, y se llama angulo recto, co-
mo A (Fig. 9).

——A
~,

:/

Big. 9. Fiz.

¢
\

Cuando el arco es menos que la cuarta parte se
llama agudo, como B (Fig. 10).

Cuando el arco comprende mas de la cuarta
parte de un circulo se llama obluso, como D (Fig.
A1)

Fig. 12.
De estas tres definiciones se sacan varias conse<
cuencias.
I
Nam. 1+. Luego solamente los éngulos rectos
tienen medida constante y namero sabido de gra-
dos, y todos son iguales entre si.
11.

Nam. 12. Luego el semicirculo ¢ media cirenn-
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ferencia es la medida de dos angulos rectos, 6 de dos
angulos que fengan el valor de estos (Fig. 12), por-
que es igual & dos cuartas partes del circulo 6 4
186 grados.

IIL.

Nuam. 13. Luego la circunferencia total es medi-
da de cuatro (Fig. 8) dngulos rectos, ¢ de los dngu-
los que tengan el valor de ellos (Fig. 415), porque
tiene por medida cuatro cuar-
tas partes del circulo.

IV.

Nuam. 14. Luego todos los
dngulos que se pudieren for-
mar sobre una linea rectay
en un punto (Fig. 12) tienen
el valor de dos rectos, por-
que todos juntos se pueden medir por la media
circunferencia, ¢ tienen el mismo yalor que un se-
micirculo:

Nim. 45. Luego todos los angulos que se pue-
den formar alrededor de un punto (Fig. 15) son
iguales 4 cmatro rectos, porque se pueden medir
por una circunferencia entera.

Se llama suplemento de un dngulo lo que falta 4
este para completar la media circunferencia 4 se-
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micirculo (Fig. 44), y asi el dngulo A tiene por su-

Fig. 15.

plemento la porcion de semicirculo MN. Se Ilama
complemento de un dngulo lo que falta en este para
la cuarta parte de un circulo, como B (Fig. 13),
por lo cual el dngulo B tiene por complemento el
arco ao. -

De esta definicion se sacan las consecuencias si-
guientes.

L.

Num. 46. Luego cuando dos angulos tuvieren el
mismo complemento 6 el mismo suplemento serdn
iguales entre si, porque si 4 ambos les falta el
mismo numero de gradcfs para 90 ¢ para 180, am-
bos tendrén igual nimero de grados.

Cuando dos rectas se cruzan (Fig. 16) tenemos

cuafro angulos A, M, O, N. Aquellos déngulos que RO
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tienen un lado comun 4 los dos, v.g. AQ, como
MN, se llaman opuestos por el vértice, 6 como al-
gunos dicen opuestos verticalmente : adviértase
bien que, como he dicho, han de ser formados por
dos rectas que se crucen.

Si tomamos juntamente el dngulo M con el A,
ambos se miden por un semicirculo, y por consi-
guiente A es el suplemento de M. Asimismo si to-
mamos juntos el dagulo N con el A tienen por su
medida un semicirculo, y por consiguiente A es su-
plemento de N. Luego My N tendréin el mismo su-
plemento A ; y esto se puede probar con los dngulos
Ayo.

II.

Num. 17. Luego los dngulos opuestos por el vér-
tice son iguales.

§ 1V.

Dela linea perpendicular y de 1a oblicua.

Se llama linea perpendicularla recta, que cayen-
do sobre otra no se inclina mas hicia un lado que
hacia otro (Fig. 17).

De esta definicion se sacan yarias consecuencias.

I.

Nam. 18. Luego cuando la perpendicular hace
dos angulos con la otra linea sobre que cae, estos
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seran entre si iguales; pues @ no serlo se inclinaria
mas hécia un lado que @ otro (Fig. 17) y no seria
perpendicular.

II.

Nam. 9. Luego los dngules que hace 1a perpen-
dicular son rectos, porque valen amhbos dos rectos ;
y pues son iguales entre si, cada uno serd un rec-
to ; por consiguiente.

La linea que con otra hiciere dos angulos rectos
serd perpendicular @ esta otra supuesto que no se
inclina mas a un lado que a otro.

HI.

Nim, 20. Si dos lineas hicieren un dngulo recto
(Fig. 18)-podemos por el vértice 6 prolongaruna de

fig. 19.

ellas, y aparecera un nuevo angulo, que tambien
sera recto (num. 44): porconsiguiente una linea se-
ra perpendicular 4 ofra; y si prolongasemos las dos
lineasque concurren en el dngulo O, tendremos por
la misma razon cuatro dngulos rectos, y todas las
lineas serian mutuamente perpendiculares.

Nam. 21. Luego siempre que una recta hace an-
gulo recto con otra la serd perpendicular.

FILOSOFICA.
IV.

Cuando una recta es perpendicular sobre ofra
(Fig. 19), hace con ella un dngulo recto, y entonces
tambien la segunda le hace con la primera, v por
el nam 21 precedente la serd perpendicular.

Num. 22. Luego cuando una linea faere perpen-
dicular & otra, tambien esta otra lo serd respecto
de la primera.

V.
Puesta una recta mn (Fig. 20), y levantada una

E A

.
x
»

¥
i

n
——
== 0
Fig. 20.

perpendicular A0, si desde el mismo punfo quere-
mos levantar otra, ¢ bien ha de pasar sobre la pri-
mera, y entonces no es linea distinta, ¢ ha de caer
hdcia alguno de los lados, y entonces no sera per-
pendicular porque se inclina mas 4 un lado que &
otro.

Nam. 25. Luego del mismo punto de una linea
no se pueden leyvantar dos perpendiculares.

VI.

Del mismo modo (Fig. 21) si laperpendicular A0,
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no se inclina & un lado ni & otro, cualquiera ofra
linea que saliere de A, 6 ha de venir d parard 0, y
entonces no eslinea diversa, ¢ ha de caer hdcia uno
de los lados, y se inclinara mas 4 un lado que &
otro, y entonces no serd perpendicular.

Niim. 24; Luego de un punto no se podran tirar
dos perpendiculares sobre la misma linea.

S V.
De otras propiedades de Ias lineas perpendicnlares.

Supuesto quela perpendicular no se inclina mas
a un lado que 4 otro, saldrdn las consecuencias si-
guientes.
L

Nim. 25. Si-del medio de una linea MN (Fig. 22
se levanta una perpendicu-
lar, su estremidad superior
O distard ignalmente de los
dos estremos de la linea MN;
pues de lo contrario, tenien-
dola perpendicular la estre-
midad inferior A igualmente
distante de los' éstremos MN, v la de arriba O:mas
cerca del uno que del otro, toda la linea se inclina-
ria hdcia esta parte, y ya no seria perpendicular.

Fig.

II.

Podemos partir esta perpendicular OE por cual~
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quier punto que se quiera, y en este caso este pun-
to, v. g. E, seria la estremidad superior, y por con-
siguiente igualmente distantes de los estremos MN,

Nam. 26. Luego si del medio de una linea se
levantare una perpendicular todos los puntos de
ella distardn igualmente de los estremos de la otra
linea MN.

HI.

Dijimos en el nim 23 que si del medio de la linea
MN se levantase una perpendicular, iria 4 buscar el
punto O igualmente distante de las estremidades
MN; luego la linea que saliere de O y viniere 4 parar
en A, serd perpendicular; y como del punto O no

_ se pueden tirar dos perpendiculares sobre la misma

linea (ndim. 24) se sigue que la linea que saliere de
0 igualmente distantes de las estremidades, si fuere
perpendicular ha de venir a buscar el punto A tam-
bien igualmente distante de ellas,

Nim. 27. Luego si'la estremidad superior de la
perpendicular dista igualmente de los estremos de
la otra linea, tambien la estremidad inferior distara
ignalmente de ellos.

IV,

Ahora bien, pudiéndose cortar la perpendicular
por el punto que se quiera v. g. por E (Fig, 22), y
hacer que este sea la estremidad superior, se sigue :

Nam. 28. Luego dado en una perpendicular cual-
quier punto E, que diste igualmente de los estre-
mos de la linea MN, la perpendicular vendra 4 dar
en el medio de ella (por el num. 27).

IX.
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V.

Nam. 29. Luego, generalmente hablando, dando
en la hinea perpendicular cualquier ppnto ig’ual-
mente distante de los estremos MN, sea infimo 0 su-
periot § cualquiera otro, 6 por el medilo. ‘todos lf)s
otros puntos de perpendicular tendran lzual,dls-
tanicia del uno y el otro estremo de la ofra hnea

(nims. 26,27 ¥ 28).
VI.

Tambien podemos cortar la linea MO por donde
nos parezea, y de cualesquiera puntos de ella hare-
mos estremidades; y de este mode lo que hemos
dicho de la perpcndicular que dista icualmente de
las estremidades de 1a ofra linea, lo podremos decir
de la perpendicular que distard igualqmntc de cua-
lesquiera puntos notados en la otra linea. \

Nam. 50. Lueze 12 perpendicular que tuviere un
punto (I'ig. 25), cualquiera que sea, igualmente dis-
tantes de los dos notados MN en la linea sobre que
cae, tendra todos Sus puntos igualmente distantes
de ambos & dos.

Ahora bien, si todos los puntos de la perpendi-
cular A, E, 1, 0 (Fig. 25), se suponen ignalmente
distantes de MN (Mam. 50), todos los otros puntos
que quedaron i los lados de esa perpendicular, 6
han de quedar mas cerca de M0 de N; y asi no es
posible que punto alguno que quede fuera de la
perpendicular diste izualmente de los dos puntos
notados en la linea sobre que cae.
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Num. 5. Luego si un punto dela perpendicular

0
\I.'

m

s e

0%

Fig. 25. Fig. 24.

dista igualmente de los dos notados en la linea so-
bre que cae,.la perpendicular pasara per todos los
puntos que distaren igualmente de ellos.

§ VL.

Seiiales para conocer las perpendicnlares y modo de formarlas.
.

Hasta aqui, amigo Eugenio, del conocimiento de
la perpendicular te ensené 4 sacar sus propiedades;
ahora por las propiedades fe ensenaré & conocer la
perpendicular.

L

Nam. 52. Siunalinea (Fig. 24) tuviere dos pun-
tos ignalmente distantes de ofros dos sefialados en
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V.

Nam. 29. Luego, generalmente hablando, dando
en la hinea perpendicular cualquier ppnto ig’ual-
mente distante de los estremos MN, sea infimo 0 su-
periot § cualquiera otro, 6 por el medilo. ‘todos lf)s
otros puntos de perpendicular tendran lzual,dls-
tanicia del uno y el otro estremo de la ofra hnea

(nims. 26,27 ¥ 28).
VI.

Tambien podemos cortar la linea MO por donde
nos parezea, y de cualesquiera puntos de ella hare-
mos estremidades; y de este mode lo que hemos
dicho de la perpcndicular que dista icualmente de
las estremidades de 1a ofra linea, lo podremos decir
de la perpendicular que distard igualqmntc de cua-
lesquiera puntos notados en la otra linea. \

Nam. 50. Lueze 12 perpendicular que tuviere un
punto (I'ig. 25), cualquiera que sea, igualmente dis-
tantes de los dos notados MN en la linea sobre que
cae, tendra todos Sus puntos igualmente distantes
de ambos & dos.

Ahora bien, si todos los puntos de la perpendi-
cular A, E, 1, 0 (Fig. 25), se suponen ignalmente
distantes de MN (Mam. 50), todos los otros puntos
que quedaron i los lados de esa perpendicular, 6
han de quedar mas cerca de M0 de N; y asi no es
posible que punto alguno que quede fuera de la
perpendicular diste izualmente de los dos puntos
notados en la linea sobre que cae.
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Num. 5. Luego si un punto dela perpendicular

0
\I.'

m

s e

0%

Fig. 25. Fig. 24.

dista igualmente de los dos notados en la linea so-
bre que cae,.la perpendicular pasara per todos los
puntos que distaren igualmente de ellos.

§ VL.

Seiiales para conocer las perpendicnlares y modo de formarlas.
.

Hasta aqui, amigo Eugenio, del conocimiento de
la perpendicular te ensené 4 sacar sus propiedades;
ahora por las propiedades fe ensenaré & conocer la
perpendicular.

L

Nam. 52. Siunalinea (Fig. 24) tuviere dos pun-
tos ignalmente distantes de ofros dos sefialados en
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ofra, basta esto para ser perpendicular; v. g: <| AO
tuviese A igualmente distante de MN, y tambien O
jcualmente distante de estos mismos, esto basta pa-
r;\ ser perpendicular & MN.

Porque la perpendicular que pasase por el punto
0, igualmente distante de MN, iria a tocar al punlo.
A, tambien igualmente distantg de los puntos MN
(por el nam. 51). Luego siesta linea de que se trata
llega de ‘O hasta A pasa por donde pasaria la per-
pendicular; y por consiguiente 1o sera. :

Nim. 55. Luego para levantar una perpendicular
(Fig. 25)sobre un punto dado 0, bastaria lo prime-

B

E
X

B e

Fig. 26.

ro senalar en esa linea dos puntos MN igualmente
distantes de'O, y describir desde ellos como de cen=
tros dos arcos con igual abertura deél compas, de
modo que se crucen en A, y tirar la linea desde A
hasta O ; pues de este modo tenemos que Oy A dis-
tan igualmente de My N ; y asi por estos dos puntos
podremos tirar la perpendicular que'se desea segun
el niimero precedente.

Ii.

Num. 54. Si el punto dado para levantar la per-
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pendicular (Fig. 26) fuere I, estremidad de la linea,
podremos continuarla ; y notando como hicimos
arriba los dos puntos MN, si desde estos describi-
mos los dos arcos hallaremos que el punto E esen
donde se corta, y desde alli sacaremos la perpendi-
cular hasta I.

.

Si de las dos estremidades de una linea MN (Fig.
27} describiésemos dos arcos iguales para hallar un
panfo A igualmente distante de
ellas, y repiliésemos la operacion
con la misma G otra abertura de
compas para hallar otro punto
donde cruce, igualmente distante
de.ellas, 1a linea tirada por los
dos puntos en donde se cortan
los arcos serd perpendicular 4 la
primera (oum. 52), y pasard por
todos los puntos que tuvieren r
igual distancia de las estremida- - 02.
des (nam. 53), y asitambien pa- P
sara por el medio de la linea I.

Num. 55. Luego para cortar una linea por el me-
dio (Fig. 27) bastara describir desde sus estremida-
des dos arcos iguales que se crucen 6 corten en un
punto A, y otros dos que se corten en otro, y firar

una linea por los dos puntos en que se cruzan los
arcos.

1V,

Si de un punto A (Fig. 28) deseribiésemos un ar-
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co que corte una linea en dos puntos MN, y de estos

A

X

-

0
Fig. 28. Fig. 29.

como de centro describiésemos dos arcos iguales que
se corten en O, la linea AO tendra los puntos
igualmente distantes de MN, y por consiguiente le
serd perpendicular (pum. 52),

Num. 56. Luego de este modo de un punto se
puede bajar una perpendicular sobre otra linea.

§ VIL
De la linea oblicna.

La linea que se inelina sobre atra mas:a un lado
que a otro se llama oblicua.
Tres consecuencias se sacan de esfa nocion.

I.

Que de un punto dado A (Fig. 29) podemos tirar
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sobre una misma linea muchas oblicuas, dando mas
6 menos inclinacion, aunque sola una perpendicu-
lar se puede tirar desde un solo punto.

Si habiendo tirado de A ana perpendicular y mu-
chas oblicuas sobre MN (Fig. 29), repitiendo la ope-
racion hécia abajo tirdsemos otras lineas iguales, y
del mismo modo que las superiores, la linea AIO
serd recta y perpendicular, pues por la construc-
cion hace los cuatro dngulos rectos (wam. 20), y pa-
sa por donde pasaria la perpendicular Al continua-
da. Las otras lineas AMO, ARO, ANO, formadas de
dos oblicuas inclinadas, serdn mayores que la rec-
ta. Porque asi como si el punto A llegase a 0, no
por una recta sino por una curya, llegaria mas tar-
de y andaria mas camino, 10 mismo le sucederia si
primero fuese & R 6 N para ir desde alli & 0. Luego
Ja mitad de esas lineas compuestas ARO, ANO, se-
rian-mayores que Ia mitad de la recta AlO.

1.

Nim. 57. Luego la perpendicular es Ja mas corta
de todas las lineas que se pueden tirar desde un pun-
to 4 ofra linea.

III.

Niim, 38. Lueégo la linea menor que se puede t-
rar desde un punto 4 otralinea sera perpendicular
4 esta, supuesto que la menor de todases unay
anica, y la perpendicular es esa menor de todas
{por el nam. 37)
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§ VIIL.
De las paralelas.

Num- 59. Si puesta una linea sobre otra faése-
mos apartando igualmente las estremidades de una
delos lugares endondeestaban (Fig. 50), estaslineas

Fig. 30.

conservarian entre si igual distancia, pues el movi-
miento fué igual ; y esto se entiende, 6 bien se ha-
ga el movimiento por una linea perpendicular, co-
mo MO (Fig. 50), 6 bien por una linea oblicua como
NE (Fig. 31).

Num. 40. Estaslineas que conservan enfre si dis-
tancia igual por todas partes se llaman, como_he-
mos dicho, paralelas.

De esta simple nocion de las paralelas se sacan
las consecuencias siguientes :

I.

Si ajustasemos dos dngulos iguales (Fig. 32) EAM,
ION, y despues hiciésemos mover la linea OM por
encima de la linea AM, daremos igual moyimiento
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a todos los puntos de la linea OI; por consiguiente

quedaran sus puntos igualmente distantes de los
puntos correspondientes en la linea AE, y asi las dos
lineas serdn paralelas.

Todas las veces pues que dos dngulos sean igua-
les, podemos ajustar muy bien uno con otro, y des-
pues separarlos, como acabamos de hacer ahora.

Num. 41. Luego siempre que dos lineas caen so-
bre otra, y hacen  la misma parte dngulos iguales,
son paralelas.

Nam. 42. Luego siempre que dos lineas caen
sobre ofra, y son perpendiculares por hacer a la
misma parte angulos rectos, serin entre si para-
lelas.

Luego para tirar una. linea paralela & otra por
un punto dado N (Fig. 53), bastard levantar una
perpendicular AO que pase por el punto dado N, y
despues levantar desde este punto otra que no sea
perpendicular 4 la primera que se levantd.

Si dos lineas pues cayendo una sobre ofra, v. g.
si AEOI cayendo sobre AN son paralelas (Fig. 52),
los puntos de una distardn igualmente de los que
les corresponden en la otra; y asi haciendo moyer
ON sobre AM, se ajustaran las dos lineas paralelas,
y los dos dngulos tambien quedardn ajustados el
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uno con el otro, lo que no podria ser si no fuesen
igunales,

Nam. 45. Luego cuando dos lineas son paralelas
(Fig. 52) hardn a la misma parte los dngulos igua-

.

Considerando yo (Fig. 54), veo que si las dos pa-

ralelas caensobre otra tercera AQ, tambien la lipea
AO va é encontrar las dos paralelas.

Num. 44. Luego cuando una recta cae sobre dos
paralelas hace por la misma parte dngulos iguales,
y cuando una recta hiciere con dos lineas dngulos
iguales por la misma parte, las dos son paralelas.

Supongamos ahora (Fig. 55) que formamos dos
angulos, cuyos lados sean respectivamente parale-
los, y que prolongamos una de las lineas AQ hasta
encontrar un lado deliotro angulo E. En este caso
el angulo A sera igual 4 O, pues una linea corta dos
paralelas (num. 54); y ademas de estoOsera iguala
E, porque dos paralelas caen sobre una linea (ndm.
45).-Luego A es igual 4 E.

Nam. 435. Luego todos los dngulos hechos por pa-
ralelas son iguales.

Cuando una recfa corta dos paralelas (Fig. 36},
los angulos contrapuestos AO como tambien OM se
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llaman alternos, por razon de estar el uno bajo la
una paralela, y el otro en-
cima de la opuesta; y si el
uno estd 4 la izquierda de
la linea que corta, el otro
esta 4 la derecha; por la
misma razon son alternos Fig. 36.

EN, y tambien IR,

Ahora bien ya hemos dicho que A es igual & 1
opuesto en el yértice (niim. 13); tambien dijimos
que el dngulo I era igual & O por las paralelas (nam.
15); y asi A es igual 4 O por ser su alterno.

Nam. 46. Luego todos los dngulos alternos son
ignales entre si.

Luego cuando una recta cortando dos rectas hi-
ciere los dngulos alternos iguales, 1as dos lineas son
paralelas. Porque si O es igual & A, como A esizual
4 1, yerticalmente opuesto, viene & ser O igual a 1,
y entonees por el numero 41 serin las dos lineas
paralelas.

Cuando una récta corta dos paralelas (Fig. 56)
deeimos que M junto con I valen dos rectos (num.
11), y que 1 es igual & O por las paralelas; luezo M
junto con O valen dos reetos.

Num. 47. Luego cuando una recta cortase dos
paralelas, los dos 4ngulos internos hicia la misma
parte valen dos rectos. La  misma demostracion se
aplica & los dngulos esternos de la misma parte.

Luego cuando una reeta corta dos paralelas los
angulos esternos hdcia la misma parte valen dos
rectos. Y asi T mas N son iguales & dos rectos, como
tambien E mas R.




RECREACION

§ IX.

De las tangeates de los circulos.

Nium. 48. Cuando una recta toca un circulo sin
poderle cortar, aunque se la prolongue por ambas
partes, se llama tangente.

Ahora, pues, larecta nunca puede coincidir con
la curva, ni la tangente con la circunferencia. Lue-
go la recta que foca en la circunferencia, si la pro-
longan entrard en la circunferencia, ¢ saldra fuera
de ella; si entra, sera secante, si sale sera fan-
gente. :

Nam, 49. Luego la tangente solo toca en el cir-
culo por un punto O (Fig. 57).

Niim. 50. Si del centro de:un cireulo A tirdsemos
una linea (Fig. 58) al punto del contacto O, y ade-
mas de estd otras muchas hasta tocar en la tangen-
te, solala del contacto quedara sin salir del circu-
lo, pues todos los demas puntos de la tangente es-
tan fuera de él.
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Nam. 51. Luego el radio, que es la tinica linea
que llega al punto del contacto, es la menor linea
que se puede tirar desde el centro 4 la tangente.

Nam. 52. Luego el radio del contacto es perpen-
dicular sobre la tangente, y la tangente lo es sobre
el radio (niim. 58 y 22).

Num. 55. Luego no se pueden tirar muchas tan-
gentes @ un mismo punto del circulo (Fig. 39), por-

Fig. 59.

que entonces habria muchas perpendiculares sobre
el mismo punto del radio O, lo que es imposible
(nGm. 25).

Num. 54. Luego si muchos circulos (Fig. 40) se
tocan en un punto comun, todos tendran la misma
tangente en este punto; pues no puede haber mu-
chas en un mismo punto (nim. 55).

Ahora bien, cuando muchos circulos se tocan en
un punto comun, todos los radios que vienen 4 pa-
rar al punto del contacto son perpendiculares 4 la
tangente en este punto (nim. 52); y no pudiendo
haber muchas perpendiculares sobre un solo punto
(nium. 25), es preciso que estos radios hagzan una so-
la linca.
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Nim. 55. Luego cuando muchos circulos se fo-
can en un solo punto, losradios hacen una sola hi-
nea.

Los centros, pues, de estos circulos son las estre-
midades de los radios, los cuales todos estan en una
linea recta,

Nam. 36. Luego cuando muchos circulos se tocan
en un solo punto, todos sus centros estdn en fa mis-
ma linea reeta, ’ .

Nam. 57. Luego si nos dieren un circulo M (Fig.
41), ynos pidieren el centro de cualesquiera otros

Fig. 42.

que le toquen enun punto determinado 3, para
hallarle bastara tirar desde el centro I una linea por
el punto del contacto y prolongarla. -
Por cuanto en esta linea prolongada se hallarén
los centros de todos los circulos imaginables que
pueden focar el circulo M en el punfo dado A (nm.

56).

§ X.

De las perpendiculares en los circulos.

Tirada una cuerda en el circulo (Fig. 42), y sobre
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ella levantada una perpendicular, observamas que
si la perpendicular pasa por el centro yatiene un
punto igualmente distante de las estremidades de
la cnerda, porque estan en la circunferencia; y asi
(nm. 50 Ia perpendicular ha de pasar por todos los

‘puntos que distan igualmente de ellas : uno, pues,

de estos puntos es el medio de la cuerda.

Num. 58. Luego la perpendicular sobre Ja cuer-
dasi pasa por el centro la corta por el medio.

Num. 39. Luego si la perpendicular pasa por el
medio de la cuerda, pasa tambien por el centro
(Fig. 42), porque aqui vale la misma razon del
nam. 0.

Del mismo modo debemos discurrir acerca del
arco, porque el medio del arco dista igualmente de
las estremidades de la cuerda, pues esas mitades
del areo son arcos iguales que tienen cuerdas igua-
les, ¥ estas cuerdas son las distancias de las estre-
midades; y asi la perpendicular que debe pasar to-
dos los puntes que distan igualmente delas estre-
midades de la cuerda pasard tambien por el medio
del arco (Fig. 42).

Num. 60. Luego si la perpendicular pasa por el
centro 6 por el medio de la euerda, pasard tambien
por el medio del arco, como tambien si pasare por
medio del arco, tambien pasard por el medio de la
cuerda y del centro sila prolongan, por la misma
razon del nim. 50.

Si en un circulo hubiese dos cuerdas (Fig. 43) pa-
ralelas entre si y @ una tangente, Ja perpendicular
que pasare: por el centro dividird los arces por el
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medio de este modo : ea, eo, seran iguales, como

tambien em, en; por consigniente, quitando de ca-
da arco grande 6 pequeno que en €l se incluye, los
restos ma, no, serén iguales.

Nim. 61. Luego los arcos de un circulo compren-
didos entre paralelas son iguales.

Dijimos que la perpendicular que pasa por el me-
dio de la cuerda corta al arco por el medio (nim.
60), y que los arcos son la medida de los dngulos
nam. 8.

Luego si nos dieren un dngulo A (Fig. 44), para
dividirle por el medio bastard describir desde su
vértice como de centro unarco MN, y tirarle su
cuerda, dividiendo esta por el medio con la perpen-
dicular AQ, supuesto que dividida la cuerda por el
medio se divide por consiguiente el arco, el cual es
la medida del angulo.

Dijimos que la perpendicular sobre el medio de
la cuerda pasa por el centro del circulo que hubie-
re de pasar por las estremidades de ella (nim.
39).

Num. 62. Luego si nos dieren tres puntos (Fig.
i5) M, N, O, que no esten en linea recta, y pidieren
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un circulo que pase por todos ellos, resolveremos el
problema del modo siguiente :

1. Ataremos los tres puntos por medio de dos Ii-
neas ON, OM.

Fig. 46.

2. Levantaré del medio de cada una de ellas las
perpendiculares, y estas se cortarinen I, y en don-
de se corfan 6 cruzan me dardn el centro del circu-
lo deseado.

Porgue la perpendicular Al demuestra que el
centro del eirculo que pasa por NO debe estar en
ella : la perpendicular El manifiesta que. el centro
del circulo que pasare por MO debe estar en ella.
Luego ambas juntas demuestran que el circulo que
hubiere de pasar por los tres puntos MNO debe te-
ner el centro en el punto I, comun & entrambas.

Nam. 65. Luego para hallar el centro de un eir-
culo (Fig. 46) bastara tirar dos cuerdas, y sobre el
medio de cada una de ellas levantar su perpendicu-
lar, y entonces el punfo en que se crucen sera el
centro deseado, por la razon del nimero prece-
dente.
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§ XL

Problemas sobre los circulos que tocan 4 otros en puntos dados en 1a
periferia, y pasan por puntos dados foera de ella.

1.

en ¢l un punto M, para el contacto de un nuevo cic-
culo que debe pasar por B, se hard lo siguiente :

1. Por el num. 52 : todo circulo que hubiere de
tocar en M ha'de tener el centro en una linea que
pase por ese punfo y por el cenfro del circulo A
consiguiente estard el centro del nuevo circulo en la
linea indefinita AMO.

2, Ademas de esto el circulo pedido no solo ha
de pasar por M, sino tambien por B : para esto,
pues, tirada la linea BM se levantara en el medio de
ellala perpendicular El, la cual (ntim 57) debe pa-
sar por el centro de cualquier circulo, cuya circun-
ferencia haya de pasar por los puntos BM.

Num. 64. Luego el centro del nueyo circulo que

FILOSOFICA. 24

toque en'M y pase por B debe estar en el punto R,
en el cual se cruzan las dos lineas.

it

Num. 65. Si el punifo B dado fuera del circulo
(Fig. 48) quedase dentro de la fangente que se re-
tirase por el punto de contacto M, se debe hacerla
misma operacion, y se hallard que el centro R cae
en el punto en que se cruzan las dos lineas; y en
este caso el nuevo circulo incluye al antiguo.

Ntm. 66. Si el punto dado B (Fig. 49) por donde

ha de pasar el nuevo cirenlo cayere dentro del cir-
culo antizuo, siempre se hallara el centro porla mis-
ma operacion en el punto R, y el nueyo circulo que-
dara incluido dentro del primero.

Nam. 67. Si te diesen una linea reeta (Fig. 50}, y
en ella un punto M, para que en €l toque un circulo,
el cual haya de pasar por el punto dado B, hards
como se sigue : levdntese una perpendicular M,
porque en ella ha de estar el centro del circulo que
se pide (nam. 53) : tirese despues la linea BM, y
del medio de ella levantese una perpendicular, la
cual pasara por el centro del nuevo circulo, y la
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circunferencia de esteird por B y M; y, como queda
dicho (niim. 59), el punto en donde se cortan ¢ cru-
zan R sera el centro.

Esta carta, amigo, se ha dilatado mucho mas de
lo que yo habia pensado, bien que la deduccion de
las verdades que iban espontineamente naciendo
de las que ya estaban dichas no me permitia cortar
el hilo: perdoname, aunque no te prometo la en-
mienda.

CARTA DECIMASESTA.

DE LA MEDIDA DE LOS ANGULOS.

§L

De la medida de los dngulos que tienen el védice en la
circunferencia.

Amigo Eugenio, supuesto que hayas entendido
todo lo que te dije en la carta antecedente, y el gran-
de gusto que me insinuas en que yo coniinue esta
instruccion, prosigo; y te advierto que aunque el
ingulo, segun la definicion que dimos, es formado
por dos radios 6 por dos cualesquiera lineas‘que se
consideren como tales, y se debe medir poniendo
el compas en su vértice, y deseribiendo un arco que
corte los dos lados 4 igual distancia para conocer el
valor del dngulo, no obstante, muchas yeces no se
necesita de esta diligencia para saber su valor, €o-
mo sucede en los dngulos que tuvieren el yértice en
la circunferencia, porque ficilmente se conoce cual
sea su medida.
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Pero de tres modos puede ser el dngulo que tiene
¢l yértice en la circunferencia,
I. 51 uno de los lados pasare por el centro (Fig.
31).

Fig, 51.

2. Si el centro quedase entre los lados (Fig. 52.
3. 51 el centro estuviese fuera del angulo (Fig.

3 Si

55)!

En el primer caso (Fig. 31, si por el centro se
tirase una paralela-al lado AR. quedard el dngulo
central i izual al de la eireuferencia O por causa de
las‘paralelas (oam. 43). Luego el arco MN serd me-
didade ! y tambien de 0.

Veamos aliora si‘el arco MN es 1a mitad del arco
lotal AN, comprendido por.el dngulo 0. Los ingu-
los Ei verticalmente opuestos son iguales (otim.
17). Luego MN es igual 4 RT. Ahora, pues, RT tam-
bien es igual 4 AM, por ser arcos comprcndldos en-
tre paralelas (mim. 61). Luego MN res igual 4 MA;
y por censiguiente MN, medida del dngulo 0, esla
mitad del arco AN (o...prendldo por él. ‘

Nam. 68. Luego en el primer caso el dngulo de

la cireunferencia tiene por medida la mitad de su
dico.
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En el segundo caso (Fig. 52), en que el centro
queda comprendido dentro del angulo, tirese desde
el vértice A un didmetro, que divida el dngulo fo-
tal en mn, y cada uno de ellos quedard en los
términos del caso antecedente, y por eso tendrd por
medida la mitad de su arco parcial.

Nam. 69. Luego en este segundo caso el angulo
de la circunferencia A fiene por medida la mitad de
su arco total.

En el tercer caso (Fig. 53), en que el centro que-
da fuera del angulo A, hagase lo siguiente.

Nam. 70. Tirese del punto T una linea TN para-
lela al primer lado RM : en este caso los dngulos
OA son alternos € iguales, y tendran la misma me-
dida (num. 46) ; pero el angulo O por el caso prece-
dente tiene por medida la mitad del arco MN, 6 de
sa igual RT (nGm 61). Luego A subalterno tendra
por: medida la mitad de su arco RT.

Nam. 74. Si el nuevo angulo O todayia no com-
prendiere el centro como se ve en (Fig. 54), se irdn
tirando sucesivamente paralelas al
primer lade A, ¥ despues al se-
gando, y de aqui al tercero, etc.,
hasta que un dngulo comprenda
el centro 6 pase por él, y entonces
se discurre como arriba; pues to-
doslos dngulos siendo alternos se-
rén iguales, y todos los arcos es-
tando entre paralelas fambien lo serén (niim. 64).

Num. 72. Luego en todos loscasos posibles el an-
gulo que tiene el yértice en la circunferencia tiene
por medida la mitad de su arco.

Fig. 54.
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De este conocimiento se siguen las consecuencias
siguientes :

I.

=)

Num. 75. Luego (Fig. 53) todos los dngulos que

/;\‘\ €
X

/
/

0

tienen el vértice en la circunferencia, v se apoyan
sobre el mismo arco, son iguales, pues tienen la
misma medida; y asi los dngalos A, B, G, son
iguales.

II.

Nam. 74. Luego el dngulo en la circunferencia
(Fig. 56) apoyado sobre todo el didmetro es, recto,
pues tiene por medida la mitad del semicirculo.

IIL.

Dada la recta OR (Fig. 57), la cual no se pueda
alargar, si quisieren levantar de su estremidad O
una perpendicular se hard lo siguiente.

Péngase el compas en un punto arbitrario, fbrase
hasta que llegue al punto dado 0, y describase un
circulo, el cual cortard la recta dada en R : de aqui
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tirese una: linea por el centro, Ia que ir4 4 terminap
en S, y de este punto bdjese una linea hasta O,

Esta linea haréd conla dada un dngulo O que tiene
el vértice en la circunferencia, y estd apoyado so-
bre todo el didmetro RS : por consiguiente es rec-
to; y asi una linea es perpendicular 4 la otra.

Num. 75. Luego por el 4ngulo en la circunferen-
cia podemos levantar una perpendicular en la es-
tremidad de una linea dada.

Si dado un circulo A (Fig. 58) se quisiere hallar el
punfo en que una
tangente tirada desde
el punto B toque al
circulo dado, se ha-
llard por el método

siguiente.

Tirese de M, cen-
tro del eirculo A, u-

na linea hasta B : describase sobre esta linea un
circulo : el punto en que este cortare al antiguo
angulo A sera el punto del contacto de la tangente.

Porque tirando 1a linea OM, ya tenemos el dngu-
lo O, cuyo vértice estéen la circunferencia, y estd
apoyado sobre el didmetro MB: por ‘consiguiente
esrecto, y por ser M un rayo: OB serd tangente
(nim. 52).

Nim. 76; Luego por el énguloen la circunferen-
cia podemos hallar el punto de contacto de una tan-

gente tirada desde un punto dado, y sobre unjcir-
culo dado.

tFig. 38.
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§ 1.

i os formados en el circulo.
De la medida de los 4ngulos formados en el ciroul

= Amigo, los angulos en la virmnﬁ‘rrepgia siempre
son forvmndos por dos cuerdas, 0un dn‘.metr.o co'n
una cuerda; pero comoenel circulo hay valim-s Ii-
neas que no son cuerdas ni didmetros, ya se advierte

que hay varios dngulos diferentes de los que hemos
examinado, y es preciso fratar de todos con separa-
cion. i (2

Fi angulo formado por Ia tangente y por una cuer-
da nacida del punto de contacto(Fig. 59), ¢ ha de

Fig. €0.

ser agudo u obtuso : ambos los hemos de medir, ¥
asi empezaremos por el agudo A. '

Pues sabemos medir los dngulos en la cm"unfe—
rencia, reduciré el dngulo de Ia cuestion A 4 otro
igual en la circunferencia F, y esto ha de ser por
I;ledio de una linea MS paralela 41a tangente : como
Fy A son alternos, la medida del uno serd medida
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del otro (nfim. 46); pero el dngulo F tiene por me-
dida Ia mitad del arcoRS (nim 72), 6la mitad de
MR su igual, por ser comprendidos entre paralelas
(nam. 61). Luego tambien el dngulo A tiene por
medida la mitad de ese mismo arco MR comprendi-
do enél. .

En cuanto al éngulo obtuso M, R, 0. dividase en
dos por medio de una cuerda, sea la que fuese RB,
Y en este caso el dngulo dela cincunferencia tiene
por medidala mitad de su arco MB (niim. 72) : el 4n-
gulo de la tangente en I tiene por medida Ia mitad
de su arco BR, por lo que se acaba de decir, por
consiguienie el dngulo total M, R, 0, tiene por me-
dida la mitad del arco total M, R, B.

Nam. 77. Luego todo el angulo formado por
cuerda y tangente tiene por medida Ia mitad del
arco que comprende. Estos dngulos tambien se
Haman dngulos en el segmento.

Adenias de esfos angulos se puede formar -ofro
por una cuerda, yla continuacion de ofra, v. g. el
angulo 8, O, A (Fiz. 60).

Para medir-este dngulo: dividase el 4ngulo, total
con una tangente MN : esto hecho, el-angulo’ infe-
rior 8, O, N tendrd por medida la mitad del arco SO
que en si comprende (nim. 77), y el 4ngulo sape-
rior N, 0, A como es igual 47, por serle opuesto en
el vértice, tendra la misma medida de él, la quees
la mitad del arco RI, porla misma razon del nime-
ro prelerente.

Num. 78. Luego el dngulo total S, 0, A hecho por
una cuerda y la continuacion de otra, ticne por me-
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dida la mitad del arco comprendido, ¥ mas la mitad

del arco opuesto. -l
Tambien se puede formar un dngulo (Fig. 61)

Fig. 61. Rig. 62,

dentro del circulo, cuyo vértice se quede entre el
circulo y la circunferencia.

Para medir este dngulo A prodizeanse ¢ conti-
niiense-ambos lades hasta la circunferencia, y del
punto O tirese una linea paralela & AN : esto hecho,
el anzulo 0 esigual A (ntim. 45), y tendrd por me-
dida 1a mitad del arco M, N, R (ntm. 72), 6 lamitad
de MNy Ta mitad de NR ; pero el arco NR es jgual 4
ST comprendidos -entre paralelas; y por consi-
guiente en lugar de la mitad de NR podemos sus’u—
tuir ST. Luego esta misma sera la medida del an-
gulo A su igual.

Nam. 79. Luego todo 4ngulo, cuyo yérlice estd
entre el centro y la circunferencia, tiene por medi-
da lo mitad del arco céncavo sobre que estriba, ¥
la mitad del convexo comprendido entre sus lados,
si estos se prolongaran.

Ultimamente se puede formar un dngulo por dos
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secantes que se junten fuera del circulo, y por con-
siguiente fendra su vértice fuera de la circunferen—
cia (Fig. 62).

Para medir este angulo A, redazeasele a otro
igual 6 hecho en la circunferencia por medio de
una paralela RS : es asi que este dngulo O tiene por
medida la mitad de su arco SM; y por consiguiente
si.yo le diera por medida la mitad del arco total
NM, debiera descontar lo que le di de mas, que es
la mitad de NS, 6 la mitad de TR su igual (por el
num 61) ; y asi tomando la mitad del arco céncayo
NM, menos:la mitad del convexo TR, tendremos la
medida verdadera de 0, ¢ de A su igual.

Nam. 80. Luego el dngulo, cuyo vértice queda
fuera de la circunferencia, tiene por medida la mi-
tad del arco cénecavo, menos la mitad del conyexo.

§ L.

De la medida de los dngules en los {ridngulos.

Desembarazados ya, amigo Eugenio, de Ia medi-
da de los dngulos que pertenecen al circulo, vamos
4 medir los dngulos en los tridngulos.

Llamamos frianqulo una figura formada por fres
lineas rectas, las que por consiguiente forman fres
angulos. Cualquiera de estos dngulos se puede Ila-
mar vértice del tridngulo, y entonces las lineas que
forman el dngulo del vértice se llaman lados, ¥ 1a
ofra linea opuesta al vértice se llama base.
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Esto supuesto, si consideramos los lados del {ri-
angulo hallamos tres especies de tridngulos, porque
6 los tres lados son iguales, y se llamari equili-
tero (Fig. 65), 6 solo tiene dos lados iguales, y se

Fig. 64. Fig. 6.

Fig. €3,

llamard el tridngulo isdseeles (Fig. 64), 6 ninguno
de los lados es igual 4 otro, y entonces se llama el
triangualo escaleno (Fig, 63),

Considerando los dngulos de los tridngulos halla-
mos ofras tres especies, porque si tiene un angulo
recto, se llama rectingulo (Fig. 66). Si tieneun n-

Fig. 66, Fig. 67.

gulo obtuso, se llama obtusdngulo (Fig. 67). Sitiene
todos los dngulos agudos, se llama acutingulo
(Fig: 65y 64).

Para saber el valor de los dngulos de cualquiera
=i« tridngolo podremos tirar por el
vértice (Fig. 68) una paralela &

la base.
Fig. 68. Esto hecho, se ve que M es

FILOSOFICA,
igual 4 su alterno O, asi como N es igual al suyoE
(nam. 46), pero M, A, N tienen el valor de dos rec-
tos (niim. 11): luego O, A, E tienen ese mismo valor.
En cualquier tridngulo, pues, que sea rectilineo
podemos hacer esta misma demostracion.

Nam. 81. Luego todo triingulo rectilineo tiene
en sus tres dngulos el valor de dos rectos. De este
conocimiento se siguen las consecuencias siguien-
tes :

Nam. $2. Luego en un tridngulo no puede haber
dos angulos rectos, porgue entonces estos dos con
el tercer angulo tendrian el yalor de mas de dos
rectos.

II.

Nam. 85. Luego en un tridngulo no puede haber
dos dngulos obtusos, por la misma razon.

111,

Nim. 84. Luego sabiéndose el valor de un 4dngulo
se sabrd el valor de la suma de los ofros dos, por-
que esie serd lo que falta para el valor de dos rec-
tos.

IV.

Nam. 85. Luego sabiéndose el valor de dos an-
gulos se sabra el valor del tercero, porque este sera
lo que faltare 4la suma de los dos para llegar a 180
grados, valor de dos rectos.

|
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V.

Nim. 86. Luego si un tridngulo tiene dos dngu-
Jos iguales & dos de ofro tridngulo, el tercer angulo
sera tambien igual al tercero del ofro.

Nam. 87. Si se prolongase un lado de cualquier
tridngulo (Fig. 69), este: dngulo que se continuase

i

S

haria un nueyo dngulo con el lado AM, y se llama

angulo esterno.

Este dngulo A, que junto con E vale dos rectos
(nim. 1), tambien junto con NM vale dos rectos,
por lo que se acaba de decir ; y asi tanfo vale el 4n-
gulo K solo como el My el N juntos.

Nim. 88. Luego el dngulo esterno de cualquiera
tridngulo esigual 4 los dos internos opuestos.

Ista misma verdad de quelos tres dngulos de
cualquiera tridngulo rectilineo son iguales a dos
rectos, se conoce tirando por los tres dngulos un
circulo (Fig, 70); porque entonces por estar los tres
angulos en la circunferencia, cada uno tiene por
medida la mitad de su arco, y por consiguiente en-
tre todos tres la mitad del circulo, la que esla me-
dida de dos rectos. De aqui se sacan otras conse-
cuencias.

FILOSOFICA.

I.

En el tridngulo equildtero los tres lados (Big. 70)
son tres cuerdas iguales que sostienen arcosiguales
(nam. 6); por consiguiente siendo las mitades de
estos iguales, dan 4 los tres dngulos opuestos medi-
dasiguales.

Nam. $9. Luego todo friingulo equildtero es
equiangulo.

II.

Por la misma razon, si los tres dngulos de un
tridangulo soniguales tendrdnamedidas iguales, y los
arcos opuestos serdn iguales, 10 cual pide cuerdas
6 lados iguales (nGm. 3).

Niam. 90. Luego todo fridngulo equidngulo es
equildtero.

II.

Haciéndose la misma operacion en el triangulo
isosceles (Fig. 71), se ve que los dos lados iguales
piden dos arces iguales, los cuales dan iguales me-
didas 4 los angulos opuestos.

Y del mismo modo sidos dngulos AE son iguales,
deben tener medida igual en los arcos opuestos; ¥
estos por ser iguales piden cuerpos 6 lados iguales
(num. 3).

Num. 91. Luego fodo tridngulo isdsceles tiene
dos dngulos iguales.

Nam. 92. Luego todo fridngulo que tiene dos an-
gulos iguales serd isosceles.

10.
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1v.

Al triéngulo escaleno (Fig. 72) por tener todos los

Fig. 72,

lados desiguales, y por ser los lados cuerdas, forzo-
samente han de corresponder arcos desiguales; y
por consiguiente 1a medida de los dngulos opuestos
ha de ser desigual.

Nam. 95. Luego el tridngulo escaleno tiene todos
los dngulos desiguales, y todo tridngulo que tenga
los tres dngulos designales serd escaleno.

v

Num. 94. Luego en el triangulo escaleno (per la
misma razon) el mayor dngulo debe estar opuesto
al mayor lado, y el dngulo menor al menor lado.

§ IV.
De la medida de los 4ngulos en los poligonos.

Llamamos poligono toda figura terminada por mas
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decuatro lineasrectas ; pero como yasabemos valuar
los angulos de los tridngulos, bastard dividir los
poligonos en tridngulos (Fig. 73), tirando varias li-
neas de un dngulo hdcia los otros; y de este modo
medidos los dngulos de los tridngulos quedardn me-
didos los del poligono.

En esta division sucede necesariamente que las
lineas tiradas de A 4 los dos dngulos préximos coin-
ciden con los dos lados inmediatos del poligono;
por consiguiente hay dos lineas iniitiles que no di-
viden el poligono en tridngulos.

Considerando, pues, todos los tridngulos con los
vértices en el punto A, de donde salieron las lineas
de division vemos, que todos los lados del poligo-
no son bases de tridngulos, escepto los dos lados
AE, Al, que son los lados inmediatos.

Nam. 95. Luego en el poligono dividido habré
tantos tridngulos cuantos fueren los lados, supri-
miendo primero dos lados que no enfran en cuen-
ta. ’

Nam. 96. Luego en los poligones habri el yalor
de tantos rectos cuanto es el duplo de sus lados, ha-
biendo suprimido dos de estos lados ; 6 de otro mo-
do :en el poligono hay el valor de tantos rectos
cuanto es el duplo de los lados menos cuatro rec-
tos.

Luego en el pentigono, que es el poligono de
cineo lados, se hallard el valor de seis rectos ; por-
que quitando dos lados de los cinco quedan tres,
y el duplo de estos es seis. En el exdgono ¢ de seis
lados habrd el valor de ocho rectos; en el epté-
gono 6 de siete lados habra el valor de diez; el
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octégono ¢ de ocho lados tendrd el valor de doce;
el decdgono de diez lados el de diez y seis ; el do-
decigono de doce lados tendrd valor de veinte rec-
tos, ete,

Sabido el valor de la suma de los dngulos inter-
nos, de los polizongs, esto es, los dngulos que se
forman dentro de’ellos, conviene saber valuar Ia
suma de los angulos esternos, ¢ de los dngulos que
habria si se continnasen todes los lados hdeia fae-
ra y hiciala misma parte como -en la (Fig. 74).

Para esto tomese cualquiera de los dngulos, v. g.
A, v en su vértice por medio de las paralelas & los
demas lados formemos dngulos iguales 4 todos los
angulos esternos; de suerte que b quedara igual &
B, porque la linea b2 serd paralela 4 B2, y por la
misma razon el dngulo ¢ es igual 4 C, y asi de los
demas, por razon de estar todos hechos por para-
lelas (nam. 45). Pero sabemos por el num. 12 que
los @ngulos formados alrededor de un punto tienen
¢l valor de cuatro rectos.

Nam. 97. Luego todos los dngulos esternos de un
poligono, sea el que fuere, valen cuatro rectos.

FILOSOFICA.

Num. 98. En los poligonos regulares, esto es (Fig.
73), en los que tienen todos los lados iguales y los
dngulos iguales es muy facil valuar, no solamepte
la suma de todos los angulos internos, eomo lo he-
mos hecho (nim. 96), sino tambien valuar a cada
uno de elles, solo con repartir la suma por el ni-
mero de los ocho dngulos. De este medo se ve que
el exdgono tiene dngulos de 420 grados cada uno,
porque la suma de ocho rectos 6 720 grados se re-
parte entre los seis angulos, en el pentdgono tene-
mos seis angulos de 108, ete.

Nam. 99. Tomemos ahoraun exagono regular, 6
que en todos sus dngulos y lados sea igual y seme-
jante : deseribamos un circulo que pase por los tres
angulos aei (Fig. 76) por el mé-
todo que enseiié (nim. 62), y se
hallard por centro el'punte T : si
se repiticre la operacion respec-
fo de los anguloseio, y de los de-
mas sucesivamente, se hallard el
mismo punto T por centro, por-
que corfando la perpendicular
mT en T por la perpendicular al lado ae, tambien
se vera cortada alli mismo por la ofra perpendi-
cular al lado o por ser igual & ae, y tan inclina-
da como ella a, e, %, sies perfecta la regularidad
del poligono. Luego el circulo descrito desde el
punto T no solamente pasara por aei, sino tambien
por ovs.

Nim. 100. Tiremos ahora desde el centro lineas
4 todos los dngulos (Fig. 77) : los 4ngulos del cen-
tro todos serdn de 60 grados para componer jun{os
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el valor de 360 : los dngulos de la circunferencia
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antes de ser divididos eran de 420, y ahora queda-
rdn de 60. Luego el tridngulo eMi es equidngulo.
Lo mismo se dice de los ofros tridngulos, y todos
los rayos Ma, Me, M¢, efc., seran iguales & los lados
(ntim. 90). Esto supuesto :

Nam. 101. Este circulo sera formado de seis ar-
€08, y Ja circunferencia del poligono es compuesta
de seis cuerdas que sostienen esos arcos; y come
cada uno de ellos es mayor que su cuerda, los seis
arcos 6 la circunferencia del circulo sera mayor que
los seis lados que hacen el circuito del poligono;
pero estos seis lados son iguales & los seis rayos
(niim. 400) 6 a tres didmetros.

Nim, 102. Luego la circunferencia del circulo es
mayor que tres didmetros de este, esto es, que si
el diametro yale siete la circunferencia ha de valer
mas de 21,

Nam. 4105. Hasta hoy no se ha hallado geométri-
camente la proporcion que tiene la circunferencia
del circulo con su didmetro; en esto consiste Ia
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grande dificultad dela cuadratura del circulo, 6 de
reducirle al espacio de un cuadrado perfectamente
igual : no obstante, Arquimedes hallé que el dia-
mefro comparado con la circunferencia era como
siete & casi 22, bien que algo menos que 22. De es-
ta proporcion se sirven comunmente los gedmetras,
despreciando como muy leve el yerro que hay en
ella; y aunque haya obros niimeros que se acerguen
con mas exactitud a la razon que hay entre el did-
metro y la circunferencia, usaremos de estos de Ar-
quimedes por ser mas sencillos.

§ V.
Modo de former tridngalos 6 poligonos iguales 4 los que nos dieren.

Nam. 104. Dado un tridngulo A, B, C (Fig. 78),
si nos pidieren otro tridngulo igual y semejante le
podemos hacer por varios modos : los mas comunes
son fres:

Nam. 105. 1° Midiendo los tres lados.

20 Midiendo dos Iados y el dngulo incluso.

5° Midiendo un lado y los dos dngulos adyacen-
fes.

Primer modo. — Midiendo los fres lados.

Nim. 106. Pondré una base ab igual @ AB (Fig.
78) : tomaré despues con el compas la distaneia AC,
¥ describiré un arco desde el punto @ como centro;
¥ tltimamente tomando con el compas la otra linea
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BC describiré otro arco desde el punto b, los cuales
se cruzan ¢ cortan en C; y desde este punto tiraré
dos lineas hécia @ y hacia b, y tendremos el tridngu-
lo abe, el que vamos & examinar si es igual 6 no al
que nos dieron ABC.

Nam. 407.-Como AB es igual 4 ab podremos po-
ner el un dngulo sobre el ofro, y ajustar las dos ba-
ses : hecho esto, necesariamente ha de caer el pun-
to G en el arco io que se describié con el rayo ACG
con el ¢c; y siendo este punto C estremidad de la
linea BC, ha de caer en el arco s, que se describié
con el rayo BC 6 be. Luego el punto C necesaria-
mente ha de caer en el punto ¢, en el que los dos
arcos se cortan.

Pero si ajustando las dos lineas AB y ab el punto
C coincide con ¢, la linea tirada de A hasta B coin-
¢idird con ab, y BC con be; y quedando los dos tri-
dngulos juntos se manifiesta que son igunales.

Sequndo modo. — Midiendo dos lados y el dngulo
wncluso.

Nani. 408. Medidala linea MN en el fridngulo A
(Fig.-79), haré otra linea igual mn : describiré des-
de el punto M un arco arbitrario ao, y con la mis-
ma abertura de compas describir¢ otro arco inde-
finifo 75 : despues tomaré con el compas el inter—
valo ao; yhaciendo cenfro en r cortaré el arco in-
definito s, y por el punto s, en que los dos arcos
se cruzan, tiraré una linea indefinita desde m. Ul-
timamente tomaré con el compas el lado ME, y cor-
taré con igual porcion en la linea indefinita me :

FILOSOFICA.

hecho esto, tiraré la linea en, y quedara el tridngu-
lo B igual 4 A.

S \IB 7<
m
e

L @

Fig. 80.

Por caanto sobreponiendo el tridngulo B en A,
y ajustando MN con mn, el lado me tambien caerd
sobre su correspondiente ME por Ia ignaldad de los
angulos que forman con MN, mn; y como me es
igual AME, no puede el punto e dejar de eoincidir
con E; y asi la linea en coincidird con EN, pues
ambas son rectas, y por una y ofra parfe se termi-
nanen punfos que coinciden.

Tercer modo. — Midiendo un lado con los dos dn-
qulos adyacentes.

Antes de pasar adelante conviene esplicar este
término adyacentes. Llamo dngulos adyacentes 4 la
linea MA (Fig. 80), los gue se forman sobre ella ¢con
los lados que suben de las estremidades, como son
los dngulos oe en el tridngulo D.

Nam. 109, Si yo mido MA (Fig. 80), y hago ofra
linea igual ma, y despues mido los dngulos oe, ¥y
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hago otros iguales en m y en a por el método ya
arriba dicho (ntim. 107), y tiro dos lineas indefini-
das, tendré un punto #, en el que se cruzan, y este
serd el vértice del nuevo tridngulo E igual 4 D.

Por cuanto sobreponiendo el tridngulo E en D Ias
bases se ajustarian, como tambien los lados, su-
puesta la igualdad de los dngulos. Luego el punto
N, comun @ los dos lados; del tridngulo antiguo D,
caerd sobre n, punto comun 4 los dos lados del
tridngulo nuevo E, y quedardn los dos tridngulos
ajustados.

Num. 110. Luego para hacer una figura rectilinea
iguala otra dada, cualquiera que sea (Fig. $1), bas-

tard dividir en tridngulos la que nos dieron, y ha-
cer otros fridngulos iguales y semejantes, y dispo-
nerlos en Ia nueva con la misma forma.

De aqui se sacan las consecuencias siguientes.

1.

Nam. 411. Luego todo tridngulo que tiene los

tres lados iguales 4 los tres de otro 4ngulo le seré
igual (nam. 4107).
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Nam. 412. Luego todo tridngulo que tiene dos la-
dos iguales 4 los dos lados de otro, y el dngulo in-
cluso tambien igual, serd igual en todo al ofro tri-
angulo (num. 408).
Num. 445. Luego todo tridnguio que tenga un
lado igual & un lado de otro, v los dos angulos ad-
yacentes iguales 4 los dos adyacentes en el otro, se-

ra en todo izual.

Pongamos ahora dos paralelas, y cortémosias con
otras dos (Fig. 82) : tiremos ademas una Iinea dia-
gonal, esto es, desde una punta B 4 la otra opuesta
S : tenemos dos tridngulos PQ con un lado comun,
que es 1a diagonal : ademas de esto los dos dngulos
AO, que la son adyacentes en B, son iguales 4 sus
alternos ao, adyacentes & la diagonal en el tridngulo
Q; por consiguiente los dos triangulos son perfec—-
tamente iguales, y sus lados correspondientes tam-
bien lo son.

Nam. 114, Luego las paralelas cortadas por pa-
ralelas son iguales; y asi MB es igual 4 SN y MS es
igual 4 BN,

ADVERTENCIA. — Habiendo ya tratado de las li-
neas y de los dngules, para poder esplicar-la rela-
tion que dicen entre sivarias lineas conviene fratar
de las razones y proporciones en general.

En lo sueesivo, amigo Bugenio, para facilitarte la
espresion y abrevidrtela, haré lo que todos los mo-
dernos acostumbran, usando de las sefiales 6 signos
del alzebra, pues la esperiencia enseiia que lo que
hace mas corta la espresion de una verdad, y enuna
mirada la coloca enfrentede la imaginacion, facilita
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increiblemente su inteligencia. Pienso que tendrds
presentes las nociones algebrdicas que contienen
miis carfas precedentes ; mas, si por mala esposi-
cion de mi parte 0 otra causa cualquiera, no te hu-
bieses penetrado de ciertos principios, no vaciles
en ayisarmelo para que te dé nuevas ilustraciones
sobre ‘el punto-en cuestion.

CARTA DECIMASEPTIMA.

DE LAS RAZONES Y PROPORCIONES,

§ L

De Ia razonjen general.

Amigo Engenio, si bien, tratando de Ia aritmé-
fica, dejé esplicada la teoria de las razones y pro-
porciones, pienso no obstante, 4 trueque de ser
molesto, fratar de nueyo y mas difusamente este
asunto, porque, siendo tanta su aplicacion & la
geometria, es una llave precisa para entraren mil
gabinetes de verdades lindisimas, Empecemos,
pues, que tal vez con el gusto no te parecerd en-
fadosa, ysaltards de contento al yer en las cartas
siguientes las utilidades que esta frae.

Cuando comparamos entre si dos cantidades del
mismo género, V. g. 6 con 4 6 con 5 para saber su
respectiva grandeza decimos que estan en esta ¢
aquella razon.
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En esta comparacion la cantidad que se pone en
primer lugar se llama. antecedente, la segunda con-
siquiente ; y ambas se laman términos de la compa-
racion 6 de la razon.

De dos modos se pueden comparar las cantidades;
0 bien observando el esceso de una respecto dela
otra, y esta diferencia 6 esceso se llama razon arit-
mética; de este modo enire.S y 5 la razon aritmé-
tica es 3.

0 tambien podemos reparar en el niimero de ve-
¢es que una cantidad contiene @la otra, y este ni-
mero de veces se llama razon”geoméirica; y por
eso enfre42 y 4 la razon es 5, porque el antece-
dente 12 contiene fres veces 4 su consiguiente 4.

Cuando el anfecedente ¢ el primer término es
mayor que el mn-i:uiuuttu le contiene mas de una
vez, como_si digo 6.5, cuya razon es 2; 6 6.4, cuya
razon es i, que quiere decir unoy medio, 6 siyo
digo' 115, cuya razon es tres y dos tercigs, y se
escribe asi 52, porque el antecedente 11 contiene
tres yeces a tres, que hacen 9, y ademas de esto
¢ontiene dos unidades queson dos tercios de 5, que
‘era elconsiguiente.

Cuando el anfecedente, pues, es igual al consi-
guiente solo le contiene una+wyez como 6.6, cuya ra-
Zon es 1.

Pero cuando el antecedente es menor que el con-
siguiente, v. g. cuando digo 56 la razon es menos
que uno, y esun quebrado ¢ fraccion, esto es, parte
de 1 ; y en este ejemplo de 3:6 la razon es la mitad
de uno, y se espresa z; y en este de 2:8 la razon

$ , porque le contiene la cuarta parte de una vez.

FILOSOFICA.

De Ia proporcion en comun.

Cuando habiendo comparado dos cantidades ho-
mogéneas, esto es, del mismo género, hallamos la
razon que hay enfre ellas, y despues comparando
enire si ofras dos canfidades hallamos entre ellas
olra razon; siesta es igual, decimos que estos cua-
tro términos esfan en proporcion; y asi general-
mente se dice que

Num. 415. Proporeion es igualdad de razones de
un mismo género : y. g., si entre 6 y 5 hay razon
dupla, y entre 8 y 4 hay tambien razon dupla, de-
¢imos gue estos cu atru términos estan en propor-
cion, y se escribe a -84, que quiere decir

larazon de 6 y 5 es i 'Tual a la razon de 8 respecto
de 4.

Pero asi como toda razon pide dos términos, Ia
proporcien que enyuelye dos razones pide cuatro,
esto es, dos anlecedentes y dos consiguientes.

No ohstante, sucede tal vez que el mismo término
puede ocupar dos lugares, y ser consiguiente para
el primero, y antecedente para el tercero: v. g., si
se dijere 42 es @ 6 como 6 es & 3, se eseribe asi
—12:6:5; v esto se llama proporeion continua; y
cuando hay cuatro términos distintos se llama pro-
porcion discreta, como esta 12:6::8:4.

Pero como hay dos especies de razon tambien
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: . "
debe haber dos especies de proporcion como dGes-
pues diremos.

§ 111

De larazon aritmética.

Ya hemos dicho'que el esceso ¢ diferencia que
hay entre dos cantidades del mismo género se llama
razon arifmética. .

Nam. 116. El modo de conocer esta diferencia es
sacar 6 quitar una cantidad de ofra, y el resto es la
razon aritmética quese buscaba; v. 8., 6.y 4 lara-
zon es 2, porque si de 6 se quitan 4 quedan 2, lo
que se escribe asi 6—%=—2, comunmente se espre-
sa esta razon aritmética poniendo un punfo entre
las dos cantidades de este modo 6.4, y se lee 6 4

Otro ejemplo (Fig. $5). Las lineas B y A son de-

g

siguales, el esceso de una sobre la otra vale Y.

dos palmos; podemos, pues, decir B—2=A, y este

esceso 2 es la razon aritmética entre B y A. .
De esta simple nocion se deducen yarias propie-
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dades de la razon aritmética, las que esplicaré & mi
modo : ten paciencia, Eugenio.

Por ser la razon aritmética, la diferencia que se
halla entre dos cantidades, si esta diferencia desa-
parece, 6 porque se afiade & la que era mayor, 6
porque se quita 4 la que era menor, las dos canti-
dades quedardn iguales, v. g. entre 5 y 5 la diferen-
cia es 2, luego si aladimos 2 & 5 quedard igual 4 5,
¥ si quitamos 2 & 5 quedara ignal 4 5.

Ve aqui las varias propiedades :

Nim. H7. Luego la razon aritmética, si se qui-
ta de la cantidad mayor la deja igual 4 la menor, y
si seanade 4 la menor la deja igual 4 la mayor. V.
g larazonde 5 d 2 es 5. Luego 5—5=2y 5}-2—
3. Del mismo modo (Fig. 85), A4-2—=By B—3—A.

Pasemos adelante : si puesta una razon entre
dos términos adadimos 6 quitamos 4 los dos la miss
ma cantidad, quedardn ambos con la diferencia ¥
desigualdad que tenian; porque ni en lo que se
aumenté ni en lo que se quité se produce diferen-
tia alguna, v. g. en 8 y 6 la diferencia es 2 - SU—
pongamos, pues, que se afiade & ambos el valor de
9, quedardn 11 y 9, cuya diferencia es el mismo 2 -
supongamos por el contrario que quitamos de los
dos 5, quedarin 5 y 5, y la diferencia'ser4 tambien
2. Lo mismo sucede en las lineas (Fig. 84) entre A
¥ B Ia razon aritmética es 2 : luego si de ambas
lineas quitamos n, quedard la diferencia 2, ysia
ambas anadimos n, la diferencia siempre serd 2.

IX, H

.
e

- 4
S I
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IL.

Nam. 418. Luego si 4 ambas anadimos ¢ quita-
mos porcion igual, conservarin entre st la misma
razon aritmética.

Supuesto 1o que queda dicho, esto es, que en la
diferencia 6 esceso de una cantidad respecto de otra
consiste 1a razon aritmética, digo ahora que esta
diferencia consiste en que una cantidad tiene lo que
la otra no tiene, y ast aumentar en la una 6 quitar
en la otra hard el mismo efecto parala diferencia
entre ambas, v. g.entre 6y 9 la diferencia es 3;
pero si yo aumento 2 d un término, haré el mismo
efecto que si quitase 2 del otro: si quito 2 de 6
quedan 4, y para 9 faltan 5 ; pero tambien si yoau-
mento 2 al 9 quedardn 11, y la diferencia de 41 a

6 es i,
IIr.

Nam. 449. Luego para la razon aritmética fanto
importa anadir una cantidad & un término como
quitarla del otro. :

§1V.
P roporcion aritmética.

Ya dijimos que la igualdad de razones del mis-
mo género hacian la proporcion de ese mismo g6
nero.
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Nam. 120. Luego proporcion aritmética es la
ignaldad de dos razones aritméticas. V. ., entre
estos cuatro términos 5y 5,y 4 y 6; porque en
ambas comparaciones la diferencia 6 razon es 2.

Esprésase esta proporcion asi: 5. 5 ; 4. 6, 6 po-
niendo el ejemplo en lineas, comparando A con B
(Fig. 85) y C con D, lo que se escribe asi: A.B :
C. D.

Nam. 4124. Cuando
tres términos se dispo-
nen de modo que el
primero escede al ®e-
gundo tanto cuanto ‘
el segundo escede-al ' 3
tercero , se Illama Fig. 5.
proporcion aritmética
continua, como queda dicho, y se espresa asf : 9.
7::7. 5, 6asi:-9.7.5. Y selee 947, como 7
a 3.

De estanocion se sacan varias propiedades.

La suma de Ios estremos es igual 4 la suma de
los medios : v. g., si 5. 3 . 4. 6, podemos deeir
5-4-6=3--4, que hacen 9. En lineas A. B : C D po-
demos deeir A4-D=B--C (Fig. 83).

Porque hecha la suma de los medios 5-}-4 tene-
mos 9; pero sien lugar de 3, que es término medio,
ponemos 5, que es su estremo, y en el valor es 2
menos, quedara esta suma con dos de menos, y re-
ducida & 7: pero si tambien trocdsemos el otro me-
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dio 4, y pusiéremos su estremo 6, que tiene dos de
mas, entonces quedaré esa suma con 2 de mas, y de
7 pasaré 4 9, compensindose una diferencia en mas
con otra en menos; ¥ asi 5--4=9, y tambien 5+
6=19:

Nam. 422, Luego en toda proporcion aritmetica
la suma de los estremos es igual 4 la de los medios.

I1.

Nam. 125. Luego cuando cuatro: términos estan
dispuestos de modo que la suma de los estremos se
halle igual 4 la de los medios, es Senal de que estan
en proporcion aritmética : v. g.. si 9-4-2="5-1-6,
podemos decir 9. 6 7 5. 2.

Porque la igualdad de las sumas es senal de que
el primer estremo escede tanto a su medio, como
el 1ltimo estremo es escedido por el suyo, pues de
lo contrario mo se podia compensar el esceso del
uno con la falta del otro.

II1.

En la proporcion continua, v. g. 9. 7. 5, un tér-
mino ocupa el lugar de dos, pudiendo decirse 9.
7:7. 5,y entonces 9-4-3=T7+7. Luego si el térmi-
no medio repetido es igual 4la suma de los estremos,
no repetido serd la mitad de esa misma suma.

Nam. 124. Luego en la proporcion continua arit-
mética la suma de los estremos es dupla del tér-
mino medio.

1v.

Nam 125. Cuando {res términos estan dispueslos
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de modo que la suma de los estremos es dupla del
término medio, estan en proporcion continua, V.
g., si 1244 es duplo de 8, puedo decir—12. 8. 4,
porque en este caso, repitiendo el término medio,
quedard igual 4 1a suma de los estremos, 1o que es
seiial, como estd dicho, de que estan los términos
en proporcion aritmética.

V.

Nam. 156. Dados tres términos de una propor-
cion aritmética es facil hallar el cuarto; porque ha-
ciendo la suma del segundo y tercero, ysacando de
ella el primer término, el resto sera el cuarto, por-
que este resto juntocon el primero debe ser igual a
la suma de los medios, y asi quedardn en propor-
cion por el niim. 225.

Del mismo modo dados cualesquiera trestérminos
de una proporeion se puede hallar el que falta: y.
g., si falta el segundo, hecha la suma de los estre-

mos, y quitando de ella el tercero, tendremos el
segundo, efc.

§V.

De la razon geométrica.

Ya dijimos que el namero de veces que una can-
tidad comprende 4 otra se llama razon geométrica,
¥. Z., entre 6 y 2 la razon geométrica es 5, y en li-
neas (Fig. 86) entre B y A la razon geométrica es 5,
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porque B contiene tres veces A. Debe advertirse que

cuando se dice razon

et absolutamente se en-
tiende la geométrica.

v Nam. 127. Se conoce
la razon que hay enfre
dos cantidades dividien-

do el antecedente por el consiguiente, v. g. 6 por

2: el cociente 5 que saleen la division manifiesta

la razon que hay entre los dos términos : este nii-

mero que sale en el cociente en‘la division se llama
tambien esponente.

Esta razon se espresa de varios modos, ¢ bien po-
niendo dos puntos entre las dos cantidades, dicien-
do 6 : 2, 6 bien poniendo los nameros con la senal
de diyision, diciendo ;.

Nant. 128. Siempre el antecedente se ha de di-
vidir por el consiguiente;; y si le ¢ontiene dos yveces
1a razon ¢s dupla, si tres la razon es (riple, si cua-

B bt
6
Fig. 86.

e AP,
tro cwadrupla, etc. ; yasi { igual 3, 6 (Fig. 86) e

5, porque el antecedente dividido por el consiguien-
te 2 da 5 & cada uno, porque le contiene ftres
veces, porque la linea B contiene la linea A tres
yeces.

Si por el contrario el antecedente fuere menor
que elconsiguiente, como si decimos 5 6,65 9,
65 : 12, de tal suerte que el consiguiente contenga
al antecedente dos, tres 6 cuatro veces, la razon se-
rd subdupla, subtriple y subcuadrupla, y se pueden
espresar asi : 1, ¥, &, Y quiere decir que la razon

es tres sestas partes, 6 tres nonas partes, 6 tres duo-
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décimas partes; de suerte que siempre ha de ser un
quebrado 6 fraceion.

En la aritmética se ensefia que los quebrados se
espresan con dos numeros, uno sobre larayita, este
se llama numerador, otro debajo de ella, este se
llama denominador ; v. g., para decir tres cuartos
se eseribe asi 2 : el de encima dice cuantos quebra-
dos son, el de abajo qué especie de quebrados es, d
saber : si son tercios, cuartos, quintos, etc.

Nam. 129. Dijimos al niimero 127 que la razon
geométrica se espresaba en dos nimeros puestos
con la seial de division, y. g. el 6 y35 colocados de
este modo <. De aqui se sigue que en todos los ca-
sos el antecedente se puede tomar como numera-
dor, y el consiguiente como denemingdor ; de suerte
que en la espresion *, 6 6 comparados con 5, po-
demos decir seis tereios ; y la razon de {2 respecto
de 7 es de 12 séfimos =2, ete. Esto facilita mucho
para-conocer la razon entre cualesquiera nimeros.

Nam. 450. Cuando la razon entre las cantidades
se puede esplicar por nimeros, bien. sean enteros ¢
quebrados, se llama racional; pero cuando no se
puede esplicar por numeros algunos, v. g. el lado
del cuadrado y su diagonal, ¢ ¢l nmero 4, la rajz
cuadrada del ndmero 2, entonces esta razon se lla-
ma surda ¢ irracional.

Las cantidades que tienen enfre si razon de nu-
mero & numero son conmensurables; las que tienen
razon surda son inconmensurables por no haber
medida comun que las pueda medir.

Tambien es preciso esplicar estas dos voces, par-
tes alicuotas y alicuantas : las alicuotas son aque—
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llas que multiplicadas cierto namero de veces agotan
el todo exactamente, como son palmos respecto de
la yara : las alicuantas son las que nunca ajustan
con el todo, como el codo respecto de una vara,
porque esta nocontiene un numero de codos exac-
tamente.

§ VL

JPropiedades de la razon geométiica.

Hemos dicho que la razon geométrica se conocia
dividiendo una cantidad por otra, y que el cuociente
espresaba la razon, v. g. ;=2.

De esta nocion se sacan yarias propiedades.

I.

Nam. 451, El consiguiente multiplicado por la
razon es igual al antecedente : v. g., si yo digo =
—32, diré luego 2)X5=6, porque la multiplicacion
vuelve & hacer lo que la division deshizo, y pone la
cantidad en los términos en que estaba antesde di-
vidida; y asf.vemos que por la multiplicacion se
prueba si estd bien hecha la division. Vaya ofro
ejemplo para cuando el antecedente fuere menor
que el consiguiente : si decimos 5 {6, O 2, larazon
es *; pero el consigniente 6 multiplicado por ; €8
igual al antecedenle 5, 4 seis medios =5.

11.

Los dos términos de una razon mulliplicada por
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una cantidad conservan la misma razon en que es-
taban: v. g.,si 12 y 6 estan en razon dupla, y se
multiplican por 5, siempre quedardn en razon du-
pla: asi 12)X5=56, y 6)X5=18, que tambien estan
en la misma razon dupla. Otroejemplo (Fig. 87): si
D y B estan en razon du-
pla, multiplicando ambos
POT 5 quedaran en 18 Mis= fods fromimmmeend
ma razon; y asi Ny M estan (il
en razon dupla. 8 = ‘
i Por cuanto si un ante- Fig. 8.
cedente, v. g. D, contiene
dos veces 4 su consiguiente B, juntando oiro ante-
cedente igual 4D, este nuevo antecedente compren-
deri tambien otras dos veces & su consiguiente
igual & B, y lo mismo sera con todos los demas an-
tecedentes iguales que fuéremos anadiendo res-
pecto de sus consiguientes que les fuéremos unien—
do : cada antecedente D llevard en si el valor de dos
consiguientes iguales 4 B. Luego tomando el ante-
cedente primitivo Dtres yeces, y tomando ofras tan-
tas su consizuiente primitivo B, el valor de todos
los antecedentes juntos N serd duplo del valor de
los consiguientes juntos M; pero tomar los térmi-
nos tres 6 cuatro veces, etc., es lo mismo que mul-
tiplicarlos por 3 6 por 4, etc.

Nam. 152. Luego la multiplicacion de dos tér-
minos por:una misma cantidad los deja enla mis-
ma razon que ellos tenian.

I,

La division de dos términos por la misma canti-
.
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dad los deja en 1a misma razon que ellos tenian.

V. g.,si12 y 6 estin en razon dupla, siguese que

=y ; estdn en la misma razon. Pongamos otro

ejemplo (Fig. 88) : los dos espacios representados
por Q) y P esténen
razon dupla. () cons-
ta de seis espacios,
comoel de AyPsolo
consta de tres : divi-
damosahorad P y &
Q por 3, v tendre-
mos.en Puana A, y

en () dos; y asi se ve otra yez larazon dupla.

La razen de esto es porque dividido el valor del
antecedente () en fres partes iguales, y tambien el
del consiguiente P, si un tercio del antecedente no
contiene dos yveces al tercio del consiguiente, nin-
guna de las otras partes iguales'd la primera las
contendréd dosveces. Luego todas las partes del an-
tecedente juntas; 6 el antecedente entero Q, no po-
drd contener dos veces las partes juntas del consi-
guiente entero P, como se suponia.

Nam. 455. Luego si dos términosse dividen por
una misma cantidad deben conservar la misma ra-
zon que tenian. Adviértase que cuando dos canti-
dades se dividen igunalmente por ofra, las partes de
estas se llaman proporcionales.

Nam. 154. Luego la misma razon que se hallare
entre dos términos se hallard tambien entre sus
partes proporcionales, esto es, entre sus mitades y
entre sus tercios ¢ sus cuarlos, ete.
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1v.

Establecimos arriba que dos cantidades multipli-
cadas por una se quedaban en la misma razon que
tenian (ntm. 152); pero multiplicar dos cantidades
por una ¢ una por dos es lo mismio.

Nam. 155. Luego cuando una cantidad se multi-
plica por dos se quedard en la misma razon que
ellas tenian. V. g. A (Fig. 88) multiplicada, bien sea
por 6 6 bien por 3, que estdn en razon dupla, hara
que resulten los dos espacios Q y P, que estan tam-
bien en la misma razon dupla.

)

Tambien dijimos arriba que dos cantidades divi-
didas por una se quedaban en la misma razon que
tenian antes de dividirse.

Nam. 156. Luego una canfidad dividida por dos
queda en la razon de estas, pero inversa, esto es,
si el divisor es duplo ¢ triple, etc., el cuociente es
subduplo, subfriple, ete.: v. g. 5=4;3=8; pe-
ro 4, $ tienen razon subdupla, y los divisores 6: 5
estaban en razon dupla. Pongamos otro ejemplo
(Fig. 88) : el'espacio Q diyidido en seis partes que-
da con el valor de A, ydividido en tres partes, que-
da con el valor duplo de A. Luego cuando el diyi-
sor es subduplo el cuociente es duplo.

La razon de fodo esto es, porque un mismo va-
lor del dividendo () repartido por mas partes, da
menos valor 4 cada una de ellas. Luego en Ia mis-
ma razon que se aumentare el namero de las par-
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tes 6 creciere el divisor, se ha de disminuir el ya-
lor de cada una de ellas, 6 serd menor el cuo-
ciente.

VI.

Ya en el niim. 154 quedo establecido que las par-
tes proporcionales de dos cantidades estaban en la
misma razon que las eantidades tenian antes de di-
yidirse.

Nam. 157. Luego si aumentaremos los dos tér-
minos con alguna parte proporcional, 6 la quitamos
de ellos, quedaran enla misma razon que antes fe-
pian. V. g. 42 : 6 tienen la razon dupla, aumente-
mos en 12 su tercio, y en 6 ¢l suyo, tendremos
12-}-4=16, y en el consiguiente tendremos 6--2=
8; pues 16 y 8 tambien estdn en razon dupla. Del
mismo modo, si de ambos términos quitamos una
parte proporcional, v. g. un 3, quedardn en la mis-
ma razon dupla; y asi 42—4=8, y 6—2=1 que-
dan 8 : 4, que éstdn en razon dupla.

La razon es, para que un autecedente contenga
v. g. dos veces & su consiguiente, es preciso que
cada parte proporcional del antecedente contenza
dos veces & la que la corresponde en el consiguien-
te (0lim. 135). Luego si acrecentdsemos a ambos la
tercera parte v. g., esta nueya parte del consiguien-
te se hallara inclusa dos veces en la que se aumen-
t6 al antecedente, y de este modo quedardn estos
dos términos en la razon dupla en que se estaban.

Del mismo modo sucede en la diyision; si saca-
mos de ambos términos ! 1 otra cualquiera parte
proporcional, las que restaren asi en uno como en
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otro se comprenderan dos veces, como sucedia en
el antecedente y consiguiente. Por eso dijimos que
aumentar 6 quitar de dos términos una parte pro-
porcional los deja en la misma razon que antes te-
nian.

VII.

Num. 158. En la razon geométrica la misma mu-
tacion causa el multiplicar un término por una can-
tidad que dividir por ella el otro término. V. g. en
24y 6 larazon es cuadrupla; digo, pues, siyo con-
servo el consiguiente, y divido el antecedente por
5, diciendo =* : 6, el cuociente | ;, porque =S3:
y 8: 6=1 &; pero esto mismo sucedera si yo con-
seryare el antecedente 24, y solo multiplicase el
consigniente por 3, diciendo : 24 : 6){5; pues 6X
5=18, va se ve que en 24 : 18 el cuociente es 1 ;.

La razon es, porque el que el antecedente com-
prenda en si al consiguiente mas ¢ menos veces,
depende tanto de la grandeza del antecedente como
de la pequenez del consiguiente : luego lo mismo
sera disminuir el antecedente, partiéndole por un
término, v. g. 5, como aumenfar el consiguiente
multiplicindole por ¢l ; como al contrario, lo mis-
mo sera aumentar ¢l valor del antecedente multi-
plicandole por 2 v.g., que disminuir el consiguien-
te partiéndole por 2.
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§ VIL

De la proporcion geomélrica.

Nam. 159. Proporcion geométrica es la igualdad
de dos razones geométricas. V. g. entre 6 y 5 lara-
zon ¢s 2, entre $ vy 4 la razon-es 2; enlonces, pues,
diremos que estos cuatro términos estdn en propor-
cion, lo que se espresa asi, 6:5:78:4, 6 ast ===,
diré: 6 & 5 como 8 4 4.

Num. 140." Cuando la proporcion geométrica
consta de tres términos, en tal forma que el prime-
ro sea respecto del segundo, como el segundo es
respeeto del tercero, se llama continua, como ya se
dijo, ¥ se escribe asi 42:6.:.6.5; 6 de este modo
2)2:6.5.

De esta nocion se siguen varias propiedades.

Puesta cualquiera porcion geométrica, v. g. la
de 6:3::8:4, conyiene examinar si el produocto de
los estremos es igual al de los medios, v. g. si 6)X
¥ es=5)X8.

Saquemos primeramente el producto de los me-
dios 5X8=24 : si en lugar del medio 5 pusiéremos
su estremo 6, que es duplo, el producto sube a ser
duplo, y en lugar de 24 dard 48 (nim. 153) : para
remediar esto frocamos tambien el otro medio §
por su estremo 4, que es subduplo; y en este caso
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baja el producto de 48 & 24 (num. 153); pero si
de 48 baja 4 24 se corrige en un trueque la desi-
gualdad que hizo el otro, por ser las razones igua-
les.

Num. 4141. Luego en toda proporcion geométrica
el producto de los estremos es igual al producto de
los medios.

I1.

Cuando cuatro términos estan dispuestos de mo-
do que el producto de los estremos sea igual al de
los medios, estdn en proporcion geométrica, v. g.,
81 6X4=3X8, se sigue que 6.5: .8 4.

Porque hecho el producto de los medios 5 por
8=24,si yo trueco el medio 5 por su estremo du-
plo 6, sube el yalor & ser duplo de lo que antes era,
y de 24 pasa 4 4S. Ahora bien, si el ofro estremo 4
compensare con su disminucion respectodel 8 que
es medio, el aumento que se hallaba en 6 respecto
de 5 (lo que es preciso para la ignaldad de los pro-
ductos), es prueba de que tantas veces contiene 6 &
sumedio 5, como 4 es contenido en su medio 8.

Nam. 142. Luego si el producto de los medios es
igual al de los estremos estardn los cuatro términos
en proporcion.

Aqui advierto, que hacer el cuadrado de un nii-
mero es multiplicarle por si mismo, v..g. 3X5=9
es el cuadrado de 5; 5)X5=23 es el cuadrado del
numero 5, y del mismo modo el cuadrado de 6 es
36, el cnadrado de 7 es 49, efe.
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III.

La proporcion continua ~-12:6>5 se puede escri-
bir repitiendo el término medio 12;6::625. En es-
te caso el producto de los medios, que es el cuadra-
do del término medio 6, es igual al producto de los
estremos (num. 441}.

Nam. 145. Luego en la proporcion continua el
producto de los estremos es igual al cuadrado del
medio.

Ly.

Cuando tres términos son tales que el producto

de dos es igual al cuadrado de otro, se pueden dis-
poner en proporcion continua: v. g. de 12X 5=
66, podemos decir . -12.576,

La razon es, porque en este caso poniendo como

estremos los factores del producto, y repitiendo el”
término que se ha de multiplicar por si mismo, pa-

ra llenar los lugares de los medios quedan los tér-
minos en el caso del niamero precedente y en pro=
porcion; pero entonces, suprimiendo una vez el
término medio, quedara proporcion continua. -

Nam. 4 44. Luego siempre que el producto de dos
términos es igual al cuadrado de otro se podran
disponer en proporcion continua.

V.

Toda cantidad multiplicada por { queda en el
mismo valor que tenia : luego si la unidad'fuese es-
tremo de una proporcion, el otro estremo solo serd
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igual al producto de los medios : v. g., si dijére-
mos 1:5::5:13, 6 al contrario 15.5::.5:1, el pro-
ducto de los medios serd igual a solo un estremo.

Nam. 145. Luego en toda multiplicacion pode-
mos disponer una proporcion poniendo dos facto-
res por medios, el producto por un estremo, yla
unidad por otro.

V1.

Podemos considerar cualquier dividendo como
un producto hecho por el diyisor y cuociente como
factores.

Nam. 146. Luego toda division nos da una pro-
porcion si colocamos el divisor y el cuociente como
medios, y el dividendo y la unidad como estremos.
V. g. si 2*=>5, podemos decir 15371115, y tam-
bien 15 :5:13, porque por la razon del namero
precedente el producto de los estremos es el divi-
dendo : el cuociente y el diyisor son factores.

Vil

Lo que llaman regla de tres consiste en hallar el
cuarto término de una proporcion, dados los tres.
Pero si el producto de los medios es igual al delos
estremos, repartiendo el producto de los medios
por el término primero, dard por cuociente el cuar-
fo término de la proporcion.

Naim. 147. Luego teniendo tres términos de una
proporcion podemos hallar el cuarto.

Nam. 148. Por el mismo método podemos hallar
cualquiera de los dos términos. V. g. si faltaba el
tercero, sacaremos el producto de los estremos, Y
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la partiremos por el segundo, y dard por cuociente porquelos estremos se convierten en me-
el tercero. dios, y los medios en estremos.

2. Podemos invertir, esto es, hacer los

antecedentes consiguientes, y los consi-

§ VIIL. guientes antecedentes, diciendo. . . . . 5]

5. Podemos alternar, esto es, compa-

rar los dos antecedentes entre si, y entre

si tambien comparar los consiguientes

porque se truecan los lugares en los dos

medios.

De las mutaciones que-se pueden hacer en los términos conservando
Ia propercion.

- )

Sy
= 4
3

Mutaciones de lugar solamente. — De lo que di-
jimos arriba (nim. 142) se infiere, que toda mu-
danza, hecha en una proporcion que conserve la
igualdad entre el producto de los medios y el de los
estremos, conseryard tambien la proporcion.

Nam. 149. Luego puesta cualquiera proporeion
podemos hacer las mutaciones siguientes :

-

4. Podremos cambiar solos los estre-
mos entre si, lo que se llama alternar,
imvertir y trasponcr, diciendo
5. Podemos tomar todos los cuatro
términos al reves, lo que se llama inver-
tir y trasponer, diciendo. . . . . . . . 4.8;:5:6.
5 ‘ Pongamos otro ejemplo en lineas (Fig. 89). Si A

_Tr?.
e i

P

; . , : _ BZC:D, podemos hacer las mutaciones signientes
Trocar los medios entre si, pues por esto no se

muda el valor de su producto.

II.

Trocar solos los estremos entre si por la misma
razon.

111,

Hacer los estremos medios, y los medios estre-
mos. lo cual no muda su yalor; y esto da desi mu- 1. C:D::A:B. trasponiendo.
chas mutaciones. 2. B:A::D;C. invirtiendo.
De este modo puesta esta proporcion 657 84, 3. A:C;:B:D. alternando.
|. Podremos {rasponer, esto es, po- 5. D:B::C:A, yesto esalternando, invirtiendo
ner primero los dos tltimos términos, y y trasponiendo.
en su lugar los que estaban antes, v. g. 814716233 3. D:C::B:A, lo cual es invertir y trasponer.
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Porque en todas estas mutaciones se halla que
el producto de los medios es igual al de los estre-
mos, que es una prueba de proporcion (nim. 142),
Otras mutaciones se pueden hacer que se incluvén
en estas, por las cuales se ve quesi un medio se
convierte en estremo, tambien el otro medio, lo

que es preciso para que el producto de los estre-
mos sea siempre igual al de los medios.

$ XI.

Delas mutaciones que se hacen componiendo 6 dividiendo los
términos.

Ademas de las mutaciones de lugar que hicimos
de los términos, se pueden hacer algunas mas au-
mentango los unos con 1os otros, lo cual se llama
componer, 6 quitando el valor de unos del de los
otros, lo que se llama dividir, 6 mejor disminuir.
Cuando se juntan, se forma una suma, cuando se
quitan aparece la diferencia ; y estas sumas y dife-
rencias lambien estaran en proporcion ; sobre-lo
cual hay varias proposiciones sacadas de lo que
queda dicho.

Pero es preciso traer a la memoria lo que dijimos
al nam. 157, que cuando aumentamos 6 quitamos
& dos cantidades sus partes proporcionales, quedan
con la misma razon que antes tenian entre si; pero
los consiguientes de una proporcion son partes pro-
porcionales de sus antecedentes.

Nam. 150. Luego puestos cuatro términos en
proporcion, si & los antecedentes afiadimos sus con-
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siguientes, 6 se los quitamos de su valor, quedarin
en la misma razon que tenian entre si. V. g. si de-
cimos A:B: :G:D, tambien podremos A4-B;C4-D: !
A:C, y asimismo A—B;C—D: A C. Otro 'ejemplo
en nameros : 1226 '8 4, podemos decir 12-}-6:8--
4::42:8, 6 bien 12—6;8—4711218.

I.

En otros términos, la suma de los dos primeros
términos es 4 la suma de los dos segundos, como el
primer antecedente es al segundo, 6 que dicen la
misma proporcion.

1I.

La diferencia de los dos primeros términos es &
la diferencia de los dos segundos como el primer
antecedente es al segundo.

I

Naim. 131. Ahora bien, si las sumas entre si'y
las diferencias entre si son como un antecedente es

al otro, 1as sumas entre si y las diferencias entre si
* yendran & tener la misma razon, y podemos: hacer

esta’ proporcion : una suma es respecto de otra su-
ma, como una diferencia es respecto de otra dife-
rencia : v.g. si 12:6::8:4 : luego 12-+6:844: 0
12—6:8—4, 6 bien'si A;B7:C:D : luego AHBICH
D::A—B:(—D; y alternando esta tambien pode-
demos decir : una suma respecto de su diferencia
es como otra suma respecto de la suya. Y asi 12+
6:42—6; 18-4:8—4.

Nim. 152, Luego la suma de los primeros s a
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su diferencia, como la suma de los segundos es 4 la
suya.

iv.

Niam. 133. Sentada esta doctrina, y la que diji-
mos de la alternacion, podemos sacar otras conse-
cuencias, v. g.sidijimos :

127611814,
tambien podremos decir :

\'12( T {olid 9
(42 H1l6

Luego alternando la primera consecuencia, dire-
mos :

124-6712; :8-4-4:8;
y alternando la segunda, diremos :
124662 78-+424.
Por la misma razon, si decimos :
AB:ICD,
podremos inferir :
LuegoA-+-B:A::C4D:C;
0 de otro modo :
A+4B:B: .(4D:D.

Num. 454. Luego en cualquiera proporcion la
suma de los dos primeros es 4 cualquiera de ellos,

como la suma de los dos segundos al que le cor-
responde.

FILOSOFICA.
V.

Puesta la primitiva proporcion 126784, infe-
rimos estas dos proporciones ;
12—6.8—4:
@ 12—6.8—

Luego alternando la primera diremos :
12—6:427:8 —4:8;
y alternando la segunda, diremos :
12—6.6: :8—4

Nam. 133. Luego en cualquiera proporcion po-
demeos decir :la diferencia de los primeros térmi-
noses a cualquiera de ellos, como la diferencia de
los dos tiltimos respecto del que la corresponde.

Podemos alternar toda proporcion propuesta;
y'eon esto haremos que los antecedentes sean tér-
minos primeros, ¥ los consiguientes términos ulti-
mos.

VI.

Nam. 136. Todo cuanfo hemos dicho de las su-
mas y diferencias de los primeros y ultimos térmi-
nos lo podemos decir de las sumas y diferencias de
los antecedentes y de los consiguientes; de donde
se deducen las siguientes proporciones nacidas de
una proporcion dada, v. g. si

A:B:°C:D
Luego alternando sera
A:C.:B:D.
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Luego combinando las sumas
A+C:B4D:IAB.
O bien
A--C:B4D::C:D.
Luego combinando las diferencias
A—C:B=D::A:B,
0 A—C:B—D::C:D.
Luego combinando sumas con diferencias
A-4-C:B--D;:A—C:B-4D.
Luego alternando
A-+C:A—C::B4D:C—D.

Ejemplo en nimeros.

Demos que sea la proporcion primitiva
42:4.797%5.
Luego alternando
12:9::4:5.
1. Luego combinando las sumas
12494434224,
O bien
12497 4—5-495.
Luego combinando las diferencias

12—9:4—5::9:5.

Luego combinando sumas con diferencias

1249445 112—9: 4—3.

FILOSOFICA,
5. Luego alternando

124-9:12—9::443:4—3,

De aqui se prueban las Proposiciones siguientes.

Vi1,

»
Num. 137. Luego la suma de los antecedentes es

dla suma de los consiguientes como un antecedente
es & su consiguiente,

VIII.

Num. 158. Luego la diferencia de los anteceden-
teses d la de los consiguientes como un antecedente
es & su consiguiente.

IX.

Nam. 139. Luego la suma de los antecedentes es
a su diferencia como la suma de los consiguientes
es 4 la diferencia de estos.

Hasta aqui en estas seis proporciones, que son
consecuencias de Ia proporcion primitiva, combi-
[AMOS 'sumas con sumas, diferencias con' diferen—
cias, y sumas con diferencias, Ahora falta combinar
las sumas de los antecedentes 0 consiguientes, ¥
sus diferencias con cada uno de ellos, y para esto
bastard alternar las proporciones de arriba.

Ejemplo.
Sea la proporcion primitiva

AB::C:D.
IX,
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Iuego alternandola primera consecuencia que pu-
simos ;rriba, nim. 156, diremos :
y alternando la segunda diremos :
A4-C:C:B1DD;
v alternando la tercera, diremos :
‘ A—C:A:B—D:B;

y alternando Ia cuarfa, diremos :
A—C:C:;B—DD.

Otro ejemplo en numeros.

Sea 1a proporcion primitiva

122421910

Luezoalternando la primera consecuencia de ar-
riba, diremos :
12492420 44504
alternando la segunda tendremos :
‘ : v -
123919704505,

alternando la tercera se dird :

12—9:42: 45

y alternando la cuarta se dird :

12—9:9::4=535.

De aqui se prueban las dos verdades siguientes :

X.

Niim. 160. La suma de los anfecedentes es 4 cada
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uno de ellos como 1a suma de los consiguientes es
al que le corresponde.

XI,

Num. 161. La diferencia de los antecedentes es
para cada uno de ellos lo que la diferencia de los
consiguientes para el que la corresponde.

§ X.
De la razon compuesta.

Num. 162. Sucede muchas veces, amigo Eugenio,
que una cantidad escede & ofra por muchos princi-
pios: y. g. unasala es mayor que un gabinete por
ser mas larga, por ser mas ancha, y por ser mas al-
ta : supongamos que tiene lalongitud cuadrupla de
la del gabinete, solo por este principio seria eomo
4.4 supongamos tambien que la anchura es como
tres & 1a del gabinete; ya solo por este prineipio
debe sercomo 5.4 ; y combinando estas dos razo-
nes no hemos de junfar ¢ sumar una con ofra, y
4=+5=T, sino multiplicar la una por la otra, y de-
¢ir 4 por 5=12, siendo el 12 el esponente de
esta razon compuesta.

Por cuanto si la anchura es triple podremos di-
vidirla en (res iguales partes ; y por haber en cada
uno de estos tres tercios una longitud cuadrupla de
1a del gabinete, entrard en solo un tercio cuatro
veces el gabinete, y otras tantas en cada uno de los
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otros dos tercios, lo que en todo compone 42;y asi
serd preciso repetir doce veces el area 6 el suelo
del gabinete para llenar el area 6 pavimento de la
sala.

Ahora bien, si la altura de la sala fuere dupla, ¥
la dividimos por medio con tablas, quedaria en la
parte superior otro tanto vacio como en Ja parte
inferior; esto es, se podian hacer otros doce gabi-
netes : volyeremos, pues, & multiplicar por 2 (espo-
nente de las alturas) el esponente compuesto del pa-
yimento 12, y diremos que la sala es al gabinete
como 24:1.

Néim. 165. Cuando el esponente de una razon es
el producto de dos esponentes, la razon. se llama
compuesta de dos : cuando es producto de tres es-
ponentes, la razon sera compuesta de tres, efe.

Silas dos razonesd esponentes, que multiplica-
dos dan una razon compuesta son iguales entre si,
V. g. 2X2,5%3, 4X4setc., entonces la razon com-
puesta se llama duplicada, y en el primer caso €s
duplicada de razon dupla, en ¢l segundo duplicada
de razon ftriple, en el tercero duplicada de razon
cnadrupla, ete.

Del mismo modo si el esponente de la razon es
el producto de tres esponentes iguales serd espo-
nente de una razon triplicada; v si los esponentes
primitivos, v. g. de longitud, latitud y altura, fue-
ren 2X=8, la razon serd triplicada de razon dupla
3X5 )5 igual, 27 serd Ia razon triplicada de la ra-

zon triple; si fueren X4 1—=64, la razon serd
triplicada de razon cuadrupla.

Aqui se ve la diferencia que hay entre la razon
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dupla y la razon duplicada, entre la razon triple 6
cuadrupla yla razon triplicada ¢ cuadruplicada. Las
duplas, triples, cuadruplas se hacen afiadiendo 6
sumando unidades : las duplicadas, triplicadas, etc:
se hacen multiplicando esponentes semejantes. ,
Tambien se advierte que cualquiera de las razo-
nes que componen la duplicada es subduplicada,

las que componen la triplicada son subtriplicadas.
Pongamos ahora dos proporciones.

10:5::4:2. (su esponente.. 2.
6:2::9:5. (suesponente.. 3.

Los esponentes son 2y 5 : multipliquemos orde-
n?Qamente los términos de una por los de la otra
diciendo :

10X6, 32, 4X9,2X5.
En los mismos productos result
_ a ofr -
A a propor
60.10::56:6,

cuyo esponente es 6, producto de los dos esponen-
tesel 2y el'5, por ser Io mismo multiplicar 10 por
6 que multiplicar dos veces 5 por tres veces 2;y en
esto no solo multiplicamos los dos cousiguien,tes 5
¥ 2, sino los dosesponentes, uno quedice dos veces

¥ ofro que dice tres veces; y asi el producto 60 m;
solo comprende & su consiguiente [10) las dos veces
de.la primera proporcion, sino las dos veces de esta
primera proporcion multiplicadas por 3 de la se-
gunda, que hacen 6. Ahora, pues, como en los
ofros dos términos de la proporcion 4X9y 2X3
hay la misma razon, y en ellos se multiplica tam-
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bien el 4 duplo por 9 triple, el producto debe ser
sestuplo, como vemos en 56y 6 y asi habiendo en
ambas razones el mismo esponente quedan los cua-
tro términos en proporcion.

NGim. 464. Luego cuando se multiplican ordena-
damente los términos de una proporcion por los de
otra, los productos hacen tercera proporcion, y el
esponente de esta es el producto de los esponentes
primitivos.

Ahora, pues, si se. multiplicaren los términos no
solo de dos sino de muchas proporciones que ten-
gan varios esponenfes, V. g. 2, 5, Z, los productos,
si la multiplieacion se hace por el orden en que se
hallan antecedentes y consiguientes, hardn una nue-
va proporcion, cuyo esponente serd el produeto de
los tres esponentes primeros, estoes, 24=2X5X4,
porque aqui milita la razon que dimos paralas dos
razones combinadas ; ylas tres proporciones se pue-
den reducir 4 menos, combinando primero dos de
ellas, y despues el producto de estas con el espo-
nente de la tercera; y asilo haremos si fueren cua-
tro 6 mas las proporciones dadas.

Luego cuando se multiplicaren  ordenadamente
los términos de muchas proporciones, los productos
hardn una nueva proporcion, cuyo esponente serd
el produeto de todoslos esponentes primitivos.

De aqui se sigue que si fueren solas dos las pro-
porciones, y del mismo esponente, V. g. 2.

(4:2:35: 6.

e =, 0%

{4:87:3:40.
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los productos tendran un esponente, que serd 4 cua-
drado del primero, y estardn en razon duplicada de
Iaprimera razon dupla; estoes, 4:46;:15:60, cuyo
esponente es 4, término cuadrado del esponente 2
que reinaba en las ofras proporciones.

Y por la misma razon si juntaremos tres propor-
ciones en que haya la misma razon, los productos
tendrdn por esponente un cubo del primero, ¢ el
producto de tres razones iguales, y quedardn en ra-
zon friplicada de Ia primera.

Nam. 463. Luego puestos cualesquiera términos
en proporcion 1:2::5:6, los cuadrados de estos
1.4::9.56, y sus cubos 1.8::27:216 tambien es-
tardn en proporcion.

Porque enfre cada antecedente ysu consiguiente
siempre se hallard razon igual, estoes, el producto
de dos 6 de tres razones iguales.

Niam. 166. Luego enla proporcion de los cuadra-
dos el esponente serd un cunadrado del esponente
de la proporcion simple 6 de la raiz, y en la pro-
porcion de los eubos el esponente tambien serd un
cubo del esponente de la proporcion simple, por
razon de que en la proporcion de: los cuadrados el
esponente es el producto de dos razones iguales; y

en la de los cubos el esponente es el producto de
tres razones ignales.

§ XI.

De la propercion reciproca.

La proporcion directa, que es la que hemos es-
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plicado hasta aqui, se da cuando una cosa contiene
4 otra igualmente por dos circunstancias, v. g. si
una puerta contiene & otra dos yeces por la altura y
dos veces por la latitud, entonces decimos que la
altura mas grande es 4 la mas pequeiia, como la la-
titud grande es & la longitud pequeiia, creciendo
siempre & proporcion tanto la longitud como la al-
tura. Lo mismo decimos cuando una sala es seis
veces mas ancha que un gabinete, como tambien
seis yeces mas larga.

Nam. 467. Cuando una cosa escede & otra, v. g.
fres veces en una circunstancia, y es escedida de
ella tambien fres vecesen otra, estan en proporcion
reciproca, v. £., cuando un campo es diez veces
mas largo que ofro, pero diez yeces mas estrecho
que el otro, escede en una dimension, pero igual-
mente es escedido en otra.

Pongamos otro ejemplo : cuando dos amimales
corren, y tanto mayor es la velocidad en el uno
cuanto el tiempo preciso para andar una legua es
menor que el del otro, decimos que entonces estan
las velocidades en proporcion reciproca con los
tiempos. Y la velocidad de un galgo v. g. es @ la ve-
locidad del hombre, como el tiempo que emplea el

_hombre es al tiempo que emplea el galgo.

Otro ejemplo : cuanto mayor es la tripulacion de
una nave menos tiempo dura una determinada pro-
vision de alimentos, y decimos : la tripulacion de
la nave grande es & la tripulacion de la pequena
como la duracion de las provisiones es en la nave
pequeiia respecto de la duracion de los alimentos
en la grande.
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En todos estos casos se ve que en la proporcion
reciproca el segundo y tercero término pertenecen
al mismo objeto, y el primero con el cuarto perte-
necen al otro, v. g. en el ejemplo de las velocidades
Yy tiempos, la velocidad del galgo es el primer tér-
mino, y su tiempo que gasta es el cuarto; y la ye-
lecidad del hombre es el segundo término, y su
tiempo el tercero, como se ve haciendo la propor-
cion; y para abreviar llamaremos 4 las velocidades
YV, 4 los tiempos T, al galgo G, y al hombre H.

VG:VH:TH:TG.

Y en esto estd la diferencia de la proporcion di-
recta, en queen la directa el primer término yel
tercero pertenecen 4 un objeto, y el segundo con
el cuarto 4 otro; pero en Ia reciproca el primero y
el cuarto pertenecen & uno, Y el segundo y tercero
4 otro.

Esta materia, amigo mio, es un Poco cansada y
oscura, pero es indispensable : i 4 Ia primera vez
que lees esta carta no la comprendes bien, pasa
adelante, ve leyendo las ofras, Y yuelve despues &
leer en esta misma carta, que la irds entendiendo
mejor : y créeme, amigo, que puse toda diligencia
para tratar esta materia con la mayor facilidad po-
sible : agradéceme la buena voluntad,




CARTA DECIMAOCTAVA.

© DE LAS LINEAS PROPORCIONALES.

§ L

Disidic 1aslineas enla proporeion pedida.

La doetrina, amigo Eugenio, que te di acerca de

la proporcion de los nimeros
se aplica facilmente & las li-
neas, dividiéndolas en cierfo
namero de partes iguales; ¥
yo ahora tratando de laslineas
proporcionales meiré fundan-
do sobre lo que dije acercade
Jas razones y proporciones de
los nimeros.

Nam. 168. Supongamos,
pues, que nos dan una linea
AC (Fig. 90), y que nos piden
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que la dividamos en cierfo numero de parfes igua-
les, v. g. seis; haremos lo siguiente.

I.

De una estremidad A, tiremos ofra linea indefi-
nida, como AB.

II.

Tomemos con 'el compas en esta linea indefinida
AB varias porciones iguales, y del fin de Ia dltima
porcion B tiremos una linea BC hasta la estremidad
de la linea dada para dividir Ia AC.

L.

De todos los puntos que fué senialando el compas
en AB tiremos paralelas 4 A, B, C.

IV.

De todos los puntosi, 2,5, quelas paralelas van
d tocar.en AC, tiremos unas pequeias lineas & AB.
Hecho esto se infiere :

I.

Que estos tridngulos pequéiios tienen los Iados de
los puntitos iguales entre si por ser iguales 4 Jas

porciones que tomd el compas en la linea AB (num.
113).

II.

Que estos tridgngulos tienen los dngulos corres-
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pondientes iguales entre si por ser hechos por una
linea que corta paralelas (num. 43).

11,

Que en esta suposicion estos tridngulos tienen un
lado igual, y los dngulos adyacentes; y por esto
(nm. 409), son iguales entre si; y por consiguiente
1a linea AC esta dividida en seis partes iguales, ¥
del mismo modo que lo esté 1alinea AB, aunque las
partes de AC no son iguales 4 las de AB, asi como
las lineas totales no lo eran.

Néim. 169. Luego cualquiera de las paralelas dla
base de este tridngulo divide sus Jados de tal suer-
te que las cuatro partes de ellas estin en propor-
cion; porque la linea mn, v. g, de tal suerte divi-
de las lineas AB, AG, que Am:mB: : An;nG, puesen
ambas partes la razon es de 4:2.

Lo mismo podemos decir de cualquiera ofra pa-
ralela asi en este como en otro cualquier tridngulo,
porquele podemos aplicar la misma demostracion.

Nam, 470. Luego toda paralela 4 la base de un
trigngulo (Fig. 91) divide sus Jados proporcional-
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mente; y asi PQ divide los lados del tridngulo en
tal forma, que AP;NP; :AQ:QM.

Ahora bien, el punto Q, en que la linea AM queda
dividida proporcionalmente, es punto tnico, solo
corresponde 4 P; por consiguiente, toda linea que
saliendo de P fuere 4 cortar el otro lado propor-
cionalmente ha de ir 4 parar 4 Q, y coincidir con la
paralela PQ); y por consiguiente sera tambien esa
linea paralela 4 la base.

Nam. 171. Luego toda linea que cortare propor-
cionalmente los lados de un tridngulo sera paralela
a la base de este.

Supongamos ahora (Fig. 92) que tiro yo desde A
vértice de un tridngulo, unalinea AMsobrela base:
esta linea divide un tridngulo en dos, y es unlado
comun para ambos ; y asi Ia linea SR que fuere pa-
ralela 4 la base cortard proporcionalmente, no solo
los dos lados antiguos AB, AC, sino tambien la nue-
va linea AM.

Luego toda linea que sale del yértice de cualquier
tridngulo queda cortada proporcionalmente a los
lados por toda otra paralela & Ia base.

En esta suposicion podemos sacar de estas pro-
posiciones muchos usos utilisimos para la préeti-
ca.

Demos que sea preciso reducir de un golpe mu-
chas lineas diferentes 4 una séptima parte menos,
6 fi otra cualquiera proporcion, haremos lo si-
guiente.
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I

Sean las lineas que deben reducirse (Fig. 95) a0,
b0, ¢0, dO, €0, fO.

Tiraré una linea
indefinida PQ : iré,
pues, poniendo con
el compas todas las
lineas dadas, de tal
forma que todas sal-
gan del punto O, y
terminen en Ja linea
PQ, lo que es muy

Fig. 95. facil haciendo & O

centro de muchos ar-

cos, cuyos rayos sean las lineas dadas, los cuales
iran 4 cortar la indefinida en a, b, ¢, [, d, e, efc.

T,

Cortaré de una cualquiera, v, g. Oa, 1a parte que
hayan pedido (nm. 4168), y del punto M de la divi-
sion tiraré la paralela MN : esta linea dividird to-
das las demas con proporcion 4 la primera.

Num. 472. Luego ya tenemos método para di-
vidir muchas lineas juntamente en la misma razon
pedida.

Dado un tridngulo, cualquiera que sea (Fig. 94),
supongamos que dividimos por medio el 4ngulo
del yértice B : esta linea BP dividird la base en dos
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partes MN. Veamos ahora sison estas proporciona—
jes 4 los dos lados, de

suerte que podamos de-

eir M:N::Q.T: para exa-

minar este punto tiro de

la estremidad e una pa-

ralela ABP, ycontinuo el

lado TS hasta enconirar

con la paralela en L.

Porlo que queda dicho Fig. 94
al namero 170, por ser
1a linea BP paralela 4 RI, base del tridngulo grande,
dividira sus lados proporcionalmente, y por conse=
cuencia M:N::S:T.

Ahora bien, si el lado Q faere igual 4 S se le po-
dré sustituir y poner en su lugar : de este modo
tendremos la proporeion que buscamos. Para co-
nocer que  es igual 4 §, adyertiremos que el 4n-
gulo i=o por las paralelas, c=¢ por la division en
dos mitades, e=r su alterno : luego §=—r; por con-
siguiente el tridngulo IBR es isésceles (niim. 92, ¥
su lado S igual Q ; luego podemos en lugar de S po-
ner () sin perturbar la proporcion, Y decir MINTT
Q:T.

Ném. 475. Tuego la linea que divide el dngulo
del vértice por el medio divide Ia base proporeio-
nalmente & los lados.
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§ II.

De los lados proporcionales en los fridngulos semejantes,

Nam. 174. Llamamos {rigngulos semejantes aque-
llos que tienen todos los dngulos correspondientes
iguales (Fig. 93), v. g. los tridngulos ABCy abe.

Fig. 93.

Los lados opuestos 4 angulos semejantes se lla=
man tambien homdlogos. Si yo, pues, sobrepongo
el tridngulo pequeiio O sobre el grande E 4 la parte
del dngulo A, los dos dngulos Aa y las lineas que
los forman coincidiran. Ademas de esto como el 4n-
gulo b=B, y el dngulo ¢=C, la linea de puntos be
es paralela & BC (namero 42), y asi corfa los dos la-
dos AB, AC proporcionalmente (nim. 470) ; y com-
parando los dos tridngulos OE, podemos decir ab:
AB: ac; AC.

Del mismo modo poniendo el tridngulo pequeiio
O sobre el grande E en el angulo C, se prueba
que ab, que corresponde & AB, le es paralela, y que
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por consiguiente corta en proporcion los dos lados
AC, BC.

Nim. 185. Luego todos los fridngulos semejan-
tes tienen los lados proporcionales.

Amigo Eugenio, porser esta proposicion Ia clave
de infinitos descubrimientos en geometria procura-
remos todos los modos de conocer cuando son se-
mejantes dos tridngulos, y 4 esto se ordenan las ob-
servaciones siguientes.

Sabemos que siempre que una linea es paralela &
la base de un tridngulo (Fig. 94) hace dos angulos
mn iguales & MN, adyacentes 4 la base (nam. 44) ; y
que el dngulo del vértice A queda comun al trian-
gulo antiguo y al nueyo. Pero cuando dos tridngu-
los tienen los dngulos correspondientes iguales son
semejantes.

Nam. 176. Luego toda linea que corte los lados
de un tridngulo siendo paralela 4 la base hace dos
tridngulos semejantes.

Dijimos tambien que todos los dngulos formados
por lineas respectivamente paralelas eran iguales
(nGm. 43).

Nim. 477. Luego cuando todos los lados-de un
tridngulo fueren paralelos 4 los de otro, los tridn-
gulos son semejantes.

Sabemos (Fig. 96) que si A
una linea: fuere perpen— / \/\
dicular sobre otra, si se la 7 /,/ \
da una revolucion de 90 70 LN
grados, 6 coincide con ella, / \\
6 es su paralela (nim. 48); °
y asi cuando un tridangulo
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tuviere todos los lados perpendiculares & sus cor-
respondientes en el otro, en dando una reyolucion
de 90 grados & un tridngulo, todos los lados deuno
(Fig. 97) seran paralelos 4 los del ofro;y por consi-
guiente los dngulos
respectivos ignales.

Num. 178, Luego
euando el friangulo
tuviere todos sus la-
dos perpendiculares
alos de otro le serd
semejante.

Tambien dijimos que los éngules opuestos en el
vértice son iguales (niim.43), y que tambien lo eran
Jos angtlos alternos.

Fig. 97,

Nam. 179. Lue-
go cuandolos tri-
angulos son for-

mados por des Ii-
neas que se eru-
zan, y pordos en-
tre si paralelas,
son semejantes (Fig. 98), porque sus dngulos & son
verticalmente opuestos, 6 son alternos.

Fig. 98,

A

Formandoan
triangulo cual-
quiera H ( Fig.

4 N
1

BN 99), si tomamos

T ' \N\ ,\
i : oot
' / \ tres lineas E, 1,

S O proporciona-
les & sus lados,
podremos hacer

&

Fig. 99.
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de ellas un tridngulo, v. g. P. Veamos ahora si ne-
cesariamente es este nueyo tridngulo semejante al
primero.

Poniendo los dos lados E, O sobre sus eorrespon-
dientes (supongamos que son mitades de ellos) ter-
minan en DE : tiremos por los puntos en que los
lados quedan corfados proporcionalmente una li-
nea, la que siendo por eso mismo paralela AB (nGm.
177) formard el tridngulo k, semejante & H por el
nim. 176 : solo falta demostrar que este pequenio
trianculo b es lo mismo que P, hecho con las tres
proporcionales, o que se conoce asi.

Como los tridngulos h y H son semejantes, todas
sus lineas serin proporcionales, y de este modo la
vertical serd 4 Ia vertical, como Ta horizontal & Ia
horizontal ; pero EC esla mitad de BC por la supo-
sicion. Luego DE serd lo mismo que de, mitad de
AB ; y por consiguiente el tridngulo A serd lo mismo
que el tridngulo P.

Num. 180. Luego cuando los fres lados de un
tridngulo son proporcionales 4 los tres de ofro, los
tridngulos son semejantes.

Esto supuesto, si nos pidieren una cuarta propor-

cional, esto es, si
nos dieren (Fig.
100) tres lineas
AB, AC, AD, y
nos pidieren ofra
cuarfa que conlas
{res haga propor-
cion, haremos lo
siguiente.
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I.

Haré un dngulo arbitrario de lineas indefinidas
BCA, y pondré por una parte la primera linea dada

AB, y cerraré el triangulo con Ia linea de puntitos
BC.

II.

Pondré en el primer lado la tercera linea dada
AD, y tiraré una linea DE paralela d BC.

Esto hecho, los dos tridngulos son semejantes por
el nim. 176, y los lados proporcionales por el ni-
mero 175 : luego AB:AC; :AD:AE; por consiguien-
te AE es la cuarta proporcional que nos pedian.

Nam. 181. Luego tenemos modo de hallar una
cuarta proporcional.

Del mismo modo, si dadas doslineas AB, AC, nos
pidieren una tercera proporcional, haremos lo si-
guiente (Fig. 101).

Hecho el dngulo
arbitrario, pondre-
mos de un lado la
primera y segunda li-
nea, y en el ofro re-
petiremos la segun-
da, y cerraremos el

Fig. fot. tridngulo con Ia li-

nea BC; y ultima-

mente por medio de la paralela CD hallaremos la

tercera linea que buscidbamos, y podremos decir
AB:AC: :AC:AD.
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Nim. 182. Luego tenemos modo de hallar una
tercera proporcional.

§ 1.

Aplicacion de la docirina precedente 4 medir distancias inaccesibles
sin el socorro de la {rigonometria.

Nada lisonjea mas el gusto de los principiantes
que el medir distancias inaccesibles sin instrumen-
tos ni cdlculos embarazosos, lo cual pueden conse-
guir sacando varias consecuencias de la regla gene-
ral que arriba hemos puesto, y es esta.

Todos los tridngalos semejantes tienen los lados
en proporcion.

De aqui se sacan las consecuencias siguientes :

I.

Nam. 485. Luego para medir la distancia inacce-
sible AB (Fig. 102) bastard hacer lo siguiente.

19 Poner unaestaca en By otra en Q, estoes, en
la linea visual que va desde B hasta el objeto A.
Despues se tira la linea visual desde Bhasta C, en
donde pondremos ofra estaca C.

92> Tiraremos una linea visual ab paralela @ la
otra visual BA; la linea ba se motard con dos esta-
cas; pero de modo que la estaca a esté tambien en
la visnal CA, y b en la visual CB.

50 Estas estacas con el objeto distante A hacen
los términos de los tridngulos semejantes C, B, A,
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y ¢, b, @ consideremoslas dos lineas BC y Jic ecomo
bases de los dos tridngulos, cuyos vértices sean A y
a. Ahora bien, com0 estos fridngulos, por ser se-
mejantes han de tener los lados proporcionales
(ndm. 173), se sigue que la pequefia base es res-
pecto de la grande como.la, pequena altura es res-
pecto de la grande; y asi tenemos esta proporcion
¢b>CB; ba:BA; ¥ asi sila pequena base es, v. g,
diez veces menor que la grande BC, tambien la Ii-
nea ba serd diez veces menor que la distancia BA,
que es la que desedbamos conocer.

1I.

Nium. 484. Cuando no se puede trabaiar en el
terreno que va desde la linea BC (Fig. 103) hécia
adelante, por ser el terreno corto 6 escabroso, se
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pucde hacer esta operacion en la parte opuesta en
el terreno mismo que pisamos, y elmodo es facil.

1o Puesta la linea visual BA, tiremos una per-
pendicular Bb, y despues otra ba perpendicular
a bB.

20 Estas dos lineas BA v ba, siendo perpendicu-
lares & la misma linea Bb, hacen los dngulos alter-
ternos iguales, y vienen & quedar paralelas entre si
(nium. 41).

5° Dividamos la linea Bb en partes alicuotas (asi
se llaman las que repetidas agotan el valor de la
cantidad, como si una linea se divide en doce dedos
6 cuartas, que valgan tanto como toda la linea, se
dice esta dividida en_partes alicuotas, porque ali-
cuantas son las que se consideran mitades de mita-
des, etc.) : dividase, pues, la linea Bb, y pongamos
en una de ellas la estaca C.

4> Retirémonos por cima de la linea ba hasta que
la estaca C nos embarace la vista del objeto distan-
te A, y pongamos alli otra estaca .

En este caso los dos tridngulos abe, ABC, son se-
mejantes (nim. 179), y los lados proporcionales :
llamamos bases de estos tridngulos las lineas BC y
be, luego 1a pequena base es respecto de la grande
como la altura del tridngulo pequeio es & la altura
del grande, y podemos hacer esta proporcion be:
BC::ba:BA; y asi queda conocida la distancia BA
que nos es inaccesible.

1.

Nim. 485. Si quisiésemos medir Ia altura de una
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torre por la sombra, lo podremos hacer del modo
siguiente (Fig. 104).

1o Me Hegaré al fin de la sombra de la torre, de
modo que la sombra de mi cabeza llegue 4 Ia ul-
tima punta de la sombra que hace la torre.

2° Dejaré una seial en el suelo en el mismo lu-
gar en que estaban mis pies; un criado notara tam-
bien en el suelo el lugar B en que estuvo la sombra
de mi cabeza, igual al mismo punto donde llegaba
la sombra de la torre.

53° Hecho esto, ya tenemos dos tridngulos seme-
jantes, porque fodos suslados son respectivamente
paralelos, pues la sombra de mi cuerpo es paralela
dla de la torre : los rayos del sol que pasan por mi
cabeza para terminar mi sombra, y los que pasan
por la aguja de la torre para terminar la de esta y
ultimamente mi cuerpo con el de la torre, todos
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estan paralelos, pues estos dos ultimos estdn 4 plo-
mo.

i Luego la sombra pequeiia es respecto de la
grande, como la aitura de mi cuerpo es 4 la altura
de la forre. Esto supuesto, como yo puedo medir
el espacio que ocupa misombra en el tiempo de la
operacion, puss quedaron seiiales en el suelo, asi
de mis pies como de la sombra de mi cabeza, vy aun
por el lugar de esta podemos conocer hasta donde
Hegd la sombra de la torre en aquel mismo tiempo;
se sigue quesi la sombra dela torre es, v. e. yein-
te yeces mayor que la mia, tambien la altura de
Ia torre serd yeinte yeces mayor que la de mi cuer-
po.

Adyiértase que se debe contar en la sombra de
la torre todo lo que hay desde su cenfro A, para
que quede @ plomo la linea que va hasta la aguja
(; pues solo esta linea es paralela & mi cuerpo pues-
to d plomo.

ambien se ha de notar, que esta operacionno
admite tanta exactitud como las que se hacen con
fas lineas yisnales, porque la sombra no termina en
punto fijo : no obstante siempre se conoce Ia altura
con corta diferencia.

ADVERTENCIA. — Cuando se forman estas pro-
porciones, siempre se ha de guardar el término no
conocido para cuarto lugar; y por consizuiente se
ha de principiar por un término que no sea homd-
logo, 6 correspondiente al término inedgnito v. g.,
pues en el caso presente el término no conocido es
la aitura de Ia torre : ha de entrar en cuarto lugar,

IX. 13
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y no debo empezar por mi altura, porque es el tér-
mino homdélogo correspondiente al incdgnito, sine
gue debo principiar por mi sombra, y decir : una
sombra es 4 otra como una altura 4 ofra altura, 6
una sombra pequena es 4 la altara pequena como
1a sombra grande 4 la altura grande.

Teenseno este problema, amigo Eugenio, no por-
gue en la practica se pueda ejecufar con perfecla
exactitud, sino porque sirye para una medida poco
mas 6 menos, v es facil.

Tambien fe advierto, que cuando se comparan
los lados de dos fridngulos semejantes, solo se com-
paran entre si los lados homdlogos, esto es, los que
estan opuestos 4 dngulos iguales.

1v.

Nam: 486. Sihubiere un grafémetro (Fig. 103) y
un semieirculo
graduade (Fig.
106), se pueden
medir las dis-
tancias inaceesi-
bles con bastan-
te exactitud de
este modo.

4° Poniendo
dos estacas en
BC (Fig. 102),
Ias cuales con €l
objeto distante A hacen los tres puntos del tridn-
gulo visual : despues de esto en el lugar C pondré
el grafémetro (Fig. 105) para medir el éngulo C.

Fig. 103.
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El medio de medir los dngulos visuales con el
grafémetro esel siguiente : pondré en G horizontal
el instrumento, y de modo (ue por la regla 6 ali-
dada fija PQ) vea yo la estaca fija en B, y sin mover
el instrumento volveré la alidada 6 regla movyible
MN, de forma que por las pinulas MN vea yo el ob-
jeto distante A : de este modo el arco del grafome-
iro, comprendido entre las dos alidadas, dard el
numero de grados comprendidos por el angulo vi-
sual CA y CB de la (Fig. 105).

20 Medido por este modo el éngulo visual en €,
quitaré el grafémetro de alli, y dejaré una estaca
en su lugar: le pasaré al lugar de ofra estaca en A -
volveré el instrumento, de modo que por Ja alida-
da fija PO pueda ver la estaca C, y sin focar al ins-
trumento volveré la alidada movible MN hasta ver
el objeto distante en A;y enfonces el arco com-
prendido enire las dos alidadas mostrard el valor
del éngulo yisual en B,

59 Mediré la Jlinea BC para ver caanfos pasos 6
yaras contiene.

40 Esto supuesto, haré en un papel (Fig, 106)
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una linea be, que tendrd tantas partes de pie de rey,
6 cualquiera otro petipie, cuantas varas, brazas,
gtc., hubiere en la linea visual BC : tirada asi esta
linea be, pondré en susestremidades el centro 0 del
semicirculo H, y haré alli dos dngulos iguales 4 los
dos 4ngulos visuales que tenemos en B y en C:
pondré dos puntitos en los grades que les corres-
ponden en el semicirculo, por los cuales tiraré dos
lineas, que se han de eruzar en alguna parte; y en
donde se eruzan pondré la letra @, que corresponde
al objeto distante A.

Y.

Hechos estos tridngulos, llamaré bases 4 1as lineas
BC v be : llamaré alturas las lineas BA y ba, y diré
que la base del {ridngulo pequeno es d su aitura co-
mo Ja base del grande es 4 la suya. Y de este modo
sabiendoyo cuantas partes de petipie tiene la linea
be, y pudiendo averiguar cuantas se contienen en
ba; sabiendo tambien cuantas brazas tiene la linea
yisual BC, tengo una proporcion be:ba; BC;BA:
los tres términos son conocidos, y por consiguiente
el cuarto lo serd, y este cuarto término es la distan-
cia que busedbamos.

VI.

Nam 187. Podemos medir de otro modo al mis-
mo tiempo la distancia y altura de un objeto dis-
tante sin mas instrumento que dos estacas & plomo
(Fig. 107).

4° Pongamos dos estacas & plomo P y Q.
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20 Liegando 4 la estaca P notaré alli el puntoa &

Fig. 107.

fa altura de los ojos, y notaré en la ofra estaca el
punto n, por donde pasa el rayo yisual queya a tér-
minar 4 la base N del edificio.

50 Tomaré la distancia que hay desde» hasta el
suelo, y la pasaré a_la estaca P en el puntom.: ya
con esto tenemas un tridngulo pequeno anm y ofro
grande que le es semejante ANM; y la razon de se-
mejanza es, porque nm es paralela al suelo 6 pa-
vimento representado en Ia linea NM.

4o Supuesta la semejanza de los tridngulos, Ila-
maré su altura las lineas am y AM, y diré la altara
del pequeiio es 4 la del grande como la base del pe-
quefio es & la base del grande; y asi am:AM: Smn;
MN : siendo las tres primeras canlidades conocidas
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tambien lo serd la cuarfa, que es la distancia del
edificio representada en la linea NM.

Mas para medir la altura haré lo siguiente :

Llevaré & la-estaca ( la altura oM, notando alli
el punto o, de forma que la linea visual Ao y O
quede paralela al pavimento.

IE.

Yesde ¢ miraré a lo mas alto del edificio, y no-
taré en la segunda estaca el punte §, por donde
pasa el rayo yisual.

111,

Con. esto tenemos un-pequeiio friangulo aio, y
otro grande AlO, el cual es semejante, porque la es-
faca () estd paralela al edificio.

Iv.

Luego la base del pequeiio fridngulo es & la del
grande ‘comp la-altura del'pequeno & la altura del
grande; y asi diré ao;AQ; o1;01; pero las tres pri-

meras cantidades son conocidas; Inego tambien lo
serd la cuarta: y si juntiremos la altnra Ol eon la
altura @ y M, 6 bien ON, quecard conocida la altara
total del edificio NL

Advierio que fampoco esta operacion puede ser
] ] i [

exactisima; pero hecha con cuidado dard 4 conocer
la distancia y altura con corta diferencia.

FILOSOFICA.
V.

Nim. 188. Por semejante méfodo tenemos el me-
dio para medir una distancia inaccesible por ambas
estremidades (Fig. 108).

I.

Del punto G tom ado a diserecion miraré & los dos
objetos, cuya distancia quiero conocer, y tendré el
tridngulo ABC, cuyos tres lados por ser incdgnitos
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parecen inutiles para toda operacion; mas para
conocerlos haré lo siguniente -

II.

De un punto arbitrario M, tomado en la linea CA,
miraré al objeto B, y tomando en esa misma linea
una parte proporcional & mi discrecion notaré un
punto m, del cual tiraré la linea mb paralela 4 la
grande MB, lo que es muy facil, poniendo el graf6-
metro en/ My despues en m, sin mudar la gradua-
cion de la alidada moyible, y netaré el punto n.

Esto hecho, ya tenemos dos tridngulos semejantes
mbe y MBC : llamaré bases 4 las, Iineas MCy mc:
podré decir la base del pequeiio es 4 la del grande,
como la oblicua del pequeiio es 4 la del grande, de
este modo : Cm:CM::Ch.(CB.

III.

Trasportaré 4 la linea €B las mismas distancias
que tomé én la linea CA, esto es, notando los pun-
tos Nn que estan en las mismas distancias de C que
m'y M: tiraré de N una linea visnal NA yotra pa~
ralela 4 esta na, con el fin de tener dos iridnzulos
semejantes ndae, NAC; y llamando bases de estos
trisngulos las lineas Cn, CN, podemos decir la base
del pequeiio es 4 la del grande como la oblicua del
pequeiio es 4 la del grande, esto es, CnICN7 Cal
CA, y como las tres primeras canfidades son cono-
cidas, tambien lo serd la cuarta CA.

IV.

Si el terreno no consintiere tomar los puntos N
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en la misma distancia de mM, bastard tomar cua-
lesquiera otros, con tal que Ia pequefia distancia
Cn sea respecto de la grande CN, como Cm es &
CM.

V.

Juntando ahora lo que tenemos probado conoce-
remos que si Cm es v. g. la cuarta parte de Cm, y
Cn de CN, tambien Ca serd la cuarta parte de CA'y
Ch de CB.

VI

Habiendo hallado los dos puntos ab que dividen
en propoereion los dos lados CA , CB, tiraremos por
ellos una linea ab, la cual por el numero 171 es pa-
ralela 4 1a no conocida AB; y asi los dos tridngulos
Cab, CAB son semejantes y los lados proporcionales;
por consiguiente llamando bases las lineas ab, AB,
diremos que el lado del pequeiio Ches al lado del
grande CB como la base del ab pequedo & la del
grande AC, estoes, Ba:CA:labAB.

Y con esto se conocerd no solo la distancia AB,
sino tambien en qué rumbo 6 direccion se halla
esta linea, pues debe ser la misma quela desu pa-
ralela ‘ab.

§ IV.

Aplicacion de la doclrina dada & la division de cualquiera linea en
partes proporcionales niuy pequeiias.

Teniendo presente, amigo Eugenio, dos verdades
15,
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esenciales ya probadas, una que la paralela que
corta un tridngulo hace dos triangulos semejantes
{ntdim. 176), otra que lo s tridngulos semejantes tie-
nen los lados propor cionales (nim. 173), sacaremos
de ellas varias consecuencias.

L

Nim, 189. El modo de dividir exactamente cual-
quier linea muy pequena en las partes que se pi-
dieren (Fig. 109},

Sea la linea
dada DE, y su-
pongamos que
las quieren divi-
diren2, 50 5
séptimas partes,

lo que se espre-
saasi:3, %, 3

73 1°

, 1o Tomare-

Fig. 109. mos una linea

arbitraria CB, ¥

en ella con ¢l compas haremos siete medidas igua-
les entre si, bien que tambien a discrecion.

90 Tomaré con ¢l compas las siete medidas jun-
tas que hace la linea BC, y describiré desde sus es-
tremidades dos arcos que se cruzan en A para for-
mar un triangulo equilatero.

50 De las divisiones 2, 5, 5 tiraré lineas al vér-
tice A. Esto hecho, ya sé que toda linea que fuere
paralela & BC quedar4 dividida como ellalo estd,
esto es, 5, 35 3
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40 Tomaré con el compas la linea dadaDE, y des-
de el vértice A describiré un arco que corte los la-
dos del tridngulo en be, y tiraré la linea be, la cual
serd igual 4 DE, por cuanto el nueyo tridngulo Abe,
teniendo el vértice comun en A, y los dngulosdela
base iguales con los del tridngulo grande ABC, ha
de ser equilitero como él, y por la misma razon to-
dos los triangulos pequeiios, euyas bases hacen la
linea be, son semejantes & los grandes, cuyas bases
juntas hacen Ia linea BC.
Luego lalinea dada DE (6 su igual be) se halla di-
vidida como BC, esto es, en 3, 5, 7.

II.

Nam. 190. Tenemos el modo de formar el peti-
pie de centésimas, que muchos llaman de décimas.

El petipie de centésimas se halla en muchos ins-
tramentos matematicos para fomar las partes cen-
tésimas de una pulgada, y se puede aplicar 4 cual-
quiera otra linea ; este se forma del modo siguiente
(Fig. 110).

40 Sea la linea dada AB, B
Ia cual se procura dividir '
en cien partes iguales; para
esto lIa dividiremos en diez
partes igunales, numerdn-
dolas por las decenas si-
guientes : 10, 20, 50, etc.

20 De las dos estremida-
des bajaremos las dos pa-
ralelas entre si Ae, Bo, en
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cada una de las cuales tomaré con el compas diez
partes iguales. notdndolas con los niimeros siguien-
tes 1, 2, 5, efc.

50 Uniremos las dos paralelas Ae, Bo con lalinea
oe igual 4 AB.

1o Tiraremos paralelas AB por todos los puntos
notados en Ae.

59 Tiraremos una oblicua Am, y todas las demas
paralelas & esta oblicua.

Esto supuesto demos que me pidan 36 paries
iguales centésimas de la linea AB; buscaré en ella
1a diyision 30, y eu Az la division 6, y veré en qué
parte esas dos divisiones se encuentran, o que su-
cede en el punto O < y tomando con el compas Ia
distancia de O hasta, 6, hallaré 36 partes centési-
mas. Por cuanto de O hasta ¢ hay 5 divisiones, cada
una de {0-parles, y desde s hasta 6 hay seis partes
centésimas, lo que se prueba de este modo :

Estando este triangulo eAm dividido por parale-
las, en‘cualquier parteque le corlen estas siempre
gueda tridngulo semejante al total : luego asi como
Ia altura del grande es 4 la del pequesio-como 49 a
6. -2si la. base del grande serd 4 la del pequeno co-

no 104 6y asiem vale 10 partes centésimas, 6 i
yaldra 6.

el mismo modo se pueden hallar todas las par-

tes centésimas desde 4 hasta 99,

FiLOSOFICA.

SIVE

Delas lineas (que son.medias propoccionales.

Nam. 191. Llamamos, Eugenio, media propor-
¢ional una linea, que si se pone entre ofras dos li-
neas dadas haga con ellas una progresion geomé-
trica G proporeion continua.

Pero antes es preciso advertir que se llama hipo-
tenusa en un tridngulo la linea opuesta & un dngu-
lo recto, v.g. (Fig..411), la linea-AB y el tridngulo
que fiene un dngulo
recto se llama tridngulo
rectangulo.

Tomemos ahora un
triangulo  rectdnguio ,
bajemos-desde el dngu-
lo recto la lineaQo per- °  Pig, {11,
pendicular sobre la hi-
polenusa AB, ya tenemos el tridngulo fotal T diyi-
dido en dos, uno pequeno P, otro mayor M.

P tiene un dngulo recto en o, asi como el total
le tiene en O, y ademas de esto tiene el angnlo A
comun alfridngulo Py al total T ; y porconsiguiente
(nim. $6) serd semejante al total.

Del mismo modo el tridngulo M tiene un recto en
0, y ofro agudo en B, comun al tridngulo M y al tri-
angulo T; y por consiguiente serd semejante al to-
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tal, y semejanfe tambien & AP ; de aqui sacaremos
esta consecuencia general.

Nam. 192. Luego toda perpendicular sobre la hi-
potenusa divide el tridngalo en dos, que son seme«
jantes entre siy altotal.

Siendo, pues, los tres tridngulos semejantes, sus
lados seran proporcionales (num. 475). Tomemos,
pues, en P y en M los lades gue forman los angulos
rectos para compararlos entre sf, y diremos : Ao:
00 1000B.

Nam. 195. Luego Ia perpendicular bajada sobre
la hipotenusa’ es media proporcional entre las dos
partes de ella.

Luego si nos dieren dos lineas ab (Fig. 112), y nos

pidieren una media proporeional entre ellas, se po-
dra hallar de este modo :

Pondré las dos lineas ab seguidas una 4 otra; ha-
ré de ambasel didmetro de unsemicireulo, y leyan-
taré del puntfo e en que se juntan las dos una per-
pendicular : despues tirando las dos lineas or, os,
haré un tridngulo rectingulo (nGm. 47), y por el
nim. precedente a;m: ;m;b.
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Nam. 194. Luego tenemos método para hallar
una media propercional enire dos lineas dadas.

Por la misma razon de la semejanza de los tridn-
gulos Py T (Fig. 114), podemos comparar entre si
los lados que en uno y ofro forman el dngulo co-
mun, y decir : Ao2A0: *AQ:AB. Lo mismo haremos
en los tridngulos M y T, comparando entre si los
lados que forman el angulo comun €, y diremos :
Bo:BO; :BO:BA.

Nam. 495, Luego dividido cualquier tridngulo
rectdngulo por la perpe ilar sobre la hipotenu-
sa, cualquiera de los lados es media proporcional
entre toda la hipotenusa y el segmento de ella que
le corresponde.

Si deseribimos un semicirculo (Fig. 443), sudia-
metro serd hipotenusa del tridngulo hecho por ella,
y por dos cuerdas terminadas en su circanferencia,
porqueestas precisamente haeen dngulo reeto (n¥im.
74).

Nium. 196. Luego cualquier cuerda (Fig. 443) ti-
rada de la estremidad del didmetro, es media pro-
porcionzl entre todo el didmetro, y el segmento de
este, cortado por la perpendicular bajada desde la
estremidad de la cuerda, y podemos deeir : AO;
AM: AM:AB.

Tambien podemos hallar una media proporcio-
nal por ofro medio : sijuntamosen un punto foera
del circulo (Fig. 114) una secante y una tangente,
tenemos tres lineas, que son la esterior AO, la tan-
genfe AN, y la secante total AM. Para examinar si
estan en proporcion tiraremos las lineas NOy NM,
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1as cuales forman dos tridngulos NAO, NAM. Llame-
mos al pequeno Py al grande T.

Estos dos tridngulos tienen el dngulo A comun :
ademas de esfo el dngulo M tiene por medidala mi-
tad del dngulo NO (nam. 72), y el dngulo ONA tiene
tambien esfa medida, por ser dngulo de cuerda y
de tangente. Luego los/dos tridngulos son seme-
jantes; y si comparamos los" Iados homdlogos que
forman el dngulo comun A, se hallard proporcio-
nales, y podremos decir < AO;AN; ;AN;AM.

Nam. 197. Luego la tangeale que toca en la es=
tremidad de la secante es media proporcional entre
toda la secante y su parte esterior.

§ VI.
Modo de dividir cualquier'linea en media y estrema razon.

Nam. 498. Llamamos, amigo Eugenio, dividir una
linea en media y estrema razon cuando la dividimos
en tal forma, que la parte pequena comparada con
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Ia grande esté en la misma razon que la mayor tie-
ne con la total (Fig. 415) : v. g. si nos dan la linea
AB para dividirla, y la partimosen el punto e, que-
dara la parte pequena p con la grande ¢, como esta
grande comparada con la total T, y podremos de-
eir : pig:.g.T. Para conocer que esto es yerdad,
haremos lo siguiente.

Tomaré la mitad de la linea dada AB, y levantaré
sobre la estremidad una perpendicular A0, igual
4 esa misma mitad, Ja que me seryird de radio pa-
ra un circulo, quedando de este modo su didmetro
igual 4 la linea dada AB.

II.

Tiraré de la estremidad B una secante que pase
por el centro del circulo, y termine en la circunfe-
rencia M.

Esto hecho, ya tenemos una secante y una tan-
gente unidas-en un punto,y por consiguiente (ntim.
197) la esterior BN es 4 la tangente BA, como esta
esrrespecto de 1a secante BM, diciendo asi : ——BN:
BA:BM, BN es @ BA como BA 4 BM.

Ahora pues el didmetro MN es igual 4 la tangente
AB, y se puede sustitair por-ella‘sin perturbar Ia
progresion ; luego podemos decir == BN:NM:BM,
quedando de este modo diyidida la secante en me-
dia y estrema razon.

Pero si tiramos las dos paralelas MA, Ne, tenemos
dos tridngulos semejantes, cuyos lados estan cor-
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tados proporcionalmente y del mismo modo (niim,
170).

Nim. 199. Luego tenemos modo de cortar cual-
quiera linea dada en media y estrema razon.

§ VIL

De las lineas que estan en proporcion reciproca:

Niim. 200. Llamamos proporcion reciproca siem-
pre que un objeto comprende & ofrotantas veces en
una circunstancia, cuantases comprendido por él
en ofra: de esta suerfe en la proporcion reciproca
el segundo y tercer término pertenecen al mismo
objeto, y el primero con el cuarto pertenecen &
otro.

En esta suposicion, si tiramos'en un circulo dos
cuerdas AN, EM (Fig. 116}, las cuales se corten, y

Fig. H17.

unimos sus estremidades con dos lineas EA, NM.
haremos dos tridngulos P y Q, los cuales son seme-
jantes, porgue los dngulos en O son opuestos en el
vértice, y los dn gulosen EN, por estar en la circun-
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ferencia y apoyados en el mismo arco AM, tambien
son iguales. Luego los lados que forman los éngu-
Jos en O son proporcionales; y asise infiere que

OA :OE: *OM:ON. Bien se adyierte que el segundo y

tercer término perlenecen & una misma linea,

asi como el primero y el cuarto pertenecen a la
olra.

Nam. 201. Luego cuando dos lineas se cruzan den-
tro de un circulo hacen ¢
en proporcion reciproca.

Supongamos ahora que dos secautes se junian en
un panto fuera del cirenlo (Fig. 147), y que de los
puntos Of en que cortan ¢! circulo tiramos dos li-
neas de puntitos 4 1as estremidades MN : en este ca-
so tendremos dos tridngulos NIA, MOA, los cuales
tienen un dngulo comun en A, v los dngulos en MN
iguales, por estar en la eircunferencia, § apoyados
en el mismo arco IO (num7T2); por consiguiente se-
ran semejantes, y los lados respeetivos proporciona-
les; de suerte que el lado mas pegueno de P serd al
lado mas pequefio de Q como el ladomiximo deP
al maximo de €, estoes, Al;AO; (AN AM.

Ahora, pues, el segundo término y el tercero per-
tenecen a la misma lmea AN, asicomo el primeroy
cuarto pertenecen 4 otra AM, senal propia de pro-
porcion reeiproca.

Niim. 202, Luego cuando dos secantes se unen
en un punto fuera del circulo, las esteriores estan
en razon reciproca con las secantes enteras,
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§ VI

o

De las civcunferencias proporcionales en los poligonos y eu
circulos.

Para conocer (ué proporcion hay entre las cir-
cunferencias de varios poligonos semejantes ¢ di-
yersos circulos podemos advertir losiguiente :

$ I.

Que los poligonos_ se pueden diyidir en tridngu-
los.

1.

Que siendo los tridngulos respectivamente seme-
jantes, y puestos del mismo modo, vienen & formar
poligonos semejantes : de esto se infieren varias
consecuencias,

I.

Dado cualquier poligono irregular (Fig. 148), s
uos pidieren otro semejante (Fig. 449, coyo eir-
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cuito sea duplo, triple, 6 en cualquiera razon otra
respecto del que fué dado, haremos lo siguiente :

{> Del dngulo O tiraremos diagonales a todos los
demas 4ngulos, y las prolongaremos indefinida-
mente.

2: Prolongaremos tambien indefinidamentelos la-
dos que forman el dngulo 0.

5° Tomaremos en la linea OM una estension que
tenga al lado OA la razon dupla, triple, etc. ; y del
punto M, en que se termina el nuevo lado, tiraré
una paralela Al al lado del peligono antiguo, y del
punto N otra paralela al otro lado antiguo, y asien
los demas lados.

Par cuanto hecho esto, el nuevo poligono sera se-
mejante al que nos dieron, pues los triangulos que
le forman son semejantes d los que formaban el que
nos dieren (nim. 176).

Ademas de esto como los 1ados son proporciona-
les, 1a mismarazon habra entre AQ y OM, que entre
Al y MN, y por consiguiente enire los dos circuitos
de los poligonos.

Num. 105. Luego en los polizonos semejantes los
circuitos son proporcionales dlos Iados homélogos.

II.

Nam. 204. Si el poligono fuere regular (Fig. 120),
dividido este en tridngulos eon los radios tirados
desde el centro, y hecha la misma operacion, que-
dard el nuevo poligono semeiante con el circulo en

Ia razon de sus radios, por la misma razon que di-
mos en los poligonos irregulares,
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Pues los circulos se consideran como poligonos
de infinitos lados, podemos decir de los circulos lo
que dijimos de Ios poligonos regulares.

Num. 205, Luego las-circunferencias de los cir-
culos son enire si como los radios 6 como sus dia-
mefros {Fig. 1214}, por la razon de! niimero prece-

dente.

Ahora bien, amigo Eogenio, si

bieres entendido bien estas car-

hu

tas puedes sosegar, pues no en-

contraras en los elementos degeo-

metria cosa que sea dificil, por-

(ue el peor camino ya esta pasa-
do: ten presente la comparacion quete hice, y eree-
me, quecada proposicion demostrada es como una
nueya antorcha, gue fe ha de iluminar en el osemro
camine.que resta; peroteniendo tantas hachas en-
cendidas no debes temer las tinieblas. Dios te guar-
de, ete.

CARTA DECIMANONA.

DE LAS SUPERFICIES.

De la formacien de la superficie.

Despues de tratar, amigo Eugeniio, de Ias lineas
y sus propiedades; pide el buen orden que ahora
tratemos de las superficies, y despues de estas fra-
taremos de los sélidos, "Ahora te acordards de que
para darte Ia idea de la lénea te dije que considera-
ses un punto en movimiento, y que tavieses por li-
nea el eamino por donde el punto ya pasando : aho-
ra te digo una cosa semejante para darte idea dela
superficie. Cuando una linea se considera movién-
dose toda hdcia algun lado, el espacio por donde se
considera que la linea entera va pasando se llama
superficie.

Nam. 206. Debes ahora suponer que cuando una
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linea recta se mueve hacia un lado siempre va pa-
ralela 4 s misma; y asi el espacio que corri6 la li-
nea se llama paraleldgramo (Fig. 122). La linea AB

Fig. ¥35,

se considera movible, 'y la linea AC es la directriz,
y se considera quieta.

Nuam. 207, Si la movible con la directriz hacen
un dngulo recto (Fig. 123), el paraleldgramo se dla-
ma rectingulo, como A.

Nam. 208. Si ademas de ser el d4ngulo recto la
movible es igual 4 la directriz, el paralelégramo se
llama cuadrado, como B (Fig.424).

Nam: 209. Sila movible hiciere con la directriz
un 4ngulo que no sea recto, el paralelogramo se
llama oblicudngulo; y en este caso si la movible es
igual 4 la directriz, el paralelégramo se llama rom-
bo, v. g. C (Fig. 425); pero si no fuesen iguales

1 as dos lineas se llama rombeide, como D (Fig.
1 26).

Num. 210. Tomemos ahora un paralelégramo de

FILOSOFICA. 515
cualquier especie que sea, y tiremos en ¢I una linea
desde un 4ngulo al otro dngulo opuesto, y se lla-
mara linea la diagonal; y cada mitad del paralel6-
gramo sera un friangulo, y los dos 6 son rectingu-
los U oblicudngulos, segun era el paralelégramo de
donde salieron; como T y D (Fig. 4125 y 124).

Num. 2i1. Juntando dos tridngulos, el uno  lo
largo del otro, de modo que tengan un lado comun,
resulta una figura de cuatro lados : si dos de ellos
{ueren paralelos la figura se llama {rapecio (Fig.
127); pero si no hubiere lado alguno paralelo al

Fig. 128. Fig.

ofro se llama simplemente cuadrilitero (Fig. 428.)
Nam.-212. Toda‘figura de muches lados, y por
consiguiente de muchos dngulos, se llama poligono:
si los lados, como tambien los dngulos, fueren to-
dos iguales serd poligono regular, como M (Fig.
129) ; mas si los lados ¢ angulos son desiguales, la
figura sera poligono irregular, como N (Fig. 130).

Fig. 130.
IX.
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Nim. 215. El espacio comprendido dentro de
una linea circular se llama circulo (Fig. 454): el
espacio comprendido entre dos radios y el arco se
llama sector (Fig. 152); pero el espacio comprendi-
do entre la cuerda y su arco se llama segmento
(Fig. 155).

Figs 155.

Dijimos al nimero 21¢ que en todo paraleldgra-
mo tirada una diagonal resnltabam dos tridngulos.
Ahora decimes que-estos triangulos (Fig. 125, 424,
125 y 126) tienen un-lado comun, que es la diago-
nal; y ademas de esto los-&ngulos adyacentes d
la diagonal-son alternos; y ast los dos tridngulos
vienen & ser iguales (num. 115). Tienen ademas por
base los Jados que al mismo tiempo son base del
paralelégramo, ¥ son de la misma altura que este.

Nam. 214. Luego todo paralelégramo se divide
en dos tridngulos iguales de la misma base y de la
misma altura del paraleldgramo.

Nam. 215. Notese que podemos Ilamar base &
cualquiera de los lados de un tridngulo, con falque
llamemos vértice al dngulo que la sea opuesto. Ad-
viértase tambien que llamamos altura del tridagulo
6 del paralelégramo la perpendicular sobre Ja base

-y

6 sobre Ia continuacion de esta, como ACG (Fig. i34).
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Num. 216. Luego el valor de cualquier tridngulo
es la mitad del valor que tendria su paralelégramo,
esto es, siendo de la misma hase y de 1a misma al-
tara. Aqui se advierte que cuando hablamos del va~.
lor del tridngulo, paralcldgrﬁmo, circulo, poligono,
etc., hablamos de la area 6 espacio comprendido
entre las lineas que la eomponen.

§ 1L

Modo de valuar Ias superficies.

Ndm. 217. Parayaluar la superficie de un para-
leldgramo rectangulo, se debe multiplicar ‘la base
por laaltura ; mas los principiantes no pueden bien
comprender como se multiplica una linea por otra:
para esto se adyierte que cualquiera cantidad re-
presentada poruna linea se debe dividir en cierto
namero de unidades, aunque la calidad de estas es
arbitraria, pues cada unidad puede ser linea, pulga-
da, palmo, ete.; y asi multiplicando el nidmero de
las unidades de una linea por el namero delas de
la otra, queda multiplicada una linea por ofra.

Nam. 248. Adyiértase tambien que no es Io mis-
mo formar una superficie que yaluarla, pues para
su formacion se considera la linea matematicamen-
te, esto es, prescindiendo de su grueso; y esta li-
nea se mueve de lado, caminando siempre paralela
4 si misma, segun la direccion de ofra linea para
formar la superficie.
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Pero si queremos véuar la superficie ya formada
debemos numerar la cantidad de partes que la com-
ponen ; y enesto ya st ve que esas mismas partes
son tambien superficies, y no puramente lineas, por
cuanfo de lineas matemdticas sin latitud 6 grueso
no se puede componeruna estension fisica, Ia cual
tiene” anchura, siendo cierto que la nada por mas
que se multiplique no puede dar cosa positiya.

Es evidente, pues, gie cuando se trata de valuar
alguna superficie debemos considerar la linea mo-
vil como la primera serie de unidades estensas, es-
to es; pulgadas, palmss, cuadrados, elc.; Y por la
misma razon 1a linea directriz debe dividirse tam-
bien en anidades, y eatonces multiplicando el nu=
mero de unidades de 1 una linea por el de la ofra
tendrenios el valor de la superficie.

Supongamos- ahora [Fig. 155) que el paralelégra-

Fig. 136.

mo que debemos valuar tiene cinco pulgadas en la
base y tres de altura : multiplicaré 5 por 3, y dard
15, p-orque la base tiene en si cinco pulgadas cua-
dradas, la segunda serie tiene otras cinco, y las mis-
mas la tercera : ponieado, pues, tres series de pul-
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gadas cuadradas Hemos agotado el paralelégramo
que fiene tres de altura.

Nim. 219. Luego multiplicando la base del pa-

ralelégramo -rectdngulo por su altura tenemos su
yalor.

Si la unidad que ha de seryir de medida no fue-
re cuadrado, sino paralelégramo (Fig. 156), v. g. si
queremos saber cuantos ladrillos se necesitan para
el pavimiento de una sala, debemos hacer la misma
cuenta, mas con la cautela signiente. Si A, que es
el lado mayor del paralelégramo que sirve de uni-
dad, faere la base, el lado menor O debe seryir pa-
ra medir la altura del paraleligramo, porque de
este modo multiplicando el primer orden tantas ve-
ces. cuantas la altura del ladrillo entraen la altu-
ra del paralelégramo, quedard agotado todo el es-
pacio; ¥ asi 3 4=12, que es el valor del paraleld-
gramo.

Para valuar los paralelégramos oblicusngulos ha-
remos la reflexion signiente : tomemos el paralelé-
gramo rectangulo A (Fig. 157), y dividimosle en
¥arios parale-
légramos hori-
zontales : si
despues de es-
to, en vez de
considerarlos
unos sobre o-
tros 4 plomo G
como en A, los ' )
considerare -
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mos en la forma que se ve en B, el yalor de ellos
siempre sera el mismo.

Tiremos ahora de las dos estremidades de la ba-
se CE dos paralelas 4 las estremidades de la linea
DF ; la linea-CD cortara todos los tridngulos que se
ven-enla figura, y/la linea EF cerrard en la ofra
parte otros tantos espacios yacios triangulares, en
los que  cabrian, exactamente dos tridngulos de la
parte opuesta, pues la altura de/los unos y de los
otros es la misma ; los dngulos ddyacentes al 1ado
que forma su altura son de un dngulo recto siempre
igual, y otro dngulo formado por ‘paralelas, que es
igual por el nim. 45 ; por consiguiente cada tridn-
gulo de una parte es igual al vacio que le corres-
ponde por la otra; y si los consideramos mudados

a la parte opuesta, 1a llenaran perfectamente por el
num. 115.Hecho esto asi, el paralelégramo reetin-
gulo Ase reduce al oblicudngulo B.

Num. 220. Luego los paraleldgramos que tienen
la misma base yla misma aliura son iguales; pues
si el paraleldgramo B (Fig. 138) es jgual al rectin-
gulo A, y este se valua
muitiplicando la base
por la altura, del' mismo
medo se debe valuar su
izual B, esto es, multi-

B 0

plicando la base RS, no «

por el lado SO, sinopor

la altura SE.
Ntim. 224. Luego cuando se hubiere de valuar
un paralelogramo oblicudngulo, se debe multiplicar
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su base por la altura perpendicular, y no por uno
de suslados.

De paso ebservamos que el paralelégramo obli-
cuo B teniendo lados mas largos que el recto A, es
igaal 4 é1 en el valor. Luego puede el mismo espa-
cio, sin mudar de valor, ser comprendido, ¢ por
lineas mayores ¢ por menores (Fig. 158).

La razon es porque en los dos paralelégramos A
y B los lados de A son lineas perpendiculares, los
de B son oblicuas; y siendo siempre las lineas obli-
cuas mayores que las perpendiculares que caen sobre
1a misma linea por el niim. 57, pueden ser los espa-
cios iguales, annque las lineas que los comprenden
no sean iguales. :

Nam. 222. Tuego los espacios 6 superficies no
sizmen la misma proporcion de laslineas que los
ferminan.

Nam. 225. Dijimos que los tridngulos eran la mi-
tad de les paralelégramos que tuyiesen la misma
basey altura (mim. 216), y acabames de deeir que
los paralelégramos de. la misma*base y altura son
ignales; por consiguiente tambien lo serdn las mita-
des respectivas.

Nam. 224. Luego los tridngulos de la misma
base y altura son iguales. A es igual & B (Fig.
159.

Nam. 225. Luego cuando ‘nos-dieren un trian-
gulo para valuarle, lo podemos hacer por estos mo-
dos (Fig. 140).

1.

En el tridngulo A multiplicando toda la base por
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Fig. 139,

toda la altura, y tomando solamente la mitad de
este producto para valor del trisngulo. A, la base
es 5, la altura es 4, el producto es 20, la mitad de
este 10, serd el valor del fridngulo A.

IT.

Multiplicando la base 'del tri dngulo B por media
altura, entonces la base es 5, m ultiplicada por me-
dia altura 2 dard 10, valor del tridngulo B.

1.

En D, multiplicando toda la altura 4 por la mitad
de la base 2%, resaltan 40, yalor 'del triangulo D;1a
razon es, porque de todos esfos tres modos viene
el tridngulo & tener la mitad del valor de su para-
lelégramo.

Si nos dieren el trapecio de la (Fig. 141) : para
hallar su valor haremos lo siguiente. Tiraremos la
linea MN paralela # las dos faces 6 lados paralelos
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del trapecio, y en igual distancia de ellos : despues
le multiplicaremos por la altura, haciendo un pa-
ralelogramo rectingulo. De este modo corfaremos
del trapecio los dos tridngulos inferiores, y forma-
remos en la parte superior ofros dos, los que son
iguales 4 losde abajo, porque la altura de ellos es
lamisma (pues esta se dividié por el medio) : los
dngulos rectos son iguales, y.los que son opuestos
en el yértice tambien 1o son ; por consiguiente (niim,
445) eltridngulo inferior es igualal superior que le
corresponde ; y asi puestos los*tridngulos superio-

.res en lugar de los inferiores, que son sus iguales,

el trapecio se convierte en un paralelégramo rec-
tangulo, cuyo valor es el producto de la paralela
del medio multiplicada por toda la altura.

Nam. 226. Luego todo trapecio es igual al pa-
ralelogramo, en que la paralela del medio del tra-
pecio se multiplica por la altura.

§ Il

Modo de valuar 6 hallar el valor de los poligonosregalares v los
circulos,

Nam. 227, Cualquiera poligono regular (Fig. 142

Fig. 142
14.
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se puede dividir en tridngulos igualesy semejantes,
tirando lineas desde el centro & todos sus dngulos,
por ser izuales todos los lados que fofman la eir-
cunferencia y todos los 4ngulos, pues dno serlo no
seria el poligono regular.

La linea perpendicular tirada desde el centro d
los lados se llama apéstema.

Para hallar este eentro, levantaremos una per-
pendicular-del medio de un lado\F, ¥ levantando
ofra en megio del Yado'E se cruzaran en algunpun-
to 0; pero como €1 Jado A tiene igual inclinacion
4 F, tambien 1a perpendicular desde el medio de
este lado cortard 4 la de ¥ en el'mismo punto O,
en que la corté la ‘perpendicular tirada de/E. El
mismo arcumento se hace de losotros lados, ¥ to-
dasse ¢ruzan ‘en O.

- Digo-ahora-que O serd el centro del poligono,
porque todos los tridngulos tienen bases izuales en
la circunferencia, y los dngulos adyacentes iguales,
y asi en todo son iguales; luego el circulo descrito
de O, como de centro, puede pasar por todos los
fngulos, pues todos los radios y lados de los tridn-
gnlos'son iguales.

Esto supuesto (Fig. 143), si yo separase todos

Fig. 435,

Jos tr idngulos en que se dividié el poligono,

FILOSOFICA. 225
niéndolos en linea recta, el conjunto de esfos tri-
dngulos tendria el mismo valor del poligono.

Ademas de esto, ya se ve que los espacios vacios
que dejan entre si estos tridngulos, son otros tri-
4ngulos ignales en situacion inversa, porque los la-
dos son iguales, y los dngulos de los vértices com-
prendidos por ellos, tambien son iguales por ser
alternos ; pues los lados CmDn son paralelos por la
igualdad delos dngulos de la baseen todos los tri-
angulos del poligono. :

Supongamos, pues, que yo*tomase los tres ulti-

nos triangulos D, E, F, para colocarles sobre los
tres primeros A, B, C (Fig. 144, ajustindolos en
Ipsvacios quehahia en-

tre ellos, y que diyi-

dido por medio deltri-

dngulo F para colocar-

Ie en las estremida-

des : en este caso for-

maria un paralelégra-

mo, cuya base seria media circunferencia del poli-
gono, y su altura todo el apostema.

Nam. 229. Luego el poligono regular es igual d
un paralelogramo, cuya base sea media eircunfe-
rencia, y su altura todoel apostema.

Si dividopor el medio el paraleldgramo (Fig. 444,
y pongo (Fig. 113) las dos mitades, una delante de
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la otra, en este caso tendré un paralelégramo del
mismo valor, cuya baseseria toda la circunferencia,
y su altura medio apostema solamente.

Nim. 230, Luego el poligono regular tambien
es igual 4 un paraleldgramo, euya base sea toda
la circunferencia, y cuya altura sea medio apos-
tema. :

Dividamos ahora cste paralelégramo (Fig. 145)
y tiremos en la una mitad la diagonal a0 ; haremos
con ella un tridngulo #, al cual podemos colocar
sobre el punto o (Fig 146}, con el fin de que caiga

hacia otra parte, y haga un triangulo.

Enestos términos el tridngulo m seria igual 4 n,
pues ambos tienen un angulo recto, y loslados que
le forman son iguales en uno y otro tridngulo
(nm. 445); ¥ ast el valor de ellos es el mismo :
luego cortando el triangulo m, y poniendo 2 en su
lugar, no se mudaré el valor, y en este caso tene-
mos un tridngulo, cuya base es toda la circunfe-
rencia, y su altura todo el apostema. :

Nam. 251. Luego el peligono regular es jgual 4
un tridngulo, cuya base sea toda la circunferencia,
y su altura toda el apostema.

Ahora, pues, el circulo (Fig. 147) se puede con-
fundir con el poligono regular delados infinitos, ¥
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de”este modo todo cuanto se dice el poligono regu-
lar se puede aplicar al circulo.

Nam. 252. Luego el cir-
culo A esigual, lo primero
al paralelégramo B, cuya
base sea media circunfe-
rencia, y su altura todo el
radio: losegundo es igual
aun paralelégramo C, cu-
ya base sea toda la circun-
ferencia, y su altura todo
el radio.

Hemos dicho que sector
del circulo era una porcion
de este comprendida entre
dos radios y el arco (Fig.
148). Enesta suposicion asi
como el ¢irculo se reduce
4 un paralelogramo, cuya
base sea toda la circunfe-
rencia, 0 todos los arcos
que le forman, y su altura
medio radio, asi_podemos
decir del sector. Y por la
misma razon, asi como el
circulo se reduce 4 un pa-
ralelégramo, cuya base sea
media circunferencia y su
altura todo el radio, asi
tambien serdjel sector.

Nam. 255.§Luego el sector del circulo (Fig. 418)
sera igual al paralelégramo A, que tiene por base
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medio arco
ME, y por al-
tura todo el
rayo MO, y
tambien serj
igual al para-
lelogramo B,
cuya base se-
raigual a to-
do el arcs M, E, N, y la altura la mitad del radio
MO.

Di_i?:m’s ea su lugar que el sezmento era la parte
del circulo eomprendida entre Ta-cuerda y el arco;
porconsigui-
ente, quitan-
do del valor
del = sector
(Fig. 449) el
tridngalo A
hecho por 1a
= cuerda ydos

radios, el res-

to.sera elxglor del segmentp.

Para gue esto se haga sensible pongamos los dos
paralelégramos AB dela (Fig.149), 4 los que reduci-
mos.el valor del sector, y reduzcamos ahora sobre
ellos el triznzalo @ que estd por bajo del sezmento;
reduzeamesle, digo, 4 los paralelégramos a, o para
ver lo que resta; y primeramente empezando por
el paralelézramo A, reduzcamos el tridngulo ¢ dun
paralelogramo a, cuya base sea la mitad de la cuer-
da, y su aitura todo el complemento de la flecha
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(esto es, de Ia altura del segmento). Siguiendo des-
pues en el paraleldgramo B, reduzcamos el triin-
gulo ¢ 4 otro paraleldgramo a, cuya base sea toda
la cuerda, y su altura medio complemento de la fle-
cha, como se veen la figura B. Hecho esto, veres
mos lo que resta, y eso serd el valor del segmento.
No hay duda que es una figura irregular; pero se
resuelye en dos paraleldgramos rectos ficiles de va-
loar.

Nam. 254. Luego el segmento del circulo esigunal
al paralelégramo que tiene el-valor del sector,
menos el paralelégramo que tiene el yalor del tri-
angulo hecho por la cuerda y radios, como se ye en
la (Fig. 149).

§ IV.

Moo de reducir nn paraleldgramo 4 ofre.

Nam. 255. De lo dicho al nim, 220 se sigue que
podemos reducir cualquier paralelégramo oblicudn-
gulo B (Fig. 158) d otro recto A que lesea igual: Pro-
longaremos nuna base B del oblicudngulo, y levanta-

remos de las estremidades de la ofra base BS dos
perpendiculares hasta encontrar la linea AB, y que-
dara el paralelégramo recto igual a B.

Ahora daremos varios métodos parareducir cual-
quier paralelégramo & otro que se nos pida. Para
esto es necesario saber (Fig. 150), que cuando ti-
ramos una diagonal en un paralelégramo, y por al-
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medio arco
ME, y por al-
tura todo el
rayo MO, y
tambien serj
igual al para-
lelogramo B,
cuya base se-
raigual a to-
do el arcs M, E, N, y la altura la mitad del radio
MO.

Di_i?:m’s ea su lugar que el sezmento era la parte
del circulo eomprendida entre Ta-cuerda y el arco;
porconsigui-
ente, quitan-
do del valor
del = sector
(Fig. 449) el
tridngalo A
hecho por 1a
= cuerda ydos

radios, el res-

to.sera elxglor del segmentp.

Para gue esto se haga sensible pongamos los dos
paralelégramos AB dela (Fig.149), 4 los que reduci-
mos.el valor del sector, y reduzcamos ahora sobre
ellos el triznzalo @ que estd por bajo del sezmento;
reduzeamesle, digo, 4 los paralelégramos a, o para
ver lo que resta; y primeramente empezando por
el paralelézramo A, reduzcamos el tridngulo ¢ dun
paralelogramo a, cuya base sea la mitad de la cuer-
da, y su aitura todo el complemento de la flecha
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(esto es, de Ia altura del segmento). Siguiendo des-
pues en el paraleldgramo B, reduzcamos el triin-
gulo ¢ 4 otro paraleldgramo a, cuya base sea toda
la cuerda, y su altura medio complemento de la fle-
cha, como se veen la figura B. Hecho esto, veres
mos lo que resta, y eso serd el valor del segmento.
No hay duda que es una figura irregular; pero se
resuelye en dos paraleldgramos rectos ficiles de va-
loar.

Nam. 254. Luego el segmento del circulo esigunal
al paralelégramo que tiene el-valor del sector,
menos el paralelégramo que tiene el yalor del tri-
angulo hecho por la cuerda y radios, como se ye en
la (Fig. 149).

§ IV.

Moo de reducir nn paraleldgramo 4 ofre.

Nam. 255. De lo dicho al nim, 220 se sigue que
podemos reducir cualquier paralelégramo oblicudn-
gulo B (Fig. 158) d otro recto A que lesea igual: Pro-
longaremos nuna base B del oblicudngulo, y levanta-

remos de las estremidades de la ofra base BS dos
perpendiculares hasta encontrar la linea AB, y que-
dara el paralelégramo recto igual a B.

Ahora daremos varios métodos parareducir cual-
quier paralelégramo & otro que se nos pida. Para
esto es necesario saber (Fig. 150), que cuando ti-
ramos una diagonal en un paralelégramo, y por al-
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gun punto de dicha diagonal O tiramos dos para-
lelas 4 los dos lados del
paralelogramo , forma-
mos ofros dos pequerios
paralelégramos AB, que

Para examinar si estos
complementos AB son
iguales, es preciso repararen que la diagonal diyi-
de en tridngulos iguales, no solo el paralelégramo
total, sino tambien los dos paralelégramos parcia-
les cortados por la diagonal; de este modo el ftri-
angulo M es igual & N, como el fridngulo 4 es igual
ae : porconsiguiente, si del trigngulo que estd sobre
la diagonal sacamos M é ¢, y del tridngulo que esta
debajo de la diagonal quitamos Ne, los dos rectos
AB han de ser iguales,
Nim:. 256. Luego los paralelégramos AB, que son
complementos, son entre si iguales. De esta regla
general se toma la solucion de varios problemas:

Nam. 257, Dado un paralelégramo A« (Fig. 151),

Fig. 431.

se llaman complementos..
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si nos piden otro igual que tenga un lado igual a la
linea dada MN haremos lo siguiente :

j0 Prolongaremos on, aumentindole con la dada
MN 6 mn su igual ; y despues prolongaré igualmente
eu, base inferior de A.

2° Prolongaremos indefinidamente los dos lados
ou y ne, perpendiculares a no.

5° Tiraremos una diagonal desde m que pase por
el dngulo e hasta encontrar la linea ol.

4° Del punto I, en que se encuentran las dos li-
neas, tiraré PI paralela, é iguald mo, y terminaré
el paralelégramo mo, PI. Esto hecho, en él se ve
que B es paralelégramo igual 4 A, y de la grandeza
que nos le pidieron, porque ambos son complemen-
tos (nlim. 256).

1. :

Nam. 258. Si ademas de esto nos pidieren (Fig.
152) que el nuevo paralelégramo no solamente sea
de la grande-
za dada OE,
sino que sea
oblicuo y con
un angulo i-
gual al éngu-
lo M hare-
mos lo si-
guiente :

Continuaré indefinidamente las dos bases as, ar,
y entre ellas formaré un paralelégramo oblicudngu-
lo Bignal & A (nim. 220), como el angulo M.

Para reducir B 4 otro que sea igual, y tenga por




350 RECREACION

un lado Ia linea dada OE, haremos la operacion co-
mo en el nimero precedente, habiendo antes pro-
longado las dos bases de By los ofros dos lados ¢i
on; y tirando despues la diagonal en hasta erllj(focri’-
trar la linea ci, y acabando el paraleldgramo eeit,
se_determina Ia altura del paralelégramo D.

De este modo ¢l paralelégramo [; serd ignal a B,
por ser ambos complemestos (nim. 256), y porcon-
siguienfe D tambien serd igual & A, y tendra todas
las circunstancias que se pidieron. .

1.

Nam 259. Demos un campo como la representa

la (Fig. 153), de forma que un duenio sea senor de
fodo el espacio blanco, y
otro de‘fodo el espacio oscu-
ro; pidese que sin hacer me-
diacion alguna de lasdas lin-
les se d¢ una linea recta ay
paralela & Ea, la cual divida
los campos en fal forma; que
sin perjuicio de los paseedo-
res una sola linea separe sus
posesiones. Haremos lo si-
guiente :
1 Prolongaremos la linea E¢ hasta 0.
2° Pondremos uno de los dueiios en O, 'y el otro
en A.
5° Pasearemos por la linea Ri hasta que nuestra
persona impida el que los dosposeedores se yean,
i Por el punto n en que esten nuestros pies tira-
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remos la linea y, lacual dara satisfaccion a lo que
se pidié ; la razon es porque el paralelégramo M,
que el uno pierde de su antigua posesion, es igual
& N que adquiere de nuevo, pues MNson comple-
mentos (num. 256).

Iv.

N{im. 240. Para convertir un paraleldgramo
cualquiera en un cuadrado ignal haremos 1o si-
guiente :

Niim. 241. Debemos traer 4 la memoria lo que
se dijo de las proporcionales nim. 4143), que cuan-
do tres cantidades estaban en progresion, el pro-
ducto de los estremos era igual al cuadrado del tér-
mino medio.

Ahora bien, siendo el paralelogramo dado M
Fig. 154), pondré como primer término de la pro-
gresion  su
alfura A, ¥
portercertér-
mino su lon-
gitud C. Esto
hecho, bus-
caré una me-
dia propor-
cional Jentre
AC, la queserd b, y este sera ellado del cuadrado
N que me piden, porque estando en progresion 1as
tres lineas ~a:b:c, inferiremos luego a)(c:bXb,
6 B* (nim. 143), por consiguiente M es igual &
N.
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V.

Tambien podemos resolyer por ofro modo el
problema del ntim. 257 valiéndonos de las propor-
ciones.

Nam. 242. Sea dado (Fig. 1335) el paralelogramo

A, y pidase otro-cuyo lado sea M: ignoramos cual
deba ser su altura x para que este paralelégramo
sea igual al dado.

Dijimos que estando en proporcion cuatro canti-
dades el producto de los estremos es igual al de los
medios (nam. 141) ; de aqui se sigue, que si yo pu-
siere Ia' linea dada M como primer término de: la
proporeion, la altura'y la base del paralelégramo
dado A como segundo y tercer término, tendré en
el cuarto término =z la altura del paralelégramo B,
y podré entonces decir sim;n; 0.z ; luego mX 1=
n o ; por consiguiente A formado por o)X es igual
a B hecho mXz.

FILOSOFICA.

§V.

Reduceion de las figuras irregulares 4 otras tambien irregulares.

Dijimos (nam 224) que Jos tridngules de la mis-
ma base y altura eran iguales; ¥ de esta proposi-
cion Se sacan yarias consecuencios.

L.

Nam, 245. Si nos dieren un pentagono B (Fig.
136) para reducirle 4 un cuadrildtero haremos lo
sigaiente :

40 Tiraremos una diagonal
MN, y por el vértice 1 una para-
lela & la diagonal.

90 Continuaremos uno de 1os
lados de la porcion inferior has-
ta encontrar en la paralela O,

y tiraremos la linea MO : en es-

te \caso el tridngulo ' que hace-

mos de nuevo MON es igual al

que antes habia MIN, por tener

la misma base y la misma altura ; luego el cuadri-
litero EMOA sera igual al pantigono que nos ha-
bian dado.

1I.
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y la paralela RS, y despues la linea RA.

Porque esto hecho, el tridngulo antiguo MEA es
igual al nuevo MEA ; y de este maodo el cuadrildtero
MEAQ serd igualal tridngulo RAO.

1.
Nam. 245. Si nos dieren un-tridngulo y pidieren
un paraleldgraino igual, haremos lo que se

: jae sedijo al
num. 225

IV.

Num. 246. Si nos dieren un tridngule y nos m—
dieren un cuadrado igual, le reduciré primero 3 un
paralélGgramo, conforme d/lo dicho (nim. 223), ¥
despues reduciré este paraleldgramo & un cuadrado
por el método del nium. 244.

Num. 246. Conocido el valor de las superficies
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conviene saber la razon que tienen entresi : prin-
c;pmr‘xoa por las que tienen el mismo nombre, y.

., paralelogramos entre si y tridngulos entre si, y
}mx\. esto hemos de atender ya 4 sus bases, yad sus
alturas, v ya 4 todo igualmente.

do la altura de los dos paralelégramos AB
(Fig. 158) Ia misma, si una hase entra en la otra
ires veces, divididala base por paralelas aparece A
{res veces en B.
Luego los paralelégramos de la misma
alfara estnn enfre si como sus bases.

Ahora bien, los tridngulos son las mitades de sus
paralelogrames, y son entre si como estos (num.
13 ~)4j-

Mo, 249.

Luego los tri-
angulos' de la
pisma altura
(Fig. 159) ‘es-
tan entre si co-
mo sus bases.

Si Jos paralelézramos B (Fig:
na base, en dividiendo la al-
tura del mayor A por parale-
las 4 la base, cuantas veces
entra la altura del uno enla
del otro, tantas entrard todo
el paralelogramo B, que esel
pequeiio, en el grande A.

Nim. 250. Luego los pa-
ralel6gramos de la misma base estan entre si como
sus alturas ; de suerte que jsi la altura de A [uere
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yeinte yeces mayor que la de B, por la operacion
de las paralelas entrara B veinle yeces en A.
Abora bien, los tridngnlosdlas mitades de los pa-
ralelézramos son entre sicomo estos.
Nim. 251, Luegolos tridngulos de Ia misma base
(Fig. 161) estan entre si como sus alturas, y si B es

Fig. 162,

duplo de A, la mitad de B serd duplo de la mitad
de A.

Los paralelogramos pueden juntamente ser dife-
rentes enlabase y enla altura; de forma que (Fig.
162) divididas por paralelas las bases y las alturas,
A puede entrar en B muchas veces por la cuenta de
la base, y muchas por la cuenta de'la altura.

Nam. 252, Luego los paraleldgramos de diferente
base y altura estan entre si en la razon de sus ba-
ses, maltiplicada porla razon de las alturas.

Y asi si la base de A es tres veces mas pequeia
que la de B, por esto solo entra A tres yecesen B
por el num. 24§ ; pero como en B la altura es du-
pla de A, las tres cantidades que ya se conienian en
B vuelven i repefirse para formar el paralelogramo
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B dealtura dupla; por consiguiente B viene & ser
seis yeces mayor que A, esto es, estd en razon de
tres de la base multiplicada por dos de altura.

Ahora, pues, hemos dicho muchas veces que los
tridngulos, por ser la mitad de los paralelégramos,
estan enfre sicomo ellos (ndm. 154).

Nam. 255. Luego los tridngulos de diversas bases
y alturas (Fig. 165) estan entre si en razon de las

W
'
.
\
'
‘
'
»
.
'
.
¥
v
'
\

Fig. 165. Fig. 164.

bases multiplicada por Ia de las alturas. Por esta
razon completando los paralelégramos AB que les
corresponden, se quedan siendo mitades de los pa-
ralelégramos que tienen entre s esta razon.

§ VL.

De laproporcion de las superficies del mismonombre y semejantes.

Nam. 254. Acabamos de decir que los paralel6-
gramos y tridangulos de diferente base y altura estan
entre si en la razon de las bases multiplicada por
las alturas.

IX. i5
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Pero cuando la razon de lasbases y alturases la
misma, multiplicar una por ofra es hacer el cua-
drado de cualquiera de ellas.

Nam. 255. Lucgo los paralelogramos semejantes
(Fig. 164) estén entre si como los cuadrados de cual-

quiera de los ladoes, esto es, si el lado de uno fuere
duplo-del del ofro, el paralelégramo grande serd
cuadruplo delpequeno. Asimismo (Fig. 165) si el la-
do deann 'yvale tres veces el del ofro, fodo el para-
lelézramo tendra el valor del ofro nueye yeces.

Los tridngalos son mitadés de los paralelozra-
mos.

Num. 256. Luego los tridngulos semejantes. (Fig.
166) estin entre si como los cuadrados de los la-
dos.

Nuam. 257. De los tridngulos semejantes podre-
mos formar fodas las figuras que fueren semejanies
entre si, y por consiguiente conservarén entre si la
misma razon que fenian los tridangulos de que se
formaron,

Num. 258. Luego todas las figuras semejantes

FILOSOFICA. 339
(Fig. 167) tienen entre si la misma razon quelos cua-
drados de sus lados
homdlogos.

Nam. 259. Luego
todos los poligonos re-
gulares y semejantes
estén entresicomo los
cuadrados de suslados
homoalogos. Pero como
en los poligonos semejantes los lados estén entre si
como los radios que los diyiden, 6 como los apote-
mas, esto es, como las lineas Ee que salen del cen-
tro perpendiculares & los lados, diremos que los po-
ligonos semejantes son como los cuadrados de los
radios ¢ de los apotemas. De este modo (Fig.167)
el poligono B contiene cuatro veces A, pues el lado
es dos.

Sabemos que los circulos se pueden considerar
como poligonos semejantes de infinitos lados, y que
en este caso los apotemas se'confunden con los ra-
dios; y por consiguiente los circulos estdn entre si
como los poligonos semejanfes.

Nam. 266. Luego los circulos estén entre st eomo
los cuadrados de los radios (Fig.468). Y asi si el ra-
dio de B esduplodel de
A, el circuloB vale cua-
tro veces A.

Los didmetros son ca-
da uno dos radios, y
fienen entre sila misma
razon que ellos.

Nam. 261. Luego los

Fig. 167.
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circulos estin entre si como los cuadrados de los
didmetros,

En los paralelogramos semejantes (Fig. 169) el
esponente de la razon de las bases es el mismo que
¢l de la razon de las alturas, y cuando se multipli-
ca un esponente por otro se multiplica por st mis-
mo, y se haee un cuadrado de cualquiera de ellos.
Pero 1o que se dice de los paralelégramos semejan-
tes se dice de los triangulos y de todas las figuras
semejantes entre si.

Nim. 262. Luego el esponente de figuras seme-
jantes es el cuadrado del -esponente de los lados
(Fig. 169.

§ VIII.

De la razon que-hay entreel cirenlo y- 16s cuadrados inserito y eir-
cunscrito, y del formado sobre el radio.

Nam. 264. Se llama cuadrado circunscrito aquel
que se queda ficra del eirculo; tocandole por todes
cuatro lados. Este euadrado precisamente ha dete-
ner por lado el didmetro del eirculo (Fig. 170).

Num. 265. Se llamia cuadrado inscrito el que se
forma dentro del circulo, tocando la eircunferencia
¢on sus cuatro angulos (Fig. 471).

Se Jlama cuadrado del radio el que le tiene por
lado (Fig. 172)-

Niim. 266. Ahora, pues, para conocer la razon
que hay entre el circulo y el cuadrado circunscrito

haré lo siguiente (Fig. 470).
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base sea la circunferencia y su altura medio radio
(mam. 232) : de este modo si el didmetro del circulo
vale 7, la circunferencia.de ¢l ¢ grandeza del para-

lelogramo serd 22 (num. 150).

II.

Diyidiré el cuadrado en cuatro paralelégramos
iguales, quedando cada uno de ellos con la altura
de medio radio y todo lo largo del didmetro; por
consiguiente todos cuatro juntos hacen un parale-
Iégramo B de la misma altura que A; pero su gran-
deza serd cnatro veces 7, 6 28. Pero estos dos para-
leldgrames AB tienen la misma altura, y son como
sus bases (num. 248). .

Num. 267. Luego el circulo es al cuadrado eir-
cunscrifo como la circunfereneia es 4 cuatro didme-
fros, lo que viepe & ser como 22 4 28.

Si queremos saber la proporcion del cireulo con
el cnadrado inscrito haremos lo siguiente (Fig. 171).

L

Dividiremos el caadrado circunscrito condos dia-
gonales en cuatro tridngulos, y cada uno de ellos
tendra por base el didmetro y por altura el radio.

1l.

Diyidiré el caadrado inserito con una diagonal en
dos tridngulos, que tambien tendrdn por base el
didmetro y por altura el radio.

Nim. 268. Luego el cuadrado inscrito esla mitad
del circunserito. Por consiguiente el circulo esres=
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pecto del coadrado inscrito como la circunferencia
4 dos diametros, 6 como 22 a 414.

Finalmente para saber la razon que hay entre el
circuio y el cuadrado de su radio haré lo siguiente :

Dividiré el cuadrado eircunscrito (Fig. 172) por
dos didmetros en euatro cuadrados iguales, y cada
uno de ellos serd cuadrado del radio; por consi-
cuiente si el cuadrado circunscrito vale 28, el cua-
drado del radio solamente valdra 7.

Nam. 269. Luego el circulo es al cuadrado de su
radio como la circunferencia & un diametro, 6 co-
mo 22 4 7. Luego los tres cuadrados que pertene-
cen 4 un circulo son como 7, 14, 28, valiendo el cir-
culo 22.

§ IX.

1 lavazon que liay entre ¢l cuadrado dela hipotenusa y los coadra-
tlos delos otros dos lados.

Esta proposicion, que es famosisima, se atribuye
4 Pitagoras, de quien dicen que por haberla halla-
do sacrificé cien bueyes & las/Musas en accion de
gracias.

Para conocer, pues, la proporcion que hay entre
el cuadrado T de la hipotenusa (Fig. 175) y los dos
cuadrados AB, formados sobre los lados del trian- -
gulo ab, haremos lo siguiente:

I.

Tiraremos una perpendicular desde el vértice del
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trianzulo, la que Ic dividira en dos «b, los cuales

son semejantes entre si y al tridngulo total por te-
ner cada uno un angulo recto.

IL

Debemos tener presente que los triangulos seme-
jantes son entre si como los cuadrados de sus lados
(num. 256); y asi los tres tridngulos ab y el fotal
soneatre st como los cuadrados ABT.

Il

Observemos que los dos friangulos pequenos ab
juntas son iguales al igrande; luego tambien los
dos cuadrados pequenos AB juntos son iguales al
grande T.

Nam. 270.7Luego el cuadrado de la hipotenusa
es igual 4 los dos cuadrados de sus lados.

Suopuesto que es tan famosa esta proposicion,
no serd desagradable & los principiantes la noticia
de algunas ofras demostraciones que afiadiremos
aqui

FILOSOFICA. 345

Formemos un tridngulo rectangulo R (Fig. 174),
y sobre sus tres lados formemos los tres cuadrados
A, B, H : bajemos desde el vértice del tridngulo
una perpendicular, que no solo diyida la hipotenu-
sa. sino tambien su cuadrado, en dos paraleldgra-
mos ab.

Pero segun el nium. 193 cuando se baja una per-
pendicular desde el vértice sobre la hipofenusa,
cualguier lado del dngulo recto es media propor-
cional enfre toda la hipotenusa y el segmento corta-
do por Ia perpendicular; y por consiguiente fene-
mos Me;MO; :MO:MN; luego multiplicando el pri-
mer término por el ultimo haremos un paraleldgra-
mo igual al cuadrado del término medio; y asi el
paralelégramo a esigual al cuadrado A. Por Ia mis-
ma razon b es ignal & B; luego a-}-b, que hacen el
cuadrado de Ja hipotenusa, es igual 4 A-}-B, cua-
drados de los lados.

Tambien se puede demostrar por otro modo (Fig.
475). Tenemos el triangalo reetingulo AEO : que-
remos probar que el cuadra-
do de AO es izual al cuadra-
do de’AE juntocon el cuadra-
do de EO.

Pongamos el fridngulo en
b, y formemos sobre sus la-
dos los dos cuadrados P(); re-
sultan los dos paralelogramos
que se pintan claros, con los
cuales se llenaria el cuadrado
total de la figura P, T, R, (.

Formemos ahora el cuadrado de la hipotenusa ao

13.

Fig. 175.
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y tendremos ¢l cuadrado @, o, i,s. Este cuadrado
deja cuatro triangulos m, m, m, m. Estos triangu-
os son iguales entre si, y tambien iguales a b;lo
que se conoce advirtiendo que los lados del cua-
drado total PTRQ son iguales, y cada uno es igual
& un lado_pequeiio de los tridngulos junto con un
lado grande, y ‘como todos son rectingulos todos
vienen 4 ser izuales. Pero cada paralelégramo claro
vale dos tridngulos m, m - laego fanto valen los dos
paralelogramos claros como los cuatro tridngulos
m, m, m, m; pero si quitamos del' cuadrado total
los dos paralelégramos restan los dos cuadrados P
y Q; v si quitamos del cuadrado total los cuatro
tridngulos quedard solo el cuadrado de la hipote-
nusa ; luego tanto vale el cuadrado de la hipotenu-
sa.como los dos que se forman sobre los otros lados
del tridngulo. i
El grande Euclides demuestra esta proposicion
del modo siguiente (Fig. 176).

FILOSOFICA. 54T
Forma el triangulo rectangulo MON, y los tres
cuadrados sobre sus lados; tira una perpendicular
sobre la hipotenusa, la cual divide su cuadrado
en dos paralelogramos, y prueba despues que el
paralelogramo G es igual al cuadrado B, asi co-
mo el paralelégramo H es igual 4 A, lo que prueba
del modo siguiente.

Primeramente los dos triangulos SON, NMF son
iguales, pues ambos tienen un lado del enadrado
grande y otro lado de) cuadrado B;y el dngulo com-
prendido entre ellos es compuesto del dngulo eo-
mun e y de un dngulo recto, lo que basta para ser
iguales (num. 112).

Pero el tridngulo SON es 1a mitad del paralelé-
gramo (x, porgue tiene el mismo valor que tendria
si su vértice estuviese en e. Del mismo modo el fri-
angulo NMF es la mitad del cuadrado B, porque
tiene el mismo valor que tendria si su vértice M pa-
sase a O : luego sila mitad de G es ignal 4 la mitad
de B, el paralelégramo G es igual al cuadrado B.que
le:corresponde.

Del mismo 'modo se prueba que'H es igaal 4 A :
luego si Hy G hacen el cuadrade de la hipotesusa,
serd este igual 4 los dos cuadrados delos lados A-+B.

Ve aqui las consecuencias de esta proposicion.

I,

Si el tridngulo rectangulo (Fig. 177) tuyiere un
lado del dngulo recto que valga 5 y otro que valga
4, el cuadrado del 4 sera 9 y el del otro 46, los
cuales juntos hacen 25 : asi el cuadrado de la hipo-
tenusa serd 23, cuyaraiz es 3.
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Niam. 274. Luego en el tridngulo rectdngulo i el
dngulo recto estd hecho por lados del yalor de 5 y
de 4, la hipotesusa serd 5.

II.

Nam. 272, §i quisiéremos leyantar una perpen-
dicolar enla estremidad de wuna linea (Fig. 478),

Fig. 179.

cuando el terreno no permite prolongarla ni fra-
bajar mas abajo de ella, lo haremos con el método
siguiente :

40 Senalaremos con el compas en la linea dada
cinco medidas iguales.

9° Tomaremos tres medidas con el ¢compas, y des-
de el punto M describiré un arco.

50 Tomare con el compas cinco medidas, y lle-
gandoal punto A, que termioa cuatro medidas, des-
cribiré otro arco que cortard al primero en 0. y des-
de ese punto bajaré una perpendicular M, la cual sin
duda es perpendicular, porque siendo el triangulo
formado con lados-de 5, 4, 5 medidas, necesaria-
mente serd rectangulo.

FILOSOFICA.

IIL.

Nam. 275. Siempre que el tridngulo rectangulo
fuere isésceles, v.g. como cuando (Fig. 479) dividi-
mos un cuadrado por su diagonal, el cuadrado de
la hipotenusa serd duplo de cualquiera cunadrado
que se forme sobre los lados, porque siendo el de
la hipotenusa igual 4 la suma de los dos cuadra-
dos de los lados, es duplo de las mitades de esa su-
ma; y asl,

Si nos dan un cuadrado A (Fig. 179), y nos pidie-
ren otro que sea doble de ¢l, tiraremos una diago-
nal, y esa sera el lado del nuevo cuadrado B, por-
que es hipotenusa de un fridngulo isdsceles.

Nam. 274i. Luege hay método para formar un
cuadrado duplo de otro dado.

Iv.

Si en un cuadrado A tiramos las diagonales RM;
ON, serin mutuamente perpendiculares (Fig. 180};
porque la primera tiene
dos puntos RMigualmen-
te distantes delas estre-
midades de la otra (num.

52); y del mismo modo

la segunda respecto de la

primera, y por tener cada

una dos punfos igual-

mente distantes de las estremidades de la ofra se
cortan por el medio (niim. 55), por consiguiente el
tridngulo N-Mes rectangulo € isosceles.
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. lLll(?gO el cuadrado de la hipotenusa NM es duplo
e c‘uadrado sobre uno de sus lados oM; y por con-
siguiente el nueyo cuadrado B es la mitad del que

nos dieron A.

gy A
Nam. 275. Luego tenemos métado para formar

un cuadrado B que seala mitad de otro cuadrado
que-nos hayan dado A,
V.

VA IYE 3o = s 3 -

Nam. 276. S$i nos pidieren que reduzeamos 4 un
solo cuadrado dos ecuadrados dados AB (Fiz. 181).
haremos lo sizuiente : . /

Fig. 181.

17 Formaremos un angulo recto con lineas inde-
finidas.

2* Pondremos de una parte el Iado de A v de otra
el de B : tiraremos una linea MN, que serd hipote-
nusa, y por lo mismo el cuadrado C que esta sobre
ella serd igual @ los dos juntos AB.

FILOSOFICA.

§ X.

Aplicacion de la doctrina de la hipotenusa 4 1o polizonos y circulos.

Dijimos al num. 261 que todas las figuras seme-
jantes eran entre si como los cuadrados de sus la-
dos correspondientes; pero los poligonos regulares
del mismo nimero de lados son figuras semejan-
fes.

Nium. 277. Luego el poligone regular sobre la
hipotenusa es igual & los dos poligonos semejantes
sobre los dos lados. Y asi el poligono C (Fig. 182) es
igual & los dos'AB.

Como los circulos se pueden considerar & manera
de poligonos regulares, podemos decir de los eir-
culos lo que acabamos de decir de los poligonos.

Nom. 278. Luego el
circulo sobre la ‘hipote-
nusa es igual & los dos
circulos sobre los lados
(Fig. 183); y asi C sera
igualid B junto con A5y
si el tridngulo fuere isos-
celes, el cirenlo de Ia hi-
potenusa serd doblado
del circulo de cualquiera
de loslados (niim. 275).

De esta definicion se
sacan las consecuencias
siguientes :
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K5

Sinos dieren una corona ¢ un anillo (Fig.

¥ nos pidieren_un cireulo que sca igual al anillo,
Ia operacion se hard de este modo :

1% Tomaré el diametro. esterior del anillo MN para
hacer de ¢l una hipotenusa, describiendo sobre ella
un medio circulo mon.

2° Tomaré el diametro interior del anillo, y haré
de €l el lado mo del tridngulo rectdngulo.

3° Acabareé el friangulo con la linea on, y esta
sera el diametro del circulo P, el cual sers igual al
anillo dado.

Pues el ciceulo A de la hipotenusa es igual 4 los
dos PQ, luego A menos () ha de ser igual a P; pero
A menos () es 1o mismo que el anillo, porque el cir-
culo ©) es igaal al vacio Q, y asi lo mismo es decir
A menos Q que decir el anillo, y por consiguienfe
el anillo A es igual a P.

FILOSOFICA. 533
Num. 279. Luego hay método para redacir un
anillo 6 corona 4 un circulo entero.
II.

Si nos dieren (Fig. 483) una luna ¢ crecienfe B
parareducirla & un circulo entero, procederé como
en el caso precedente, porque tanto monfa quitar
de un circulo grande uno pequeiio concéntrico,
como sacarle mas de un lado que de otro, lo que
hace que en lugar de una corona 6 anillo tengamos
una especie de luna nueva. No obstante se ha de
adyertir, que el circulo pequefio A no debe salir
del grande en ningun caso para que la demostra-
cion fenga su vigor.

HI.

Si nos dieren un circulo A (Fig. 186), y nos pi-
dieren otro que sea duplo de este, lo haré del modo
siguiente :

1o Tiraré dos didmetros en angulo rectoy los uni-
ré con una hipotenusa B().

20 De -esta hipotenusa me serviré:como de radio
para el nueyo circulo B.

En esta suposicion tenemos que
B’ fiene como radio una hipotenu-
sa, ¥ A uno de los lados del tridn-
gulo, siendo este isosceles; pero
ya dijimos gue los circnlos eran co-
mo los euadrados porel nim. 260;

y por el 277 se dijo que el cuadrado X

de la hipotenusa era duplo del Fiz. 186,
cuadrado de cualquiera de los la-

dos : luego B serd duplo de A.

SekertD

N
-~
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Num. 280. Luego hay método para hacerun eir-
culo duplo 4 otro.

IV,

Sinos dieren un circulo A (Fig. 187), y nos pidie-

Fig. 158.

ren uno que seala mitad del que nos dieron, 1o ha-
remos. del modo siguiente.

Tirensélos diahetros en angulo recto y dos cuer-
das m0, NO, que hagan conel didmetro un triin-
gulo. Este sera rectangulo (niimero 74) ; y como los
arcos NO, mO son iguales, tambien las dos euerdas
lo sen por el num. 3, y queda el tridngulo NOm
isosceles y rectingulo; por consiguiente el circulo
A, 'que tiene por diametro la hipotenusa mN, sera
duplo del nuevo circulo B, que solo tiene por did-
metro uno de los lados NO, como dijimos al niim.
278

Nom. 281. Luego tenemos método para hacer un
circulo B, que sea la mitad de otro dado A.

FILOSOFICA.

§ XI.

Moado de fermar cuadrados y circalos en cnalquiera razon que nos
pidieren conrespecto & los que nos fueren dados.

Nam. 282. Dijimos al nam. 196, que tirando de
la estremidad de un didmetro (Fig. 188) una cuerda
AM, esta era media proporcional entre todo el dia-
metro AB, y su segmento AO, cortado por la per-
pendicular MO.

Pudiendo entonces decir —-AO;AM:AB ; por con-

siguiente el producto de los estremos ha de ser igual
al cuadrado de Jla cantidad media; esto es, AOX
AB=AM?, que es lo
mismo que AMMXAM.
Del mismo modo (Fig.
188} puedo demostrar
quela otracuerda AN
es media proporcional
entre el didmetro AB
y el segmento Al cor-
tado por Ia perpendi-
cular NI, pudiendo de-
cirse ALI;AN; AN:AB;
¥y por consiguiente
ADXAB=AN~

Num. 285. Hacemos
esto sensible en Ila
(Fig. 489): las dos
cuerdas Mr, Ms son Fig. 189,
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Num. 280. Luego hay método para hacerun eir-
culo duplo 4 otro.

IV,

Sinos dieren un circulo A (Fig. 187), y nos pidie-

Fig. 158.

ren uno que seala mitad del que nos dieron, 1o ha-
remos. del modo siguiente.
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das m0, NO, que hagan conel didmetro un triin-
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isosceles y rectingulo; por consiguiente el circulo
A, 'que tiene por diametro la hipotenusa mN, sera
duplo del nuevo circulo B, que solo tiene por did-
metro uno de los lados NO, como dijimos al niim.
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Nom. 281. Luego tenemos método para hacer un
circulo B, que sea la mitad de otro dado A.

FILOSOFICA.

§ XI.

Moado de fermar cuadrados y circalos en cnalquiera razon que nos
pidieren conrespecto & los que nos fueren dados.

Nam. 282. Dijimos al nam. 196, que tirando de
la estremidad de un didmetro (Fig. 188) una cuerda
AM, esta era media proporcional entre todo el dia-
metro AB, y su segmento AO, cortado por la per-
pendicular MO.

Pudiendo entonces decir —-AO;AM:AB ; por con-

siguiente el producto de los estremos ha de ser igual
al cuadrado de Jla cantidad media; esto es, AOX
AB=AM?, que es lo
mismo que AMMXAM.
Del mismo modo (Fig.
188} puedo demostrar
quela otracuerda AN
es media proporcional
entre el didmetro AB
y el segmento Al cor-
tado por Ia perpendi-
cular NI, pudiendo de-
cirse ALI;AN; AN:AB;
¥y por consiguiente
ADXAB=AN~

Num. 285. Hacemos
esto sensible en Ila
(Fig. 489): las dos
cuerdas Mr, Ms son Fig. 189,
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medias proporcionales entre el didmetro fotal MN,
y sus dos segmentos Mo Mi; por consiguiente Mo:
M:: IMrMN; luego MopXMN=Me X Mr.

Pero Mo)XMN es el paralelogramo a, cuya base
es Mo, y su altura es Ma=MN, y MrXMr es el cua-
drado A : luego el paralelégramo « es igual al cua-
drado A.

Del 'mismo mode se prueba que el paralelogramo
total Mpes igual al euadrado mayor B, cuyo lado sea
1a cuerda M.

Pero estos dos paralelégramos Mg, ‘Mp teniendo
l1a misma allura son entre si como sus bases, esto
es, como los segmentos Mo Mi; luego los dos cua-
drados que le son iguales entre si son como los seg=
mentosMo Mi.

Num. 28 {. Luego los cuadrados de 1as cuerdas
tiradas de la estremidad del didmetro son entre si
como los sezmentos del diametro cortados por sus
perpendiculares:

De esta regla general se sacan varias consecuen-
cias.

I.

Nitm. 285, Siidado un‘cuadrado A (Fig. 190) nos

pidieren 4 un tiempo ofros varios que tengan di-
versa proporcion con el primero, v. g. 4 yeces ma-
yor6, 9, 15 6 151 6 20, en breyisimo-tiempo pode=
mos resolver este problema del modo siguiente.

1° Tirsse una linea arbitraria, y describase sobre
esta un medio circulo.

2" Tomese con el compas ai, lado del cuadrado
A que nos dieron, y férmese de ¢l una cuerda ai,
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que salga de la estremidad del didmetro; y de otra

Fig. 190.

estremidad de la cuerda 1 tirese una perpendicular
sobre el diametro.

5% Témese con el compas ese segmenfo a 1 del
didmetro ; con esta medida yamos dividiendo todo
el diametro en la forma de la figura.

4* Notaré el numero 4,6, 9, 15,453, 20, elc., que
corresponden @ los cuadrados que me pidieron; le-
vantaré desde ellos perpendiculares, las cuales irdn
a terminar en los puntos de la circunferencia m, »,
0, p, ¢, adonde tambien van & pawar las cuerdas ti-
radas desde a, que serdn los lados de los cuadrados
que nos pidieren.

Por'cuanto queda ya probado que estos diferen-
tes cuadrados de la figura sonentre si, como los

i .
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segmentos del didmetro; cortados por las perpen-
diculares (num. 281 ; luego los nueyos cuadrados
estan en esta misma proporcion de 4, 6, 9,45, 152,
Si acaso el namero de los cuadrados que nos pi-
dieren fuere tan largo que no quepa en el didmetro
arbitrario que se escogif, tomese ofra linea mayor
a proporcion de las gue faltaren, v repitase para
estos la operacion.
Nom. 286. Luego fenemos método para formar
con una sola operacion cualesquiera cuadrados en
la razon que los pidan.

II.

Dijimos que los cireulos estaban entre si como
los cuadrados de sus didmetros al nimero 261 ; por
consiguiente podemos  decir de los circulos, cuyes
diametros fueren las cuerdas (Fig. 191), que ellos

tienen entre si la misma razon de los segmentos de
un didmetro, cortados por varias perpendiculares
que salen de las ofras estremidades de las cuerdas;
y asi dandonos el circulo B, podremos hacer otros
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CD, que sean cinco 0 siete yeces mayores, 6 en cual-
quiera otra razon que los pidieren.

Nam. 287. Luego tenemos método para formar
con una sola operacion 10s circulos que nos pidie-
ren en cualquiera razon que se quiera respecto de
algun circulo dado B.

IIL.
Nam. 288. Si nos dieren un circulo A (Fig

7

(TS T T LT UL T T

y nospidieren ofro que sea la tercera 6 quinta parte
de ¢él, haremos lo siguiente.

4° Tirese una linea & discrecion, pero que sea
mayor que el didmetro del circulo dado, y descri-
base sobre ella un semicirculo ; ultimamente tirese
una cuerda mn igual al didmetro MN del mismo eir-
culo dado.

2° Tirese desde n una perpendicular sobre el dia—
metro no, y dividase este segmgnto del didmetro
mo en tres partes iguales : de la division primera
leyantese una perpendicular, Ia que ird al punto e:
desde este tirese la cuerda em, queserd el didme-
tro del nueyo circulo B, el cual, por lo que ya que-
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circulos estin entre si como los cuadrados de los
didmetros,

En los paralelégramos semejantes (Fig. 169) el
esponente de la razon de las bases es el mismo que
el de la razon de las alturas, y cuando se mulfipli-
ca un esponente por otro se multiplica por si mis-
mo, y se hace un cuadrado de cualquiera de ellos.
Pero 10 que se dice de los paralelégramos semejan-
tes se dice de los fridangulos y de todas las figuras
semejantes entre si.

Num. 262. Luego el esponente de figuras seme-
jantes es el cuadrado del -esponente de los lados
(Eig. 169.

§ VIIL

De la razon que bay entre el cirenlo y los ceadrados inscrito y eir-
cunscrito, y del formado sobre el radio.

Niam. 264, Se llama cuadrado circunserito aquel
que se queda fuera del circulo; tacdndole por todos
cuatro lados. Este cuadrado precisamente ha de te-
per por lado el didmefro del circulo (Fig. 170).

Nam. 263. Se llama cuadrado inscrito el que se
forma dentro del circulo, tocando la circunferencia
con sus cuatro angulos (Fig. 471).

Se llama cuadrado del radio el que le tiene por
lado (Fig. 172).

Niim. 266. Ahora, pues, para conocer la razon
que hay entre el circulo y el cuadrado circunscrito
haré lo siguiente (Fig. 170).

FILOSOFICA.

il

7/
7

)
7

Reduciré el circulo & un paralelogramo A, cuya
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base sea la eircunferencia y su altura medio radio
(mum. 252) : de este modo si el didmetro del circulo

vale 7, la circunferencia.de €l 6 grandeza del para-
lelogramo serd 22 (nam. 130).

Il

Diyidiré el coadrado -en cuatro paralelégramos
iguales, quedando cada uno de ellos con la altura
de-medio radio y todo 1lo largo del didmetro; por
consiguiente todos cuatro juntos hacen un parale-
l6gramo B de la misma altura que A ; pero su gran-
deza serd cuatro veces 7, ¢ 28. Pero estos dos para-
lelogramos AB tienen la misma altara, y son como
sus bases {num. 248).

Nim. 267. Luego el circulo es al cuadrado cir-
cunscrito como la circunferencia es 4 cuatro drime-
tros, lo que viene 4 ser como 22 4 28.

Si queremos saber la proparcion del circulo con
el cuadrado inserito haremos lo siguiente (Fig.471)-

s

Dividiremos el cnadrado circunserito con dos dia-
gonales en cnatro tridngulos, y cada uno de ellos
tendra por base el didmetro 'y por altura el radio.

1.

Diyidiré el euadrado inserito con una diagonal en
dos fridngulos, que tambien tendrén por base el
didmetro y por altura el radio.

Nuam. 268. Luego el cuadrado inscrito es la mitad
del circunserito. Por consiguiente el eirculo esres-
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pecto del cnadrado inscrito como la circunferencia
a dos diametros, 6 como 224 14.

Finalmente para saber la razon que hay entre el
cirenlo y el cuadrado de su radio haré lo siguiente :

Diyidiré el cuadrado circunscrifo (Fig. 172} per
dos didmetros en euatrocuadrados iguales, y cada
uno de ellos sera cuadrado del radio; por consi-
cuiente si el enadrado circunscrito yale 28, el euna-
drado del radio solamente yaldrd 7.

Nam. 269. Luego el circulo es al cuadrado de su
radio como la circunferencia & un didmetro, 6 co-
mo 22 & 7. Luego lostres cuadrados que pertene-
cen d un circalo son como 7, 44, 28, valiendo el eir-
culo 22.

§ IX.

e T3 uzon Gue biay entee el cuadradode 1a hipotenusa y 1os cuadra-
oz delos otros dos lados:

Esta proposicion, que es famosisima, se atribuye
4 Pitagoras, de quien dicen que por haberla halla=
do sacrificé cien bueyes & las,Musas en accion de
gracias.

Para conocer, pues, la proporcion que hay entre
el cuadrado T de la hipotenusa (Fig. 175) y los dos
cuadrados AB, formados sobre los lados del tridn- -
gulo ab, haremos lo siguiente :

I.

Tiraremos una perpendicular desde el vértice del
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tridngulo, Ia que le dividirda en dos ab, los cuales

son semejantes entre si y al tridngulo total por te—
ner cada uno un angulo recto.

11.

Debemos iener presente que los tridangulos seme-
jantes son entre si como los cuadrados de sus lados
(num. 256); v asi los tres tridngulos b y el fotal
son entre si como los cuadrados ABT.

HI.

Observemos que los dos fridngulos pequeiios ab
juntos son iguales al grande; luego tambien los
dos cuadrados pequenos AB juntos son iguales al
grande T.

Nam, 270. Luego el cuadrado dela hipoteausa
es igual 4 los dos cuadrados de sus lados.

Supuesto que es tan famosa esta proposicion,
no sera desagradable 4 los principiantes la noticia
de algunas ofras demostraciones que aiadiremos
aqui.
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Formemos un triangulo rectangulo R (Fig. 174),
y sobre sus tres lados formemos los tres cuadrados
A, B, H : bajemos desde el vértice del tridngulo
una perpendicular, que no solo divida la hipotenu-
sa, sino tambien su cuadrado, en dos paralelogra-
mos ab.

Pero segun el nim. 195 cuando se baja una per-
pendicular desde el vértice sobre la hipotenusa,
cualquier lado del dngulo recto es media propor-
cional entre toda la hipotenusa y el segmento corta-
do por la perpendicular; y por consiguiente tene-
mos Me;MO; :MO;MN; luego multiplicando el pri-
nier término por el Gltimo haremos un paraleldgra-
mo igual al cuadrado del término medio; y asi el
paralelogramo « esigual al cuadrado A. Por la mis-
ma razon b es igual 4 B; luego a-}-b, que hacen el
cuadrado de Ja hipotenusa, es igual & A4-B, cua-
drados de los Iados.

Tambien se puede demostrar por otro modo (Fig.
475). Tenemos el fridngualo reetingulo AEO : que-
remos probar que el cuadra-
do de AO es izual al cuadra-
do de AE junto conel cuadra-
do de EO.

Pongamos el fridngulo en
b, y formemos sobre sus la-
dos los dos cuadrados PQ;re-
sultan los dos paralelogramos
que se pintan claros, con los
cuales se llenaria el cuadrado
total de la figara P, T, R, Q.

Formemos ahora el cuadrado de la hipotenusa ao,

15,

S
Fig. 173.
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y tendremos el cuadrado a, o,1,s. Este cuadrado
deja cuatro tridngulos m, m, m, m. Estos tridngu-
os son iguales entre si, y tambien iguales & b;To
que se conoce advirtiendo que los lados del cua-
drado total PTRQ sen iguales, y cada uno es igual
4 un lado_pequerio de los tridngulos junto con un
lade grande, 'y ‘conio todos son rectingulos todos
yienen 4 ser iguales. Pero cada paralelégramo claro
vale dos trizngulos m, m: luego tanto valen los dos
paralel6gramos claros como los euatro tridngulos
m, m, m, m; pero si quitamosdel cuadrado total
los dos paralelégramos restan los dos cuadrados P
y0Q; y siquitamos del cuadrado total los cuatro
tridngulos quedard solo el cuadrado de la hipote-
nusa : luego tanto vale el cuadrado de la hipotenu-
sa como los dos que se forman sobre los otros lados
del friangulo. i |
El grande Euclides demuestra esta proposicion
del modo siguiente (Fig. 176).

FILOSOFICA.

Forma el triéngulo rectangulo MON, y los tres
cuadrados sobre sus lados; tira una perpendicular
sobre la hipotenusa, la cual divide su cuadrado
en dos paralelégramos, y prueba despues que el
paralelégzramo G es igual al cuadrado B, asico-
mo el paralelégramo H es igual d A, lo que prueba
del modo siguiente.

Primeramente los dos triangulos SON, NMF son
iguales, pues ambos tienen un lado del cuadrado
grande y otro lado del cuadradoB; y el angulo com-
prendido entre ellos es compuesto del 4ngulo eo-
mun ¢ y de un dngulo recto, lo que basta para ser
ignales (num. 112).

Pero el tridngulo SON es la mitad del paralelé—
gramo G, porque tiene el mismo yalor que tendria
si Su vértice estuyiese en e. Del mismo modo el tri-
dngulo NMF es la mitad del euadrado B, porque
tiene el mismo valor que tendria si su yértiee M pa-
sase & 0 :luego sila mitad de G es igual 4 la mitad
de B, el paralelégramo G es igual al cuadrado B gue
le corresponde.

Del mismo modo se prueba que H es ignal 4 A :
luego si Hy G hacen el cuadrado de la hipotenusa,
serd este igual 4 los dos cuadrados delos lados A-+-B.

Ve aqui las consecuencias de esta proposicion.

i

Si el tridngulo rectdngulo (Fig. 177) tuviere un
lado del éngulo recto que valga 5 y otro que valga
4, el cuadrado del 4 sera 9 y el del otro 16, los
cuales juntos hacen 235 : asi el cuadrado de 12 hipo-
tenusa serd 23, euyaraiz es 3.

R
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Luego el cuadrado de Ia hipotenusa NM es duplo
del cuadradosobre uno de sus lados oM: Yy por con-

siguiente el nuevo cuadrado B es la mitad del que
nos dieron A.: y

7S P, 5

Nam. 275. Luego tenemos método para formar
un cuadrado B que seala mitad de otro cuadrado
que nos hayan dado A.

Y.
TRALERE FLAMMAMITY,
Nam. 276. Si nos pidieren que reduzeamos 4 un

solo cuadrado dos cuadrados dados AB (Fiz. 181)
haremos lo siguiente : . .

1° Formaremosun angulo reeto con lineas inde~
finidas.

2* Pondremos de una parie el lado de A v de otra
el de B : tiraremos una linea MY, que serd hipote-
nusa, y por lo'mismo el cuadrado C que estd sobre
ella sera igual a los dos juntos AB.

FILOSOFICA.

§ X.

Aplicacion de la doctvina de la hipotenusa & 10s poligonos ¥ circulos.

Dijimos al nium. 261 que todas las figuras seme-
jantes eran entre si como los cuadrados de sus la-
dos correspondientes; pero los poligonos regulares
del mismo nfunero de lados son figuras semejan-
tes.

Nam. 277. Luego el poligone regular sobre Ia
hipotenusa es igual & los dos poligonos semejantes
sobre los dos lados. Y asi el poligono C (Fig. 182 es
igual @ los dosAB.

Gomo los circulos se pueden considerar & manera
de poligonos regulares, podemos decir de los eir-
culos lo que acabamos de decir de los poligonos.

Nim. 278. Luego el
circulo sobre la hipote-
nusa es igual 4§ los dos
eirculos sobre los lados
(Fig. 185); y asi C serd
igualid B junto con A5y
si el tridngulo fuere is6s-
celes, el cireulo de la hi-
potenusa serd doblado
del cireulo de cualquiera
de los lados (niim. 275).

De esta definicion se
sacan las consecuencias
siguientes :
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I

Si nos dieren una corona ¢ un anillo (Fig

¥ nos pidieren un cirenlo que sea igual al anillo,
la operacion se hard de este modo :

19 Tomaré el didmetro esterior del anillo MN para
hacer de éluna hipotenusa, describiendo sobre ella
un medio circulo mon.

20 Tomaré el didmetro interior del anillo, y haré
de'él el lado mo del tridngulo rectdngulo.

3% Acabaré el tridngulo con Ia linea on, y esta
sera el diametro del circulo P, el cual sera igual al
anillo dado.

Pues el circulo A de la hipotenusa es igual & los *

dos PQ, luego A menos Q ha de ser igual a P’; pero
A menos () es 1o mismo que el anillo, porque el cir-
culo () es igual al vacio (), y asi lo mismo es decir
A menos () que decir el anillo, y por consiguiente
el anillo A esigual a P.
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Nam. 279. Luego hay metodo para reducir un
anillo 6 corona 4 un circulo entero.

II.

Si nos dieren (Fig. 183) una luna 6. creciente B
para reducirla & un circulo entero, procederé como
en el caso precedente, porque fanio monta quitar
de un circulo grande uno pequeio concéntrico,
como sacarle mas de un lado que de otro, lo que
hace que en Iugar de una corona 6 anillo tengamos
una especie de luna nueya. No Jobstante se ha de
adyertir, que el circulo pequeiio A no debe salir
del grande en ningun caso para que la demostra-
cion tenga su vigor.

I

Si nos dieren un eirculo A (Fig. 186), v nos pi-
dieren otro que sea duplo de este, lo haré del modo
siguiente :

4o Tiraré dos didmetros en dngulo rectoy los uni-
ré con una hipotenusa BO.

20 De -esta hipotenusa me serviré.como de radio
para el nuevo circulo B.

En esta suposicion tenemos que
B’ fiene como radio una hipotenu-
sa, ¥ A uno de los lados del trian-
gulo, siendo este isdsceless pero
ya dijimos que los circulos eran co-
mo los cuadrados por el niim. 260;
ypor el 277 se dijo que el cuadrado
de la hipotenusa era duplo del
cuadrado de cnalquiera de los la-
dos : luego B sera duplo de A.

Fig. 186.




EHY/ RECREACION

Nam. 280. Luego hay método para hacer un eir-
culo duplo 4 ofro.

1V.

Sinos dieren un circulo A (Fig. 487), y nos pidie-

Fig. 188,

ren uno quesea la-mitad del quenos dieron, 1o ha-
remos del modo siguiente.

Tirense'los diametros en angulo recto y dos cner-
das m0, NO, que hagan conel diametro un tridn-
zulo. Este serd recténgulo (niimero 74) ; y como los
arcos NO, m0 son ignales, tambien las dos cuerdas
lo son por el nom, 5, y queda el tridngulo NOm
isosceles y rectingulo ; por consiguiente el circulo
A, que tiené por diametro la hipotenusa mN, sera
duplo del nuevo circulo B, que solo tiene por dia-
metro uno de los lados NO, como dijimos al nam.
278.

Nam. 281, Luego tenemos método para hacer un
circulo B, que sea la mitad de otro dado A.

FILOSOFICA.

§ XI.

Modo de formar cuadrados y eirculos en cualquiera razon que nos
pidieren con respecto & los que nos fueren dados.

Nam. 282. Dijimos al nim. 196, que tirando de
la estremidad de on didmetro (Fig. 188) una cuerda
AM, esta era media proporcional entre todo el dia-
metro AB, y su segmento AO, cortado por la per-
pendicular MO.

Pudiendo entonces decir ——AO;AM:AB ; por con-

siguiente el producto de los estremos ha de ser igual
al cuadrado de la cantidad media; esto es, AOX
AB=AM?, que es lo
mismo que AMMAM.
Del mismo modo (Fig.
188} puedo demostrar
quela otracuerda AN
es media proporcional
entre el didmetro AB
y el segmento Al cor-
tado por la perpendi-
cular NI, pudiendo de-
cirse AI;AN; JAN:AB;
Y por consiguiente
ADXAB=AN.

Nam. 285. Hacemos
esto sensible en la
(Fig. 489): las dos
cuerdas Mz, Ms son
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medias proporcionsles entre el diametro total MN,
y sus dos segmentos Mo Mi; por consiguiente Mo:
Mi; :Mr;MN; luego Mo)X MN=Mr X Mr.

Pero Mo MN es el paralelogramo a, cuya base
es Mo, y su altura es Ma=MN, y MrXMr esel cua-
drado A : luego el paraleldgramo « es igual al cua-
drado’A.

Del mismo modase prueba que el paralelégramo
otal Mp es igual al esadrado mayor B, cuyo lado sea
la cuerda Ms:.

Pero estos dos paraleldgranmos Mg, ‘Mp teniendo
la misma allura son entre si como sus bases, esto
es, como-los segmentos Mo Mi; luego los dos caa-
drados que le son ignales entre si-son como los seg-
mentos Mo M.

Nim. 284. Luego los cuadrados de las cuerdas
tiradas de 12 estremidad del diametro son entre si
como los segmentos del didmetro cortados por sus
perpendiculares.

De esta regla geseral se sacan yarias consecuen-
cias.

I.

Nam. 285. Si dado up euadrado A (Fig. 190) nos\}

pidieren d un tiempo otros varios que {engan di=
versa proporcion cea el primero, v. g. 4 veces ma-
yor 6, 9, 15 6,452 é 20, en breyisimo:tiempo pode-
mos resolver este groblema del modo siguiente.

1° Tirose una linza arbitraria, y describase sobre
esta un medio circalo.

2° Témese con & compas at, lado del cuadrado
A que nos dieron, § férmese de él una cuerda ai,

FILOSOFICA.
que salga de la estremidad del didmetro; y de ofra

estremidad de la cuerda : tirese una perpendicular
sobre el didmetro.

50 Témese con el compas ese segmento a 1 del
didmetro ; con esta medida yamos dividiendo todo
el diametro en la forma de la figura.

4° Notaré el nimero 4, 6, 9,15, 452, 20, ele., que
corresponden 4 los cuadrados que me pidieron; le-
vantaré desde ellos perpendiculares, las cuales irdn
& terminar en los puntos de la circunferencia m, n,
0, p, ¢, adonde tambien van 4 pawar las cuerdas ti-
radas desde a, que serén los lados de los cuadrados
que nos pidieren.

Por cuanto queda ya probado que estos diferen-
tes cuadrados de la figura son entre si, como los
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segmentos del didmetro, cortados por las perpen-
diculares ‘mim. 284); luego los nueyos cuadrados
estan en esfa misma proporcion de 4, 6, 9, 15, 432,
SI acaso el nimero de los cuadrados que nos p{—
dieren fuere tan largo que no quepa en el didmetro
arbitrario que se escogi6, tdmese otra linea mayor
a proporeion de las que faltaren, v repitase para
estos'la operacion.
Nim. 286, Luego tenemos método para formar
con una sola operacion cualesquiera cuadrados.en
la razon-que los pidan.

II.

Dijimos que los cireulos estaban entre si-como
los cuadrades de sus digmetros al ntimero 261 ; por
consiguiente podemos decir de los circulos, cuyos
didmetros fueren las cuerdas (Fig. 191), que ellos

tienen entre si la misma razon de los segmentos de
un didmetro, cortados por yarias perpendiculares
que salen de las ofras estremidades de las cuerdas;
y asi dandonos el circulo B, podremos hacer ofros

FILOSOFICA, 559

CD, que sean cinco 0 siete yeees mayores, 6 en cual-
quiera otra razon que los pidieren.

Nam. 287. Luego tenemos método para formar
con una sola operacion 1os cireculos que nos pidie-
ren en cualquiera razon que se quiera respecto de
algun circulo dado B.

1.
Nam. 288. Si nos dieren un circulo A (Fig. 19:

n

y nospidieren ofro que sea la tercera 6 quinta parte
de €1, haremoslo siguiente.

1° Tirese una linea & discrecion, pero que sea
mayor que el didmetro del cirenlo dado, y descri-
base sobre ella un semicirculo ; filtimamente tirese
una cuerda mz igual al didmetro MN del mismo cir-
culo dado.

2° Tirese desde n una perpendicular sobre el dia-
metro no, y dividase este segmgnto del diametro
mo en tres partes iguales : de la division primera
levéntese una perpendicular, la que ird al punto ¢:
desde este tirese la cuerda em, que serd el didme-
tro del nueyo circulo B, el cual, por lo que ya que-
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da dicho, serd la tercera parte de A, por razon de
que los circulos AB estan entre si como los segmen-
tos del diametro m1, m 3.

IV.

Ntim. 289, Si habiéndonos dado dos cuadrados ¢
dos circulos AB (Fig. 195)nos preguntaren en queé
razon estan entre
81, haremos lo si-
guiente.

1°  Deseribase
un semicireulo ar-
bitrario, bien que
de forma que su
didmetro sea ma-
yorque elde cual-
quiera de ellos.

20 De los dos
didmetros se ha-
ran-dos cuerdas,
ambas nacidas del punto M; y de las otras’estremi-
dades de: las cuerdas bajaré perpendiculares sobré
el diametro del semicirculo.

5% Veré la proporcion que hay entre los dos seg:
mentos de este didmetro MO, ME, y esa misma sera
la razon entre los dos circulos dados.

Del mismo moflo se puede ejecutar si fueren cua-
drados haciendo cuerdas de sus lados.

Nam. 290. Luego hay método para hallar la ra-
zon entre muchos cuadrados 6 entre muchos circd-
los dados.

FILOSOFICA,

Si nos dieren un cirenlo A {Fig. 194), § nos pidie-
ren otro que
sea, v. g. tres
yeces mayor,
sin valernos
de los cua-
dradosde las
cuerdas, co-
mo el nime-
ro 287, po-
dremos ha-
cerlo asi.

1° Ponga-
mos el didmatro mn del circulo dado, y confinue-

mos Ia linea, tomando otras tres porciones igua—
les.

20 Deseribase sobre esa linea total un semicir-
culo.

5° Levéntese una perpendicular desde el punfo n,
Y esta serd el diametro del nuevo circulo B, el que
debe ser respecto de A como'5 41 : larazon &s, por-
que las tres lineas mn, ne, no estan en proporcion.
Luego el cuadrado de la primera linea mn es al
cuadrado de la segunda ne, como la primera linea
esdla tercera no (ndm. 116); ¥ como los circulos
estan entre si como los cuadrados por el nim. 261,
el circulo de mn es al de ne, como Ia linea de mn
es 4 la linea no.

Luego tenemos otro método para hacer un circu-

IX. 16

S

-

S —
— L T —————

T
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lo en la razon pedida respecto del 'que nos dieron,
sin valernos de las cuerdas de los circulos.

§ XIL.

Tcies (ue dias proporeionales, entre dos
Mode de hallar saperficies gque sean m(..‘lm\ proporei
superficies dadas.

Dijimos que cuando se mulfiplicaba una linea por
otra se hacia un paralelégramo, en el que una de
las lineas seryia de base, y la otra-de nlu’lm perpen-
dicular (nam. 219); ¥ que los paral{:!nlgrmn‘«:rsv de
la misma base eran como las alturas (num., 2.)0", y
los de la misma altura eran como sus bases (num.
248). =

Supongamos ahora que nos dan dos t?uadr(z(.os
AB (Fig. 4195), que multiplicamos el lado de uno

g -
por el lado del otro, havemos el paralelogramo L.

FILOSOFICA. 363

Este paralelégramo respecto de A estara en razon
de las bases, esto es, de tres 4 cuatro, y respecto de
B, en razon de las alturas, tambien de tres 4 cua-
tro; pero como en los cuadrados la razon de las
bases es la misma que la de las alturas, se sigue
que la misma razon hay entre AC que entre B ;
¥ por consiguiente C es media proporcional entre
AyB.

Nam. 291. Luego hay método para hallar un pa-
ralelégramo que sea media proporcional entre dos
cuadrados dados.

Por el mismo método (Fig. 195) si' nos dieren
ofros dos cuadrados EB, en multiplicando un lado
de B por otro.de E, haremos el paralelégramo D,
que serd medio proporcional entre los dos, por Ia
misma razon de arriba. Esto se confirma con los
numeros ; porquesi A tuyiere por lado 3 ¥y B 4 (Fig.
495), ‘A vale 9 y B 16 ; pero multiplicando 3, lado
del 1, por 4, que lo es del ofro, tendremos el para-
lelégramo 42, ‘medio proporeional enfre 9 y 186,
porgue podremos decir : 9422241216, reinando en
esta proporcion la razon de 5 y 4.

Del mismo modo si el lado de B vale 4, yelde E
vale 5, multiplicando 4 por 5, haremos el paralel6-
gramo, que vale 20, medio proporcional entre B,
que vale 16, y E que vale 25, pudiendo decir -
161207720225, pues en ambas parfes reina la razon
de 44 3.

Nom. 292. Si dados dos cuadrados nos piden otro
nuevo, que sea medio proporcional entre los dos,
haremos la siguiente.

Busquese una media proporcional entre los la-
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dos de los dos cuadrados que nos dieron AB (Fig.

196), y hallaremos la linea e, que serd el lado del
cuadrado
pedido E.

A

% | : Porque si
fres canti-
dades aeb

4 —= estan en
F R EETR T progresion,
tambien o
estan los
cuadrados que se forman de ellas, aunque la razon
sea diferente (ntm. 259).

Ejemplo +:1:2:4, el esponente 6 la razon que
reina en esta progresion es 2, y si hacemos los cua-
drados de estas raices tendremos ~-1:4:46, cuyo
esponente es 4. Luego si-:a,¢, b estan en propor-
cion, tambien 1o estardn sus cuadrados —-A, E, B.

Ve aqui, amigo Eugenio, un resumen de las pro-
posicionesimas utiles que hallé en la materia de su-
perficies : sé que esto 1e dara un gusto indecible,
por lo que me has escrito en los correos pasados;
pues si la doctrina sobre Jaslineas te interesa tanto,
que segun tu espresion andas encantado, mucho
mas te encantara la doctrina de las superficies, y aun
mucho mas la-de lossélidos, que empiezo ya & pre-
parar para enyidrtela con brevedad.

SRR e

Fig. 196.

CARTA VIGESIMA.

SOBRE LOS SOLIDOS

ST

De la formacion de los solidos.

Pues me enyias 4 deeir, amigo Eugenio, que has
entendido bienlo que te dije en la carfa antece-
dente, no dudo que comprenderds facilmente lo
que ahora te diré sobre los sélidos.

En cuantord su formacion quiero;que tengas pre-
sente la formacion de las lineas y las superficies :
porque asi como considerando que un punto se
mueve hdcia alguna parte formamos idea de queva
formando la linea, y considerando'que una linea se
ya moviendo puesta de lado, nos formamos la idea
de la superficie, acomodando 4 la linea la idea de
sola la longitud, y 4 la superficie la de anchura 6
latitud, asi tambien.
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Num. 295. Considerando el movimiento de una
superficie, v. g. (Fig. 197) AM, que va siempre pa-

Fig. 197, Fig.

ralela & st misma, y siguiendo una linea recta AE,
haremos la idea-de un sélido : este sélido asi for-
mado se llama con nombre general prisma.

Nam. 294. Si la superficie que se supone moyer-
se es un paralelogramo como AM (Fig. 197), el s-
lido 6 prisma que forma se llama paralelipipedo,
esto es, solido eomprendido entre superficies para-
lelas.

Si la superficie movil es un tridngulo ¢ poligono
(Fig. 198), el prisma que se forma es triangular 6
poliginico t.

Num. 293. Si el plano que se supone que se va
moviendo es () subiendo un circulo, el sélido que
resulta se llama cilindro, como la (Fig. 199).

Nim. 296, Si el plano ¢ superficie que se moyio

4 Esta voz poligénico no conviene 4 los solidos, porque poligono es
fignra plana de muchos 4ngulos : la voz propia es poliedro, que es un
cuerpo que tiene asiento por muchas caras, 6 es un solido de muchas
superficies.

FILOSOFICA.
no solamente va siempre paralelo @ si mismo, si

Fig. 200.

que @ proporéion que se mueye va disminuyendo
por todos los lados proporcionalmente hasta acabar
en un punto, el sélido que de aqui resulta se llama
pirdmide si el plano era figura rectilinea, y si era
un circalo se llama cono (Fig. 200).

Niim. 297. El movimiento del plano debe seguir
una linea recta, v. g. AE (Fig. 197), la cual se lla-
ma directriz.

Si la directriz se eleva perpendicular sobre el pla-
no como en las (Fig. 197, 198, 199y 200) el prisma,
¢ilindro, pirdmide 6 cono se llaman rectos; pero si
la directriz se inclina mas 4 una parte del plano que
4 otra, el solido se llama oblicue, como la (Fig. 204
y 202).

Nam. 298. Si la superficie moyil era un cuadra-
do, y/la directriz igual 4 Jos lados de este y per-
pendicular, el s6lido'se Hama cubo, como la (Fig.
203).

Nam. 299. El moyimiento de su circulo que an-
da alrededor desu didmetro forma una esfera (Fig.
204).
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. El movimienfo de un sector ¢ de un

Fig. 207

sezmento de circulo, andando alrededor de su eje,
ha'ce el sector 6 ¢l segmento de la esfera (Fig. 205
¥ 206).
X Nitm. 501. El movimiento de una superficie oval,
andando alrededer de su menor diametro, forma
una esferoide abatida (Fig. 207) 6 chata.

Nam. 502. Pers si anduyiere alrededor de su

FILOSOFICA

mayor didmelro hace una csferoide oblonga
208).

Nam. 505. Si un poligono regular anduyiere al-
rededor de su didmetro hace una esferoide multild-
tera (Fig. 209), 6 un poliedro, que quiere decir de
muchas caras ¢ asientos que algunos llaman poli-
gbnica aunque impropiamente, porque el poligo-
no es figura plana, y el poliedro es sdlida.

De estas simples formaciones deos solidos se sa-
€an varias consecuencias.

I.

Num. 504. La base inferior es la misma que por
el movimiento viene 4 ser la base superior. Luego
en cualquier prisma la base superior es igual 4 la
inferior.

.

Ntm. 505. Por cualquier parte que se corte el
prisma siendo la seccion paralela @ la base inferior,
esta seccion sera base superior. Luego toda seccion
del prisma paralela a la base es igual 4 esta.

16.
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L.

Dijimos que la base de la pirdmide, moyiéndose
paralela 4 si misma, y disminuyen do en proporcion
por todos sus lados & medida que sube, formaba Ia
piramide, y Io mismo se dijo del cono.

Nam. 506, Luezotoda seccion de la piramide 6
cono siendo paralela 41a base es un plano semejan-
fe aella.

Iv.
En el circulo que por su moyimientp alrededor
del didmetro enge ndr la esfera (Fig. 210) se pue-
den considerar muchas emerdas
perpendiculares al diimetro 6
eje, cuyas mitades ao, et son ra-
dios que andando circulares alre-
dedor de una estremidad fija des-
criben ofros tantos circulos.
Pero hecha cualquiera seccion
Fig. 240. por un plano en la esfera, se
puede considerar como un pla-
no perpendicular al ‘didmetro-del'circulo generan-
te, fcrmado por-la revolucion de alguna media
cuerda.

Nam. 507. Luego toda seccion en la esfera es un
circulo.

Pero si tiramos en ‘el circulo generante muchas
lineas perpendiculares 4 su didmetro 6 eje, lalinea
que pasare por el centro (Fig. 210) es la méxima
de todas, porque es la Gnica que llega 4 la tangen-
te min, siendo todas las demas terminadas por la
circunferencia que se aparta de la fangénte.

FILOSOFICA. 5371

Nam. 508. Luego en toda seccion de la esfera
sola la que pasa por el cenfro es el circulo maximo
como engendrado por el radio médximo, y toda otra
seccion serd circulo menor que ella.

Pero la linea ei (Fig. 210), perpendicular al eje
del circulo :_'eneramb que toca en el centro, siempre
es el radio de este circulo, igual siempre en todos
Casos.

Nam. 509. Luego la seccion central de la esfera
siempre esizual.

§ IL

pe las superficies delosprismas y cilindros.

En las superficies de los prismas, amigo Eugenio,
solose consideran los lados que le cortan alrededor
con abstraccion, ¢ prescindiendo de las bases. Lo
mismo se dice de los cilindros, prismas, etc.

Pero dijimos al niimero 219 que la superficie de
cualquier paralelfgramo recto era iguald la base
multiplicada por la.altura perpendicular, y yemos
enla (Fig. 21), que loslados del prisma recto B es-

e
el o

i
{

a
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tendidos son los paralelogramos tambien rectos A,
E, I, 0, en los que el circuito de la base a, e, i, 0
se multiplica por la altura.

Num. 510. Luego la superficie del prisma recto
(Fig. 214) es igual al circuito de la base a, ¢, i, 0
multiplicado por la altura.

En cuanto a la superficie del cilindro recto D (Fig.
212) sabemos que es igual, J se puede confundir con
la del prisma
de infinitos la-
dos;y asi po-
demos deeir
de lat una lo
quede la ofra.

Nam. 3511,
Luego la su-
perficie del.cilindro recto es igual 4 la base multi-
plicada por la altura (Fig. 21 2).

Tambien se dijo al namero 221 que cuando el pa-
ralelégramo era oblicuo_(Fig. 215) le habiamos de

fig. 215.

reducir 4 recto para valuarle, multiplicando la li-
nea AQ, no por la oblicua OE, sino por la perpen-
dicular OI 6 AN.
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Num. 512. Luego la superficie del prisma obli-
cuo (Fig. 214) no se debe valuar, multiplicando la
linea de su longitud, Az por el circuito de la base
AM, 6 bien IN, sino por el circuifo de la seccion
perpendicular 1o.

Porque el prisma oblicuo tiene la superficie com-
puesta de algunos paralelégramos oblicuos, y esto
se hace cortando la porcion triangular ion de la
parte superior, y aiadiéndola de la parte de abajo,
pues en este caso el prisma se conyierte de oblicuo
en recto, y su superficie por el nimero precedente
se compone de la linea de su largn A, multiplica-
da por el circuito de la seccion perpendicular 10.
Ya hemos dicho muchas veces que loseilindros se
confunden con los prismas de infinitos lados.

Nim. 515. Luego la superficie del cilindro obli-
cuo es igual & la linea de la
longitud AE (Fig. 215) multi-
plicada, no por el circuito de
la base EN 6 AM, sino porel
circuito de la seccion perpen—
dicular EO ;Io que tambien se
hara visible cortando la por-
cion superiorEON para poner-
la en el lugar inferior AIM.

§ L.

Dé 1as superficies de las pirdmides y conos enferos y truneados.

Dijimos al ntm. 225 que los tridngulos eran igua-
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les & sus bases multiplicadas por la mitad de la al-
tura, 6 bien 4 las alturas multiplicadas d rla mi-
tad de la base.

Luego.es preciso para medir las superficies delas
pirimides compuestas de triangulos, como se ma-
nifiesta en B_(Fiz. 216), atender & sus bases y al-
furas.

A

Adyiértase noobstante que no es lo mismo la als
tura de una piramide y la altura de los tridngulos
que componen su superficie, pues Ao, altura dela
pirdmide, se toma en la perpendicular que va desde
su vértice A hasta la base o, ¢ d continuacion dé
ella si la pirdmide fuere inclinada; pero la altura
de los tridngulos es la linea Am, que va por la su-
perficie abajo mas perpendicularmente & 13 linea
del circuito de la base. Esta altura de los triangulos
tambien se llama apotema.

Nam. 514. Euego la superficic de las pirdmides
recta y regular (compuesta de tridngulos, como 10
yemos en B) es igual al circuito de la base multi-
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plicado por medio apotema, como se veen D, 6 a
todo el apotema Be multiplicado por medio circuito
de 1a base irs.

En la piramide oblicua ¢ irregular como los apo-
temas son diferentes no es tan facil la reduecion ;
pero se debe hacer separadamente Ia reduccion de
cada tridngulo.

Asi como el cilindro se puede confundir con el
prisma de infinitos lados, tambien el cono se puede
confundir con la pirdmide de infinitos lados. Y asi
la superficie verdadera del cono que se ve en M
(Fig. 217) se puede considerar como si fuese una

0

coleccion de triangulos de bases infinitamente pe-
quenas; pero que juntos igualasen el circuito de
la base del cono, y tuyiesen por altura su apote-
ma o1.

Nam. 515. Luego la superficie del cono recto A
(Fig. 217) es igual 4 un paralelgramo N, en ¢l
cual el circuito de la base irst se multiplica por
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medio spotema, 6 al paralelogramo H, en que se
multiplica medio circuito de la base por todo el
apotema.

Nam. 516. La superficie de la pirdmide {runcada
P [Fiz. 218) se compone de muchos trapecios, los
cnalesjuntos hacen
la fizura B; pero
reduciendo los tra-
pecios a paraleld-
gramos (nam. 226},
esto es, multipli-
cando su alturama
por las medias pa-
ralelas no, todos
ellos hacen un pa-
ralelogramo M, cu-

ya base es la me-
dia paralela de los
trapecios, ¥y cujd

altura es el apotema.

Nm. 517. Luego la superficie de una pirdmide
truncada P es igual 4 un paralelégramo M, cuya ba-
sé es el circuito medio de la pirdmide, y cuyaaltts
ra sea todo el apotema.

Por la misma razon que confundimos el cono en-
tero con la piramide, debemos reputar el cono trun:
cado por una pirdmide truncada tambien y de in-
finitas caras.

Nim. 518. Luego la superficie del cono truncado
E (Fig. 219) es igual al paralelégramo H, en e) cual
la base es el circuito medio del cono ai, y la altord
todo su apotema mn.

FILOSOFICA.

Num. 519. Si al cono entero le quilamos, aun-
que sea un solo
punto del vértice,
quedara trunca-
do, ysentonces no
merece atencion
la; diferencia que T !lll T
solo procede de il ;:‘iH’:”U‘]lm\\.‘lbi l
un punto. En este A
caso se puede re- Fig. 210,
putar el uno co-
mo el otro, y discurrir de la superficie del uno
como de la del otro, y asi reducir la superficie del
cono entero (Fig. 218) & un paralelogramo, cuya
base sea el medio circuito Ae, ¥ su- alturatodo el
apotema, como se ve en H.

§ IV.

De la superficie de a esfera, y de los segmentos de esta.

Num. 320. Asi como podemos considerar un eir-
culo como un poligone de infinitos lados, asi tam-
bien podemos confundir la esfera formada por un
cireulo, que da vuelta alrededor de su eje, como
una esferoide formada por un poligono, que anda
alrededor de su mismo didmetro (Fig. 220).

Por consiguiente para medir la superficie de la
esfera bastard medir la superficie de la esferoide po-
ligbnica 6 poliedro esferoide, no obstante que esta
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medio spotema, 6 al paralelogramo H, en que se
multiplica medio circuito de la base por todo el
apotema.

Nam. 516. La superficie de la pirdmide {runcada
P [Fiz. 218) se compone de muchos trapecios, los
cnalesjuntos hacen
la fizura B; pero
reduciendo los tra-
pecios a paraleld-
gramos (nam. 226},
esto es, multipli-
cando su alturama
por las medias pa-
ralelas no, todos
ellos hacen un pa-
ralelogramo M, cu-

ya base es la me-
dia paralela de los
trapecios, ¥y cujd

altura es el apotema.

Nm. 517. Luego la superficie de una pirdmide
truncada P es igual 4 un paralelégramo M, cuya ba-
sé es el circuito medio de la pirdmide, y cuyaaltts
ra sea todo el apotema.

Por la misma razon que confundimos el cono en-
tero con la piramide, debemos reputar el cono trun:
cado por una pirdmide truncada tambien y de in-
finitas caras.

Nim. 518. Luego la superficie del cono truncado
E (Fig. 219) es igual al paralelégramo H, en e) cual
la base es el circuito medio del cono ai, y la altord
todo su apotema mn.

FILOSOFICA.

Num. 519. Si al cono entero le quilamos, aun-
que sea un solo
punto del vértice,
quedara trunca-
do, ysentonces no
merece atencion
la; diferencia que T !lll T
solo procede de il ;:‘iH’:”U‘]lm\\.‘lbi l
un punto. En este A
caso se puede re- Fig. 210,
putar el uno co-
mo el otro, y discurrir de la superficie del uno
como de la del otro, y asi reducir la superficie del
cono entero (Fig. 218) & un paralelogramo, cuya
base sea el medio circuito Ae, ¥ su- alturatodo el
apotema, como se ve en H.

§ IV.

De la superficie de a esfera, y de los segmentos de esta.

Num. 320. Asi como podemos considerar un eir-
culo como un poligone de infinitos lados, asi tam-
bien podemos confundir la esfera formada por un
cireulo, que da vuelta alrededor de su eje, como
una esferoide formada por un poligono, que anda
alrededor de su mismo didmetro (Fig. 220).

Por consiguiente para medir la superficie de la
esfera bastard medir la superficie de la esferoide po-
ligbnica 6 poliedro esferoide, no obstante que esta
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es de pocas caras, por cuanto esa mismaldoctrina se
aplica 4 la de infinitas caras, y de estase pasa dla

esfera.
Para medir, pues, la superficie de esta esferoide

haremos lo siguiente.
x.

Dividamos 1a esferoide (Fig. 220) en conos trun-
cados, cortindola por lassecciones e, r, 8, Z, efe.
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Al 3¢l come

Ahora bien, supuesto lo dicho en e\ parrafo pre-
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cedente podemos reducir la superficie de cada uno
de estos conos truncados s e (Fig. 220), ¢ SE (Fig.
221)d un paralelégramo A (Fig. 222), en que la cir-
cular media sea la base, y los apotemos sean las
alturas (num. 518).

Mas como cada cono tiene su particular media
circular y su especial apotema, es preciso que se
procure reducir todas estas lineas 4 otras que sean
de menos confusion ; y para esto

II.

Tomemos uno de esfos conos truncados e, 7, s, €,
que componen la esferoide, y pongdmosie aparte
(Fig. 221). Tirese una media paralela por la super—
ficie de él, la que hara una circular, que debe te-
ner st radio Ai, que sale de Mu eje del cono, y llega
hasfa A.

Il
Tirese desde el mismo punto A una linea hasta
M, centro de la esferoide que se supone, Y con la

parte del eje M: completemos un tridangulo de
puntitos MAz.

1V.
Del punto E, en que termina el apotema del co-

no SE, bajaremos una. perpendicular ER sobrefsu
base.

Ve

Dispuesto todo asi tenemos dos triangulos, uno
mayor MAi, otro menor SER.
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Paraprobar, pues, que son semejantes, basta pro-
bar que los lados del uno son perpendiculares 4 los
lados del otro, porcuanto la linea MA, que pasa por
el centro y por medio de la cuerda SE, lees perpen-
dicalar (nam. 52). Y ademas de esto ER cortd per-
pendicularmente d Az, porque es perpendicular so-
bre labase del cono, paralela de Ai : y @ltimamente
SR continuada va 4 cortar perpendicularmente a
Mi por ser parte del.eje. Luego los dos triangulos
son semejantes (niim. 478}, y sus lados respeclivos
proporcionales; y asi podemos decir : MA & Ai, co-
mo SE & ER.

Pero sabemos que la circunferencia del radio Ai
sera & la circunferencia del radio AM, como los dos
radios son entre si (nim. 2035); por consiguiente en
lugar de los dos radios podemos poner las dos eir-
cunferencias sin perder la proporcion, y asi la cir-
cunferencia de MA es 4 la circunferencia de Az, co-
mo SE & ER, y podremos decir : circ. MA es d la
circ. At, como SE es d ER.

Luego multiplicando el primer término por el
tltimo tendremos el mismo producto que multipli-
cando el segundo por el tercero (niimero 441):y
asi la eircunferencia MA multiplicada por ER, igual
4 la circunferencia Ai, multiplicada por SE. Perola
circanferencia MA se diferencia de la circunferencia
del circulo maximo de la esfera a proporcion que
la linea M3, que hallamos en la esferoide, se di-
ferencia del radio de la esferoide : por tanto, con-
siderando la esferoide compuesta de infinitos conos
truncados, 6 como poligono general de infinitos la-
dos, podremos confundir la esferoide con la esfera,
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y la lineaMA con el radio de la esfera, la cuerda SE
con el arco SE, y la circunferencia de MA sera
lo mismo que la circunferencia del circulo méxi-
mo de la esfera; y podremos decir por consi-
guienfe :

La circunferencia del circulo maximo de la esfe-
ra, multiplicada por la linea ER, es igual i la eir-
cunferencia de Ai multiplicada por SE, y el parale-
logramo A (Fig. 222) esigual 4 B.

Para hacer esto visible, ponzamos B, cuya base
es la circunferencia del circulo maximo de la esfera,
y su altura la altura del cono, y tambien el parale-
l6gramo A, cuya base es la circunferencia de Az, su
altura la linea SE.

Nam. 521. Luego si lasuperficie del eono es igual
al paralelégramo A, tambien lo es al paralelogra-
mo B.

Por la misma razon, todos los demas conos trun-
cados de que se compone Ja esferoide tendran la su-
perficie igual & Jos paralelogramos que tengan por
base la circunferencia del circulo maximo de Ia es-
fera, y por altura las alturas de los conos.

Nam, 522. Luego la superficie de la esferoide de
muchos lados ¢ poliedra es iguala un paraleldgra-
mo que tenga por base la circunferencia del circulo
méximo, y por altura todas las alturas de 10s conos,
6 el didmetro de la esferoide.

Mas como podemos confundir esta esferoide con
la esfera se podra decir.

Nam. 325. Luego la superficie de la esfera A (Fig.
225) es igual 4 un paralelogramo B, en el cual la
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circunferencia del¥circulo méximo de la esfera es la
base, y el didmetro la altura.

N

7

//[% 7 ’// /;I

7

LI

- De estas verdades se dedncen varias consecuen-
cias.

I.

1\um.’ 524. Dividase este paralel6gramo en cuatro
paraleldgramos iguales d, ¢, f, g, cada uno de ellos
sera igual 4 un circulo miximo de la esfera (ntkm.

97 {a N - 3
252), por fener por base la circunferencia v poral-
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tura el medio radio. Luego todo el paralelégramo
B es ignal a cuatro cireulos maximos D, E, F, G.

Luego la superficie de la esfera A es igual 4 la d¢
cuatro circulos maximos.

1.

Niim. 525. Como los cuatro circulos maximos son
jzuales 4 uno que tenga el didmetro duplo (ntm.
264), se sigue (Fig. 224) : luego la superficie de la
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S

esfera A es jgual & un circulo H que tenga por radio
el didmetro de ella.
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11T,

Num. 326, Luego (Fig. 225) la superficie conyexa
de una media esfera es dupla de su superficie pla-
na; porqee la superficie convexa de la media esfera
vale dos drculos méximos, yla superficie plana so-
lamente & uno.

N

\
.

Z

)
.

%

Cualquier segmento dela esfera se puede conside-
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rar compuesto de varios conos truncados unos so-
bre otros, como se dijo de la esferoide, cuyas su-
perficies juntas son iguales 4 un paraleldgramo,
que tenga por base la circunferencia del circulo
méximo de la esfera, y por altura la flecha A0 (Fig.
226), 6 la altura del segmento.

Num. 527. Luego la superficie del segmento S es
igual & un paralelégramo T, cuya base sea la cir-
cunferencia del circulo méximo de la esfera, y su
altura la flecha.

V.

Ya dijimos que Ia superficie del cilindro circuns-
crito E (227) era igual 4 un paralelégramo B, cp-
ya base fuese la circunferencia del cilindro 6 Ia de
la esfera, que es la misma, y cuya altura faese Ia
del cilindro, 6 el didmetro de la esfera (num. 511).

Luego el mismo paralelégramo B, hecho por la
circunferencia del eirculo miximo de Ja esferay su
didmetro, mediri la superficie de la esfera Ay
ladel cilindro circunserito E - ¥ asi podemos decir.

Nam. 528, Luego la superficie del cilindro cir-
cunscrito es igual & la de la.esfera (Fig. .227), y
por consiguiente serd igual 4 coatro eirculos méaxi-
mos.

Ya se dijo arriba de la superficie de los prismas
Y cilindros, | que solo se atendia 4 la superficie que
los rodea, prescindiendo de las dos bases superior
¢ inferior. Por consiguiente s contamos la super-
ficie tolal del cilindro circunscrito serd igual 4 seis
circulos maximos, siendo Ia superficie de la esfera
igual 4 cuatro solamente.

IX, 17
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§ V.

De Ia solidez 6 valor de los prismas y de 1os cilindros.

Niim. 329. Toda medida, amigo Eugenio, es una
repeticion 6 multiplicacion de la unidad primitiva,
v debe ser del mismo género que la cantidad que
i)or ella se ha de medir 0 valoar; ¥ asi Si ueremos
medir (lineas, esto) es, distancias 0 longitudes, la
unidad debe ser linea ¢ distancia pura, como pal-
mo, vara 6 legua ; pero si queremos medir superfi-
cies 6 areas, la medida debe ser superficie, V. g.
palmo cuadrado, vard cuadrada. ¢ cosa semejante ;
por fitimo, debe significar superficie 6 espacio.

Finalmente, Sl queremos valuar sélido 6 volu-
men, esto es, cosa que tenga las ires dimensiones
de longitud, latitud ¥ profundidad ¢ altura, la uni-
dad debe ser tambien un solido que las tenga, ¥.£.
nalme-cabico, pulgada ¢tibica 6 cosa semejante.
 Nfim. 330. Ademas de esto dijimos en la multi-
plicacion de una linga por ofra para valuar las sa-
perficies, que la linea movil no se consideraba com.o
linea matemdtica sin cuerpo, sino como una serie
de partes 6 unidades cuadradas, que se multiplica-
ban por el nimero de unidades que se consideran
en la linea directriz. Asi tambien cuando se quiere
valuar el yolumen de los sélidos no se ha de con=
siderar la base moyil como una superficie matema=
tica sin grueso alguno, sino como una cantidad de
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unidades solidas, que puestas unas al lado de otras
ocupan la base; y esta coleccion de unidades, que
forman el primer orden de ellas, se debe multipli=
car por el niimero de unidades que se consideran
en la altura, haciendo de estas varias érdenes, co-
mo que todas llenan el espacio del sélido.

& Enesta suposicion para medir el volumen de cual-
quier sélido debemos yaluar primero su base, y des-
pues multiplicarla por el valor de la altura, lo que
dara el valor del prisma.

Pongamos por ejemplo la (Fig. 228). El s6lido A
tiene en la anchura
cuatro yeces la de B.
que le sirve de me-
dida ¢ tiene de pro-
fundo dos veces el
s6lido B; luego mul-
tiplicando 4 por_2 Fig. 228.
tenemos que la base
de A esti compuesta de ocho veces B; pero A tie-
ne triplealtura deB; y asi es preciso repetir tres
veces las ocho medidas B que se hallan en Ia prime-
ra orden de A ; y asi para formar el yolumen de A
son precisos 24 velimenes de B.

Nam. 531. Luego para valuar cualquier prisma
recto, cuya base sea un paralelégramo recto, bas-
tara multiplicar las tres dimensiones, longitud, la-
titud y profundidad; porque multiplicando la lon-
gitud por la latitud tenemos la base, y despues mul-
tiplicando Ia base por la profundidad tenemos el
volamen ; luego multiplicando las tres dimensiones
sabremos el valor del sélido.
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Advierto que podemos considerar cualquier lado
del prisma como si fuese base, colocindole sobre
€l ; y asi podemos variar el medo de multiplicar es-
tas tres dimensiones, y siempre tendremos el mismo
producto 21, porque podemos decir como arriba,

2=S8, Xo=—24F
6 de este modo - =12, X'Z:'M,'
0 tambien 35X 2=6, Xi=2} ;
¥ lee de este modo : 4 mulfiplicado por 2 es igual
4 8,y este 8 multiplicado todavia por 5 es igual &
24,

Asimismo adyierfo que si la base del prisma fue-
e paraleligramo, oblicudngulo'no se debe multi-
plicar el un lado‘de esta por el ‘ofro para vaiuar la
base, sino un lado por su perpendicular, como- di-
Jimos al num. 221, reduciéndole & rectangulo, y des-
pues este paralelogramo reducido 4 rectingulo mul-
tipliquese por la altura perpendicular.

Num. 552. Luego si la base de uno 6 de muchos
prismas fuere izual d la del otro, y su alturala mis-
ma, el valorserd el mismo. 3

Dijimos que el tridngulo tenia la mitad del yalor
de su paraleldgramo (nim. 216);luego cuando qui-
siéremos valuar la base de un prisma triangular

con la base del prisma
(, que sea un paralelipi-
pedo, y contar solamente
la mitad de la base para
multiplicarla por su al-
tura.

Num. 555. Luego el
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valor del prisma triangular F es la mitad del valor
de su paralelipipedo correspondiente G.

Los poligonos dijimos que se podian dividir en tri-
4ngulos ; por consiguiente los prismas multilateros,
divididas sus bases en tridngulos, y continuadas es-
tas divisiones desde una hasta otra base, quedarén
divididos en prismas triangulares ; por consiguiente
podemos decir de los unos lo que acabamos de de-
cir de los otros.

Nium. 554. Luego para valuar los prismas mul-
tiliteros hemos de multiplicar el valor de sus bases
por su altura perpendicular.

Hemos dicho muchas veces que el circulo se pue-
de confundir con el poligono, considerandole como
uno de infinitos lados; de lo que se infiere que po-
demos confundir el cilindro conun prisma de una
infinidad de lados, y proceder en la valuacion del
cilindro como en el valor de los prismas.

Nam. 555, Luego valuada la base del cilindro y
multiplicada por la altura tenemos su valor.

Nam. 556. Luego si las bases de muchos cilin-
dros fueren iguales 4 la de uno solo, y la altura
fuere la misma, el valor serd el mismo.

Nam. 557. Luego si la base de uno 6 muchos ¢i-
lindros fuere igual 4 1a de uno 6 muchos prismas, y
Ia altura la misma, el valor ha de ser el mismo.




RECREACION

§ VI.
De la comparacion de los prismas y cilindros reetos con los oblicuos

Dijimos que el paralelégramo rectdngulo era igual
al oblicadnzulo cuando los dos tenian la mi;ma
base y la misma altura (ndim. 220). Ahora para sa-
per si-tambien el prisma reeto y el oblicuo son
iguales cuando tienen la misma base y altura con-
viene hacer lo signiente (Fig. 250). :

Pongamos un paralelipipedo recto A, cuya hase
sea un rectangulo, y dividase la altura en partes
iguales por secciones paralelas 4 Ia base.

IL,

Pénganse estas partes unas sobre otras, no & plo-
mo, sino en la forma que se representan en E.
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Tirense dos lineas desde las estremidades de la
base mn hasta oi, y cértense segun la linea mo to-
dos los prismas triangulares que hay desde m hasta
o para ponerlos por la otra parte desde n hasta 1,
como hicimos hablando de los paralel6gramos (nGm.
219) (Fig. 157), y veremos que los claros desde n
hasta 4 se llenardn por la razon que alli dimos;y
de este modo el cuerpo E se muda en el paralelipi-
pedo oblicuo C.

Nam. 358. Luego los paralelipipedos AG de la
misma base y altura tienen el mismo yalor, aunque
el uno sea recto y el otro oblicuo.

Pero los prismas que tuvieren por base paralelé-
oramos oblicuos se pueden reducir & rectos, y por
consiguiente daremos de ellos Ja misma doetrina.

Pero dividiendo los paralelipipedos recto y obli-
cuo, segun las diagonales tiradas en sus dos bases,
quedarén prismas triangulares, que seran entre si
como los paralelipipedos.

Nam. 539. Luego los prismas triangulares recto
y oblicuo de la misma base y altura son iguales.

Pero.en los dos prismas triangulares juntos entre
si hallamos toda la cualidad de prismas, y por con-
signiente diremos de los prismas de muchos lados
y compuestos lo que dijimos de los triangulares y
simples.

Nam. 540. Luego todos los prismas que tuyieren
la misma base y altura seran iguales.

Asi como podemos confundir un circulo con un
poligono de infinitos lados, asi tambien podemos
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confundir un cilindro con un prisma multilétero de
infinitos lados, y decir del cilindro lo que se dice
del prisma.

Nam. 541. Luego el cilindro recto ¥ el oblicuo de
igual base y altura son ignales Fig. 251).

Adviértase que
noes lo mismo un
cilindro oblieno
que un cilindro
inclinado, porque
cilindro inclinado
esaquel que salig
de su plomo, en
el cual foda sec-

cion que sea perpendicular 4 su Iongitud esun eir-
culo; mas el cilindro oblicuo es un s6lido, cuya
base es un circulo que va subiendo siempre paralelo
4 si mismo, pero siempre siguicndo una linea direc-
triz inclinada 4 la base; y asi para ser circular la
seccion en el cilindro oblicuo debe ser paralela dla
base, porque si fuere perpendicular 4 la longitud
enfonces serd oyal ¢ eliptica.

§ VIL.

De la comparacion de las pirdmides ¥ conos rectos con los oblicuos.

En cuanto & las pirdmides podemos considerar
primero (Fig. 252) unsélido piramidal A, compues-
to de varios prismas de igual altura y de bases se-
mejantes, cuyos lados homélogos van disminuyendo

FILOSOFICA.
en progresion aritmética, y se ponen & plomo unos
sobre otros.

Consideremos ahora que vamos sucesivamente
apartando hdcia un lado estos mismos prismas 4
otros iguales, huyendo siempre del plomo, como en
B, y siguiendo una linea directriz inclinada a la
base. En este caso es evidente que en A y en B no
solo son iguales la base y la altura, sino que tam-
bien lo es el valor.

Ahora bien, podemos con la consideracion au-
mcnfar cuanto se quiera el nimero de los prismas,
y disminuir la altura de cada uno de ellos; y cuan-
to-mas se disminuya esta, mas se llegaran estos s6-
lidos 4 las piramides que imitan ; siendo. siempre
verdad que cuando la base y altara son iguales se-
rdn compuestas de los mismos 6 iguales prismas,
bien que puestos de diferente modo, y por consi-
guiente que es igual el valor de’los sélidos : de este
modo podemos confundir estos sélidos piramidales
con las pirdmides, y decir de ellas lo que acabamos
de decir, que siendo la base ignal é igual la altura
el valor serd ignal.

Nim. 542. Luego las piramides que tienen la base
i7.
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y la altura iguales son iguales en el valor (Fig. 253).

Los conos se pueden comparar & las pirdmides
de infinitos lados.

Nam. 543. Luego los conos de Ia misma base y
altura son iguales (Fig. 254).

Si una piramide se dividiera desde el vértice has-
ta la base, en lugar de una tendriamos muchas, y
todas juntas igualarian el valor de la total.

Nuni. 544. Luego cuando las bases de muchas
pirimides foesen iguales a la de una sola, y la al-
tura faese la misma, el valor seria el mismo.

Niim. 545. Luezo cuando las bases de:muchos
conos fuesen iguales 4 la de uno solo, siendo la al-
tura la misma seria el mismo el yalor por Ia misma
Tazon.

§ VIL

Modo de conocer ¢l valar de las pirdmides y de los congs.

Para conocer, amigo Eugenio, el valor de los tri-
4ngulos dijimos que bastaba conocer el paraleld-
gramo que les correspondia, y del cual el tridnguio
es solamente la mitad. Pero no sucede asi en las
pirdmides respecto de los prismas, para conocer el
valorde la solidez de ellasharemoslo siguiente (Fig:
D 144

255).

I.

Tomemos un prisma triangular recto H, y del
angulo e tiremos dos diagonales por los dos lados
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er, es, y cortemos el prisma siguiendo esas lineas ;
de este modo queda separada la pirdmide A, cuyo

vértice esta en e, y Ia base es Ia misma del ros, sien-
do su altura eo, que es tambien la del prisma.

1.

Separemos esta piramide A, queda el prisma an-
tiguo mutilado; y hace la figura que vemos en B:
entonces podemos arrojar sobre la mesa este cuer-
po B, de forma que el paralelégramo arms sea Ia
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base de cuatro lados, y el punto ¢ sea el vértice de
una pirdmide de cuatro lados.

III.

Tirese en la base de esta pirdmide B una diagonal
as, y desde el vérticee dividamos la piramide de cua-
tro lados en-dos triangulares, siguiendo la direc-
cion de la diagonal, y tendremos las pirimides C
yD.

Estas dos pirdmides tienen las bases iguales entre
si, porque cada'una de ellas es mitad del paralel6-
gramo amrs, y ambas hacian la base de la pirdmi-
de B, y el vértice es comun por serel punto e; lue-
go las dos piramides (D tienen igual la base y la
misma altura, por consiguiente son iguales por el
nam. 542,

Pero la pirimide D necesariamente es igual a la
pirdmide A, porque una tiene por base el plano 6
base inferior del prisma ros, y la ofra si la volyie-
ren puede tener por base el plano superior del pris-
ma aem-igual al inferior.

Ademas de esto la pirdmide A tiene por altura la
esquina del prisma eo, y Ia piramide D tiene por
altura la otra esquina igaal del prisma ms3 ¥ asi si
la base es la misma y la altura tambien, las pird-
mides AD son iguales por el niim. 542 ; y como ya
sabemos que la pirdmide D era igual 4 C, se sigue
que las tres pirdmides ACD en que el prisma" lrian-
gular recto se dividio son iguales.

Nim. 546. Luego el prisma triangular recto tiene
el valor de tres piramides que tengan la misma base
y altura que él.
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Pero todo prisma que no fuere reclo se puede
reducir 4 uno que lo sea. y tenga la misma base'y
altura, como fambien las pirdmides; por consi-
guiente podremos decir de todos los prismas {rian-
gulares oblicuos lo que dijimos de los rectos.

Nam. 547.
Luego toda la
pirdmide trian-
gular B (Fig.
256) solo yale el
terciodel prisma
A que fengala
misma base y
altura.

Nam. 548. Fig. 236
Luego toda la .
piramide triangular es igual a un prisma G d’e_la
misma base y de la tercera parte de su altura (Fig.
256).

El cubo (Fig. 257) es un prisma, cuya diyision en
pirdmides tiene una
propiedad singular, §
porque se divide: en
tres pirdmides igua-
les y semejantes, lo
que no sucede en
ninguna ofra especie
de prismas.

El cabo tiene seis lados : tres se representan en
la estampa, y los ofros tres opuestos que no se yen
se suponen : uno que es la base M, 0, N, E, otro es

Fig. 237
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el lado posterior R, T, 0, N, otro es la cara del la-
do S, R, M. 0.

En los fres lados que se ven tiremos tres diago-
nales desde el mismo angulo I, que son IR, IM, l\
y del mismo dngulo I tiremos otra diagonal que
pase por el centro del cubo y vaya & parar al dngulo
opuesto O : si, por estas diagonales se hiciere la di-
vision{endremos una pirdmide cuadrilitera H, cuyo
vértice caerd al dngulo de las diagonales I, y cuya
base es la base del'cubo m, o, n, e, esta es la prime-
ra pirimide.

Tenemos otra cuya base es el lado posterior R,
T, 0, N, y euyo vértice yiene 4 estar en el dngulo de
las diagonales L. !

La tercera pirdmide tiene por base la cara lateral
8, R, M, O0,que no seve, y el vértice estd en el an-
gulo de las diagonales 1.

Ahora, pues, eomo todos Jos lados en el cubo son
ignales y semejantes, y todos los dngulos iguales, se
sigue que todas estas pirdmides tienen base igual y

semejante como tambien la misma altura, por eon-

siguiente tedas son iguales y semejantes.

Nim. 549. Luego el eubo se divide en fres pird-
mides iguales y semejantes, cada una de la misma
base y altura del ecubo, y cada piramide, aunque de
Ia misma base y altura del cubo, solo es la fercera
parte deél.

Para examinar qué proporcion {iene un prisma
multilitero con la pirdmide de la misma basey al-
tura (Fig. 258), dividamos asi el prisma multilatero,.
como tambien su pirimide de la misma base y al-
tura, en prismas triangulares y en pirdmides trian-

FILOSOFICA. 599

gulares. Esto hecho cada pirdmide serd el tercio de
suprismapor
el ntim. 547.
Luego la su-
ma de las pi-
ramides 0 la
pirémide fo-
tal B serd el
tercio de la
suma de los
prismas, esto
es, serd el tercio el prisma total A.

Ntim. 550. Luego la piramide multilitera B esigual
4 un prisma C (Fig. 258) de la misma base, y dela
tercera parte de altura.

Supuesto lo quehemos dicho acercade podercon-
fundir el cilindro con un prisma de infinitos lados,
y el cono con la piramide correspondiente, pode-
mos inferir :

Niim. 351. Luego el cilindro A vale tres conos B
de laTnisma basey altura del cilindro (Fig. 259).

Nim. 552,
Luezo el cono B
yale un eilindro
C de la misma
base , v de la
tercera parte de
la altura del co-
no.
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§ IX.
Del valor de la pirdmide y cono truncado.

Nam. 555, Como la piramide fruncada A (Fig.
210) es una pirdmide entera, menos la pequeﬁél [:i-
ramide e, pa-
ra conocer el
valor de Ia
truncada - es
preciso valuar
la total, y des-
pues.valuar Ja
pequena ima-
] ginaria ¢ para
d?sFontnrla de la tofal, y el restosera el valor de la
piramide truncada.

Del mismo modo como el cono truncado B es un
cono gntero, menos-Ia parte que se supone corta=
da r Flg 240), valuado el total y descontado el co-
no imaginario r, el resto serd el yalor del cono trun-
cado B.

Num. 354. La dificultad estd en conocer por el
conFn truncado cual seria la altura del cono si es-
tuyiese entero, para lo que haremos lo siguiente,

y es una operacion que se puede aplicar 4 la pi-
ramide.

1

I.

Tirese una linea indefinida NI (Fig. 240)
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[§

Senalese en esta linea la altura del cono frunca-
do 10.
Il

Péngaseen N el radio de la base inferior del cono
Ns, y en o el radio de la base superior ot, siendo
ambas lineas perpendiculares @ Nl
IV.
Bajemos de i una paralela & No.
V.

Tiremos por las dos estremidades de los radios
{s una oblicua, que ird a cortar la-indefinida
enl.

Esto hecho, las dos paralelas oN, in hacen que
sean semejanteslos dos tridngulos nis, Nls; y asi ns
4 Ns como nt & NL.

Esto es, la pequeiia base es 4 la grande como la
pequeiia altura es respecto de la grande. En esta
proporeion, los tres primeros términos son conoci-
dos, porque ns es el esceso del radio de 1a base in-
ferior Ns sobre el radio superior oi. Tambien es
conocida la linea Ns radio-inferior. Tambien es co-
nocida nt altura del cono : luego hallamos NI alta-
ra del cono total, y asi serd tambien conocida la li-
nea ol, altura del ceno imaginario r, el cual si fue-
se verdadero seria complemento del total.

Nim. 335. Luego dado cualquier cono truncado,
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en conociendo los radios de la base inferior y supe-
rior, y la altura del cono truncado, haremos esta
proporcion.

Num. 556. La diferencia de 1os radios es, respec-
to del radio grande, como la altura del cono trun-
cadoes 4 la altura del entero.

§ X.

Del valor de la esfera,

Nam. 557, Consideremos la esfera dividida mu-
chas veces, mas siempre por el centro, y quedaran
muchas piramides, cuyas bases juntas hacen la su-
perficie de la esfera, cuyo vértice serd el centro, y
la altura sera ¢l radio de esta misma esfera (Fig.

244,

De este modo la esfera A es uha coleccion de estas
piramides unidas por sus lades.
Pero como la superficie de la esfera A es iguald
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cuatro cireulos méaximos por el niimero 525, sien
lugar de esta coleccion de pirdmides que componen
la esfera ponemos cuatro conos (Fig. 242), cada uno
de los cuales tenga por base un circulo maximo,
y por altura el radio de la esfera, el valor de estos
cuatro conos serd igual al de la coleccion de pird-
mides que dijimos (nam. 545) 6 al de la esfera.

Estos conos B son iguales & cuatro cilindros D
(Fig. 245) de la misma base, y de la tercera parte de
la altura de
los: conos
(nim. 552).

Por consi-

guiente

tambien la

esfera serd

jgual 4 cua-

tro cilin-

dros D, siendo labase de eada uno un eirculo maxi-
mo, v la altura un tercio del radio; pero estos cuatro
cilindros D puestos unos sobre otros hacen uneilin-
dro E, cuya base es un circulo méximo, y enya al-
tura es la de los cuatro juntos, esto es, cuatro ter-
cios de radio ¢ dos tercios de diamefro.

Nam. 558. Luego la esfera tambien es igual & un
cilindro E (Fig. 245), cuya base sea un circulo mé-
ximo; y cuya altura sea cuatro . tercios de radio 6
dos tercios de didmetro.

Pero los cuatro cilindros D de la (Fig..245) tienen
la misma base que uno solo (Fig. 244), cuya hase
sea un circulo que tenga por radio el didmetro de
la esfera y la altura misma de un tercio de radio.
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Nim. 559. Luegola solidez de la esfera A tam-

bien esigual & un cj-
lindro F, cuyo radio
sea el didmetro dela
esfera, y su altura
un fercio del radio
de esta.

Tambien los cuatro co-
nos B de la (Fig. 242) son
iguales @ uno solo G de la
(Fig. 245), cuya altura sea
el radioy cuya base seaun
¢irculo ‘que tenga por ra-
dio el didmelro de la esfe-
ra (num. 260).

Nam. 560. Luego la es-
fera A (Fig. 245) tambien
es igual d un cono G, cuya
altura sea el radio, y cuya
base sea el circulo formado
por el diamefro como ra=
dio.

Como la superficie de la
esfera es igual & un parale-
I6gramo que tenga por al-
tura el didametro de la es—
fera, y por base la circun-
ferencia de su circulo méd-
ximo porel num. 525, dan-
do 4 este paraleldgramo I

(Fig. 243) la misma altura que dimos 4 los cuatro
cilindros D, esto es, un tercio del radio, serd este
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prisma igual & los cuatro cilindros D (Fig. 243), y
por consiguiente 4 la esfera A.

Nam. 561. Luego la esfera A es igual & un pris—
ma, cuya base sea un paralelézramo hecho por el
didmetro de la esfera y por la circunferencia de su
circulo méximo, y cuya altura sea un tercio del
radio.

§ XL
De la razon que tienen Ios sélidos entre si.

Valuados los prismas, los cilindros, las pirdmi-
des, los conos y las esferas, conviene que sepamos
la razon que estos euerpos tienen entre si : empe-
cemos, pues, por los sélidos de la misma especie.

Dijimosen el num. 155 que cuandouna cantidad se
multiplica por dos esté en la misma razon que ellas
tenian ; y tambien dijimos al nim. 295 que en la
formacion' del prisma se multiplicaba la hase por la
altura; y asi cuando la misma base se multipli-
care por alturas diversas los prismas serin como
las alturas.

Nam. 562. Luego los

prismas de la misma ba-
se son entre si como las
alturas, y por esfo (Fig.
246) los prismas AB estan
en razon cuadrupla, por-
que esfa es la razon de
sus alturas.
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Tambien dijimos al nam. 152 que cuando dos
cantidades se multiplicaban por una quedaban en-
tre si en la razon que antes tenian; y asi diversas
bases muitiplicadas por la misma altura se quedan
entre si como estaban antes.

Nam. 565 Luego los prismas de la misma altu=
ra son entré si como las
bases; y de este modo
Iig. 247) AB, estanentre
si‘en razon f{riple, por-
que sus hases tienen en-
tre si esta razon.

Num. 564. Luegocuan-

do Ia altura es diversa y

tambien es diversa la ba-

se, 168 prismas esfan en-

tre-si en razon compues-

fa de larazen de las bases, multiplicada por la ra-
zon de las alturas (Fig. 248).

Por cuanto
si la altura de
A v B fuese la
misma, y la
base en B fae-
se cuadrupla
de A, por solo
esto B fendria
cuatro veces el valor de A. Supongamos que pone-
mos encima de B otro cuerpo semejante B para que
en ¢l fuese dupla la altura de A ; esta segunda por-
cion superior B seria igual & la inferior, y por esto
tendria en si misma cualro veces el yalor de A : por
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consiguiente el prisma fotal B tendria ocho veces
el valor de A, queviene & ser lo mismo que la razon
de cuatro de la base multiplicada por la razon se-
gunda de la alfura.
De esta regla general se sacan varias consecuen-
cias :
I.

Como las partes proporcionales de varias canti-
dades estan entre si en la misma razon que tienen
las cantidades totales (nam. 454), y las piramides
son los tercios de sus prismas (nam. 346), inferi-

mos :
Num. 565. Luego las pirdmides de la misma ba-
se (Fig. 219) estan entre si como sus alturas; y de

Fig. 249, Fig. 230

este modo B es dupla de A, porque la altura tam-
bien es dupla.

Num. 366. Luego las piramides de la misma al-
tura estan entre si como sus bases; y asi (Fig.
250) A:B::4:4, porque las bases estan en esa ra-
zZon.

Nam. 367. Luego las pirdmides de diferente base
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y ?ltura estan enltre sien razon de sus bases multi- como 1:2; luego los cilindros son como 1.8, esto
plicada por la razon de las alturas (Fig. 251); y ast es, como 2X 4 ’

-
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FIG1I128, porquela razon de las alturases 2 v la
de ]Eh’ bases es 4.: luego la razon de las pirdmides
es 8, 02X4.

I1.

Ademas de esfo como loscilindros se confunden
con-los prismas de infinitos lados, 6 son como Dris-
m:zs.dv infinitos lados, podemos decir :

Num: 568. Luego 16s cilindros de 1a misma altu-
ra.estanentee si como las bases (Fiz: 232) » v asi
ABIoALE, pargue Ias hases estan én esa r.‘llll'!ﬂ_.

' Luegolos cilindros de la misma base estan entre
81 como sus alfuras (Fig. 255); y asi E:F: ‘42, por-
que esta es la razon en qie estan sus alturas.

Luego los cilindros de la base diversa y de diver-
s.a altura estan entre sien la razon de las i)ases mul-
tiplicada porla de las alluras (Fig. 254) : y asi A:B
<138, porque las bases son como 4 A,y lz'as altur-as

Como los conos son los tercios de los cilindros de-

bemos decir :

Nim. 569. Luego los conos dela misma altura
estan entre si como sus bases.

Luego los conos de la misma base estan entre si

como sus alturas.
Luezo los conos de diferente base y diferente al-

tura estan entre si en la razon de las bases multi-
plicada por la de las alturas.

§ XII.
De la razon que tienen entre si los solidos semejantes.

Ya dijimos en su propio lugar que los sélidos se
formaban por el movimiento de una superficie, y
que de la diversidad dela superficie moyil 6 gene-
rante juntamente con la diyersidad de la linea que

1X, 18
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dirije el movimiento, y se llama directriz, nacian
las diferentes especies y calidades de solidos.

Ahora decimos que cuando las superficies gene-
rantes son semejantes y semejante su moyimiento,
en tal forma que los dngulos sean iguales y todas
1as lineas en proporcion, los sélidos que de aqui
resultan se llaman solidos semejantes.

Se dijo que los paralelégramos, tridngulos y de-
mas figaras planas que se forman de ellos estaban en
larazon compuesta de la razon de las bases, multi-
plicada por la razon delas alturas de la figura plana.

Pero los s6lidos, como acabamos de decir, estan
en razon compuesta de la razon de las superficies,
que lessirven de base, multiplicada par la razon de
las lineas que les miden su altora ; y de este modo
los s6lides esian entre si en upa razon compuesta
de tres, esto es, de dos razones que hay en labase
generante, y otra en las alturas del sélido.

Nam. 570. Luego la razon de los prismas enfre
si‘es/compuesta de tres razones, dos que hay en la
superficic generante-6 base del prisma, y una que
hay en su altora.

Pero cuando las bases de los prismas son seme-
jantes, las dos Tazones que hay en ellas son iguales;
de forma que una razon multiplicada por ofra eslo
mismo que multiplicada por si misma;y asi el espo-
nenfe de esta razon compuesfa es un cuadrado de
la razon simple (num. 262).

Si los prismas son semejanies, la misma razon
que hay entre cualesquiera lados correspondientes
de Ia base la ha de haber lumbien en las alturas; ¥
por consiguiente cuando la base se mulliplica por
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fa altura, para formar el prismala razon de la base,
que es un cuadrado de la razon simple de los lados,
se multiplica de nueyo por esa razon simple 1 otra
igual, lo cual es una razon compuesta de {res razo-
nes semejantes.

Nam. 5741. Luego los prismas semejantes estan
entre si en la razon compuesta de fres razones
iguales.

Nam. 572. Luego el esponente de los prismas se-
mejantes es el producto de la razon simple de cual-
quier lado, multiplicada por si misma una vez para
hacer un cuadrado, y maultiplicada otra vez por la
raiz para hacer un cubo.

Nam. 575. Luego los prismas semejantes estan
entre si como los cubos de cualquiera de sus lados
correspondientes.

Pero las piramides son los tercios de los prismas
por el nim. 546, y las partes proporcionales estan
entre:si como sus todaos por el niim. 454.

Num. 574. Luego las pirdmides semejanies estan
entre sicomo los cubos de sus lados.

Tambien dijimos que los cilindros se podian con-
siderar como prismas de lados infinites, y los conos
como pirdmides de una infinidad delados.

Nam. 575. Luego los' cilindros semejantes y los
conos semejantes estan entre si como los cubos de
sus lados homélogos.

Ya hemos considerado la esfera como compuesta
de infinitas piramides que tienen el yértice en sv
centro.

Nam. 576. Luego las esferas son entre si como
los cubos de sus diamefros. De modo que si una

R R s =

3;'_ - p— -
R T T e e
e e ey

—




412 RECREACION

esfera tiene el didmetro duplo dela otra, su valores
ocho veces mayor, porque 2)X2X2=8; y siel dia-
metro fuere triple, su valor es veintey siete veces
mayor, porque 3)3X5=27; y lomismo se dice de
todos los otros solidos semejantes.

§ XIIL

De la proporeion que se halla entre el valor de la esferay ¢l del cilin-
dro, cubo y cono que tuviesen la misma altura y profondidad de la
esfera,

Nim. 577. Llamamos cilindro circunscrito 4 la
esfera & aquel que tiene por baseun circulo méximo
de la esfera, y por altura su didmetro (Fig. 255), y

Fig. 236.

por consiguiente toca & la esfera por el punlo supe-
rior, por el inferior y por el circuito.

Acabamos de decir en el nim. 538 que la esfera
A es igual al cilindro que tiene por base un circulo
maximo, y por altura dos tercios del dizmetro, ¥
que ¢l cilindro circunscrito B (Fig. 255) tiene la mis—

FILOSOFICA. M5
ma base del cilindro L (Fig. 259), y tres tercios del
didmetro por altura. luego estos dos cilindros B,
L (Fig. 255 y 259) son entre si como las alturas, esto
es, como dos tercios 4 tres.

Nam. 578. Luego tambien la esfera A (Fig. :
es 4 su cilindro circunserito B como dos & tres;
es, si la esfera pesa 22 onzas el cilindro pesara 3.

Vale, pues, la esfera dos tercios del cilindro cir-
cunserito. Pero el cono que tuviere esa misma base
y esa misma altura del cilindro
vale solamente una tercera par-
te de €l ; esto es, si el cilindro B
pesa 55 onzas, el cono C (Fig.
256) pesard solas 14.

Nam. 579. Luego el cono
(Fig. 236) que tiene por base
un circulo maximo de la esfe-
ra, y por altura su didmetro,
vale Ia mitad de la esfera, de
modo que si la esfera vale 22,
el cono valdra 1.

Y asi el cono C que tuviere
por base un circulo maximo, y
por altura el didmetro dé la es-
fera, es igual 4 media esfera 6 al
hemisferio D (Fig. 256).

Num. 580. Luego el cono,
la esfera y el cilindro que tie-
nen la misma altura y profun-
didad, soncomo1, 2, 5, 6 como
14, 22, 55 (Fig. 257).

Cuanto al cubo circunserito
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(Fig. 258) si le quisiéremos comparar con la esfera

Fig. 2

dividiremos la dificultad, ¢é iremos dando solucion
poco d poco.

Num. 581. Lo primero comparemos la esfera ¢
el cilindro L su igual (Fiz. 259) con un prisma M de
la mismaaltura, esto es, de dos tercios de digmetro,
o cuatro tereios de radio. Mas siendo la altura la
misma, solo se halla la diferencia en las bases FG3
y esta, como dijimos al nmero 267, es como 22 &
28, esto es, como Ia circunferencia 4 cuatro diame-
tros. Luego si el cilindro L, 6 la esfera que le es
igual, pesa 22 onzas, el prisma Mpesara 28.

Nam. 582. Comparemos ahora este prisma M con
el eubo eircunscrito N, como ambes son de la mis-
ma base toda la diferencia estd en la altura; pero
teniendoel cubo tres tercios de didmetro por altura,
y el prisma solamente dos, si el prisma M vale 4
didmetros 6 28, el cubo debe valer 6 didmetros 6 42;
y por consiguiente, comparando la esfera A, 6 elci-
lindro L su igual con el cubo N circunscrito, serd
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como 28 4 42, 6 como la circunferencia & 6 diame-
tros.

Nam. 585. Luego los cuatro cuerpos que perte-
necen & la esfera en el modo arriba dicho (Fig.257),
esto es, ‘el cono, la esfera, el cilindro y el cubo es-

tan en proporcion 11, 22, 53, 42.

§ XIv,

Del valor del sector; ¥ del segmento de la esfera.

Niim. 384. Asi como arriba
consideramos la esfera dividi-
da en piramides, cuyo vertice
comun era el centro, podemos
dividir ahora el sector en mu-
chas pirdmides, cuyo yértice
coinun sea el centro, y cuyas
bases hagan la superficie con-
vexa del sector (Fig. 260).

Nam. 5835. Luego el sector
es igual & muchas pirdmides
juntas; cuyas bases hagan la
superficie, y cuya alturaseael
radio. Ya sedijo al nam. 546,
que cada piramide valia un
tercio de su prisma correspon-
diente, y era igual 4 su base
multiplicada por el tercio de
la altora del prisma.

Nam. 586. Luego el sector
Z (Fig.260) es ignal a unpris-
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ma B, cuva base sea un paralelégramo igual 4 la su-
perficie convexa del sector, y cuya altura sea un
tercio del radio de la esfera.

Pero la superficie convexa del sector Z, que esla
misma del segmento, ya dijimos al nimero 527 que
eraigual & un paraleldgramo B, cuya longitud fuese
la circunferencia del circulo méximo de la esfera, y
su altura la flecha.

Luego el valor de Z, sector de la esfera, es igual
a un prisma B. cuya longitud sea Ia circunferencia
de la esfera; 'y suanchura la flecha, y su altura un
fercio del radio.

Nam. 587, Para valuar el segmento de la esfera
(Fig. 261), despues de hallado el valor del sector B

‘

ador t/cla 6(1.:6 del an/’

! HHERE AT AT T TTATRI i
I/a/or de la :o(ulez ded mmK.

i

Vedar dil Seqmemdo H

Fig. 264.

bastara cortar todo el cono K, y sabido el valor de
este cono, el resto serd el valor del segmento H.
Peroel cono K ya dijimos que era igual & un ci-
lindro de la misma basey de la tercera parte de Ia
altura (num. 552); y tambien habiamos dicho que
el circulo de la base de este cono se podia reducir &
un paraleldgramo, que tuviese por longitud la cir-
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cunferencia de él, y por altura medio radio (nam.
252).

Nam. 388. Luego haciendo un prisma P, cuya
Iongitud sea la circunferencia del cono, y su latitud
medio radio de su base, y la altura el tercio de la
altura del cono, se conocerd su valor.

Nim. 589. Luego el valor del segmento H (Fig.
261) es el yalor del sector Z (Fig. 260), menos el
del cono K.

Num. 390. Luego el valor del segmento H es igual
al del prisma B de la (Fig. 260), quitando de este el
valor del cono K, que es el de otro prisma P (Fig.
261), y de este modo el segmento H serd igual al
sélido, y la razon es, porque asicomo juntando 6
sumando el cono K con el segmento H tenemos el
sector Z, asi tambien juntando el prisma B, que
tiene el valor del eono K, y anadiéndole el solido y.
en donde entra, se formard el prisma dela (Fig.
260) igual al sector 7.

§ XV.
vei modo de valnar el prisma recto troneado.

NGam. 391. Llamamos prisma truncado todo aquel
que sea cortado irregularmente, como A (Fig. 262]
Para simplificar la doctrina hablaremos del pris-
ma triangalar, porque todos los otros se pueden re-
ducir a triangulares.
Tiene, pues, el prisma triangular A tres esquinas
18,
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designales, y para reducirle 4 un prisma regular
capaz de ser valuado se hard lo siguiente.

Fig. 262.

1.

Nam. 392. Tiraremos del angulo sélido o dos
diazonales om, on : consideraremos cortada esta pe-
quehia piramide, cuya base man es la base del pris-
ma, ¥ cuyo vértice estd en o, abajo ponemos en E
esta piramide.

il

Separada la piramide E queda el resto B, que e?
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una pirdmide irregular de cuatro caras, cuya base
es rsmn, y cuyo vértice estd en o, y en esta base
srmn podemos tirar una diagonal ms.

1II.

Podemos considerar una division desde el vértice
o, buscando siempre la diagonal ms, y dividimos
esta pirdmide cuadrilatera en dos triangulares, las
que podemos separar una C, cuya base es rsm, y
su vértice estd en 0 ; otra D, cuya base es msn, y su
vértice esta en o, las cuales si se juntan vuelven &
hacer el solido B ; y poniéndolas encima la piramide
E, queda formado el prisma truncado A primitivo.

De este modo se conoce que el prisma fruncado
A so divide en tres pirdmides E, C, D.

Como estas pirdmides son desemejantes, y nada
tienen comun, veamos si reducimos C y D a otras
iguales que tengan la misma base de E, que viene
4ser la del prisma primitivo A ; pues de este modo
serd mas facil hallar el valor de las pirdmides y del
prisma que se dividio en ellas.

IV.

Nim, 505. Hagamos despues dos pirdimides ima-
ginarias F, G, cuyas bases sean eomo la de la pira-
mide E, esto es, ladel prisma primitivo A, y demos
4T la altara del prisma en la esquina rm, y & Ia pi-
ramide G la altura del prisma en la esquina sn. Te-
niendo la pirdmide E la altura del prisma en ao, te-
nemos con esto tres pirdmides todas con Ja misma
base del prisma, y cada una tiene por altura una
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esquina del prisma, ao serd la altura de E, rmla de
F, y snla de G.

V.

Veamos ahora si estas dos pirdmides imaginarias
FG valen tanto como las verdaderas CD, en que el
prisma se dividi6. Cuanto a C, esta tiene el vértice
en-o, y fiene por base el tridangulo mrs. Pero la pi-
ramide imaginaria P, si la sobreponen en el tridn-
gulo mrn, tendra ese friangulo por base : para com-
parar, pues, estas dos bases ¢ triangulos mrs, mra,
busquémoslos en el prisma A; 'y veremos que el
triangulo rsm 6 rnm son iguales; porque estan en-
tre las mismas paralelas por el nam. 224. Luego el
tridngulo srm, base de (, es igual @ 7nm base de F:
veamos ahora la altura de estas dos piramides C y
F : C tiene el vértice en o, y F en @; pero mirando
bien el prisma primitivo A, se advierte que oy a
estan en la misma paralela; luego las pirimides Cy
F tienen base igual y altura igual, por consiguiente
son iguales.

Vengamos ahora & las piramides G, D, para ver si
tambien son sus iguales entre si. Ponzamos 12 una
y la otra de suerte que tengan por vértices en G el
punto @, en D el punto o, ambos por la misma es-
quina ao del prisma A, que ya yimos estaban en la
misma altura.

Cuando & la base de D es el triangulo msn del
prisma A, la base de G es el mismo tridnzulo msn
del prisma A ; luego DG tienen la misma base, y los
vértices estan d la misma altura; y asi la pirdmide
imaginaria G es igual 4 la piramide verdadera D.

FILOSOFICA. 21

Nam. 594. Luego el prisma truncado es igual &
las tres pirdmides E, F, G, que fienen por bases la
del prisma truncado, y por alturas las tres esquinas
deeste. ’

Pero estas tres piramides (Fig. 265) se reducen a
tres prismas de la mis-
ma base del truncado
A, v de una altura que
seaun tercio del de las
piramides, 6 un fercio
de lasesquinas del pris-
ma A;y asi los prismas
B, C, D son iguales a las
pirdmides E, F, G, que
se corresponden & plo-
mo enla lamina.

Num. 595. Luego el
prisma truncado A (Fig.
262) es igual 4 un pris-
ma entero A (Fig. 265
de la misma base, euyu
altura sea la suma de
las terceras partes de
las  tres esquinas (del
trancado; y asi el pris—
ma truncado es igual al
prisma entero A, com-
puesto de los prismas B, C, D.

Si el prisma no fuere recto, cortese por el medio
conuna seccion perpendicuiar & lasesquinas. y que-
dara dividido en dos prismas rectos, truncados, 3
sabremos hallar su yalor.
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1I.
§ XVI.

Tiremos en la base diagonal A0, y conforme & esa
diagonal hagase una seccion por las esquinas OF,

Modo de valuar el volumen de los cuerpes irregulares.

Nam. 596. Cualquier cuerpo irregular se puede
dividir por una seccion recta, y entonces las dos nue-
vas superficies de la seccion pueden servir de bases
rectas de los dos cuerpos.

En segundo lugar, puesta cualquiera de estas par-
tes sobre su base recta, podemos ir dividiendo cada
una de ellas en prismas triangulares truncados;y
sabiendo valuar cada prisma, se sabe el yalor d(;l
sélido : bien pudieran quedar algunas piramides;
pero d estas ya las sabemos hallar su valor.

Para abreviar la operacion daremos algunas re-
glas, que nos dispensen de llegar hasta la aitima di- Al, quedard dividido en los dos prismas truncados
vision de los prismas triangulares truncados. i quye vemos con separacion en la misma figura,
y cuyo valor sabemos averiguar por lo que queda
dicho.

Por cuanto el que tiene por base el triangulo E,
A, Q es igual 4 un prisma recto de esta base, cuya
altura sea un tercio de ES eon mas un fercio de Al
mas un tercio de RO; del mismo modo el otro es
igual 4 un prisma recto, cuya base sea ¢l tridngulo
A, 0, ), y laaltura un tercio de PQ, eon tercio de
Al y un tercio de RO,

Pero como las dos bases por ser tridngulos mita-
des del paraleldgramo son jguales, en vez de hacer

T

dos productos 6 prismas hagamos uno con Ja altu-
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Nam. 597. Sea un sélido como el de la (Fig. 264):
su base E, A, 0, Q) sea un paralelézramo, sobre eu-
yos cuatro angulos se leyanten perpendicularmente
cuatro esquinas desiguales ES, Al PQ, OR, el lado
E.0,S, R esté cortado de forma que se termine en
I: ellado 0, Q, R, P cértese tambien de forma que
se termine en I. Aqui tenemos un paralelipipedo ir-
rezularmente truneado : supongamos, pues, que es
preciso saber su valor.
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ra de los dos, esto es, un prisma, cuya base sea E,
A, 0, y cuya altura sea un tercio de ES, un tercio
de PQ, y dos tercios de Al, mas dos tercios de RO ;
6 por otro medio, un tercio de cada esquina que no
sea comun, y dos tercios de las esquinas (ue sean
comunes a ambos, y son aquellas por donde va la
division. Como el prisma cuadrilitero total se divi-
de en los dos, su valor es]a suma de ambos.

Niim. 598. Luego el paralelipipedo diferentemente
truncado es igual 4 su media’base, multiplicada por
un tercio de cada esquina que no sea comun, y dos
tercios de¢ cada esquina comun & los dos prismas
triangulares en que se podia dividir.

Lo mismo diremos si el paralelipipedo fuese con-
cavo (Fig. 265), enlonces se podra dividiv segun la

linea de direccion de la concayidad MY, y se tirara
la diagonal en la base oi, y se hard la misma ope-

B

racion de arriba,

FILOSOFICA. 125
Nam. 599. El prisma cuadrangular que no fuere
paralelipipedo solo se puede valuar haciendo la di-
yision en la base, segun la linea ¢ direccion de la
convexidad, 6 de la concavidad superior; y hacien-
do dos tridngulos, y de cada uno de ellos multipli-
cado por los tercios de sus tres esquinas, formando
un producto, la suma de ambos serd el valor de
gste sélido.

§ XVIL
De los solidos regulares.

Nam. 400. Llamamos sdlido absolutamente re-
gular al que en las superficies. en las lineas y en los
angulos guarda una perfecta igualdad y semejan-
za. De este género son el cubo, el (fetraedro, 6 de
cuaftro superficies, el octaedro de ocho, el icosa-
edro de veinte, y el dodecaedro de doce, en los
cuales no hay Ia minima desigualdad en dngulas li-
neas ni superficies.

Nam. 401. La esfera (Fig, 266) tambien podiaco-
locarse entre los cuerpos regu-
lares, por ser en fodas partes
semejantes 4 si mismo; de suer-
feque de cualquiera modo gue
s¢ la tome siempre ofrecé la
misma superficie igualmente
conyexa.

El cubo (Fig. 267) es forma-
do por seis cuadrados igna-
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B
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lares, por ser en fodas partes
semejantes 4 si mismo; de suer-
feque de cualquiera modo gue
s¢ la tome siempre ofrecé la
misma superficie igualmente
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do por seis cuadrados igna-
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les: el uno estd en la base, los cuatro alrede-

dor de la base hacen los cuatro lados, y el sesio
forma la base superior. En el cubo todos los dngu-
los sélidos son formados por la concurrencia de
tres cuadrados ; y en los cuadrados todos los dngu-
los son de noventa grados, y todas las lineas son
iguales.

Nam. 402. Luego el cubo es un solido perfecta-
mente rezular.

Con cuadrados no podemos formar otro sélido,
porque si quisieremos juntar solamente dos no se
forma dngulo sélido, pues este forzosamente ha de
tener tres lados & lo menos, y ires dimensiones en
longitud, latitud y profandidad.

FILOSOFICA.

§i juntamos los tres lados cuadrados que dijimos
formamos un angualo sélido, como se ve en el cubo.
Si juntamos cuatro (Fig. 268) e, 1, 0, %, teniendo
cada cual 90 grados, todos juntos hacen 560;y por
consiguiente el punto endonte concurren es el cen-
tro de un circulo, y no puede hacer dngulosolido.

Niim. 405. Luego con cuadrados no se puede for-
mar otro s6lido que no sea el cubo.

Veamos ahora los sélidos que formamos con los
triangulos equildteros, pues todos los otros fridn-
gulos son por su irregularidad incapaces de formar
cuerpo perfectamente regular.

Juntoes tres iriangulos (Fig. 269) hardn un dngu-
losélido M; y como la base tambien ha de ser un
tridngulo formado por tres lados de los fridngulos
que forman las superficies, ha de ser tridngulo;y
pues las lineas que le forman son lados de tridngu-
los equilateros, tambien él ha de ser equilitero, y
por esto igual & los superiores. Los tres tridngulos
de la base, siendo todos ellos formados por tres
tridngulos equildteros, uno de la base y dos de los
lados, que son ;
todes igualesa
losque forman
el dngulo del
yértice M, tam-
bien le son i-
guales.

Estos cuatro
tridngulos se
ven en la(Fig.

270}, yen ella
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se adyierte cdmo podrdn formarse de plano para
armar el tetraedro: B es la base, A, E, O son los
lados que pueden levantarse alrededor de la base,
y juntindose los dngulos mmm, hardn el vértice del
tetraedro M de la (Fig. 209).

Nim. 404. Luego el tetraedro formado por cuatro
tridgngulos equildteros a, e, m, n (Fig. 271), de suer-

te que se junten oo, quedard una piramide de cua-
tro lados eon el vértice en ¢ : no obstante la hase
serd cuadrada, y por eso desigual 4 los lados, y asi
sera un solido irregular.

Pero formemos ofra piramide semejante, y jun-
temos las dos bases cuadradas, resultard el solido
regular H (Fig. 272).

I.
Todos los ocho lados son tridngulos equilateros.

IL.

Todos los angulos sélidos son formados por cua-
tro lados con el vértice en ¢, porque el yértice in-

FILOSOFICA.
ferior ¢ se supone ser lo mismo que el de arriba; los
laterales r, s, etc., son formados cada uno por el
concurso de dos tridngulos superiores y dos infe-
riores; v asi son formados por cuatro tridangulos
equildteros.

Nfim. 403. Luego el octaedro es cuerpo perfec-
tamente regular.

Para formarle de papel se puede cortar como en
la (Fig. 275), y doblarle de modo que 00 se junfen,

y se vera formado un solido en ¢ de los triangulos
a,e,m, n, y los otros cuatro formardn la parte in-
ferior del octaedro; cuyo yértice est. . -
Juntemos ahora cinco tridngnlos equildteros (Fig.
274), y hagamos que nm se junten, se leyantara el
centro o, y quedara unsélido de einco lados iguales
y semejantes. Con todo eso la base de esta pirami-
de es un pentigono, y los lados son tridngulos, lo
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que contradice 4 la regularidad que se desea; y asi
por este medio todavia no tenemos solido regular,

Si formamos ofra pirdmide de cinco lados seme-
jantes, para juntarla, poniendo la cuspide hicia
abajo, como hicimos en el octaedro, gueda un so-
lido todo formado por tridngules equildteros. No
obstante los dngulos sélidos no son semejantes, por
ser el superior y el inferior formados con Ia con-
currencia de cinco fridngulos, y los laterales de al-
rededor i, a, @, @, etc., son formados por solos cua-
tro, dos de la pirdmide superior y dos de la infe-
rior; por consiguienie aun no tenemos solido re-
gular.

Pero hagamos una figura en papel, como se re-
presenta (Fig. 273), en la que, ademas de los cinco

triangulos equildteres e, e, ¢, e, ¢, que han de for-
mar la pirdmide superior o, y delos otros cinco que
formardn la inferior e, tenemos MN formada de
diez tridngulos equildteros, cinco que unen por las
tres bases con los superiores, y otros cinco gue unen
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con los inferiores. Doblando, pues, esta lista de
triangulos circularmente , de modo que se junten
las dos estremidades MN, y disponiendo las divi-
siones en tal forma que solo por ellas se doblala
lista, y haga un circuito de superficies planas, siar-
riba unimos todos los &ngulos o, o, 0, 0, 0, ¥ abajo
los angulos e, ¢, e, e, e, tendremos un sélido como
se ve en la (Fig. 276), en el cual se obserya lo si-
guiente.

I.

Que este solido es eompuesto de veinte triangu-
los equilateros.

II.

Que todos los dngalos soli-
dos son formados por el con-
turso de einco lados : en OE
se ve.¢laro, en los laterales el
circuito av vemos que cada
angulo solido de les que ter-
minan Ja base de la pirémide
superior O, es formado por
dos tridngulos de la pirdmide
superior; ofros dos que penden de-estos, y caen ha-
cia abajo, y otro que viene de abajo 4 infroducirse
entre los dos que estan pendientes, Lo mismo digo
de s, yde los otros que terminan la base de la pird-
mide inferior E.

Bum. £06. Luego el icosaedro es un cuerpo re-
gular formado por veinte lados semejantes ¢ igna-
les, ete.
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i juntamos seis tridngulos equilteros (Fig.

como cada dngulo de los del centro es.de 60 grados,
todos seis hardn 560, que. es el circuilo de un eir-
culo ; de suerte que si los junfamas, el centro O no
se puede levantar del plano, ni formar dngulo s6-
lido.

Nam. £07. Luego con tridngulos equildteros no
se puede formar cuerpo alguno regular fuera del
tetraedro de cuatro lados, del octaedro de oche
del icosaedro de veinte. )

Vengamos ahora 4 los pentdgonos para yer que
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cuerpos sélidos podremos formar con ellos, y jun-
temos ftres pentdgonos (Fig. 278). Para examinar
qué valor tienen sus dngulos tomemos un pentégo-
no, y tiremos desde un centro radios 4 sus dngulos.
Los del centro o como tienen por medida un quin-
to de la circunferencia tendrdn 72 grados por me-
dida.

Pero cada tridngulotiene el valor de 180 grados;
luego faltan para el valor de los dos dngulos que
cada tridngulo tiene alrededor del pentigono 1o que
va de 72 a 480. Esto repartido entre los dos 4 cada
uno dard 54; pero si convertimos estos radios que
dividen el paniagono en fridngulos, cada 4ngulo
queda doble del que hacia la base del triangulo,
esto es, duplo de 34, que viene & ser 408.

Luego los dngulos del pentigono valen 408.

Juntando ahora tres pentigonos A, e, o (Fig.
278), solo tenemos en A 524 grados en el valor que
ocupan los tres dngulos, y aun falta el valor de 36
grados, para complefar la circunferencia de 560.
Luego si juntdsemos e con i formaremos un éngulo
sélido con tres lados de cinco 4ngulos.

Tomemos, pues, un pentigono de papel M (Fig.
279), y de sus cinco lados hagamos que se Jevanten
otros cinco pentdgonos iguales hasta unirse miftua-
mente en forma de una bandeja (perdénese Ia fami-
liaridad de los términos, porque solo atendemos &
la claridad, que es la que necesitan los principian-
tes) : formemos otra bandeja semejante alrededor
del pentigono N, y colocaremos una sobre otra, co-
mo se ve en la (Fig. 280). Pero en esta figura tene-
mos que obseryar.

IX, 19
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|1

Que todos los lados son semejantes, formados por

4angulos planes; semejantes é iguales, pues todos
son pentagonos y semejantes.

II.

Que- todos los dngulos solidos son formados por
tres lados - en los que se forman alrededor del pen-
tagono superior M y el inferior Nes manifiesto, pues
lo; forma la base con los dos pentégonos que se le=
vantan como lados hasta encontrarse mutuamente,
y los que se'forman por un pentigono, que subede
abajo para introducirse entre los que penden del
que estd encima, 6 al contrario. B

Nam. 408. Luego el dodecaedro es un sélido re-
gular; compuesto de doce lados iguales v seme-
jantes. '

Si quisiéremes juntar coatro pentigonos para ha-
cer con ellos un dngulo sélido no podremos, Porque
teniendo cada uno de ellos los angulos de diez gra-
dos. cuatro juntos harian la suma de 452, los que
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siendo mucho mas quela circanferencia del circulo
no pueden caber en el plano, y mucho menos en el
angulo solido, que para elevarsedel plano debe te-
ner circunferencia menor que la del circulo.

Nam. 409. Luego con pentdgonos regulares no
se puede hacer otro sélido que el dodecaedro.

Si quisiéremos formar con exdgonos algun cuerpo
solido veremos que es imposible, porque (Fig.281)
juntando tres tenemos 560 grados, pues cada an-
gulo del exdgono regular contiene 4120 por el nim.
98 ; luego tres hacen 360, lo que es justamente la
circunferencia del circulo; y asi el punto de con-
currencia no podria elevarse del plano para hacer
angulo sélido.

Si queremos valernos del eptigono, que quiere
decir figura de siete éngulos, no podremos hacer
sélido alguno, porque si tres exdgonos no pueden
hacer ngulo sélido, mucho menos podrén los ep-
tigonos, cuyos dngulos son mayores.

Nam. 440. Luego no puede haber sélido alguno
regular fuera de los que hemos dicho, esto es, eu-
bo; tetraedro, octaedro, icosaedro v dodecaedto :
esceptiase la esfera, delacual no hablamos aqui.

Ahora, amigo Eugenio, antes de poner término i
estos elementos de geometria, gobernado por la es-
periencia que tengo quiero hacerte un epilogo de
combinacion entre las razones de Ias lineas, de las
superficies y de los sélidos, lo que te dard mucha
luz: le aiiadiré & esta carta que ya tenia concluida.
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EPILOGO.

Scbre la combinacion de 1as razones y proporciones de las lineas,
superficies y solidos,

§ 1L

Nam. 414. Dijimos al nim. 139 que cuando mu-
chos términos estaban en proporeion siempre iba
reinando la misma razon entre todos ellos; de
suerte queentre dos términosinmediatos se hallard
el mismo esponente de la razon.

Tambien dijimos que un nimero multiplicado

por si mismo hacia el cuadrado, v. g. 4 por 4 dara
16, que es el numero cuadrado de 4. Tambien di-
jimos que este cuadrado multiplicado otra vez por
su raiz 6 porel nimero primitivo 4 formaba el cubo.
Ahora bien, euando una cantidad se multiplica por
si misma para formar el cuadrado se dice que se
eleva 4 la sequnda potencia, y cuando se multiplica
otra vez este cuadrado por la raiz para formar el
cubo, se dice 'que sube & la tercera potencia; cuan-
do todavia se multiplica el cubo ofrayez por la raiz,
se eleva esta 4 la cuarta potencia; siaun se multi-
plica de nuevo sube 4 la quinta potencia.

Lo que es costumbre espresar asi en algebra : sea
la cantidad simple 6 raiz iguald A, el cuadrado de
A se espresa asi : AXA, 6 bien A’ : el cubo de & 0
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la tercera potencia se podria espresar asi : AXAX
A; pero es mas corto A%, y del mismo modo la
cuarta potencia de A se espresa asi : A'y la quin-
ta A%,

Nam. 442. Aqui deben advertir los principiantes
que no es lo mismo 5A que A%, porque el numero 5
antes de A significa suma 6 adicion, esto es, que la
cantidad A se tomatres veces, siendo asi que A3 si-
gnifica que la cantidad A no solo se multiplica una
vez, sino que su producto se ha de multiplicar por A
ofra vez. Supongamos que A valga 4 palmos, 5 A
significardn 12 palmos, y A’ significard 64 palmos,
porque 4)4 vale 16,y 1634 vale 64.

Nam. 415. En la geometria podremos dar figura
sensible asi de la segunda pof:neia, que es una su-
perficie, como de la tercera, que es un sélido; pero
como no hay mas de tres dimensiones no podemos
dar figura sensible de Ia cuarta, de la quinfa poten-
cia, ete. Solo los numerosdan idea de esta multi-
plicacion, y no las lineas.

Esto supuesto, formando una progresion geomé-
frica =1:2:4:8:16:52.64.128, efc., cuyo espo-
nente comun es 2, 6 el esponente de la razon es
doble, se ve claramente que para llegar el primer
término al valor del segundo basta multiplicarle
una vez por el esponente 2; mas para eleyarle al
valor del tercero es preciso multiplicarle otra vez
por el mismo espounente; y del'mismo modo para
que se eleye al valor del cuarto término es preciso
tercera multiplicacion, por el mismo esponente de
la razon que reina. De esto se infieren varias con-
secuencias.
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I.

Que podemos decir que la razon del primer tér-
mino & su inmediato es el esponente simple, esto
es, 2.

11

Nam. 414. Que la razon del primer término al
tercero es un cuadrado ¢ sequnda potencia del es-
ponente 2, esto es, 4.

FIL.

Num. 443. Que la razon del primer término al
cuarto es un ecubo, 6 tercera potencia del esponen-
te 2, esto es, 8.

Iv.

Nam. 416. Que 1a razon del primer término al
quinto es 2, eleyado 4 la cuarta potencia, esto es,
16.

Y.

Num. 417, Que la razon del primer término al
sesto es 2, levantado 4 la quinta potencia, esto es,
32, etc.

Nam. 448. Supongamos ahora que formamos cua-
drados de estos mismos términos de la progresion,
véase (Fig. 282).

=4 .2:4.8~ - - razon - -~ 2,
~4:4;46.64 - - - razon - —-4.

La razon 6 esponente que reina en esta segunda

Fig. 282,

progresion es 4, esto es, el cuadrado del esponente
que reina en la primera; porque, como dijimos al
num. 164, en los cuadrados hay la razon compues-
ta de la que habia entre las bases y de la que habia
entre las alturas; y como son iguales, y la razon
compuesta de dos iguales es un cuadrado de las
simples, se sigue

Nam. 419. Luego en la progresion de los cua-
drados el esponente del primero al segundo esun
cuadrado del esponente simple.

Pero entre el primer término de las raices y el
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tercero ¢l esponente es un cuadrado del esponente
simple por el nim. 408; y entre el primer cua-
drado y el segundo el esponente tambien esel cua-
drado del cociente simple por el num. 415.

Nam. 420. Luego en la progresion de los cuadra-
d0s el esponente es el mismo que hay en la progre-
sion de las raices saltando un namero.

Hagamos ahora los cubos de las cantidades pri-
mitivas (Fig. 282).

==4:2.4;8 - - -esponente 2 raiz.
== 13;4:46;64 - - - esponente 4 cuadrado.
-4 :8:64.512- - -esponente 8 cubo.

En esta tercera progresion el esponente que rei-
na es 8, esto es, un cubo del esponente primitivo 2,
porque, como ya dijimos al nam. 409., el esponen-

te que hay entre el primer término y el cuarto de la
primera progresion simple es un cubo del esponen-
te simple ; pero tambien dijimos al nim. 164 que
entre los cubos el esponente era compuesto de tres
razones semejantes; por consiguiente es como el es-
ponente del primer término al cuarto de la prime-
ra progresion.

Num. 421. Luego entre el primer término y se-
gundo de la tultima progresion el esponente es un
cubo del esponente simple de la primera progre-
sion.

§ IL

Nam. 422, Ofra cosa has de observar, Eugenio, ¥
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es que todo lo que son lineas 0 cualesquiera figu-
ras semejantes tienen entre si la razon de las raices,
esto es, del esponente simple, bien sea la propor-
cion aritmética 6 geométrica, de suerte que (Fig.
285) si en los circulos son los radios como 1, 2,3,
los diametros son como 1, 2, 3, las circunferencias
soncomo 1, 2, 3, losarcos de igual namero de gra-
dos seran como 4, 2, 3, efc.

Niim, 425. Perosi comparamos superficies seme-
jantes unas con otras, ya su esponente 6 razon no
es el esponente simple de las raices, sino que ha de
ser este esponente elevado & 1a segunda potencia,
esto es, el cuadrado del primero, como dijimos al
nim. 412, y ese mismo esponente ha de reinar en
todo cuanto fuere superficie ; y asi (Fig. 284) si las
lineas son como 1, 2, 3, los cuadrados formados so-
bre ellas seran como 4, 4, 9, los tridngulos como4,

4, 9, y tambien en las piramides, cubos, conos,
esferas, todo 1o que fuere superficie seré como 1,
3,9,

Nam. 42%. Ultimamente, si comparamos s6lidos
semejantes entre si (Fig. 284), el esponente no serd

e }
I Y —

5 {
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ni el de las raices ni el de las superficies, sino elde
loscubos, esto es, hadeser un eubo del primer es-
ponente; y si las lineas que les per tenecen, esto es,
los' didmetros 6 periferias eran 4, 2, 5, sus volume-
nes serdn 4, 8, 27, porque el cubo de 1 es 4, el de
2es 8, ¢l de 5 es 27; de forma que asi como enles
cireulos distinguimos el area 6 campo de la circun-
ferencia que los cierra, y decimos que las superfi-
cies 6 areas son como 1, 4, 9 ; pero que las lineas
de la circunferencia siempre son eomo 1, 2, 5, con-
forme 4 los radios 6 diametros, asi ahora en los so-
lidos no hemos de confundir los volimenes con las
superficies que los contienen ; y por consiguiente si
los radios de una esfera (Fig. 284), 6 los lados de va-
rios cubos faeren como 1, 2,3, fodo o que sea li-
nea en esos solidos semejantes serd como 1, 2, 5,
esto es, altura 4, 2, 5, lados, como 1, 2, 5, etc., mas
todo lo que fuere superficie, v. g., base, cara, ete.
seran como 1, 4, 9, y el peso 6 volumen 6 el espacio
comprendido dentro de la superficie total serdn co-
mo 1, 9, 27. Y

Num. 425. De aqui se sigue queen los solidos se-
mejantes todas las lineas correspondientes estan en
la razon simple. :

Todas las superficies en la razon de los cuadra-
dos.

Todos los volamenes 6’el peso del sélido en la
razon de los cubos.

Ve aqui, amigo Eugenio, lo que me ha parecido
suficiente decirte acerca de la geometria ; el proxi-
mo correo pienso emprender ofra ciencia matema-
tica tambien muy importante, que es la trigonome-
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tria, en la cnal, sin embargo, pienso estenderme
menos que en la antecedente. Estudia y recapacita
todo cuanto te he enseiiado desde el principio de
nuestra correspondencia, pues, 4 menos que digie-
ras completamentey te penetres de estos conocimien-
tos preliminares, no estaras en estado de internar-
te en la lectura de obras mas profundas y volumi-
nosas.

TRIGONOMETRIA.
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CARTA VIGESIMAPRIMERA.

TRIGONOMETRIA RECTILINEA,

§ I

Division de la circunferencia. Nociones sobre las lineas
trigonométrieas,

Amigo Eugenio, esplicadas como quedan la arit-
mética, algebra y geometria, el objeto de la presen-
fe es, segun te lo prometi en mi filtima, el estndjo
de la trigonometria, ciencia cuyo fin especial es re-
solyer los tridogulos, esto es, determinar sus angu-
los y sus lados por medio de un numero suficiente
de datos.

En los tridngulos rectilineos basta conocer tres de
las seis partes que los componen, con fal queen es-
tas tres partes se incluya un lado, pues si solo se
conociesen los tres dngulos, es evidente que todos los
tridngulos semejantes satisfacerian 4 la cuestion.

Teniendo que demostrar teoremas que estriban
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en las lineas frigonométricas y tratar de la resolu-
eion de los tridngulos, conviene que te dé algunas
nociones relativas a la division de la circunferen-
cia y la naturaleza de las lineas trigonométricas.

La circunferencia se divide en 560 partes iguales,
llamadas grados; el grado en 60 minutos, el minu~
toen 60 sequndos, etc.

Los grados, minntos y segundos se designan por
los caracteres ¢, *, ”.

El complemento de un dngulo 6 de un arco es lo
que queda restando este dngulo 6 arco de 90°, asi A
siendo un angulo, 90—A es su complemento. Mas
como un angulo ¢ areo puede esceder 90 grados, co-
mo puede ser menor que esta medida, resulta que
el complemento puede ser positivo 6 negativo, se-
gun que A sea menor 6 mayor que 900,

El suplemento de un dngulo 6 de un arco es lo
que queda restando este dngulo 6 arco de 4809; co-
mo el complemento, el suplemento puede ser posi-
tivo 0 negativo.

Empléase para la resolucion del tridngulo un cier-
to numero de lineas llamadas trigonométricas que
son designadas por los nombres siguientes :

Seno, Secante, Tangente,

Coseno, Cosecante, Cotangente.

El seno del arco AM 6 del dngulo ACM (Fig. 285)
es la perpendicular MP bajada de una estremidad
de arco sobre el didmetro que pasa por la otra es-
tremidad.

Si & 1a estremidad del radio CA, se lleva la per-
pendicular AT, hastaencontrar el radio CM prolon -
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gado, lalinea AT asi terminada se llama la tangente,
y CT la secante del arco
AM 6 del dngulo ACM.
Estas tres lineas MP, +
AT, CT, dependientes
del arco AM, y siempre
determinadas por el ar-
co AM y el radio, se de-
signan asi :

MP—sen AM, AT—tang
AM, FC= sec AM. Fig. 285.

Si en los puntos M y D del arco AD, igual 4 un
cuadrante, se lleya las lincas MQ, DS perpendicu-
lares al radio CD, la una terminada en este radio y
la otra terminada en el radio CM prolongado, las li-
neas MQ, DS y CS compondrin igualmente el seno,
tangente y secante del arco MD, complemento de
AM, las cuales, para abreviar, se designan bajo el
nombre de coseno, cotangente y cosecante del arco
AM, y se designan de esta manera: MQ=cos AM,
DS—cot AM, CS=cosec RM. En general, A siendo un
arco 6 angulo cualquiera se tiene

cos A—sen (900—A), cot A—tang (90°—A), cosec
A=sec (900—A).

Supongamos que una estremidad del arco perma-
nezca fijo en A, y que la estremidad marcada en M
recorra sucesivamente toda la estension de la semi
circunferenciadesde A hastaB, enladireccion ADB;
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en este caso designando por R el radio del circulo
se tendrd

Sen 0=0, teng 0=0, cos 0=R, sec 0-4-R.

Pero si AM—=459, enfonces se tiene

tang AM 6 tang 45°=cot 45°=R
sen 45'=cos 45—=R 2~

Cuando AM=909, entonces se tiene
Sen 900=R, cos 90°=0, y en cuanto & la fangente
900 es infinita, 1o que se designa de la manera si-
guiente : tang 900—=co.

Siendo cero el suplemento de 900, se tiene tang
0= cot 90 y cot 0=tang 90, luego cot 0=z y cof
90=0.

El arco aumentando aun, los senos disminuyen,
y. los cosenos aumentan ; si se lieva M'M paralela 4
AB, es claro que los arcos AM, BM' comprendidos
entre paralelas serdn iguales; asi como tambien las
perpendiculares 6 senos MP, M'P’; pero siendoel
arco MB el suplemento de AM’, puesto que AM<-
M’ es ignal & una circunferencia, el seno de un ar-
o 6 de un angulo es necesariamente ignal al sepo
del suplemento de este arco 6 de este angulo. Se
tiene por consiguiente :

Sen A=sen (180—A).

Los mismos arcos AM', AM que son suplementos
el uno del ofro y que tienen senos iguales, tienen
tambien iguales los cosenos CP', CP; pero hay que
observar que estos cosenos se dirigen en diferentes
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sentidos, y esta diferencia de situacion se espresa
en el cdlculo por la oposicion de signos, de modo
que si se consideran positivos 6 afectados del signo
-} los cosenos menores que 900, séra preciso con-
siderar como negativos 6 afectados del signo — los
cosenos de los arcos mayores que 909, y por consi-
guiente se tendrd generalmente :

Cos A=——cos (180—A), 6 bien cos (90-4-Bj=—cos
(90—B),

lo que equivale 4 decir que el coseno de un arco 6
de undngulomayor que 90° es igual al coseno desu
suplemento tomado negativamente.

Sen (180)=0, cos 180=—R.

Examinamos lo que hay que decir relativamente
a la tangente de un arco mayor que 900. Segun la
definicion que he dado, debe ser determinada por
el concurso de las lineas AT, CM', las cuales no se
encuentran en el sentido AT, sino en el opuesto AV,
de lo.cual se concluye que la tangente de un arco
mayor que 50° es negativa, Por otra parte si se ob-
serva que AVes la tangente del arco AN suplemento
de AM' (pues NAM' es una semi-circunferencia) , se
concluird quela tangente de un arco 6 de un angu-
lo mayor que 900 es igual d la de su suplemento,
tomado negativamente, de manera que se tiene
tang A=——tang (180—A).

Lo mismo sucede relativamente a la cotangente,
representada por DS', la cual es igual, y en sentido

contrario & DS cotangente de AM. Por consiguiente
se tiene




RECREACION
Cot A=—cot (180—A).

Como los cosenos, las tangentes y cotangentes son
negativas desde 900 4 1800, y en este Gltimo limite
se tiene tang 180=0, cot 180=—cot 0=—w=

Facil es estender estas obseryaciones en caso que
las cotangentes esten comprendidas entre 1800 y
5600, pues dos lineas trigonométricas siendo gene-
ralmente perpendiculares 4 uno ¢ al otro diémetro
DCF y ACB, con tal que sean perpendiculares  un
mismo diametro y sean de una misma naturaleza,
afectardn el mismo signo si estan situadas en un mis-
mo lado del diametro, y signos contrarios si estan
situadas en lados diferentes.

§ 11.

Teoremas relativos 4 las lineas trigonomélricas.

Teorems. — El seno de un arco es la mi-
tad de la cuerda que sostiene un arco doble.

Pues el radio CA, perpendiculara MN, divide en
dos partes iguales la cuerda MN y el arco corres-
pondiente MAN; luego MP, seno del arco MA, es 2
mitad de la cuerda MN que sostiene el arco MAN dox
ble de MA.

Troresa. — El cuadrado del seno de un arco,

mas cl cuadrado de su coseno, es igual al eua-
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drado de un radio, de manera que se tiene :
Sen? A-+cos2A=R2().

Esta propiedad resulta inmediatamente del tri-
angulo rectingulo CMP, en que se tiene MPH-(P'=
CM°.

Resulta que dado el seno de un arco hallarése su
coseno, y viceversa mediante las férmulas cos A—
#+1/(R’—sen’A), sen A—=1/(R*—cos’A). El doble
signo de estas formulas procede de que el mismo
signo MP responde & dos arcos AM, AM, cuyos co-
senos CP, CP’ y de signos contrarios, como el mismo
coseno CP responde & dos arcos AM, AN, cuyos se-
nos MP, PN son tambien iguales y de signos con-
frarios.

Teorens. — Dados los senos y cosenos de
un arco se puede hallar las otras lineas trigo-
nométricas.

Los tridngulossemejantes CPM, CAT, CDS, nosdan
inmediatamente :
sin A R?
Tang A=R——, se¢ A—=———
cos A cos A
cos A R?

Cos A=R , cosec A— .
sen A sen A

Teorems — Dados el seno v el coseno de

(*) Designase por sen’ A el cuadrado del seno A, como tambien por
cos® A el cuadrado del cos A.
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dos arcos se puede determinar el seno y el co-
seno de la suma 6 de la diferencia de estos
areos.

Sea el arco AB=a (Fig. 286), el arco BD=b y el ra-
dio AC=R, y por consignien-
te ABD=a-}-b. De los puntos
B v D bajese BE, DP perpen-
diculares 4CA; del punto b,
Héyese DA perpendicular é
BC, y eafin, del punto I, llé~
vese 1K perpendicular é IL
Fig. 256. paralela:a AC.

Los fridngulos semejantes

BCE, ICK dan las proporciones siguientes :

CB:CL: :BF:IK; 6R:cos b sen a:m-_-.s.e_"_“l_)fﬁs_b
L

CB-CI: :CE:CK: 6 R*cos b’ *cos a:Csz

Los tridngulos DIL, CBE, que tienen sus lados re-
eiprocamente perpendiculares son semejantes y dan
las proporciones siguientes :

cos asen b
R
senasend
R
Pero IK--DL=DF=sen(a+t) y CK—IL=CF=
cos (a=-b), luego por consiguiente sen(a--b)=

(¢B:DI::CE:DL;6Rsen b’ .cos a:DL=

CB:DI::BE:IL; 0 R:sen b:'sen a'll=
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sen o cos b—sen asen b

R

. cosacos b—senasenb
cos(a+bl= m

Ahora bien, si se prolonga el seno DI hasta que
encuentre la circunferencia en M, el resultado
serd :

BM=—BD=b, y Mi=ID=sen b.

Si por el punto M se lleva MP perpendicular y MN
paralela 4 AC, puesto que MI=DI, se tendrd MN=
IL, y NI=DL. Pero como se tiene

[K—IN=MPsen (a-}-b) y EK4-MN=CP=cos (a—b),

consecuentemente se tiene : sen (a—bj=
sen @ sen b—sen b cos a

R
cos a.cos b-t-senasen b

R
Si en las férmulas precedentes se hace b=a, re-
senacose ,  €08’a—sen’s
T e T

cos (a—bj=

sulta : sen *a—=

. sygs a
Si en estas dltimas se reemplaza a por _, re-

sulta :

st *sen iacos in e ¢0s 2a—sen %
o= co —
R R

Y como se tiene 4 la vez cos*ia-f-senia=R"y cos’
la—sen*.a=R cos a, el resultado es
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cos 2a=:R*—R cos a y sen’}a=}R*—R cos a
y por consiguiente sen la=y/R*—icos a

Estas férmulas dan el seno y el coseno de la mi-
tad de un arco en funcion del coseno de este arco.

Las férmulas' que dan el seno (a--b) y del coseno
(a=}-b) dan las férmulas siguientes si las adiciona é
resta de dos en dos,

Sen A cos B=1R sen (a+-b)4-R sen (a—1b);
Sen B cos A=:R sen (a-}-b)— R sen (a—b);
Cos A cos B='R cos (a—b)+=R cos (a--b);
Cos A cos B=1R cos (a—b)4=R cos (a-}-b).

Si en estas férmulas se hace a+b=p, a—b=q
lo que da a= B_—{;—qbzgt—q se puede deducir lo si-
guiente :

9
sen p—-sen g=psen i ptg)cost(p—q)
-’)
sen p—sen q::l";sen {p—q)cosptg)
1
.
c0s p-t-cos g=pc0s 3(p-q)cos:(p—)
2 :
€05 g—cos p==psen Yp+tg)seni(p—g)

En fin, teniendo en consideracion que

sena fanza R
cosa R costa’

FILOSOFICA.

se puede sacar por la division las férmulas siguien-
tes :

sen p-}-seng tang i(p-+q)

sen p—seng tang i(p—q)’

sen p—sen g _ tang i(p+-q)

cosp—cosg R
senp--sen g_ cosy( p+q) senp—seng_tangip—q)
cosp—cosq ~ R cospcosg R
sen p-Hsen q:cot.;‘.,' p+q) cosptcosg _ cotiip4-g)
€08 p—C0s ¢ R’ cosgtcosp tangi(p—q)
senp-}senq cosi(ptq) senptq _ seni(ptq)

senp-senq _cos ip—q)’ sen p—sing sen i(p—q)

§ 11,

Construccion de tablas de senos, cosenos, efc.

Hay arcos cuyas lineas trigonométricas pueden
ser directamente calculadas. Asi, el lado del hexa-
gono siendo igual al radio, la mitad de este radio es
el seno del dngulo de 500. El lado del decigono
inscrito es dado por la proporeion

Riz..z:R—2x

z+Ror=R:y ;r:—‘iil/l’.‘_}_}{’
A )

L
Asi - es igual al seno del dngulo de 18°.

20
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Siguese de lo espuesto que si se representa el ra~
dio por un nimero, por la unidad, por ejemplo, se
tendr4 rigorosamente el yalor numérico de los se-
nos del éngulo de 500 y de 180. Por medio de las
formulas precedentes se podra calcular el valor de
los angulos de

go, 270, 560, 430, 549, 659, 720, 810.

£n efecto conociendo el seno y el coseno de los
arcos de 90 y de 180 por medio de la formula : sen
(a-}-b)==sen a cos b-}-sen b cos @, se tendri el valor
del seno 27 haciendo b=18 y a="9, resultando en
esie ¢aso :

Sen [27)=2sen 9 cos 18 sen18.cos 9.

Para caleular las lineas frigonométricas interme-
dias, se parte del principio que un arco menor que
900 gs siempre menor quesu tangente y mayor que
su seno, delo que resulta que cuando un arco es
bastante pequene para que sensiblemente se con-
fundan su seno y su tangente, se puede tomar el
arco por seno, y como Ia semi-circunferencia cuyo
radio es 1 siendo =3.14 15...... , ¥ la semi-circun-
ferencia conteniendo 180X 6060 segundos. Divi-
diendo = por este nimero, se tendra el yalor del ar-
co de un segundo que se podra tomar por su seno,
y por consiguiente se podrd calenlar sucesivamente
de segundo en sezundo los senos de todos los arcos,
y para verificacion servirse de los medios preceden=

temente indicados.
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SIV.

Principios para la resolucion de los tridngulos,

Teorems. — En todo tridngulo rectingulo,
el radio es al seno de los angulos agudos como
la hipotenusa es al lado opuesto & este an-

gulo.

Sea ABC (Fig. 287) el triangulo propuesto rectén-
galo en A ; del punto G
como cenfro y del radio
CD, igual al radio de las
tablas, describase el arco
DE que serd la medida
del dngulo C; béjese so=
bre.CD la perpendicular -
AF que serd el seno_del
angulo C; los tridngulos CBA, CEF son semejantes y
dan la propercion '

CEEF: CB:BA;

por consiguiente
Risen CIIBC:BA,

y suponiendo R=1, resultard BA=BC sen C.

Teorema. — En todo triangulo rectingnlo




460 RECEEACION

el radio es 4 la tangente de uno de los dngu-
los agudos, como el lado adyacente 4 este én-
gulo es al lado opuesto,

Despues de describir el arco DE (Fig. 287), tré-
zese sobre GB la perpendicular DG que sera latan-
gente del angulo C. Por los tridngulos semejantes
€DG, CAB, se tendra la proporcion :

R:tang C; ;CA:AB.

Teorems.—En un triangulo rectilineo cual-
quiera los senos de los dngulos son como los
lados opuestos.

Sea ABC (Fig. 288) el fridngulo
propuesto, ADIa perpendicular ba-~
jada del vértice A sobre el lado
opuesto BC; podrd suceder dos co-
838 :

1* Si la perpendicular cae dentro
del tridngulo ABC, los ftridngulos
rectangulos ABD, ACD dardn :

R;sen B]:AB:AD,
Risen C::AC;AD.

En estas dos proporcicnes siendo iguales los es-
tremos, se podrd con los medios hacer la propor-
cion :

Sen C:senB: ;AB:AC.

2' Si la perpendicular cae fuera del tridngulo
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ABC (Fig. 288), los (ridngulos rectingulos ABD,
ACD dardn aun las proporciones :
R:sen ABD: :AB:AD,
R:senC; ;AC:AD,

de lo que se deduce : sen C:sen ABD: :AB:AC. Pero
como el dngulo ABD es suplemento de ABC 6 B, se
tiene :

Sen ABD=sen B ; y por consiguiente resulta :

Sen C:senB: :AB:AC.

Teorexs. — En todo triangule rectilineo, el
coseno de un dngulo es al radio, como la su-
ma de los cuadrados de los lades que com-
prenden este angulo, menos el cuadrado del
tercer lado, esal doble rectangulo de los dos
primeros lados.

Del vértice A (Fig. 288) béjese una perpendicular
AD sobre el lado opuesto, y si cae dentro se ten-
dré.

AC:=AB*4-BG*—2BCXBD; de lo que resulta
_ABBC—AC
R T
pero como se tiene en el tridngulo rectingulo ABD :
R: sen BAD: :AB:BD, y por otra parte

BD

sen B—D=cos B, luego por consiguiente

RXBD
€0s B:—>«\<B-’ y sustituyendo resulta
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AB--BC—AC’
2ABXBC

Si cae afuera la perpendicular resulta (Fig. 289].

cos B=R

A

Pl + +°BCXBD, y por consiguiente
AC—AB"—B(C’ :
BD= e pero como se tiene
RXBD
AB
es suplemento de ABC, ¢ B, se tiene en consecuen-
RXXBD

sen BAD=cos ABD= , ¥ por otra parte ABD

cia cos B=—c0s ABD=— , de lo que resulia

AB“XBCIAC?

COS B:RXW

Troreni. — En todo tridngulo rectilineo, la
suma de los dos lados es & su diferencia, co-
mo Ja tangente y la mitad de la suma de los
ingulos opuestos & estos lados es4 la tangente
de la nnlad de la diferencia de estos mismos
angulos. (Fig. 288.)

Pues de la proporcion AB;AC:: sen C; senB, se
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saca ACH-AB.AC—AB: : senB+}-sen C; sen B— sen
(; pero hemos visto precedentemente que

: B4-C
sen BJ-sen C;sen B—sen C: ‘tang (i ):

B— L B+C
tang ; luego ACHAB;AC—AB: tanﬂ———

..

B—(,
tang —.
= 9

§V.
Resolucion de los tridngulos rectingulos.

Llamemos A, B, C, los tres dngulos del triangulo;
@, b, ¢, los tres lados opuestos.

Designando por A el dngulo reeto, y por @ la hi-
potenusa. tendremos enatro problemas que exami-
nar :

Propiema. —Dada la hipotenusa e yun ledo
b, hallar ¢ y ademas B v C.
) Y y

La proporcion @.b::R: sen R, determina BC=
90—B.

c—/ ub:
Prosrens. — Dados bye, hallar e, B. C.

La proporcion ¢;b; 'R’ tang B, da el dngulo B
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Ces igual 490—B

a se determina por la proporcion sen BIR: 15;a.
Probrems. —Dados ¢ y B, hallar by e.
Se hace las preporciones R: sen B::a:b. R; cos
B:lae.
Proprexs. —Dados by B, hallara y ¢.

bra::sen BiR, yR:cos B b.c.

§ VI.

Resolngien de los tridngulos rectilineos.

Llamemos A, B, C, los tres dngulos de un tridn-
gulo ; a, b; ¢, los fres lados opuestos. Cuatro pro-
blemas fendremas que examinar.

Prosrexs. —Dados a y dos dngulos , hallar
bye.

Los dos dngules conocidos determinan el tercero.
Las proporcioses : sen A; senBlalb.
sen A; senC: jalc.
determina b y c.

Prosrems. —Dados @, by A, hallar ¢, B
y C.
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La proporcion a.b;: sen A: sen B, da B 6 180—
B. El 4ngulo en cuestion puede fener dos valores,
pero que solo tienen lugar cuando A es agudo y que
b>a. Si A es obtuso, el dngulo en cuestion no
puede serlo, asi no habré mas que una solucion, §
siR siendo agudo se tiene 5<Za, tambien no hay mas
que una solucion.
Conocido A y B coneluyese C, y despues ¢ por la
proporcion

seni: sen C:.alc.

PropreMs. — Dados a, by C, hallar 4, B
y C.
A4B  A80—C

—— esigual

-

Se tendra la mitad de la diferencia poniendo
a-+b.a—b:: tang : (A--B): teng ! (A—B).

Y asi sucesivamente se conocerd Ay B. El lado ¢
se determina por la proporcion sen A: sen ('’
a.c.

Prosuesis. — Dados a, b, ¢, hallar 4, B, (

iy

3 [)’+(”— s
Sébese que cos :\:R(Ta); Io que da el an-
~0C

gulo A; B y C pueden hallarse por una férmula se-

mejante ; pero por el cilculo se logra con mas co-
modidad observando que

R'—R cos A=2 sen A ; sustituyendo el valor de
20.
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(@’—b'—c*4-2be)

2be T

Hg((;=_(b_c,2 :Rifa—{—b—c)la—b-}—r)
2 2bc 2be

¢os A resnlta 2 sen**A—R>

por consi-

, .
‘guiente sen *A=R1/ (at-b—¢) (a—b~+<)

4be

CARTA VIGESIMASEGUNDA.

TRIGONOMETRIA ESFERICA.

Nociones preliminares.

Amigo Eugenio, en mi anterior he tratado de la
trigonometria plana 6 rectilinea por ser los tridn-
gulos que hay que resolver rectilineos; en 1a pre-
sente mi- objeto es acabar esta ciencia {ratando de
Ja otra parte en que los matematicos acostumbran
4 dividirla, lamanla trigonometria esférica, porque
los tridngulos que se propone resolyer estan for-
madossobre la superficie de una esferapor arcos de
circulos maximos.

Antes de pasar adelante, pienso oportuno recor-
darte algunas definiciones cuyo conocimiento es
indispensable para la inteligencia de la ciencia que
nos ocupa.
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Lldmase polo de un circulo de la esfera un punto
de la superficie igualmente lejano de fodos los pun-
fos de Ia circunferencia de este circulo; se demues-
fra que todo circulo trazado sobre la esfera tiene
dos polos.

Un tridngulo esférico es una parte de la superfi-
ciede la esfera compuesta por tres arcos de circulos
maximos; estos arcos que se Hlaman los lados del

tridngulo, se suponen siempre menores que la se-

mi-circunferencia ; los dngulos que entre si hacen
sus planos son los angulos del tridngulo.

Un tridngulo esférico toma el nombre de rectan-
gulo, isdscele, equilatero, en 10s MisSmos casos que un
tridngulo rectilineo.

Un poligono esférico es una parte de la superficie
terminada por muchos arcos de cireulos maximos.

Una pirdmide esférica es la parte de sélido de la
esfera comprendida entre los planos de un éngulo
s6lido cayo vértice estd en el centro; la base de Ia
piramide es el poligono esférico interceptado por
los mismos planos.

Entendido esto pasemos & demostrar los teoremas
siguientes.

TeoreMa. — En todo triangulo esférico un
lado cualquiera es menor que la suma de los
“dos otros.

Esto resulta de que, en un dngulo triedro, un
dngulo plano es menor que la suma de los otros
dos.

FILOSOFICA. 465

TeoreMa — La suma de los tres lados de un
triangulo esférico es menor que la circunfe-
rencia de un circulo maximo.

Pues la suma de tres dngulos planos de un tetrae-
dro es menor que cualro rectos.

Teorems. — Si se lleva un diametro per-
pendicular contenido sobre la esfera, las es-

« tremdades de este diametro seran los polos

de este cireulo.

Porque si se hace pasar un plano por este didme-
tro, este plano cortaré el circulo en dos planos A,
B'y la esfera siguiendo un circulo teniendo por did-
metro el didmetro de la esfera, se ve que si se hace
volver este circulo alrededor del didmetro que se
considera, describird la superficie de la esfera,
mientras que los dos puntos A y B describirdn el
circulo de seccion considerado en primer lugar.

Teorems. — Todo plano perpendiculara las
estremidades de un radio es tangeiite a la es-
fera.

Porque si no fuese fangente tocaria Ia esfera en
ofro punto, luego la oblicua y perpendicular lleya-
das de un mismo punto 4 un mismo plano serian
iguales, lo que es imposible.

Teorema. — El angulo que entre si hacen
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dos arcos de cireulos méaximos es igual al an-
= o e o pctoe

gulo formado por las dos tangentes de gstos

arcos en el vértice del arce.

Pues sicndo el 4ngulo de un tridngulo esférico el
que estd formado por los dos planos de los (}05 la-
dos, el angulo de dos planos se mide por el angulo
formado por dos perpendiculares elevados d la co-
mun interseecion, y asise hallan en este caso las dos
tangentes en el yértice del arco.

Teorems, — Dado el 4riangulo ABC (lig.
990, s1, de los puntos 4, B, C, como polos,
se describen los arcos EF, FD, DE, que for-
man el triangulo DEF, reciprocamente los tres
puntos D; E, F, serin los polos de los lados
BC, AC, AB.

Puesel punto A, siendo el polo del arco  EF; Ia
distancia AE es un
cuadrante; y el pun-
to C, siendo elpolo
delarco DE, la dis-
tancia CE es iguak
mente un cuadran-
te, por consiguien-
te el punto E dista
uncuadrante de¢a-
da uno de los pun-

tos A y C, por cuya razon es el polo del arco .»%C. De
la misma manera puede demostrarse que E esel

FILOSOFICA.
polo del arco BC, y F el del arco AB. Por consi-
guiente el tridngulo ABC puede ser descrito por
medio de DEF, eomo DEF por medio de ABC.

Teorema, -— Admitido cuanto acabo de es-
tablecer en el problema precedente, cada dn-
gulo de uno de lostriangulos ABC, DEF, ten-
dra por medida la semi-circunferencia menos
el lado opuesto en el otro triangulo.

Prol6nguese, si se quiere, los lados AB, AC, has-
fa enconfrar EF en G y H; puesto que el punto A es
el polo del arco GH, el dngulo A tendrd por medi-
da el arco GH ; pero el arco EH es un cuadrante lo
mismo que GF, puesto que AE es el polo de AH, v F
elpolo de AG; luego EH4-GF valeunamedia circun-
ferencia. Mas EH--GF es lo mismo que EF--GH;
luego el arco GH, que mide el dngulo A, es igual &
una semi-circunferencia menos el lado EF.

De la misma manera el dngulo B tendra por me-
dida : circunferencia —DF, y el 4ngulo C * circun-
ferencia —DE. _

Esta’propiedad debe ser reciproca entre los dos
tridgngulos, pues que se describen de la misma ma-
nera, uno por medio de otro, Asi hallardse que los
angulos D, E, T, del tridngulo DEF tienen respecti-
vamente por medida :ecircunferencia — BC. * ¢ire.—
AG, 1 cire.—AB; enefecto el anguloD, per ejemplo,
tiene por medida el arco MI. Este arco MIH-BC=
MC—+-Bl=:circ.; el arco MI, medida del dngulo
D=:circ.—BC, y asi de los otros ingulos.
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Los dos triangulos ABC, DEF, se llaman (riangu-
los polares.

§ IL.

Relaciones entrelvs dngolos y lados de un tridoguolo esférico.

Sea O (Fig. 291) el centro de la esfera en que esta
situado el fridngulo ABC;
llevo los radios OA, OB,
0C; trazo sobre 04,
las perpendiculares AD y
AL, la una en el plano
OAB, y la otra en el pla-
no OAC, y supongo que
en D y E encuentran los

Fis. 201, radios OB y OC prolon-

gados; el dngulo DAE es

igdal al dngulo A del triangulo esférico, y tomando

por unidad el radio OA, se tendra AD=tang ¢, 0D=
- Seg ¢.

AE=tang b OE=secb.

Los tridngulos DAE, DOE, dan, segun las férmulas
de la trigonometria rectilinea

E—{—E—ET—'ZAD. AE cos A=DE*
OD*4-0E* 20D. OE cos a=DE’

Restando la segunda de la primera, y llamando
i el radiode la esfera, resulta

FILOSOFICA.

) —sec b sec ¢ cos a4-tang b tang ¢ cos A=o.

sen b 1
pero se¢ b=——, tang b=——, cosc=——, lue-
cos b cos b cos ¢

cosa , sen bsenccosA

sulta 4 —
Bo reSUa A s beose | ¢osb cos C

(1) cos a=cos b cos c-sen b sen ¢ cos A.

Tal es la formula fundamental de la trigonome-
tria esférica.

Es evidente que con una consiruccion semejante
se pudiera tener las dos otras formulas :

(2) cos b=cos @ cos ¢--sen asen ¢ cos B.

(5) cos e=cos a cos b-}-sen a sen b cos C.

que dan dos nuevas relaciones entre los tres lados
del tridngulo y un dngulo.

Para lograr una relacion entre dos lados y dos dn-
gulos, es preciso eliminar un lado entre dos cuales-
quiera de estas ecuaciones.

La primera puede escribirse bajola forma si-
guiente :

¢0s a—cos b eos ¢

OSSR aacia
sen b sen ¢
! - (eos a cos b cos ¢’
y sen*A—=l—cos’A=1——————— =
sen “b'sen ‘e
(1—cos *b) (1—cos *c)—(cos a—cos b ¢os ¢)2
sen *b sen ¢ i

A—costa—cos’b—cos’c-2cos a cos b cos ¢
sen “b sen ‘¢
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Dividamos los dos nimeros por sen’a y estraiga-
mos la raiz de estos dos ntimeros; el resultado sera

senA  1/4—cos*a—cos’b—cos’c4-2cosacosh cos e

sen g sen a sen bsen ¢

senB sen(
Elmiismo valor hallariamos en — y
sen b~ sen ¢

Tenemos pues las dos nuevas ecuaciones :

su\ sen B ﬂen\ sen G

{4) x
Y Sena sen b sena sen ¢

Lo que prueba que en un tridngulo esférico los
senos de los dngulos son entre sicomo los senos de
los lados opuestos. '

Facil es hallar una relacion entre dos lados, el
angulo que comprenden; y el dngulo opuesto al

uno de-ellos: en efecto, eliminando cos ¢ entre las

ecuaciones (1) 'y (5] resulta cos a=cos ¢ €0s° b-+-cos

bsenasenb cos C--sen b sen ¢ cos A. Observemos
que eos.a—cos a cos’ b=cos a sen” b. y dividiendo
todos por sen b sen a, resulta :

cosasen b sen ¢ cos t

—  _—cos b cos (+_, 4
sena sena

sene¢ sen G

Pero ———: por consiguiente resulta
séna Ssen A

ot

(5) cot asen b=cosh cos C4sen Ceot A.

\

Por ¢l mismo métedo puédense hallar Ias cineo
ecuaciones signientes :

(6) cot b sen a=¢cosa cos . sen C cot B.

FILOSOFICA.
(7) cota sen e==cos ¢ cos B4-sen B cot A.
(8) cot ¢ sen a=Ccos @ cos B-}-sen B cot C.
(9) cot b sen e=cos ¢ cos A -senA cot B.

{10} cotc sen b=cos b cos A —-sen A cot C.

En fin puédese hallar una relacion entre un an-
gulo y tres dngulos, eliminando b y ¢ entre las tres
ecuaciones (1), (2) y (3). Con este objeto se lleya en
la ecuacion (1) el valor sacado de la ecuacion (3),
lo que da .

cos asenb sen ¢cos A

S —cosh cos C(H———

>:_'n a sen a

Ysi b sen b sen B senc sen(G
si se obserya que : y =
q send senA y sena senA

resulta sustituyendo :
¢os a sen B=cos bsen A cos C--c0s A sen C.

Por un medio semejante héllase la ecuacion
cos b, sen' A—cos a sen B cos C--cos B sen C.
Despues eliminando cos b entre estas dos ultimas
ecuaciones resulta.
cos a sen B—=(cos a sen B cos C4-cos B sert () cos C+-
cos A sen C y por consiguiente

cosA senB—cosa senBcos’C—cosB senC cos ¢
€0S A——— - ettt

~

sen C

y consiguientemente

(11) eos A—=--cos @ sen B sen C—cos B cos C.
Tambien encontramos dosrelaciones semejantes :

(12) cos B=sen A sen C cos b—cos A cos C.
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(13) cos C=sen A sen B cos ¢ - cos A cos B.

Bastan estas férmulas para la resolucion de log

* tridngulos, no obstante 4 veces es c6modo recurrir

a ofras.

§ 11,

An lygias de- Neper.

.
Las ecuaciones (1) y (2) pueden escribirse
Cos a—cos b cos c=sen b sen ¢ cos A,
Cos b—cosacos c=sen asen ¢ cos B,

de las que observando que

sena sep A
m sen B
€08 b—cos & cos c_senA cosB
cosa—cos bcosc sen Bcos A
( >cm b—cos a 4-{—cosc sen (A—B)

cos b4cos a l-—cos ¢ sen (A-}B)
Pero %_tanﬂ‘ (a-{-bjtang Ha—b)
i--cos ¢ yod
{—cos ¢ fang’lc
Sen (A4-Bj=2sen < (A-}-B) cos: (A}-B),
ysen (A—B)=2sen : (A—B) cos: (A—B).

S€ saca :

, 0 bien

Sustituyendo estos valores en la ecuacion (P) ha-
llase :

FILOSOFICA.
(M) tang :(a-}-b) tang :(a—b)=

fang’ic (

sen 2(A—B)cos ;;AjB))
sen (A--B)cos (A--B)
sena__senA
Por otro lado, & causa de — se tiene :
sen b sen B’
sen a--sen b_ tang :(a-}-b)
sena—sen b tang:(a—b)’

™

por lo cual la ecuacion (N) se yuelve
Q tangi(a--b) sen Af-sen B

tangi(a—b) sen A—sen B’
mas queda demostrado en la frigonometria rectili-
sen a-}-senb fang é{a—{f_b)
sen ¢ —send tangi(a—b)

nea que

y la ecuacion (M), multiplicada miembro & miembro
con la ecuacion (Q), da, despues de estraidas las
raices,
2082 :(A—B)
(14) tang:{a-}-bj—tang _\_'l‘—B)
y dividiendo la ecuacion (M) miembro & ‘miembro
por la ecuacion (), hallase :

sen ;’(A—B_‘:
sen :(A-}B)’
Aplicando estas férmulas al tridngulo polar, se
reemplaza a, b, ¢, A, B, por 180—A, 180—B, 180—
G, 180—a, 180—b, lo que da :

(15) tangi(a—b) _tano—;

Ha—b)
€os : |a+b}

sen {a—b)
17) tang: \=
(17) tang :(A—B)=cot 2 Csen {atb)’

(16) tang +(A4-B)=cot : o
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Resolucion de Yos tridngulos esféricos rectingulos,

Para tener las férmulas propias al tridngulo rec-
tangulo basta establecer A=900; y en esie €aso las
relaciones precedentes se yuelyen :

(2) cos a=cas bicos ¢, »

(6) sen b=sen asenB, = senc=sen asen G,
(‘;") tang b=tang @ cos C, _tang c=tang a cos B,
(3) tang b=senc tang B, ~tang c=sen b tang C,
() cos B=sen G cos b, cos C=sen B cos ¢,
(8) cos a=cot B cot C.

Solo. pienso . oportuno considerar los tridngulos
que tienen un solo dngalo recto, aunque en reali-
dad los hay que tienen dosy aun tres dngulos rec-
tos; pues, en este Gltimo caso, los tres Iados son
cuadrantes, habiendo dos en el ofro, y teniendo el
altimo 4ngulo por medida el tercer lado.

Conocidos a y b, hallar ¢, B, G.

Las relaciones (z), {¢), (v) nos dan

cOS G Se . tangh
cos c——, senB= s €os b=——
cos ¢ send tanga

Conociendo b y ¢, hallar A, B, C.
Las relaciones (%), (3), dan :

tang b tange
¢osen a=cos bcos ¢, tang B=- . tangC=——~b-
fange sen

FILOSOFICA.
Conociendo a, B, hallar b, ¢, C.
Las relaciones (), (y), dan

sen b=sen a sen B, tang (—tang a cos B, cot C=
cos a tang B.

Conociendo b, B, hallar a, ¢, C.
Las relaciones (%), (3); (:) dan
sen b tang b o cos B
sena——— — —— sen (=—..
senB’ tangB’ cos b

Este problema es susceptible en general de dos so-
luciones, la una correspondiente & una hipotenusa
menor que 909, la ofra mayor.

Dados b, C, hallar a, ¢, B.

Las relaciones (¥), (9), (:) dan

tangb
fang ”:ta_—ﬁ tange—=senbtangC, cosB=cosbsenC.
ng

Dados B y ¢, hallar a, b, c. :
Las ecuaciones (:),-()) dan :

g cosB cos C
cos a—cot B ¢cot C, cos b=——-, cos ¢=

cosC’ T cosB
S V.
Resolucion de cualquier tridngulo esférico.

Conociendo a, b, ¢, hallar A, B,C.
Las ecuaciones (1) (2) (3)
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c0s a—cos beos ¢
senb sen ¢
cos b—cosa cos ¢
0§ Bm——— 88—
sen @ sen ¢
c0S c—€0S @ €0 b
sencsen b

CoS

dan inmediatamente la solucion.
Conociendo a, b, A, hallar ¢, B, C.

sena senA
——— — da desde luego el an-
La proporcion S

gulo B.

Se “puede determinar ¢ y C por las analogias de
Neper que dan :
sen ¥A-B)
sen:{(A—B)
sen *(a--b)
en 3(a—b)

tang le=tang ({a—"b)
cot 2C=tang:(A— B‘

Conociendo a, b, C, hallar A, B, e.
Las férmulas (3) ¥ (6)

cot a sen b—cos b cosC
sen G :
cot b sen a—cos @ cos C

cot A=

6ot B= sen C

determinan A y B.

senC senc
—  —  determina el cos ¢.

roporcion ——
Laprof senA sena

Conociendo A, B, ¢, hallar @, b, C.

FILOSOFICA.
Las férmulas (7) y (9)

cos A sen B-f-cos b cosc

sen ¢ ’
cot Bsen AJ-cosA cose

sene

cof a=

cot b=

dana y b. Lasanalogias de Neper conducen tambien
a estos yalores :

HA—B)
tang2{a--bj—tang 10> :(A—E)
g:la1-0) tang;c ey

sen M— )
sen{-\—|—B}
da el angulo C.

tang {(a—b)=tang

sena_ sen \
senc sen (.

La ecunacion ——

€onociendo A, B, a, hallar b, ¢, C.

senA sena
La ecnacion —— g b

sen B sen b

Las analogfas de Neper dan ¢ y C.
.. Como se ha ¥isto en el

af )
tang le==tang Ha—p) SRATE)
~ 'seni(A—B)

cot:C=tang (A — p; 20 301D) Ha+-b)
sen X(q—b)’

Conociendo A, B, C, hallar a, b, ¢.
Las ecuaciones (11), (12), (15)

€0S /
O A-tcosBcos C
sen B sen C

IX,
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cos A-+-cos B cos C
sen Asen C

cos C4-cos A cos B
oS = _i——

£os b=

sen A sen B

resuelven el tridngulo.

Concluyo aqui la trigonometria, cuyas nociones
mas prolijas podrds, cnando gustes, adquirir en tra-
tados mias estensos: la primera vez que {e escriba
pienso tratar la geometria analitica.

GEOMETRIA

ANALITICA.
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cos A-+-cos B cos C
sen Asen C

cos C4-cos A cos B
oS = _i——

£os b=

sen A sen B

resuelven el tridngulo.

Concluyo aqui la trigonometria, cuyas nociones
mas prolijas podrds, cnando gustes, adquirir en tra-
tados mias estensos: la primera vez que {e escriba
pienso tratar la geometria analitica.

GEOMETRIA

ANALITICA.




CARTA VIGESIMATERCERA.

DE LA GEOMETRIA ANALITICA

S

De los problemas determinados.

Amigo, Eugenio, llimase geometriaanalitica aque-
lla parte de las matematicas cuyo fin es aplicar el
algebra 4 laresolucion de las cuestiones degeomefria,

Las lineas, las superficies, los s6lidos pueden re-
ferirse 4 una unidad de medida, y eyaluarse en ni-
meros para mayor generalidad, nameros que pue-
den representarse por letras, y bajo esta forma es
evidente que pueden someterse & todos los célculos
de dlgebra y aritmética.

A veces sucede que una cuestion geométrica es
susceptible de ponerse tan ficilmente en ecuacion
que, para lograrlo, no hay necesidad dereglas ; tré-
tese por ejemplo de diyidir una recta en media y es-
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irema razon; en este caso se designard por « la li-
nea dada, y por « el mayor segmento ; el mas pe-
queniosegmento sera entonees a—z, y se tendra en
consecuencia :

z*=a|a—z)

a (li
cuyo resultado es m_-:yi\/a’-}j.
3 )

El segundo valor es negativo y no puede convenir
4 la cuestion, pues es evidente que el segmento que
se busca solo puede ser unacantidad positiva, de
modo que solo se tiene una resolucion

@ d
e Ve
2 4

Es claro que despues de haberevaluado en nume-
ro la linea dada, mediante cierta unidad longitudi-
nal; no habrd mas que ejecutar los cdlculos indica-
dos en la férmula precedente para conocer el na-
mero de las unidades linearias que contiene el seg-
mento quese busca.

En ¢aso que no se encuentre & primera vista Ia
ecuacion que se busca, se hard uso de la regla si-
guiente debida & Newton,

Cuando se propone un problema, se lo deberd
mirar como resuelto, comparar entre si todas las
cantidades que encierra sin ninguna distincion en-
tre las que son conocidas y las desconocidas, y exa-
minar despues como dependen unas de otras para
reconocer cuales son que siendo dadas podrian con-

FILOSOFICA. 48T

dueir 4 1a determinacion de las ofras; de esta ma-
nera serd facil poner el problema en ecuacion.

No obstante no es siempre facil la aplicacion de
estaregla, sucediendo & menudo que es preciso tra-
zar en la figura lineas auxiliares que deben espre-
sarse por medio de las lineas que se reputan cono-
cidas, y enyos valores deben despues entrar en los
valores de las lineas que se reputan desconocidas, ¥
en este caso los edleulos se vuelven tan enredados d
causa de la multitud de términos que complican es-
tos valores, que la regla precedente se modifica de
esta manera.

Despues de haber trazado en la figura todas Ias
lineas incognitas 6 no inedgnilas que se hallan en fa
cuestion propuesta, se llévardn laslineas auxiliares
que se juzgaran propias & facilitar su solucion em-
pleando los teoremas de geometria. Estaslineas auxi-
liares serdn nuevas inedgnitas que deberan conside-
rarse €omo: si estuyiesen en el mismo enunciado de
la cuestion, y en este caso se establecerdn las ecua-
ciones que entre si ligan todas las lineas de la figura.
Cuando el problema es determinado, se llegara siem-
pre 4 un ntimero de ecuacion ignal al de las lineas
incgnitas, v el problema de geometria se redugird
& la solucion de estas ecuaciones.

Xesolviendo la cuestion precedente,

2t—=a/(a—x),

hemos hallado en x dos valores, uno positiyo y otro
negatiyo ; sin embargo al enunciar Ia ecuacion solo
se preveia una solucion positiva. Es importante re-
conocer el valor negalivo de x ylo que ha podido in-
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troducirlo en la ecuacion ; para lograrlo, se obserya
que dividir una recta en media y estrema razon es
(Fig. 292) dividir una recta AB en dos partes AM,

MB, de tal suerte que el segmento AM sea medio pro-*

porcional entre la linea entera AB y el otro segmen-
fo MB:

Estableciendo AM=xz, MB—=a —ux, AB—a la ecua-
cion del problema es :

r'=a (a—x),

de donde se sacalos dos valores

a .. a?
ac=§$:\/a +£

El primero es positivo y menor que @, determi-
nando un punto Mentre A y B. El segundo es nega-
tivo, y por esta razon no puede conyenir. Cambiando
el signo de x la ecuacion se yuelye

x'=a (a4-x),

y tomando positivamente el valor de x, que era an-
teriormente negativo, se tiene la espresion

" FILOSOFICA.

que deberd satisfacer & la ecuacion precedente ; pe-
ro, como esta ecuacion es precisamente la que se ha-
lla si en la prolongacion de la recta BA, mas alla de
A, le busco un punto M, tal que ladistancia AM' sea
media proporcional entre la distancia BM' y la rec-
ta dada AB, de lo que resulta que llevando el valor
positivo de x del lado AB 4 la derecha de A, yel va-
lor negativo de « tomada del lado AX 4 izquierda de

. A, prescindiendo del signo, se tendra todas las so-

Tuciones del problema propuesto, generalizado de
la siguiente manera.

En una recta indefinida que pasa por dos puntos
dados, A y B, determinar un punto cuoya distancia
al punto A sea media proporcional entre su distan-
cia al ofro punto B y la distancia dada AB. Hubié-
rase podido proponer desde 1dfego este i/timo enun-
ciado, considerando el problema como resuelfo, y
suponiendo que el punto M llenase todas las condi-
ciones, hubiéramos hecho la incégnita AM=z, y
hubiéramos llegado & la misma ecuacion 2’=a (a—
7), v a los mismos valores de «.

e

Pero desde el principio he introducido una res-
triccion agena al enunciado, pues he sometido los
calculos 4 1a suposicion que el punto buscado no es-
taba colocado entre los puntos A y B. El valor posi-
tivo es el solo que responde 4 esta hipdtesis, y el va-
lor negativo, tomado positivamente y llevado del

lado AX opuesto al lado en que se ha buscado el
21.
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punto M, determinard la segunda solucion del pro~
blema.

Asi el valor negatiyo sirye ya para completar la
resolucion de un problema cuya cuestion propuesta
no es mas que un caso particular, ya & poner una
restriccion introducida para poder efectuar los razo-
namientos y clculos. Pero lo que en todos casos de-
be obseryarse es que este valor, tomado como canti-

dad absoluta, se ha lleyado del lado opuesto al en 8

‘que debia estar situada la distancia que se busca.

§ 1L

Problemas indeterminados. Mofo de representar por ecnagiones 10s
lagares geométricos. De las g)n_urdc-nadas y trasformacion de estas.

Has visto en trigonometria que sen® a--cos’ a=
I’; estableciendo sen’ a=2x’, y cos’ a=y’, se tendrd
x4y =I. Esta tltima ecuacion representa un lu-
gar geométrico, pues esta relacion tiene lugar en to-
dos los puntos de 1a circunferencia del circulo cuye
radio es R, teniendo solo lugar en estos puntos.

Se ve por lo tanto que es posible representar una
curva por medio de una ecuacion de dos incogni-
tas.

Para construirios diferentes puntos de estacuryva
se da cierto valor 4 una de.Jas dos cantidadesz 6 §
que se llama variable y se saca el yalor de la ofra,
en cuyo caso se puede observar que hay dos yalores,
lo que yo habia hecho observar en trigonometria;
puesel dngulo A tiene el mismo seno que 180—A,

FILOSOFICA.

pero el coseno de estos dos dngulos son de signos
contrarios.

Para fijar en un plano la posicion de un punto M

(Fig. 2953), trézase en este plano dos rectas XX'YY'

que se llaman ejes,

y se considera este

punto como el verti-

cede un paralelogra-

mo MBOA, cuyos ejes

: son lados prolonga-

i~ Xdos. Ladistancia MA

de suigual AC sella-

malaabeisa del pan-

to M, y la distancia

MA.de su-igual BOse

llama la ordenada

de este punto. La

abeisa y la ordenada de un punto son las coordena-

dasde este punto ; y el punto O donde se cortan los
ejes se llama el origen de las coordenadas.

‘epreséntanse las abcisas por laletra X'y las or-

denadas por la letra Y ; y se_miran como positivas

las abcisas contadas desde O hécia X;y como nega-

tivas las contadas desde O hasta X' de la misma

manera considéranse positivaslas ordenadas conta-

das desde O hicia Y, y como negativas las contadas

desde O hécia Y'. Abora bien, si se considera § pun-

Fig. 293,

“tos M, M', M", M, cuyas coordenadas tengan los

mismos valores absolutos z éy, las del punto M se-
rin 4z y -4 ; las del punto M'—z y -y : Ias del
punto M’, —zy —y; y Gltimamente las del punto
M'4zy —y.
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Asi se conoce perfectamente la posicion de un pun-
to en un plano cuando se conoce el yalor absolulo y
los signos de sus coordenadas. )

Eleje YY' se llama el eje de las ordenadas 6 el eje
delasy, yeleje XX/, el de las abcisas G el eje delasz.

Hemos visto que la ecuacion del circulo referida
4 des didmetros rectangulares, era z:--y'=R’; en
este caso los dos didgmetros son los dos ejes XX é
YY' rectangulares 4 los que la curva se refiere. Su-

pongamos que se quiera buscar la ecuacion del cir-

culoreferido 4 dos ejes paralelos 4 los primeros ; lla-
memos = y € las coordenancias de este nueyo origen
(Fig. 594). Sea O el centro y Mun punto de la cir-

Fig. 294. Fig. 295.

cunferencia ; llevemos OB, MP, perpendiculares al
eje AX y 0Q, perpendicular & MP. El tridngulo OMQ
da 0Q*+-MQ:=0M*; ycomo OQ=AP—AR=z—a,
MO-FMP—O0B=y—£ y OM=R, luego la ecuacion
del circulo referido & sus nueyos ejeses :

(x—a)—+(y—2)*=R".
Este proceder de trasformacion es general.

Para hallar la ecuacion B de una curva referida
4 nueyos ejes paralelos 4 los primeros, débese cam-
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biar, en la ecuacion A, xen x—aé yen y—0b ;ay
designando las coordinadas del nuevo origen referi-
do 4 los antiguos ejes.

Pasemos al caso general de trasformacion en que
al mismo tiempo se cambia el origen y direccion de
los ejes.

Sean AX y AY losejes primitivos (Fig. 595) que en-
tre si forman el angulo YAX="4; para determinar los
nuevos ejes A'X'y AY', basta conocer las coordena-
das AB, A'B del origen A" y los dngulos X'A'F é Y’
A'F, que hacen estos ejes con la recta A'F paralela
4 AX; designemos estas dos coordenadas pora y b,
¥ los dos dngulos por «y =

Sea M un punto cualquiera ; lléyese MP paralela
4 AYy MQ paralela 4 A'Y’, las antiguas coordenadas
del punto M serdn AP—=x', PM—y, y las nueyas se-
ran A'Q=x', MQ=y/.

Por el punto Q llévese QR paralela 4 AY y QT pa-
ralela & AX, de lo que resultars.

AP 6 a=a--A'SHQT, PM 6 y=b-+QS-+-MT.
Segun la trigonometria el tridngulo A'QS da :
AS QS  AQ

sen A'QS sen QA'S senA’SQ’
Sen A'QS=sen EA'x’—=sen (6—2),
Sen Q:\'S:SC‘n . .
Sen A'SQ=sen (180—6)=sen 6.
AS 08 7
sen(6—z) senz sen b

Pero AQ=2x".

Luego

Z'sen(—a)
sen f

z'sen =
~senb

AS= 3




194 RECREACION
De un modo semejante el tridngulo MOT da :
oT MT MO

— = _—__ =" pejo MO—y"
senQMT senMQT senMT()

Sen OMT—=sen yA’E=sen (i—a); sen MGT=sen i
A'F=sen o ; sen MTQ=sen (180—f)=sen 5,
0T MT Yy’

de lo que resulfas—7——= —— —=——.
sen(d—z) sen= send

y por consiguiente

y'sen(f—z) y'sena’
QT== = :

y A

sen ! " sen
Reemplazando A'S, QT, QS, MT, por sus valores,
se halla :
a'sen(0—a)}-}y'sen(s - ) y==t4y'aty'sens’
z:z+ - ’ ;

6
Para pasar de un sistema de coordenadas rectan-
culares al sistenia de coordenadas oblicuas se hace
t=90. Resultan :
x=2+2' €08 24y cos 7,
y=5+-x' sen o}y sen «.

Para pasar de un sistema rectangular 4 otro tam-
bien rectangular, se pone »'=90-~, resuliando:

r—aXx cosa—y' sen %,

y=0-+a' cos 2y cos =

§ 1IL.

Clasificacion de las lineas.

Cualquiera relacion existente entre dos variables

FILOSOFICA.
Z ¢y, espresada por una ecuacion, represenfa ge-
neralmente una curva, de manera que es infinito el
nimero de curvas diversas que asi puede represen-
tarse.

Llamanse curyas algebraicas todas las que se re-
presentan por una ecuacion de la forma Aym—-Bz--
o)y J-(Dz*+-Ex-}-F)ym*,...=0, y trascendentes to-
das las demas.

Clasificanse las lineas algebrdicas segun el grado
de sus ecuaciones, relativamente a las coordenadas
z € y, siendo marcado el orden de la linea por el es-
ponente de este grado.

Me contentaré con hacerte conocer las curyas
contenidas en la ecuacion general del segundo gra-
do, Ay}BrytCx'4Py-JExr|F=0. Para pasar
en reyista las diferentes figuras que esta ecuacion
representa, haré diversas hipotesis sobre diversos
coeficientes que contiene, y empezaré por suponer
A=—0, B=0, y C=0; lo que reduce .la ecuacion al
primer grado, y, dividiendo todos los términos res-
tantes por el coeficiente D, resulta :

y+-ax—+-b=0.

Para mayor simplificacion, supongamos b=0:

La ecuagion y--az=0 representa una linea M
recta, pasando por el origen de las eoordenadas; ¥
la ecuacion y+-a2--b=>0, una recta N paralela ala
primera, y cortando eleje de las y en un puntocuya
ordenada es b; lo que es facil de verificar.

Muchos problemas pueden proponerse interesan-
tes, sobre los cuales no insistiré no presentando di-
ficultad considerable.
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La ecuacion general del segundo grado tiene dos

variables :

Ay*4-Bay4-Ca:+-Dy+-Ex+F=0 resuelta con rela-

cion & y da: ‘

~

B D 1

=38 o

v/ (B—1AC) 2" —}-2(BD—2AE) x{-*—4AF.

que se escribe

y=az--b=Gy/nr’4-prq.
Para construir la curva representada por esta
ecuacion es evidente que bastard construir la recla
y::a.T—-{—b. ¥ de
" llevar encima ¥
) ‘ abajo enunapa-
s ralela al eje de
las Y (Fig. 296)
dos longitudes
2 8 y Gy iguales

S

t

| : entre si, € igua-
. les al valor par-
ticular que to-

ma la espresion

Gy’ n;r’—{-p.l‘—l—t}

cuando x—=xw, la recta 4% se llama diametro, por-
que corta en dos partes iguales todas las cuerdas
paralelas al eje de las Y.

La forma de la curya depende de los coeficientes

n, P, q.

Si n es negativo, z no puede crecer indefinida~
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mente, como se demuesira en dlgebra. En este caso
la curva es cerrada, pues estd limitada en todos
sentidos.

Si n es, positivo, la curva es ilimitada en todos
sentidos, €sto es, en el sentido de las X positivas y
negativas, y en el de las Y positivas y negativas.

Si n=o, se tiene G -pz-tg¢; si se toma z del
mismo signo que p, el radical serd siempre real mas
alla de cierto valor. Si se toma z con signo contra-
rio, el radical se vuelye imaginario mas alla de cier-
to valor, y en este caso la curva serd limitada de
un modo elimitada de ofro.

Trasportando los ejes paralelamente 4 si mismos,
loque equivale 4 cambiar zen 2'~4-a, yen y'-}-b, en
la ecuacion general resulta :

Ay 4-Br'y'+Cr'*4 (2454-Ba+-D) y'+ (2Ca4-Bb}-
E)z'4-Ab'+4-Bab+-Ca’+4-Db4-Eaf-F=0.
Como nada queda especificado sobre ay b, puedo
determinar estas dos longitudes por las condiciones
siguientes : ‘

2Ab+4-Ba-+-D=0, y 2Ca-+Bb-+-E=0, lo que da
_2AE—BD ~ 2(D—BE_
g [ \BERE
y como sabemos que B°—4AC ha sido representado

por n en el radical i/ naz’4-par+tq; se ve en con-
secuencia que la simplificacion solo tiene lugar en

-
n. 0. En estos dos casos, la ecuacion simplificada

—

es de la forma siguiente :

Ay 4-Bxy'+ Cx"40=0.
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Procuremos ahora reducirla empleando coorde-
nadas que tengan el mismo origen, pero en dife-
rentes direcciones de las primeras; con este objefo
reemplacemos " por 2" cos «—7" sen =, € y por 2
sen a-y" cos «; el resultado serd :

Acos’z y"2 +2Asenqcosa|2”y” +Asen |2+ Q=0
+ Csen®a —2Csenacosz +Ceos?a

—Bsen ¢ cosx +B cos’z -+ Bsenacosa
—B sen’y

Puédese hacer desaparecer el término en z"y";
pues poniendo 2 (A—C) sen @ cos 2B (cos 2—
sen*a)=0, resulta

Asi en los dos primeros ¢asos, fa ecuacion gene-
ral es de la forma Ma'-Ny*—-2=0.

Volyamos ahora al caso’en que el cogficiente n
del radical sea cero, lo que equivale & B2=4AC; y
en la férmula general llevemos las formulas de
trasformacion y direccion de las dadas

|2 4Q=0

ecuacion que simplificindola puede escribirse de la
manera siguiente :

Ay 4By 0" =0;
ahora bien, disponiendo el angulo & de manera que

se pueda hacer desaparecer el término en z'y", 12
relacion B*=4A'C'=0, nos muestra que uno delos
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coeficientes A" 6 €’ tambien desaparece, de manera
que la ecuacion se presenta bajo la forma :

My "4-Nly 4Pz’ 4-Q'=0.
Ahora trasportemos los ejes paralelamente & si

mismos, poniendo y"=y"4-p,x"=a"-}¢, tendre-
mos :

My M N}y '-Pa O p N p-g +
Q’::i),
No pudiondd destruir 4 1a vez el término en 3"’ y
en ="', pues que P no varia, se pone:

2Mp--N=0, y M'p*-N'p4P'¢-+0'=0
loique reduce en fin la ecuacion 4 la'forma

Wy P =

§1V.

De la elipse, asintota, etc.

Hemos yisto que en el caso en que B'—4AC es
mayor que cero, la ecuacion general del segundo
grado puede reducirse d la forma:

Mz*--Ny? +R=0.

Eliminando z é y entre esta ecuacion y la ecua-
cion y—ax de una recta POP’ (Fig. 297) pasando por
el origen, resulfan valores iguales y signos contra-
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, delo que resulta que las dos longitudes O y

v OP son igualesy por

‘ consiguiente su origen
es el centro de la cur-
va, puestodas las cuer-
das que pasan por es-
te punto las divide en
dos partes iguales. Si
se resuelve la ecuacion
relativamente 4 x, por

Fig. 2973

ejemplo, resulfa :
/ et

s / ——R—‘.\\"

i M

de lo que se concluye que por un yalor dey, seha-
llaen z dos valores iguales y de signos contrarios;

asi el eje de Y divide en dos partes iguales todas las
cuerdas paralelas al de X, yde la misma manera que
el eje de X divide en dos partes igualesifodas las
cuerdas paralelas al eje de las Y. Las dos lineas
AN, BB, se llaman los ejes de la curya, y si nos las
représentamos por las letras 2a y 2b tendremos :

: R - R T
G=—_.ybh= —x3 ¥ per consiguiente la ecua-
3 I\

cion se volyerd : a'y+-b'a’=a’b’.

Tal es Ia ecuacion de la curva llamada elipse re=
ferida 4 su centroy 4 sus ejes.

Sidel punto O (Fig. 298) se describe un arco de
circulo con un radio igual al medio eje a, este arco
cortard el areo delas Y en dos puntos F'F' simétri=
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camente colocados a los dos lados del eje de las Y.
Estos puntosllamados
focos gozan de mu-
chas propiedades que
me propongo hacerte
nofar.

Llamemos ¢ la dis-
tancia 'O, tendremos
c*=a*—b*;busquemos Fig. 6.
la distancia del punfo
M situado en la curva 4 cada uno de los focos de-
signando por z é y las coordenadas del punto, ten-
dremos & causa de los tridngulos rectangulos, ME'M,
y MFM las_dos ecuaciones ME=y y*+(c+a):, y
MF=1 y'+Hx—0); de lo que resulta MF-|-MF=2a.
Asi llamando radio vector toda recta que parte de
unfoco y acaba en unacurva, puédese decir que Ia
suma de dos radios vectores, llevados desde un mis-
mo punto dé la elipse & los dos focos es constante.

Facil esver ahora que, paradescribir una elipse
de un movimiento continuo, basta tomar un cordon
y atarlo @ los dos puntos I'F’, despues de haberlo
hecho pasar en un anillo; Haciendo deslizar| este
anillo sobre un plano que pase porlos dos puntos
F'M, de manera que se estienda el cordon, el ca-
mino. recorrido representard una elipse.

2

g\ ..
Tomada la longitud OC:E” tiremos una perpen-

dicular CD; esta perpendicular sera una direetriz
dela elipse, es decir que serd constante la razon de
la distancia M'F’ 4 la longitud de la distancia MD,
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bajada sobre la directriz del punfo M. pues, se
2 2

fiene

MF:MD: fab s o2 et
a ¢
la otra directriz estd situada del ofro lado del ejé de
las Y, y 4 una distancia igual.
La ecuacion de una recta que pase por dos pun-
tos, cuyas coordenadas son o', y', 2, y", es:

y , ;
V=10 e i
¥y ity {r—2z)
Y si estos dos puntos estuviesen sobre la elipse
se fiene :
&'y " =aba’y b2 =a’t’,
y por consiguiente @’ (y"*—y")-b*(x"—z™)=0, y
y—y/ Ve—z')
x/+x‘: a;(y+y”’1
la ecuacion pues de la secante es de la formas:

_consecutivamente

ol b(x ——;v”)(
—_—Y = =T,
ety

n

Si la secante se vuelve fangente los puntos de in-
terseccion se reunirdn en un solo, y se tendrd :
z'=z", y=y"; la ecuacion de la tangente serd :

. T, 5
o =———40:v, z—2'), 6 bien

a’yy'+b'rr'=a’b’.

]

o

LY bz
Siendo z= o7 la tangente trigonométrica del
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angulo que hace esta recta con el eje de las z, re-
sulta que la ecuacion de la normal, pasando por el
mismo punto es :

y—y:;%, (x—2).

En efecto, y=ma-}n siendo la ecuacion de una

v recta PQ (Fig. 299),

Q\ m designa la tan-

2 gente del dngulo o.

Y—=m/n-}-n'sien-

ey do la ecuacion de

\ una recta P'Q), per-

'»*  pendicular dla pri-

mera, se tiene m'=

tang o & igual &

cot w; pero como fang o cot o—1,en este caso sera
mm'=A, y su resultado final :

1
ay bz
bzl ey
Las férmulas para pasar de unsistema de coor-

denadas rectingular 4 un sistema de coordenadas
oblicuas sin cambiar del origen son las siguientes :

Y=x' sen o}y’ sen Ex—2a/cos =y’ co5%;
y sustituyendo en Ia ecuacion de la elipse estos va-

lores de z y de y resulta :

26’senzsent

2’008 2| 7" *—4-+’c0s*% ylci‘la?cosmoszixvy'za’b:.

+-b'sena b'sent
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Para hacer desaparecer el término en ay, se de-
be igualar el coeficiente 2a* cos # cos 622 sen =

b!

sené a cero, de donde se saca tang « tange=——.

Por medio de esta relacion se podra dar & uno de
los ejes coordenados la direccion que se quiera, ha-
Hlando al momento la del otro, ysiempre que se sa-
tisfaga esta relacion, se dice que la curva se refiere
4 sus didmetros conjugados, y su ecuacion esde la
siguiente formaa®y'=}-bx"=a"b".

Llimanse cuerdas suplementares las que se llevan
de un mismo punto de la curvad las estremidades
de un mismo. didmetro. Sea @y'4-b'x’=a’b’ la
ecuacion de una elipse referida  sus ejes rectan-
gulares.

Sea AA’ un didmetro, lleyemosde un punto cual-
quiera B lascuerdas suplementares BA, BA, llame-
mos ac—y las coordenadas del punto A';las de A
sern #'—y’; sean en fin 2" é y", las del punto B;
la ecuacion de la recta BA’ seré

y-—y—:_!,:y,(a:—x'); la de BA sera:
. '—z

=ty = ’ +J ‘1-{-3:)

e b
el producto <' 4 \(" -|—y\ es igual & ——

a!

Esta es precisamente la condicion que liga los
didmetros; de lo que resulta que dos didmelros pa-
ralelos 4 dos cuerdas suplementares son conju-
gados.
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§V.

De la hipérbola.

La ecuacion general del segundo grado en el caso
que B*—4AC<0, puede reducirse & la forma si-
guiente :

Mz’ —M'y*}-R=0. .
ecuacion que puede escribirse bajo la forma :
@'y’ —b'x’=—a’b*

poniendo E{—aﬁ Y — 5 =b:
M M

Elestudio de esta nueva curva llamado hipérbola
es enteramente andlogo al de la precedente. Sise
resuelye con relacion 4 una de las invariables, des-
pues de haber supuesto la otra nula, hallardse z—
#a deun lado, 6 y==bhy,/—4, del otro; asi uno de
estos ejes solamente corta la curya ; llamdadose por
esta propiedad transverso.

La distancia F'0 de un foco al centro es igual
/a~kb’, y ordinariamente se la llama ¢ la diferen-
cia ["'M—FM de dos radios rectores es igual 4 2a.

Dos directrices existen como en la elipse.

En fin es andlogo al de la elipse el cilculo de la
tangente de la normal, como igualmente la deter-
minacion de los didmetros conjugados de las cuer-
das suplementares, etc.

IX., 22
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Si. sin cambiar el origen de las coordenadas, se
pasa 4 los ejes oblicuos de manera que.se tenga

b
tang «—— fang ©
= a

la ecuacionse reduce & axy’

Estos nuevos ejes toman el nombre de asintola @
causa de Ia propiedad que tienen de ir aproximan-
dose constantemente de la carya sin encontrarla ja-
mas. ®

Llamemos 'y, =y, las coordenadas delos dos
puntos de la hipérbole, la ecuacion de la secante
pasando por estos es la siguiente :

el S
y—y :¢;—-7‘—‘1_L } |
- y—y o=z

Perq 'y'=k:y «’y"'=k" luego .y \

haciendo ' —=", y'=y" la secante se yuelve tan-

RLPR,
o

X

aente v la antigua ecuacion ?/—y':jf"'}’?'\"ﬂ 2
yuelve g,'—y’—._::i;—,fr-—l‘ ;. si en esta altimaecuacion
se hace sucesivamente z—0¢ y=0. se deducen dos
yalores y—y =2« que (Fig. 300) eyidentemen-
te indican
que BM=

AM.
Llevando
una para-
lela BA’ &
Ta tangente
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es facil establecer que B'C=CA', pues ademas de
ser BM'=M'A’, como C(' es una cuerda paralela 4
la tangente BA, el didmetro M"OMM’ que pasa por
el punto de contacto toca esta cuerda en dos partes
iguales CM'y CM', To que establece que BC=A'C".

§ VL

De la pardbola.

Faltanos examinar la curva representada por la
forma My"":4-Pz""=0; reemplazando y" por y, 2"

por z,y - por—2p resulta y*=2pz que representa

8T
la ecuacion de Ia pardbola bajo la forma ordinaria y
referida & su vértice.

Tomemos (Fig. 501)

] P
OF=0A=, y lleve-

mos AB perpendicular
al didmetro OX. Esta
perpendicular sera la
directriz y I el foco de
la curva.
Sea M. un punto de
la curva, X Y sus co- Fig. 301.
ordenadas, juntemos
MF y bajemos la perpendicular MN.

Se tiene MN=A04-0C=z +1:
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FM:=y +(z-—§)’= Jf+x=—px+li:=xs+px+
o)

de lo que enfin resulfa MN—FM.
La ecuacion de Ia tangente en el punto xy esco-
mo puede verse partiendo de la secante :

yy=plet=)
y poniendo y=0, resulta z4-x'=0, es decir que
siempre se tiene
P'0=0P (Fig. 502).

La ecuacion de la normal en el punto 2y es:

!

Y :
y—i=—=(2—2)

Haciendo y=0, resulfa :

y'_—:%;(:c—x’) lnego pt2'=2=0Q0, luego PQ 6 la

subnormal =p.

FILOSOFICA.

La ecuacion i*=2px representa una curva cuyo
eje OX es evidentemente un didmetro, pues que di-
vide en dos partes iguales todas las cuerdas para-
lelas al eje de las y. Trasportando el origen & otro
punto cualquiera de la curva, facil serd establecer
que en esta posicion el nuevo didmetro es paralelo
al primero.

Concluyo con esto la geometria analitica; en mi
préxima carta pienso tratar de la estatica.
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CARTA VIGESIMACUARTA.

NOCIONES PRELIMINARES.

Amigo Eugenio , hasta aqui hemos considerado
las matematicas de un modo abstracto ; & escepcion
de algunos ejemplos vulgares aritméticos, he pres—
cindido de aplicaciones fisicas, que si bien impor-
tantes, se oponian al plan sucinto que me habia prc-
puesto. Mas, debiendo tener lugar pronto mi re-
greso, y por consiguiente debiendo cesar nuestra
correspondencia matematica, he juzgado oportuno
hacer algunas aplicaciones de fodo lo que lleyamos
espuesto, y ninguna ciencia fisico-matematica me
ha parecido mas conveniente que la estatica, 6 cien-
cia que trata del equilibrio de los sélidos, porque
4 lo evidente y palpable de la aplicacion del edlcu-

22,
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lo, se agregan los conocimientos preliminares que
tuve el gusto de imbuirte al principio de nuestras
conferencias domésticas, y que supongo no habrés
olyidado.

La idea que naturalmente tenemos de los cuerpos
es de tal naturaleza que no suponemos que fengan
necesidad de movimiento para existir; asi, aunque
tal vezno haya en el universouna sola molécula que
goce de una quietud absoluta aun por un espacio
de tiempo muy limitado, comprendemos muy bien
que un cuerpo puede existir en reposo completo.

Ahora bien, la materia siendo inerte por si mis-
ma, ‘es evidente & la vez y demostrado, que cual-
quiera que sea el estado de un cuerpo;sea de re-
poso 6 moyimiento, nopodra pasar al eslado opues-
to, & menos que una causa estraiia lo saque del es-
{ado en que se halle; estacausa, cualquieraque sea,
que solo_conocemos por sus efectos Ia lamamos
fuerza 6 potencia. Demanera que es punto admiti-
do en fisica que no puede haber movimiento sin
fuerza, ni-fuerza. sin movimiento ¢ sin tenden-
cia 4 este, pues cuando no se produce el movi-
miento que una foerza solicita consiste en oira
fuerza saperior que destruye el impulso de aquella.
Cuando un cuerpo esti en movimiento y pasa al
gstadorde reposo, este efecto lo causa una fuerza
que impele 6 tiende & impeler al ¢uerpo un movi-
miento contrario, en términos que si ninguna
fuerza se opusiese elcuerpo conservaria continua-
mente el impulso dado; asi una bala de cafion conser-
varia perennemente Ia velocidad que lapélvora leim-
pele, si otras fuerzas no destruyesen lentamente su

FILOSOFICA.
movimienlo comunicindole otro contrario 6 diferen—
te; tales son la resistencia atmosférica y la atrac—
cion terrestre, Entiéndese pues por fuerza toda causa
de moyimiento.

Sin eonocer su naturaleza, comprendemos con
evidencia que una fuerza puede obrar con mas 6
menos intensidad y en una cierta direccion. Asite~
nemospor evidente que foda fuerza obra en el punto
en que se aplica segun cierta direccion y con cierta
intensidad.

Ahora bien, si nos representamos las direcciones
de las fuerzas por lineas rectas, y sus intensidades
por longitudes propercionales en estas mismas li-
neas rectas ¢ _por nimeros, es eyidente que las
faerzas podrdn semeterse al cilculo como las demas
cantidades; de lo que resulta el problema siguiente
cuya solucion es €l objeto de la mecdnica.

Dadas las foerzas que solicitan un cuerpo ¢ un
sistema cualquiera de cuerpos, hallar el moyimiento
que tomard.este cuerpo en el espacio; y reciproca-
mente dado un movimiento en el espacio cuales son
las fuerzas que deben obrar para que tenga lugar
este'moyimiento.

Para resolver este problema, lo primero ¢s bus-
car cuales deben ser las relaciones de las fuerzas
para que el enerpo, 6 sistema & que se aplica tome
un movimiento igual 4 cero, es deeir que quede en
equilibrio ; y una vez resuelto este problema, facil-
mente se resuelve el otro por analogia, y esta es la
razon porque generalmente formalla primera parte
del estudio de la mecénica, el dela estdtica 6 cien-
cia que trata del equilibrio de las fuerzas, laman-




516 RECREACION

dose dindmica la otra parte dé la mecanica que fra-
ta de todas las cuestiones relativas al movimiento
de los cuerpos.

No es necesario conocer el efecto actual de las
fuerzas sobrela materia, esto es, los diversos mo-
yimientos que pueden imprimir & esta a proporcion
de sus intensidades y direcciones; basta considerar
las fuerzas como simples cantidades homogéneasy
por consiguienie comparables, y designar las razo-
nes que deben-existir entre estas fuerzas para que
materialmente se destruyan.

Hablande con rigor, un cuerpo en equilibrio esta
en el mismo estado que siestuviese en reposo ; pues
ol efecto de las fuerzas estando para siempre des-
truido, ¢ 4 cada instante destruyéndose, Si sin cesar
renacen las fuerzas, todo cuerpo en equilibrio es

actualmente capaz de moverse en virtud de una
cierta fuerza dada, absolutamente como en yirtud
de 1a misma fuerza se moveria si estayiese en

reposo.

Establecidas estas nociones preliminares, veamos
como se puede indagar las condiciones de equili-
brio'en un sistema cualquiera de cuerpos de figura
invariable, solicitado por fuerzas cualesquiera P, Q,
R, S, etc., aplicadas a puntos dados a, b, ¢, d, efc.,
del sistema.

Para lograr estefin, se prescindird absolutamente
de la pesadez 6 atraccion terrestre, 6 en otros tér-
minos se supondra & los cuerpos en cuestion como
si existiesen solos en el espacio, de suerte qué solo
serd preciso tener en consideracion los esfuerzos de
las solas fuerzas aplicadas P, Q, R, S, etc., que en
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caso de equilibrio deberdn mutuamente neutrali-
zarse.

Es facil ver despues que bastara hallar las condi-
ciones del equilibrio en el simple sistema de los
puntos a, b, ¢, d, etc., considerado como un con-
junto de puntos ligados entre si de una manera in-
variable ; en efecto si se designa pord, b, ¢, d,
etc., los mismos puntosa, b, ¢, d, del sistema, pero
considerados ‘solamente como punlos unidos por
rectas rigidas é inestensibles, y si se supone su equi-
librio se debe 4 las fuerzas P, O, R, S, efc., es eyi-
dente que las mismas fuerzas P, Q, i, S, etc., man-
tendran tambien el sistema en equilibrio, pues se
podria imaginar que el sistema ha sido colocado so-
bre los puntos @, b', ¢, &', etc., de manera que los
puntos a, b, ¢, d, coincidan actualmente con ellos;
el sistema dejado en reposo, el equilibrio de los
puntos ¢, ', ¢, d/; no seri perturbado. Pero
es evidente que tambien subsistiria el equili-
brio si en lugar de suponer los puntos ay @, by b’
coincidentes, se los supusiese unidos de una manera
inyencible, de suerte que ¢ no pudiese separarse de
d,bde b, ete.; de lo que resulta que las condicio-
nes de equilibrio, entre las fuerzas P, Q, R, efc.,
aplicadas al simple sistema de cuerpos, son las mis=
mas que tendrian lugar entre las: mismas fuerzas e
Q, R, ete., aplicadas al simple sistema de puntos de
aplicacion a, b, ¢, ete., ligados entre si de una ma-
nera invariable.

Ahora bien, puesto que solo quedan ftres cosas
que considerar en el equilibrio de las fuerzas; sus
intensidades, sus direcciones y sus puntos de apli-
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cacion, es eyidente que las condiciones del equili-
brio no son mas que las rélaciones mutuas, enfre
estas tres cosas para que el equilibrio tenga lugar
en el sistema.

Para descubrir el camino que debe conducir alas
condieiones de equilibrio, represéntate un cuerpo
¢ sistema tenide en equilibrio por las fuerzas que
quieras P, Q, R, efc., y con la direccion que quieras
en el espacio.

Puesto 'que.estas fuerzas se equilibran entre si,
es claro que cualquiera de ellas, la fuerza P, por
ejemplo, se opone sola & la accion de las demas Q,
R, S, ete.; de modo que parece que el efecto de es-
tas 1iltimas es solicitar el sistema absolutamente co-
mo una simple fuerza contraria igual & la fuer-
za-P.

Lucgo. pudiendo-suceder que una sola fuerza sea
capaz de producir en un caerpo el mismo efecto que
muchas otras, el primer cuidado debe ser procurar
redueir las fuerzas aplicadas al menor niimero po-
sible, y obseryar laley de esta reduccion.

Esta fuerza final, capaz de producir en un cuerpo
¢l mismo efecto que muchas otras combinadas se
llama la resultante, llamdndose componentes las
fuerzas combinadas quela producen. Llamase com-
posicion de fuerzas la ley por la cual se sustituyen a
una sola muchas fuerzas capaces del mismo efecto.

En mis cartas sucesivas designaré las fuerzas por
las letras P, Q, R, etc., colocadas sobre las lineas
que representan sus direcciones, y si una letra tal
como A indica el punto de aplicacion de una fuerza
tal como P, por ejemplo, supondré siempre que la
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aceion de esta fuerza tiene ngar de A hdcia la lefra
P; y si, para representar la cantidad de esta fuerza,
trazo una cierta linea terminada AB de su direccion
y partiendo del punto A, tisupondrds que se lleva
esta linea del lado en que el punto de aplicacion A
tiende & moverse.

A la mayor brevedad seguiré esie asunto {ratan-
do de la composicion y descomposicion de las fuer-
738,




CARTA VIGESIMAQUINTA.

COMPOSICION ¥ DESCOMPOSICION DE LAS FUERZAS.

§ I.

Noviones generalés sobre 1a composicion y descomposicion de las
fuerzas.

Amizo Eugenio, es evidenfe que dos fuerzas
i.,:ualesp v contrarias , aplicadas & un mismo punto,
estan en equilibrio.

Lol es dambien que se, equilibraran dos fuerzas
igirales v contrarias aplicadas & las estremidades de
una recta considerada como una barra invariable
en longitud.

Resulta de lo espuesto que el efecto de una feerzd
que 4 un cuerpo solicita no cambia en ningun pun=
to de su direccion en que se la suponga aplicada,
con tal que este punto sea uno de los puntos del
mismo cuerpo, 6 que esté fijo & este mismo cuerpo
de un modo inyariable en caso que esté fucra de él.
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Pues supongamos una fuerza cualquiera P (Fig.
505), aplicada sobre el punto A de un cuerpo de
cualgquier sistema, si en la direccion de
esta fuerza se toma otro punto B, fijo
invariablemente al sistema, de manera
que la longitud AB quede siempre la
misma, y si en el punto B se aplican
dos fuerzas P’ y—P' iguales entre si 4
la fuerza P y obrando en la direccion
de AB, el punto A serd aun solicitado
de la misma manera que antes, pues el
efecto de las dos fuerzas P' y —P' es nu- L
Io de si mismo ; pero sise considerala  pi. 5.
fuerza P y su igual y confraria —P' a-

plicada en B, su efecto sera tambien evidentemente
nulo; por consiguiente se puede suprimirlas que-
dando solamente la fuerza P’, que viene 4 ser la
fuerza P, pero aplicada al punto B de su direccion,
yel punto A no ha cesado de ser solicitado de la
misma manera,

Resulta que se puede aplicar una fuerza en un
punto cualquiera de su direccion con fal que este
punto se ligue :al primer punto de aplicacion, por
una recta rigida é inestensible.

Cuando dos fuerzas P y Q (Fig. 504), se aplican
al mismo punto A, bajo un angulo cualquiera, se
comprende que una fercera fuerza R, aplicada de
una manera conveniente en el punto A, puede equi-
librar las dos fuerzas P y Q; pues en virtud de los
esfuerzos, combinados de las dos fuerzas Py Q, el
punto A tiende 4 dejar el lugar en que estd, no pu-
diendo escaparse mas que por un lado, y por con-

P
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siguiente si en sentido contrario se le aplica’una

Fig. 304.

fuerza conveniente, este punto pcrmanpceré en
equilibrio, La fuerza R esigualy opuestad la resul-
tante de las dos otras, luego dos fuerzas que con-
curren tienen una resultante. '
Tambien es facil de comprender que esta misma
fuerza R estd en el plano de las dos fuerzas \P
AQ;pues no-hay ninguna razon que la haga in-
clinar 4 un lado de este plano mas que al utr‘n.
Admitese como axioma que cuando dos. fuerzas
P, Q, R, ete., obran en el mismo sentido y en la
niisma direccion, estas fuerzas afiaden 'y dan una
resultante izual 4 su sama PH-Q-4-R-- ete.
Admitese tambien, que cuando varias fuerzas
P4+Q+4R+, etc., tiran en una direccion, ‘}\ 3ue
fuerzas P--Q'-+R'-, etc., tirar} f*nluni'dmm(f
opuesta, la_resulfante €s ignal a '.P—r"l. ‘ &-'{-(i:')(\p-
(P -Q4R-...), ¥ se ejerce en el sentido O diret

cion de la mayor de estas dos sumas.

FILOSOFICA,

§ IL.

Composicion de las fuerzas paralelas.

Teorema. — Si se aplican dos fuerzas Py
Q (Fig. 305), paralelas y en la misma direec-
cion & las estremidades A y B de una recta ri-
gida, digo 1° que estas dos fuerzas tienen una
resultante, y que esta resultante debe aplicar-
se & la linea AB entre los dos puntos A v B;
2’ que esfa fuerza es paralela 4 lascomponen-
tes P y Q, é1gual a su suma.

En efecto se puede aplicar @ los dos puntos A y B
dos fuerzas M y N, iguales y contrarias y que obran
en la misma direccion A y B. El efecto de estas dos
fuerzas serd nulo y por consiguiente no cambiar el
efecto de las dos faerzas P y Q; pero las dos fuerzas
M y Q; aplicadas en A, tienen una resultante, diri-
gida evidentemente en el éngulo MAP, De la misma
manera las dos fuerzas N y Q tienen una resultante
T, aplicada en B, y dirigida en el dngulo NB(). Figa-
rate que se haya tomado las dos resultantes y que
ambas hayan sido aplicadas en el punto D, en el
que necesariamente yan & cortarse sus direcciones,
la resultante de las dos fuerzas Sy T serd la misma
absolutamente que la de las dos fuerzasP y ), la
cual aplicada en D y debiendo ser dirigida en el dn-
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gulo ADB, pasard entre Ay B en un cierto puntoC,
donde se podra suponerla aplicada.

Ahorabien, es evidente que estaesresultante & las
fuerzas P y Q ¢ igual & su suma; pues, suponga-
mos que en D se descomponga la faerza S en dos
fuerzas M'y P, paralelas é iguales & M y & P, quese
descomponga T en dos fuerzas N y (), iguales y pa-
ralelas 4 Ny Q, las dos fuerzas M' y N' se destruirdn,
y. solo quedard una fuerza igual d P-4, paralela
d cada una de ellas.

Si las fuerzas Py Q son iguales, es evidente que
¢l punto C estara en el medio de AB.

Resulta de lo espuesto que la resultante de tan-
tas fuerzas paralelas como sé quiera, iguales de dos
en dos, y simétricamente aplicadas 4 distancias igua-
les del medio de una misma recta, es igual 4 la su-
ma de todas estas fuerzas, les es paralela y pasa por
el medio de la recta de aplicacion.

Reciprocamente puédese descomponer foda fuer-
za P, aplicada 4 una linea en cuantas fuerzas se
quiera, con tal que estas fuerzas, tomadas de dos
en dos, sean iguales 4 iguales distancias del punto
de la aplicacion de la_fuerza R.

Teorems. — El punto de aplicacion € (Fig.
306) de la resultante de dos fuerzas paralelas

A\

el Bl

B...
'1
i
‘9
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P yQ que obran a las estremidades A y B de
una reefa inflexible AB, divide esta recta en la
razon reciproca de P y Q, de manera que se
tiene :

P:Q:BC:AC.

Supongamos que lasfuerzas Py ( sean comensu-
rables, esto es, que sean entre si como dos numeros
enteros m y n ; dividamos AB en el punto H en dos
partes directamente proporcionales & las dos fuerzas
PyQ, de manera que resulte AH;BH::P:Q), y por
consiguiente ::m:n; en la prolongacion de la linea
inflexible AB, tomemos AG=AH, y BK=BH, el
punto A serd el medio de Gll, y el punto B el medio
de HK.

Establecido esto, puesto que Ias fuerzas P y Q
guardan entre si la misma proporeion que las li-
neas AH y BH, tambien serdn entre si como las li-
neas dobladas, es decir eomo GH y HK, y como
por hipétesis no hay en la linea AH; m medidas
como BH contiene n, habrd 2m medidas en GH
vy 2n medidas iguales en HK, yla fuerza P puede
descomponerse en 2m. fuerza iguales y paralelas,
aplicadas 4 los 2m puntos medios de las medidas co-
munes de la linea GH, y la fuerza Q en 2n fuerzas
paralelas, iguales entre siy 4 las primeras aplicadas
en los 2m puntos medios de las medidas comunes
HK. Ahora bien, siendo equidistantes todas estas
fuerzas iguales, se hallarén colocadas de dos en dos
4 distancias iguales del medio C de la linea entera
GK, y por consiguiente su resultante general, que
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es la de las fuerzas P v (
por ¢l medio de la linea GK.

Pero a causa de 'GC=AB, guitando la parte co=
mun AC, resulta B=AG=AH, y afiadiendo de parte
y otra HC, AC=BH, por consiguiente teniendo

P:0Q: .AH:BH,

pasara necesariamente

4

)

se tiene 1ambien
P:0:2BC:AC.

Sypongamos,-en segundo lugar que no sean co-
mensurables las dos fuerzas Gy P.

En este caso observo quela resultante de dos fuer-
zas cualesquiera P y Q (Fig. 507), aplicada en los

o puntos -A y B.cayendo

A en (, la resultante de
Py de unafuerza—+4Q
]>Q caera entre el
punto C y el puntoB;
es decir que el punto
de aplicacion delare=
sultante. se aproxima-
rd del punto de aplicacion de la componente que
serd anmentado. En efecto, para hallar la resul-
tante de las dos componentes Py Q-+I, puédese
tomar la resultante R de P yQ, que pase en el punto
C por hipdtesis y despues| lode R ¢ 1, cuyo punto
de aplicacion serd entre C y B.

Ahora bien sila resultante de las dos fuerzas in-
conmensurables (Fiz. 508), no pasando por el punto
C, que es tal que se tiene :

P:Q::BC:AC

R

Fig. 307.
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pasard por ofraparte. Supongamos que pase ca G...,
repartase la linea AB B
en partes iguales, to-
das mas pequenas que
GC, yhabra, a lo me- |
nos, un punto de divi- |p
sion enfre C yG. Sea
este punto, lasdos li-
neas AI y Blseran comensurables, yel punio! pedra
considerarse como el punto de aplicacion de la re-
sulfante de las dos fuerzas P y Q, de modo que se
tendra :

P;Q"IBIIAL

Lo que daQ (), puestorquey por-hipdtesis. se
tiene :
P:Q::BC:AC;

pero la resulfante de las dos fuerzas Py (' pasan-
do enl, la de las dos fuerzas Py Q= Q' pasard en-
tre 1y B,y no podrd caer en G contra la hipétesis.

Resulta que cuando se equilibran tres fuerzas P,
Q. R paralelas, aplicadas a una Iinea recfa y flexi-
ble; R es igual y opuestaa la resultantede Py Q;
esto es que

P-+-Q=R, v por consiguicnte Q=R—P.

Dadas lasdos fuerzas Piy Q, como tambien Ia dis-
1, 51 se

tancia AC que separa los puntos de aplicacior
pide ¢l punto de aplicacion de la resultante Q se ha-
ra la proporcion siguiente :

P:0::BC:AC,
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e la que resulta

P-+-Q:Q: :BCHACIAGC;

es decir ;
R:Q::AB:AC,

proporcion que hard conocer AB, y por consiguiente

el punto B.
Si son iguales las dos fuerzas P y R, la resultante
‘X

Q.es nula, yla distancia AB= -, 1o que quiere

decir infinita, espresion que mdlca que no puede
hallarse una fuerza inica que equilibre dos fuerzas
iguales, paralelas y en sentido opuesto.

" De la misma manera que se componga en una so=
la dos fuerzas paralelas que obran & puntos dados
de una linea, puédese tambien descompouer una
fuerza R, aplicada en un punto de una recta infle-
xible y en dos otros eue le scan paralelos, y que
se apliquen en puntos dados.

Cuando se sabe hallar 1a resultante de dos fuer-
zas paralelas, podrdse hallar la de tantas fuerzaspa-
ralelas como se quiera,.y es evidente que laquella
es igual al esceso de la suma de las que tiran en
un sentido sobre la suma de las que tiran en el
otro.

Teorews. — La resultante de dos fuerzas
n
cualesquieras P y Q (Fig. 309) aplicadas en u
mismo punto A bajo un angulo cualquiera,
gramo
se dirige segun la diagonal del paralelog
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ABCD construido sobre las lineas AB, A€, que

representan las fuerzas P y Q en cantidad y di-
receion.

Desde luego es
evidente que Ila
resultante de las
dos fuerzas P y
Q, debepasar por
el punto A y ha-
llarse en el plano
de estas dos fuer-
zas. Ademas digo
que debe pasar
por el punto D;
tomemos en efec-
to del prolonga-
miento de la li-
nea BD la parte
DG=DC, y acabemos el paralelogramo CDGH; apli-
quemosa los puntos G y H en la direccion deGH dos
fuerzas Q" y(Y, contrarias ¢ ignales entre'sidlafaerza
Q. Esfacil ver que Ja resultantede las cuafro fuerzas
PQ,Q"y Q" debe pasar al punto D; pues siendo =0,
las dos fuerzas paralelas P y (' son entre si como los
lados AB, AC, 6 como DC y DB, 6 bien, 4 causa de
DG=DC; como las lineas DG y DB, ¥ por consiguien-
te su resultante S pasa en D. Siendo iguales las dos
fuerzas  y Q', su resultante T prolongada divide
en dos igualmente el dngulo CHG del paraleldgramo

CDGH, y tambien va 4 pasar por el punto D, donde

se pucde suponerla aplicada. Por consiguiente la
IX. 23

Fig. 500.
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resultante general que es la de las dos fuerzas §T
as nto D.

l‘d;?lliﬂs?ln%‘f) iguales y contrarias las dos fuerzas
Oy Q', aplicadas en GH, es nu!o su ef,ectrz. y~l'a fe-
éls{encia-de las cuatro fuerzas S, Q, Q', Q', es idén-
ticamente 1a misma que la de las dos fuerzas Py Q;
luego puesto que la primera pasa en .[), la de las
dos fuerzas P y Q pasa tambien en el mismo punto:

Dirigiéndose Ia resistencia por lqs dos puntos, &
la vez A y D, se dirigira segun la diagonal. |

Concliyese que, si se conociese solamente las di
recciones de las dos fuerzas Py Q, y la de 51: rffsul-
tante R, podria determinarse la razon de [ 8 0;
pues tomando un punto cualquiera D en la direc-
cion de la resultante, y llevando dos paralelas pr
DB 4 las direcciones de las dos compo}nentf'fs PyQ,
y que.en C y B encuenfren estas direcciones, se
tiene :

P:Q::AB:AC.

Teorexs. — La resultante de dos fuerz‘as
cualesquiera PQ (Fig.510), aplica(!as aun ‘lllIS-
mo punto A, serepresentaen caflthlad y direc-
cion porla diagonal del paralelégramo. ABCD
construido en las dos lineas AB, AC, que.en
valor y direccion representan estas {uerzas.

Sea R esta resultante ; supongamos que se apli-
.que al punto A en la prolongacion 'dc la dlagon?
CA, y en sentido contrario de su accion. Las tres
fuerzas P, Q, R se equilibrardn en el punto A ; lue-
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g0 una deellas Q, por ejemplo, serd igual y opues-
ta alaresultante de las dos fuer- R
zas Py R. Luego si del punfo B 7"
se lleva d la direccion AR la pa~
ralela BG, que en G encuentra
la prolongacionde QA, y del pun-
to G a la direccion AP, la para-
lela GH que en H encuentra la
direccion de la fuerza R, las dos
fuerzas P y R, serdn entre si co-
mo los lados AB y AH del para-
lelogramo ABGH. Pero la linea
AB representa la fuerza P; luego
AH representa la fuerza R; por
las paralelas se tiene AH = G=AD; luego ete.

Siendo entre si las fuerzas P, Q, R, como las tres
lineas AB, AC, AD, y puesto que tenemos AB=(p
en el paralelogramo ABDC, se puede decir que es-
tas tres fuerzas son entre si como 10s tres ladog (D,
CA, AD, del tridngulo ACD ; pero siendo entre sf as-
tos tres lados como los senos. de los an

gulos opues-
tos CAD, CDA, ACD, resulta *

PIQ:R::senCAD:sen BAD:sen BAC.

Lo que indica que cada una de Ias fuerzas P, (),
R, es como el seno del dngulo formado por las di-
recciones de los dos otros. _

Se puede siempre descomponer una fuerza B en
dos otras Py Q, dirigidas, segun las lineas dadas
AP, AQ, con tal que estas dos lineas Y la fuerza

estén en un plano, ¥ concurran & un mismo pun-
fo A,




352 RECREACION FILOSOFICA.

Para calcular los valores de los componentes, se
hace las dos proporciones :

R:P: :sen BAC:sen CAD,
R:Q: :sen BAC:sen BAD,

en las cuales las solas incognitas son Py Q.

Si el dngulo BAC fuese recto, suponiendo el ra-
dio =1, sen BAC=1, sen CAD=cos BAD, las dos
proporciones se yuelven :

R:Q::1:cos BAD,
R:0Q::1.cos CAD;

resulfando P=R cos BAD, Q=R cos CAD.

Cuando se sabe determinar-la resulfante de dos
fuerzas aplicadas 4 un punto, se puede determinar
la de tantas fuerzasP, Q, R, S, efc., que se quiera;
pues basta ayeriguar de dos cualesquiera, ayeriguar
despues la resultante de esta resultante con ofra
fuerza, y asi sucesivamente.

Si todas las fuerzas estan enun mismo plano, fam-
bien lo estaré la resultante general.

CARTA VIGESIMASESTA.

DE LA PESADEZ O GRAVEDAD.

§ L

Nociones preliminares.

Lldmase pesadez 6 gravedad la causa incégnita
que precipita en tierra 4 los cuerpos abandonados 4
st mismos. Siendo la grayedad causa de movimien—
to, puede considerarsela como fuerza; esta fuerza
penetra las partes mas intimas de los cuerpos, y
obra igualmente en todas sus moléculas, pues la es-
periencia prueba que, en el vacio, cuerpos de ma=
sas desiguales , una pluma y una bala de plomo, por.
ejemplo, caen de la misma altura con la misma ve-
locidad ; de lo que se concluye que las moléculas
de un cuerpo que cae bajan todas dela misma ma-
nera que si fuesen contiguas, sin adherir las unas a
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Para calcular los valores de los componentes, se
hace las dos proporciones :

R:P: :sen BAC:sen CAD,
R:Q: :sen BAC:sen BAD,

en las cuales las solas incognitas son Py Q.

Si el dngulo BAC fuese recto, suponiendo el ra-
dio =1, sen BAC=1, sen CAD=cos BAD, las dos
proporciones se yuelven :

R:Q::1:cos BAD,
R:0Q::1.cos CAD;

resulfando P=R cos BAD, Q=R cos CAD.

Cuando se sabe determinar-la resulfante de dos
fuerzas aplicadas 4 un punto, se puede determinar
la de tantas fuerzasP, Q, R, S, efc., que se quiera;
pues basta ayeriguar de dos cualesquiera, ayeriguar
despues la resultante de esta resultante con ofra
fuerza, y asi sucesivamente.

Si todas las fuerzas estan enun mismo plano, fam-
bien lo estaré la resultante general.

CARTA VIGESIMASESTA.

DE LA PESADEZ O GRAVEDAD.

§ L

Nociones preliminares.

Lldmase pesadez 6 gravedad la causa incégnita
que precipita en tierra 4 los cuerpos abandonados 4
st mismos. Siendo la grayedad causa de movimien—
to, puede considerarsela como fuerza; esta fuerza
penetra las partes mas intimas de los cuerpos, y
obra igualmente en todas sus moléculas, pues la es-
periencia prueba que, en el vacio, cuerpos de ma=
sas desiguales , una pluma y una bala de plomo, por.
ejemplo, caen de la misma altura con la misma ve-
locidad ; de lo que se concluye que las moléculas
de un cuerpo que cae bajan todas dela misma ma-
nera que si fuesen contiguas, sin adherir las unas a
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las ofras, de manera que la accion de la pesadez se
efectua en el conjunto de las moléculas de un cuer-
po v se pefcibe en cada una de ellas.

Sin embargo, 1a gravedad ¢ pesadez varia algo
del polo al ecuador y con la distancia del centro de
la tierra; pero en estdtica, se considera la pesadez
como una fuerza constante cuya direccion se con-
sidera por la de un alambre de plomo en equilibrio,
llamandose yertical esta direccion, y horizontal to-
do plano perpendicular d la vertical.

De lo que precede concluyese que la resultante
de todas las fuerzas paralelas de la gravedad les es
paralela, esto’'es vertical, y ademas gue es igual &
su suma. Llimase peso de uncuerpo la eantidad de
esta resultante ; de lo que resulta que el peso de un
cuerpo es proporeional al ntiimero de las molécalas
que Io componen, & a4 'Ia cantidad de'materia que
contiene bajo un cierto volumen que eslo que se
llama su masa, poreonsigniente nohay que con-
fundir ¢l peso-con 1a pesadez o gravedad.

Hemos yisto que cuando dos fuerzas paralelas sg
aplican @ una misma reeta, el punto en que la re-
sultante corta esta recta es independiente de la direc-
cion de las fuerzas paralelas; lo mismo sucede eyi-
dentemente cuando hay muchas fuerzas paralelas.
Este punto, por el que pasa la resultante de todas
las diferentes fuerzas paralelas que solicitan el des-
censo de un cuerpo en virtud de la gravedad, se lla-
ma ¢l centro de gravedad del cuerpo.

Si es fijo el centro de gravedad de un cuerpo, €s
eyidente que estara en equilibrio alrededor de él en
todas las situaciones; pues en todas, la resultante de

T
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las fuerzas de la pesadez pasara siempre por el mis-
mo punto fijo, y sera destraido su efecto.

La situacion del centro de gravedad en un cuer-
po depende solamente de dos cosas : jo de la figu-
ra del cuerpo, 2° de la densidad relativa de sus di-
ferentes partes, de la cual se deduce que en igual-
dad de volumen y figura se apartan las moléculas,
de modo que se aglomeran mas en ubdi parte: del
cuerpo que enotra, y siendo diferente la distribucion
de fuerzas que obran sobre las moléculas, cambiara
la situacion general desu resultante, y en consecuen:
cia l1a del centro de gravedad del cuerpo. Asi, para
determinar este punto, débese atender, no solo d la
figura del cuerpo, sino dla ley segun la cual la den-
sidad varia en toda su estension. Pero si, para re-
solver mas facilmente la ‘cuestion, se suponen los
cuerpos perfectamente homogénees y uniformemen-
te densos en todos suspantos, solo dependera dela
figura la situacion del centro de gravedad, y sude-
terminacion serd solo un problema de geometria.
Bajo esta hip6tesis de que-los.cuerpos son homoge-
neos y dotados de una gravedad uniforme én todos
sus puntos, se procede & la determinacion de los
centros de gravedad de las lineas, superficies y 6=
lidos que se someten 4 una descripcion rigorosa.

§ IL.

Centro de gravedad de las figiras.

Toda figura en la cual se halla un punto tal que
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un plano cualquiera, llevado por este punto corte
la figura en dos partes enteramente simétricas, tiene
su centro de gravedad en este punto que se llama
centro dela figura. :

Efectivamente haciendo pasar un plano cualquie-
raporelcentro delafigura, como este plano lacorta
en dos partes simétricas, no hay razon para que el
centro de gravedad, que es un punto Unico, se halle
de un lado mas bien que de otro; debiéndose pues
hallar el centro de gravedad en todos los planos 4 1a
vez que se pueden conducir por el centro de la fi-
gura sera este mismo punto, que es la comun inter-
seccion de todos estos planos.

Resulta que el centro de gravedad de una linea
recta estd en el medio; el de un' paralelégramo en
1a interseccion de sus diagonales; el de un parale-
lipipedo en la interseccion de sus diagonales; el de
una esfera en su centro, etc.

L.

Centro de gravedadidel tridugulo.

Sea ABC (Fig. 514) el tridngulo dado; considere-
mos la superficie como
una porcion de cortes ¢
liminas paralelas & la
base BC; es claro que la
linea recta AD llevada del
vértice A al medio D de
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Ia base, dividird en dos puntos todos estos cortes 6
laminas, por consiguiente sus centros de gravedad
respectivos en Ja recta AD y por consiguiente en su
sistema ; demuéstrase por el mismo razonamiento
que tambien se halla en BE; luego el centro de gra-
vedad se halla en la interseccion G. 1

Pero siendo DE los medios respectivos de los la-
dos CA, CB, larecta DE sera paralela 4 AB, y sera su
mitad ; luego GD es el tercio de AD, y AG los dos
tercios.

§ IV.

Centro de gravedad de Ia pirdmide.

Sea ABCD (Fig. 512) la piramide, si la considera-
mos compuesta de
una percion de cor=
tes 6 ldminas parale-
las & la base BCD, es
evidente que unarec-
ta llevada del angulo
A'en un punto cual-
quiera de la base,
cortariaestas mismas
laminas y la base en
dos puntos semejan-
temente colocados; luego si se lleya esta recta del
centro de gravedad I de la base, pasard por todos
los centros de gravedad de las liminas paralelas ;

25.
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luego el centro de gravedad de la pirdmide se halla
en Al

De Ja misma manera se demuestra que se halla en
CH; y como estas dos rectas se cortan en G, el cen-
tro de gravedad de la pirdmide serd G; ¥ siendo
HI paraléla a AC, se tiene :

HI:AC:EH:EA: 1.5,

Pero HI;GL; :A\C;,-\(“.,
luego GI=:AL

CARTA VIGESIMASEPTIQ]A.

DE LAS MAQL'L\‘A_S.

SL

Nociones preliminares.

Amigo Eugenio, llimase maquina todo instru-
mento destinado 4 trasmitir la accion de una fuer-
za determinada 4 un" punto que no se halia en su
direccion, de modo que pueda esta fuerza moyer un
cuerpo & que no estd aplicada inmediatamente, y
que pueda ademas moverlo en una direccion dife-
rente de la suya propia.

No se puede, en general, cambiar la direecion de
una fuerza sino descomponiéndola en dos otras,
de 1as cualesla una se dirija 4 un punto fijo que
lo destruya por su resistencia, y la otra obre se-
gun la nueva direccion ; esta altima fuerza que es
solo la que puede producir efecto, es siempre una
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romponente de la primera, pudiendo ser mayor 6
menor que esta segun las circunstancias. Cambian-
do de esta manera las direcciones y valores de la
fuerza, se puede, por medio de una maquina, y los
puntos de apoyo que presenta, equilibrar dos fuer-
zas desig®ales y no directamente opuestas.

La fuerza cuya direecion se trata de cambiar em-
pleando una maquina, se llama potencia; dase el
nombre de resistencia al cuerpo que debe mover 6
4 la fuerza que por medio de lamiquina debe equi-
librar.

Mi solo ‘objeto en esta carta es hallar las rela-
ciones que entre si deben tener la potencia y resis-
tencia aplicadas & la misma mdquina, para que se
equilibren atendidas sus direcciones; preseindiré
del roee, y supondré perfectamente flexibles las
caerdas que entren en Ja compesicion de fa ma-
quina.

Cuando es may considerable el nimero de las ma-
quinas, se pueden considerar fodas como compues-
tas de tres maquinas elementares, que son lascuer-
das; la palanea, yel planoinclinado.

§ 1.

De las cuerdas.

Bajo Ia suposicion de que las cuerdas son muy
flexibles, y que al mismo tiempo carecen de esten-
sibilidad y peso, represéntate, amigo Eugenio, el
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caso de equilibrio entre tres fuerzas, PQR (Fig.

R

Fig 513. Fig.

513), obrando reciprocamente por medio de tres
cuerdas reunidas por el nudo A.

Las tres fuerzas P, Q, R, estin en el mismo
plano.

tepresenfando por las lineas AC, AD, las dos
fuerzas P v Q, construyendo el paralelgramo
BDAC, Ia diagonal representard el valor y direccion
de Ia‘'resultanfe R que le es opuesta.

Asi, exislen las proporciones siguientes entre las
fuerzas P, Q. R :

PIQR 7 sen QAR sen PAR “sen PAD.

Lo que acabo de establecer relativamente 4 las
tres cuerdas puede establecerse deun nimero cual-
quierd, pues es eyidente que tomando las cuerdas
de tres en tres deberemos en cada uno hallar ecua-
ciones analogas 4 las precedentes.

Representando el estado de equilibrio de este sis-

tema (Fig. 514) por el poligono ABC, etc., deberd
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haber equilibrio entre las fuerzas T, P, y la tension
de cuerda AB ; entre la tension de la cuerda AB, la
de la cuerda BC, yla fuerza Q, etc., lo que nos dara
las ecuaciones siguientes :
B:P:tens AB: tsen PAB:sen TAB TAP.
Tens AB;Q:tens BC* ;sen QBC:sen ABC;sen QAB.

‘Suponiendo que ‘el cordon AP esté fijo en A por
un nudo corredizo, es evidente que la tension AB
ser4 igual 4 la fuerza T, y por consiguiente los dn-
gulos TAP, PAB, seran iguales.

§III.

Del plano inclinado.

Supongamos (Fig. 345) un cuerpo pesado colo-

Fig. Si5. Fig. $16.

cado en un plano inclinado ¢ en declive, y tirado
por una fuerza cuya direccion encuentre la yertical
pasando por el centro de gravedad del cuerpo; ¢
trata de hallar las condiciones del equilibrio. Pode-
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mos descomponer en dos la fuerza P, una perpen-
dicular, y Ia otra paralela al plano inclinado; lamis-
ma descomposicion podemos hacer relativamente al
peso del cuerpo; las fuerzas normales al plano de-
berén ser tales que la mayor de las dos tienda &
apoyar el cuerpo en el plano, y ademas la resultante
deberé hallarse en el interior de la circunferencia
en contacto del cuerpo sobre el plano inclinado.
Ademas, las dos componentes paralelas P cos o y
G sen « deberan ser iguales y dirigidas en sentidos
contrarios; « designando el dngulo que la fuerza P
hace con el plano inclinado.

§ 1V.

De la palanca.

La palanca es una barrainflexible ACB (Fig. 346),
recta 6 curva, movil al rededor de uno de sus pun-
to C, que se supone ‘fijo y que se llama punto de
apoyo. .

Suponese la palanca sin peso, y ademas se su-
pone que no puede resbalar del punto C. Sean P 'y
Q ‘dos potencias aplicadas a estas estremidades.
Considérase la resistencia del punto de apoyo como
una tercer fuerza R aplicada & la palanca en este
mismo punto. Las dos fuerzas P y () se suponen en
un mismo plano pasando por el mismo punto de
apoyo ; luego estas fuerzas P y Q se éncuentran en
un cierto punto D donde puede suponérselas apli-
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cadas, debiendo pasar por el punto D la resultante
de estas dos fuerzas; y como estd en equilibrio el

‘ sistema, es preciso que se destruya la resultante
por el panto fijo C, luego la resultante pasa por el
punto fijo, resultando la proporcion :

P:Q: :sen CDQ:sen CDP.

Pero si del punto Cse bajan dos perpendiculares
CF, CE, en Ia direceion de las fuerzas, resulfa :

CE:CF;:CDP:sen CDQ.

Luego P:Q: :CF:CE; luego el equilibrio de la pa-
lanca debe darnos la ecuacion:

PXCE=QXCH.

Cada uno de estos productos se llama momento
de una fuerza con relacion 4 un punto fijo.

Silas fuerzasPy () fuesen paralelas, suresultante
deberd satisfacer 4 ‘la‘misma condicion, y en este
caso. la carga delpunto de apoyo sera igual 4 P4-Q,
mientras que ¢n el caso precedente es igualé la re-
sultante de las dos fuerzas Py Q, 6 4

v PO 4-2P() cos PDQ.

Y-

De las poleas 6 garruchas.

La polea 6 garrucha es una rueda con un medio
canal hueco en su circunferencia para recibir una
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cuerda, y atrayesado en su centro por un eje sobre
el cual puede dar vueltas. Supo-
niendo que la polea dé vueltas
al rededor de su eje G, y pres-
cindiendo del roce es eviden-
te, digo, que las dos fuerzas P
y Q (Fig. 317), aplicadas 4 las
estremidades de la cuerda, de-
beran ser iguales; tambien es
evidente que la carga R serd
igual 4 la suma de los dos pesos
PyQ.

Si las dos estremidades Py ()
no fuesen paralelas, harian en
este caso angulos iguales con la
direccion de la resultante R,
que en este casono seria igual &
Su suma.

R

Fig. 317.

§ Vi,

% [Del cabestante.

El cabestante (Fig. 518) es una maquina com-
puesta de un cilindro moyil sobre su eje y de una
cuerda, que enyolviéndose por una de sus estremi-
dades al rededor del cilindro, mientras que lo hace
rodar una potencia (), arrastra una resistencia P fija
& su otra estremidad.

Llamando R el radio que parte del centro 4 la
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cuerda que estd solicitada por la potencia y r e

Fig. 348.

de la resistencia, tendremos que las condiciones del
equilibrio se espresaran por la ecuacion

Pr==0R.

Pues fa resistencia P puede evidentemente supo-
nerse en ¢l plano de la fuerza () y perpendicular al
¢je de'la maquina, y en este nuevo estado se tiene
una palanca cuyo punto de apoyo estd situado en
el eje de las perpendiculares, bajadas en las fuerzas
precisamente Ry 7.

Con esto doy fin & la estitica, concluyéndose al
mismo tiempo nuestra correspondencia matemaética,
pues dentro de pocos dias pienso estar de vuelta,
disfrutar de tu amable compania y empezar cada
tarde nuestras conferencias acostumbradas en com-
paiiia de nuestro amigo Silvio.
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