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0 a ESTADO DE NUEVO LEON 

ADVERTENCIA. 

La buena acogida que han logrado los primeros 
tomos de esta obra ha estimulado nuestro celo y el 
deseo que nos anima de mejorarla y enriquecerla 
en todo lo posible en obsequio de nuestros lectores. 
Así en el presente tomo además del tratado de geo-
metría que prometimos en nuestro prospecto y en 
el que reproducimos testualmente al P. Alrceida, 
nos ha parecido oportuno añadir cinco nuevos t ra-
tados de otros tantos ramos de matemáticas que , 
juntamente con el ya citado, formarán un curso ele-
mentar de estas ciencias en cuyo elogio sería ocioso 
estendernos, pues ningunode nuestros lectores igno-
ra su utilidad importante é inmediata, su aplicación 
directa á las ciencias físicas, su caracter cierto y 
evidente, y la rectitud que imprimen al entendi-
miento, comunicándole poder de abstracción y acos-
tumbrándolo á deducciones trascendentales, solo 



observaremos que fieles al método que nos hemos 
propuesto, hemos procurado esponer estas materias 
del modo mas llano y patente que nos ha sido posi-
ble, acomodándonos á todas las inteligencias y no 
suponiendo en nuestros lectores otra nocion pre-
liminar que la de conocer los números, en una pa-
labra procurando suplir en todo lo posible la viva 
voz del maestro y familiarizar con el cálculo y abs-
tracción las personas que nunca han saludado la 
ciencia. 

ARITMÉTICA. 
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CARTA PRIMERA. 

NUMERACION, OPERACIONES SOBRE NUMEROS ENTEROS. 

$ 1 . 

Numeración . 

Amigo Eugenio, he recibido tu muy apreciable 
en contestación á lo que te escribí, anunciándote 
mi feliz llegada, y agradezco lo mucho que te 
lamentas de mi ausencia, y las ansias con que an-
helas mi regreso, como igualmente lo mucho que 
te aplicas al estudio, aunque guiándome por la ad-
junta de Silvio, esta aplicación es escesiva y ame-

l . 



naza hacer mella en t u salud, hasta ahora tan r o -
busta , efecto de tus costumbres sobrias y actividad 
deprofes ion. Como sea, yo, como amigo, te acon-
sejo que vayas con tiento en este pun to ; pues el 
tránsito repentino de unos hábitos como los tuyos 
á una vida intelectual y sedentaria no puede efec-
tuarse sino con menoscabo de tu salud. Por ahora 
limítate á leer solamente las obras que encontrarás 
en mi biblioteca, relativas á las ciencias de obser-
vación y esperiencia, y no te enredes en tratados 
de física y astronomía, que no solamente exigen un 
grado de tensión intelectual y facultad de abstrac-
ción á que no estás acostumbrado, sino que po r 
su misma naturaleza rinden mas prontamente el 
entendimiento, abruman la imaginación y desape-
gan del estudio. Por otra parte, el estudio de estas 
materias exige conocimientos matemáticos que no 
posees, y que es mi objeto imbuirte durante mi au-
sencia, conforme te lo prometí verbalmente la ú l -
t ima tarde que tuve el gusto de pasar en t u com-
pañía, los cuales te pondrán en estado no solo de 
cultivar por tí mismo estos mismos estudios ma te -
máticos, sino las ciencias físicas á que son de u n a 
inmediata aplicación. Pienso hablarte pr imeramen-
te de la aritmética, por la que generalmente se em-
pieza, como que su conocimiento es necesario p a -
r a la inteligencia de los demás, y por ser sus apl i -
caciones á los actos comunes de la vida mas f r e -
cuentes y mas directos, siendo, como sabes, nece-
saria al hombre de ciencias, al economista, al 
rentista, al comerciante, y aun hasta á las mugeres 
de gobierno. De esta utilidad común, de esta apli-

cacion inmediata procede el error de muchos que 
hacen consistir esta ciencia en las reducidas y em-
píricas reglas del comerciante ó hacendista, las 
cuales ademas de saberse en general de u n modo 
rutinario y sin demostración alguna, no abrazan 
mas que una parte de la aritmética, ciencia mucho 
mas vasta de lo que comunmente se cree. No es este 
el plan que me he propuesto en esta y en mis s u -
cesivas cartas en que, como hasta el presente, pien-
so proceder como filósofo, y dar la razón y teoría 
de todas las operaciones que esponga, establecien-
do y procediendo de las nociones mas sencillas, para 
lo cual espero que escusarás cuanto pueda decirte 
trivial y pueril al principio; pues ademas de que 
mi intento es filosofar y demostrar las operaciones 
mas vulgares, estas mismas demostraciones me de-
berán servir de base para lograr resultados mas 
trascendentales. Pero basta ya de preámbulos, y 
entremos cuanto antes en materia, empezando por 
la definición de las ciencias que nos ocupan, como 
haria Silvio. Llámanse matemáticas las ciencias 
que tratan de la cantidad, entendiendo por cantidad 
todo lo que es susceptible de aumento ó de dismi-
nución, como números, l íneas, superficies, etc. 
Pero para que la mente humana pueda llegar á for-
marse un concepto de la cantidad en sus varios gra-
dos ó aspectos ó ha sido preciso referirla á una canti-
dad de la misma especie, natural ó arbitraria desti-
nada á servir de término de comparación; esta can-
tidad convencional se llama unidad. Así cuando yo 
digo que el diamante del gran Mogol pesa 275 q u i -
lates, espreso una cantidad equivalente al peso ó 



\ 2 RECREACION 

densidad de este diamante, cuya unidad es un qui-
late, que sirve como de base ó punto de compara-
ción para dar á entender el valor de la cantidad, en 
términos que, cuando la enuncio, supongo que los 
que me oyen comprenden el valor del quilate; y si 
no lo saben, tengo el cuidado de esplicárselo; pues 
de otro modo ignorando la unidad, no podrian 
comprender la cantidad. Este quilate es una unidad 
arbitraria ó convencional, esto es, no existe en la 
naturaleza, y solo procede de haberse convenido 
los hombres en atribuirle un valor convencional. 
Si queriendo dar á conocer el volumen del sol, di-
jera que este astro es un millón y trescientas mil 
veces mayor que la tierra enunciaría una cantidad 
equivalente al volumen del sol, cuya unidad ó pun-
to de comparación seria la tierra, y en este caso la 
unidad seria natural. Este conjunto de unidades 
que espresamos para dar á conocer el valor de la 
cantidad se llama número, el cual puede también 
definirse el resultado de la comparación de la can-
tidad con la unidad, y la ciencia que se ocupa de 
estos números, enseñando las diversas combinacio-
nes y operaciones de que son susceptibles, se l la-
ma aritmética. Los números pueden ser enteros ó 
fraccionarios, entendiéndose por el primero el nú-
mero tal como lo acabo de definir, cuando la un i -
dad es completa y sin alusión á ninguna otra sub-
entendida, mientras que en el fraccionario la un i -
dad que sirve de punto de comparación es de otra 
especie y menor que otra unidad á que tácitamente 
se alude : así cuando yo digo que he comprado dos 
varas de paño, el número que espreso es entero, 

pues la unidad que sirve de punto de comparación 
es completa y no se refiere á otra de superior cali-
dad ; mas si digo que he comprado los dos tercios 
de una vara, el número es fraccionario, pues la 
unidad es un tercio que depende ó se refiere á otra 
unidad superior que es la vara, la que por abstrac-
ción supongo dividida en tres partes iguales para 
poder, por este medio, dar á entender la cantidad 
de paño que he comprado. 

Otra división de los números es en abstractos y 
concretos; la primera denominación se aplica, cuan-
do al enunciarlos se prescinde de hacer constar la 
especie ó el nombre definitivo de la unidad, y la 
segunda cuanta esta se particulariza, como cuatro 
bancos, seis caballos, etc. En el curso de mi corres-
pondencia emplearé tanto unos como otros, pudien-
do tú por la imaginación aplicar cualquiera uni -
dad arbitraria á los ejemplos que te proponga. 

Por salvage é inculta que queramos figurarnos 
una sociedad de hombres, desde el momento en 
que vive en sociedad debe tener un idioma articu-
lado y por consiguiente un sistema de enumeración 
mas ó menos perfecto. Así un salvage que hubiera 
muerto diez buytres y quisiese participar este hecho 
á un compañero suyo, deberá hacer uso de un té r -
mino que equivalga á la repetición de la unidad 
hasta diez veces, juntamente con el sustantivo 
buytre, el verbo matar con una modificación mas 
ó menos adecuada á la época de la acción y el pro-
nombre personal espreso ó suplido; mas si no que-
remos suponer su idioma bastante culto para tener 
un término equivalente á diez, en este caso el sal-



vage, juntamente con el término ó gesto equiva-
lente á matar se verá obligado á repetir ó hacer 
sonar hasta diez veces la palabra buytre, ó bien 
abrir y presentar sus dos manos estendidas para 
indicar que el número de bui t res muertos era 
equivalente á los dedos de ambas sus manos, para 
que su compañero comparando esta cantidad con 
la unidad buytre, cuya naturaleza le consta, com-
prenda el número que intenta darle á entender. 
Pero un lenguage tan imperfecto es todo lo mas 
suponible en hordas, si es que existen, cuyo idio-
ma compuesto casi esclusivamente de interjeccio-
nes, apenas cuenta algunos sustantivos para desi-
gnar los objetos que mas impresión hacen en la 
mente humana, y de ninguna manera en una socie-
dad en la que, bien que inculta, suponemos un 
idioma articulado y partes de la oracion mas ó me-
nos caracterizadas. Los hombres deben haberse ne-
cesariamente ocupado de dar á los números nom-
bres fáciles de retener, y como existe una infinidad 
de ellos puesto que por grande que sea el número, 
se puede formar otro nuevo añadiendo la unidad, 
los hombres debieron también tener por objeto, 
buscar un sistema limitado de palabras que combi-
nadas entre sí de una manera conveniente espresase 
todos los números. Así lo primero que hicieron fué 
caracterizar á la unidad con un nombre uno, des-
pues con otro á la unidad mas otra unidad dos, y 
así sucesivamente hasta el número nueve, al cual 
mediante una unidad mas se considera como otra 
de un orden diferente, ó unidad de segundo orden 
por oposicion á la unidad primitiva, que se designa 

con el nombre de unidad simple ó unidad de pri-
mer orden. Cuéntase por unidades de segundo or -
den llamadas también decenas de la misma manera 
que se cuenta por unidades simples; así del mismo 
modo que con el término dos se convino designar 
el resultado de una unidad mas otra unidad primi-
tiva, se ha convenido igualmente en designar con 
el nombre veinte el resultado de una unidad de 
segundo orden con otra del mismo, y así sucesiva-
mente hasta ciento, ó unidad de tercer orden, y así 
sucesivamente hasta mil, diez mil, un millón, etc. 
Mediante esta convención arbitraria se espresan co-
mo sabéis números muy crecidos que de otra ma-
nera hubieran exigido cada uno un nombre part i-
cular, empresa superior á las fuerzas de la memo-
ria. 

Sin embargo por simple que sea esta nomencla-
tura, mucha pena costaría la combinación de estos 
mismos números por poco considerable que fuesen, 
si no se hubieran inventado un medio compendio-
so de escribirlo ó cifras arbitrarias que los repre-
senten. Mas como también hubiera superado las 
fuerzas de la memoria, una cifra representativa por 
cada uno de ellos, se ha convenido en representar-
los de un modo análogo á su nomenclatura, convi-
niendo en representar los nueve primeros nombres 
por los nuevos caracteres ó cifras \ , 2, 5, í , 5, 6, 7, 
8, 9, y estableciendo este principio de mera con-
vención que toda cifra colocada inmediatamente á 
la izquierda de otra espresa unidades de un orden 
inmediatamente superior á las de esta otra, ó en 
otros términos que el valor de una cifra colocada 
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inmediatamente á la izquierda de otra es diez veces 
mayor que el de esta. otra. Por consiguiente si se 
quiere escribir el número veintiocho, deberá espre-
sarse según el principio establecido por estas dos 
cifras 28, pues este número equivale á dos unida-
des de segundo orden mas ocho unidades simples. 
Pero como puede presentarse que el número que 
se intenta representar sean unidades de segundo 
orden ó de otro mas elevado sin contener unidades 
simples, se ha debido adoptar una cifra que sin 
ningún valor por sí misma sirva para ocupar el lu-
gar de cada orden que falta cuando se enuncia el 
número. Esta cifra es 0 que, como muy bien sabes, 
se pronuncia cero, que colocada á la derecha da á 
entender que la cifra que le antecede inmediata-
mente tiene un valor diez veces mayor. Establecidos 
estos principios, sobre cuya minuciosidad imploro 
tu indulgencia á favor del deseo que me anima, 
pasemos á varias operaciones que pueden tener lu-
gar sobre números enteros, según las diversas 
necesidades habituales de la vida. Estas operacio-
nes se designan bajo los nombres de adición, sus-
tracción, multiplicación y división, cuya demostra-
ción matemática voy á tratar de esponerte, recor-
dándote de paso el proceder práctico que hace tiem-
po conoces. 

SII . 

P e la adición. 

Figúrate que eres mercader y que haces una re-
mesa á Rio-Janeiro de 2-464 pañuelos de seda; des-
pues envías otra á Guatemala de 4282, otra á la 
Havana de 6812 y últimamente has vendido duran-
te el año en menor 4806; tu objeto es saber el nú-
mero exacto de los pañuelos vendidos, sea para de-
ducir los que te quedan en la tienda, sea para 
averiguar la ganancia que de todos ellos resulta. 
¿Qué harás para conseguirlo? Deberás reunir todos 
estos números en uno solo, ó procurar buscar un 
número que contenga todos los demás, ó cuyo valor 
equivalga á las cuatro cantidades propuestas. Esta 
operacion se llama adición, y el número que re -
sulta y cuyo valor equivale al de los que son some-
tidos á la operacion, se llama sama. Cuando esta 
operacion solo tiene por objeto los números de una 
sola cifra, nada hay mas fácil : los niños desde la 
edad mas tierna se acostumbran á hacerlo por los 
dedos y sus resultados se graban profundamente en 
la memoria, así basta esta sola para efectuarla á 
menos que sea muy larga. Mas no sucede lo mismo 
cuando hay que adicionar guarismos ó cantidades 
muy crecidas como en el ejemplo propuesto : en 
este caso es preciso colocar las cuatro cantidades 
unas debajo de otras de manera que las unidades 



simples vengan debajo de las unidades simples, las 
decenas debajo de las decenas, y así sucesivamente, 
despues de lo cual se suman en columnas ó hileras 
verticales en esta forma: 

2464 
4282 
6812 
4806 

18564 

Despues se procede á sumar las unidades simples 
ó la columna ó hilera mas á la izquierda, lo cual 
no presenta mucha dificultad, pues se efectúa exac-
tamente de la misma manera que si fuesen las so-
las que compusiesen la cantidad en cuestión y tal 
como un niño lo hada contando por sus dedos; el 
resultado ó suma es 14, esto es una decena ó un i -
dad de segundo orden mas cuatro unidades simples, 
las cuales escribo, añadiendo la decena á la colum-
na siguiente, cuya suma \ 6 es de unidades de se-
gundo orden, según los principios establecidos y 
por consiguiente es igual á 160 unidades simples 
Mas este resultado ó suma de 16 decenas es igual 
a u n a centena ó unidad de tercer orden compuesta 
de 10 decenas, mas 6 decenas restantes. Escribo 
estas últimas y añado la centena que ha resultado 
á s u columna correspondiente que es la que sigue 
inmediatamente hacia la izquierda, y opero de la 
misma manera logrando por resultado 25 centenas; 
cantidad igual á 5 centenas mas dos unidades de 
mil que añado á su correspondiente columna y prc-

cedo de la misma manera logrando por resultado 
-18 unidades de mil, las cuales no habiendo otra 
columna á que añadir escribo enteramente. Por es-
te medio logro la suma total de i 8564, compuesla 
de 18 unidades de mil, 5 centenas, 6 decenas y 4 
unidades simples, que ha resultado de la suma su -
cesiva de las diferentes unidades. Pasemos ahora á 
la segunda operacion. 

§ III. 

l)e la sust racción. 

Habiendo logrado el guarismo 18,564, has averi-
guado el total de los pañuelos que has vendido, 
pero yo supongo que quieras saber el número de 
los que te quedan en tu tienda, acordándote que 

• antes de haber hecho las diferentes ventas que he -
mos supuesto ascendia á 59,486. Para poder cer-
ciorarte de los pañuelos que te quedan es preciso 
que averigües el esceso de esta última cantidad so-
bre el número de los pañuelos vendidos, ó lo que 
es lo mismo la diferencia que va de este, al núme-
ro á que ascendían antes de haberse efectuado ven-
ta alguna. Esta operacion se llama sustracción y el 
número que se obtiene y que espresa el esceso ó di-
ferencia se llama resta ó diferencia. Para efectuar 
esta operacion se coloca la cantidad menor bajo 
la cantidad mayor cuidando que las unidades cai-
gan bajo las unidades, las decenas debajo de las 
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decenas, etc., y se procede á la operacion que como 
he insinuado consiste únicamente en hallar la dife-
rencia entre los dos números propuestos ó en otros 
términos en hallar un número que sumado con el 
menor reproduzca el mayor. Así en el ejemplo pro-
puesto, colocando las dos cantidades según el pro-
ceder esplicado se logra por resultado 

59,-186 
18,564 

22,122 

se logra por resultado 22,122 que indicará el nú-
mero de los pañuelos que quedan en la tienda. 

Sobre esla operacion hay que hacer dos adver-
tencias importantes. Supongamos que hay que sus-
traer 25 de 55. Ene.-te caso quedando completa-
mente destruidas las unidades es preciso escribir 
cero en la columna de las unidades, lo que da \ 0 de 
diferencia. Supongamos que se deban sustraer 256 
de 545. En este caso debe observarse que no sien-
do posible, en la columna de las unidades sustraer 
6 de 5, 

545 
256 

109 

es preciso recurrir á la cifra de la decena á la que 
por abstracción se quita ó se toma prestado una de-
cena que contiene diez unidades, las cuales agre-
gadas á las cinco que tenemos forman 15 unidades 

de las cuales fácilmente podemos restar 6, cuyo re-
siduo es 9. Mas al ir á operar la sustracción en la 
columna de las decenas no se debe olvidar que han 
disminuido de una unidad de su orden á causa del 
empréstito que hemos hecho para poder efectuar la 
operacion en la columna de las unidades simples. 

§ IV. 

De la mul t ip l icación. 

Ahora bien, Eugenio, suponte tú que despues 
de haberte cerciorado, mediante la adición, la suma 
total de los pañuelos remitidos á Rio-Janeiro, etc., 
y vendidos durante el año sube á 18,564,deseas sa-
ber cuanto dinero te importa su venta admitiendo 
que vendas cada uno á 8 reales. Para averiguar 
esto puédese proceder por la adición, su mando 
64 veces 8, ó bien 8 veces 18,564. Pero como esta 
operacion seria larga, se simplifica mediante una 
operacion llamada multiplicación, que consiste en 
repetir un primer número tantas veces cuantas uni-
dades hay en un segundo, ó bien en formar un ter-
cer número que esté compuesto con el primero, co-
mo el segundo está compuesto con la unidad. Llá-
mase multiplicando el número que debe multipli-
carse, multiplicador el número por el cual se mul-
tiplica, y producto el resultado déla multiplicación; 
los dos números propuestos se designan también 
bajo el nombre de factores del producto. 



Hablando con propiedad, la multiplicación no es 
masque una adición abreviada, pues, para obtener 
el resultado, bastaría colocar unos debajo de otros 
tantos números iguales al multiplicando, cuantas 
unidades hay en el multiplicador y despues proce-
der á la adición. Pero este modo de operar seria 
muy largo si el multiplicador se compusiese de mu-
chas cifras; por consiguiente se ha procurado sim-
plificarle y esto se ha conseguido mediante esta 
adición abreviada que compone la multiplicación. 

Mientras que los dos factores no contienen cada 
uno mas que una cifra, el producto se obtiene por 
las adiciones sucesivas del mismo número; así para 
multiplicar 7 por 5, se dice 7 y 7 son -14, y 7 son 21. 
siendo este último número el resultado de la adi-
ción de tres 7. 

El producto de la multiplicación de los nueve pri-
meros números consta generalmente de memoria, 
y son muy útiles para lograr con facilidad los pro-
ductos de los números espresados por muchas ci-
fras. Sin embargo, hasta estar bien ejercitado, no 
es malo tener á la vista una tabla llamada tabla de 
multiplicación ó pitagórica, del nombre de Pitágo-
ras, que se supone que la inventó ó esparció su 
uso. 

F I L O S O F I C A . 

Tabla d e mul t ip l icac ión . 

1 1 2 5 4 3 6 7 8 9 j 

¡ 2 4 6 8 10 12 14 16 18 i 

3 6 9 12 13 18 21 24 27 

4 8 (2 16 20 24 28 32 36 | 

.5 10 15 20 23 50 33 40 43 

6 12 18 24 30 36 42 48 34 

7 14 21 28 3o 42 49 36 63 

' 8 IG 24 32 40 48 36 64 72 

9 18 27 ófi 43 34 63 72 81 

La primera fila horizontal de esta tabla se forma 
añadiendo i sucesivamente hasta llegar á 9. La se-
gunda añadiendo 2 sucesivamente; la tercera aña-
diendo 5, y así con los demás números. Repara 
por otra parte que puédese también emplear esta 
tabla en sentido vertical, pues cada columna verti-
cal está compuesta de los mismos números que la 
fila horizontal correspondiente. Así la sesta fila ho-
rizontal secompone délos números 6, 42, 48.. . . 54; 
la sesta fila vertical encierra los mismos números 
6, -12, -18 54. Establecido esto, si se quiere 
hallar, por medio de esta tabla, el producto de dos 
números, espresados por una sola cifra, se busca 
el multiplicando en la primera fila horizontal, y par-
tiendo de este nombre se baja verticalmente hasta 
encontrarse en frente del multiplicador que se h a -
llará en la primera columna vertical : el número 



contenido en el cuádrete correspondiente, es el pro-
ducto. Por ejemplo, para hallar el producto de 8 
por 5, se baja desde 8, tomado en la primera fila 
horizontal, hasta llegar en frente de 5, tomado en 
la primera columna vertical; y el número 40, con-
tenido en el cuádrete, es el producto que se busca. 
Ahora vamos á ver como mediante estos conoci-
mientos preliminares efectuamos la multiplicación. 
Vamos á ver en primer lugar como se procede cuan-
do el multiplicador solo consta de una cifra. 

Cuando el multiplicador consta de una sola cifra, 
se escribe bajo el multiplicando, debajo de las uni-
dades por lo común, y se multiplica por las unida-
des del multiplicando. Si este producto no se com-
pone mas que de unidades simples, se escribe de-
bajo del multiplicador, del cual se separa con una 
línea, y si ademas de las unidades contiene una ó 
mas decenas, se escriben solamente las unidades y 
se guardan la decena para añadirla al producto de 
estas ó el producto de unidades de segundo orden. 
Multiplícanse despues las decenas del multiplicando 
por el multiplicador, añadiendo á su producto la 
decena ó decenas que se retengan de las unidades 
simples; escríbese el producto al lado del de las 
unidades, guardando las centenas si las hay para 
añadirlas al producto de estas, y así sucesivamente. 
Operando de este modo, el producto de 2864 por 6 
es-17,184. 

2864 
6 

17,184 

Cuando el multiplicador contiene mas de una ci-
fra, es preciso operar con cada una de estas cifras 
sucesivamente, lo mismo que se practica cuando 
no hay mas que una, pero comenzando por la de-
recha. Hay que advertir que el producto de las de-
cenas del multiplicador deberá escribirse un grado 
mas hácia la izquierda, dos el de las centenas, y 
así sucesivamente. El producto total resulta de la 
suma de los varios productos parciales. Suponga-
mos que queremos multiplicar 65487 por 6958, 
operando del modo esplicado, el producto total es 
455658546. 

65487 
6958 

525896 
527455 

589585 
592922 

455658546 

Si el multiplicando, el multiplicador, ó ambos 
acabasen por ceros, se puede abreviar la operacion 
prescindiendo de estos y operando como si no es-
tuviesen ; pero es preciso ponerlos al fin del pro-
ducto total. 

Cuando uno de los factores es 10, 100, 1000, 
10000, etc., el producto puede formarse añadiendo 
al otro factor un número de ceros equivalente. 

I X . o 



contenido en el cuádrete correspondiente, es el pro-
ducto. Por ejemplo, para hallar el producto de 8 
por 5, se baja desde 8, tomado en la primera fila 
horizontal, hasta llegar en frente de 5, tomado en 
la primera columna vertical; y el número 40, con-
tenido en el cuádrete, es el producto que se busca. 
Ahora vamos á ver como mediante estos conoci-
mientos preliminares efectuamos la multiplicación. 
Vamos á ver en primer lugar como se procede cuan-
do el multiplicador solo consta de una cifra. 

Cuando el multiplicador consta de una sola cifra, 
se escribe bajo el multiplicando, debajo de las uni-
dades por lo común, y se multiplica por las unida-
des del multiplicando. Si este producto no se com-
pone mas que de unidades simples, se escribe de-
bajo del multiplicador, del cual se separa con una 
línea, y si ademas de las unidades contiene una ó 
mas decenas, se escriben solamente las unidades y 
se guardan la decena para añadirla al producto de 
estas ó el producto de unidades de segundo orden. 
Multiplícanse despues las decenas del multiplicando 
por el multiplicador, añadiendo á su producto la 
decena ó decenas que se retengan de las unidades 
simples; escríbese el producto al lado del de las 
unidades, guardando las centenas si las hay para 
añadirlas al producto de estas, y así sucesivamente. 
Operando de este modo, el producto de 2864 por 6 
es -17,184. 

2864 
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17,184 

Cuando el multiplicador contiene mas de una ci-
fra, es preciso operar con cada una de estas cifras 
sucesivamente, lo mismo que se practica cuando 
no hay mas que una, pero comenzando por la de-
recha. Hay que advertir que el producto de las de-
cenas del multiplicador deberá escribirse un grado 
mas hácia la izquierda, dos el de las centenas, y 
así sucesivamente. El producto total resulta de la 
suma de los varios productos parciales. Suponga-
mos que queremos multiplicar 65487 por 6958, 
operando del modo esplicado, el producto total es 
455658546. 

65487 
6958 

525896 
527455 

589585 
592922 

455658546 

Si el multiplicando, el multiplicador, ó ambos 
acabasen por ceros, se puede abreviar la operacion 
prescindiendo de estos y operando como si no es-
tuviesen ; pero es preciso ponerlos al fin del pro-
ducto total. 

Cuando uno de los factores es 10, 100, 1000, 
10000, etc., el producto puede formarse añadiendo 
al otro factor un número de ceros equivalente. 

I X . o 



§ V. 

De l a división-

Eugenio, suponte tú que eres padre de familia, 
que tienes cuatro hijos y ochenta almendras confi-
tadas que repartir entre ellos; suponte que los ves 
alargando sus. manitas y tu ternura paternal exi-
ge que los contentes á todos igualmente. ¿Qué 
harás? Buscarás ó procurarás averiguar la parte 
que á cada uno le cabe, ó de otro modo cuantas ve-
ces el número 4, que es el de los chiquillos, está 
contenido en ochenta que es el de las almendras, y 
el número de veces que esté contenido será el nú-
mero de almendras que á cada uno le toca, á me-
nos que prefieras ir dando sucesivamente una al-
mendra ácada uno hasta que no te quede ninguna 
en la mano. De cualquier modo, cada chiquillo ha-
brá recibido 20 almendras, y el resto será nulo. 
Ahora bien esta operacion, por la que se averigua 
cuantas veces un número está contenido en otro, 
se llama división, llamándose dividendo, como el 
término lo indica, el número que debe ser distri-
buido ó repartido; divisor, el a ú a i e r j qu ' señala 
entre quienes debe ser repartido ó distribuido el 
dividendo, y cuociente, de la palabra latina quoíies 
(cuantas veces), el número que indica las veces ó par-
tes que tocan á cada unidad del divisor, ó bien sea 
las veces que este último está contenido en el diví-

dendo. Así, en el ejemplo propuesto, las ochenta 
almendras es el dividendo, los cuatro chiquillos es 
el divisor, y las veinte almendras que componen la 
parte de cada chiquillo es el cuociente; en térmi-
nos que si se multiplica las veinte almendras reci-
bidas, ó el cuociente por los cuatro chiquillos, ó el 
divisor, el producto será igual al dividendo ú ochen-
ta almendras. 

Luego la división es una operacion que tiene por 
objeto el averiguar cuantas veces un número está 
contenido en otro, ó bien, dados dos números, ha -
llar un tercero que, multiplicado con el segundo, 
reproduzca el primero,;ó bien, conocido el produc-
to y uno de los factores, hallar el otro factor. Esta 
operacion se considera como una especie de sustrac-
ción abreviada, como espero te convencerás por lo 
que voy á esponerte. Supongamos que se trata de 
dividir 4556 por 8. Siendo el dividendo igual á la 
suma de los productos parciales del divisor por los 
números espresados por las diferentes cifras del 
cuociente, si se pudiese deducir del dividendo estos 
diferentes productos parciales, bastaría dividirlos 
por el divisor para lograr las cifras del cuociente 
que se busca; en cuyo caso la operacion se redu-
ciría á una serie de divisiones parciales, fáciles de 
ejecutar, y que darían sucesivamente todas las ci-
fras del cuociente. Para descubrir las partes del di-
videndo que encierran estos productos parciales, 
dispónese ef cálculo de la manera siguiente : 



Dividendo 4556 
40 

•1er residuo 556 
48 

2o residuo 56 
56 

8 divisor, 
5 centenas) 
6 decenas cuocientes parciales. 
7 unidadesJ 
567 cuociente total. 

Lo primero que se procura, es buscar la cifra de 
las mas altas unidades del cuociente, ó en otros 
términos cual será el orden mayor de estas; con es-
te objeto se determina la parte del dividendo que 
encierra el producto de esta cifra por el divisor 8, 
lo cual se consigue tomando del dividendo tantas 
cifras á la izquierda cuantas basten para que el nú-
mero que resulte, considerado como unidades sim-
ples, contenga á lo menos una vez el divisor 8. El 
número 45, que satisface á esta condicion, es la 
parte del dividendo que encierra el producto de la 
cifra de las mas altas unidades del cuociente por el 
divisor;y como 45, en el dividendo, espresa cente-
nas ó unidades de tercer orden, sigúese que las mas 
altas unidades del cuociente serán centenas, de lo 
cual, por otra parte, es fácil convencerse, pues el 
divisor 8, multiplicado por el cuociente buscado, 
debe reproducir el dividendo 4556. Este dividendo 
está comprendido entre 800 y 8000, es decir entre 
SX'OO Y S X ' ° 0 0 , P o r consiguiente el cuociente 
de 4556 por 8 debe estar también comprendido en-
tre 100 y 1000; luego sus mas altas unidades son 
centenas. 

Para determinar la cifra de las centenas del cuo-
ciente, obsérvase que el número 45 siendo com-
puesto del producto de las centenas del cuociente 
por el divisor 8, y de las centenas que deberán tal 
vez retenerse por la multiplicación de las decenas 
y unidades del cuociente por el divisor, resulta que 
si esta retención es menor que el divisor 8, el multí-
plice mayor del divisor 8, contenido en 45, necesa-
riamente espresará el producto de la primera cifra 
del cuociente por el divisor 8 ; de suerte que la di-
visión de este multíplice por el divisor S dará la pri-
mera cifra del cuociente. Ahora bien, es fácil con-
vencerse que las centenas retenidas (resultantes de 
la multiplicación de las decenas y unidades por el 
divisor) es menor que el divisor 8, pues el número, 
espresado por las decenas y unidades del cuociente, 
siendo menor que 100, la multiplicación de este nú-
mero por el divisor 8 da un producto menor que 8 
X100 ó que 8 centenas. 

El mayor multíplice del divisor 8, contenido en el 
número 45 de las centenas del cuociente, siendo 40, 
la división de 40 por 8 dará la cifra 5 de las cente-
nas del cuociente. En efecto, el dividendo 4556, 
comprendido como está entre 40 y 48 centenas, es 
decir entre 5 centenas X 8 y 6 centenas X 8 , el 
cuociente da .4,556 por 8, está también comprendi-
do entre 5 y 6 centenas; luego está compuesto de 
5 centenas, mas un cierto número de decenas y 
unidades. 

Dividir por 8 el mayor multíplice de 8, contenido 
en 45, viene á ser lo mismo que buscar cuantas ve-
ces 8 está contenido en 45 ; el resultado 5 es la ci-



fra de las centenas del cuociente. Conociendo la ci-
fra o de las centenas del cuociente de 4536 por 8, 
para hallar las decenas y unidades de este mismo 
cuociente, obsérvase que el dividendo 4556, com-
poniéndose de los tres productos parciales de las 
5 centenas, de las decenas y de las unidades por el 
divisor 8, si se quita de este dividendo el producto 
40 centenas de las 5 centenas del cuociente por el 
divisor, el resto 556 no contiene mas que los dos 
productos parciales de las decenas y de las un ida-
des del cuociente por el divisor. Por consiguiente 
puede considerarse el primer resto 526, como un 
nuevo dividendo parcial, compuesto del producto 
del divisor 8 por un cuociente parcial, cuyas dece-
nas y unidades son las del cuociente total, lo que 
simplifica la cuestión, de modo que no hay masque 
dividir 556 por 8, y se sabe que las mas altas unida-
des del cuociente son decenas. No pudiendo hallar-
se el producto de las decenas del cuociente por el 
divisor 8, sino en las 55 decenas del dividendo par-
cial 556, y como la multiplicación de la cifra de 
las unidades del cuociente por el divisor 8, da una 
retención de decenas menor que \ 0 X 8 ó que 8 
decenas, se logrará la cifra de las decenas del cuo-
ciente, indagando cuantas veces el divisor 8 está 
contenido en 55, que son 6, que será la cifra de las 
decenas del cuociente total; si se sustrae 8 veces 6 
decenas ó 48 decenas de 556, la diferencia 56 es-
presa el producto del divisor 8, por las cifras de 
las unidades del cuociente, la cual, por consiguien-
te, se logrará dividiendo 56 por 8, lo que da 7 ; y 
restando el producto de 7 por 8 de 56, la dife-

renda es nula ó cero, lo que indica que el cuociente 
es exacto sin esceso alguno. 

Supongamos ahora que se trata de dividir 472878 
por 5¡>7, «Jispónese el cálculo de la manera siguien-
te : 

'.72878 
4556 

4 9278 
<701 
22<>8 
2268 

567 

834 

Para determinar la cifra de las mas altas unida-
des del cuociente, razónase como en el ejemplo 
precedente, buscando en primer lugar la parte del 
dividendo que encierre el producto de la cifra que 
se busca por el divisor, producto compuesto de 
unidades del mismo orden quelas de la cifra en cues-
tión, que debe hallarse en el dividendo, y no puede 
ser menor que el divisor; por consiguiente, obtié-
nese la parte del dividendo que contiene el produc-
to de la primera cifra á izquierda del cuociente 
por el divisor, tomando tantas cifras á la izquierda 
del dividendo, cuantas basten para que el número 
que resulte considerado como unidades simples 
contenga á lo menos una vez al divisor 567. El nú-
mero 4728 que satisface á esta condicion, es la 
parte del dividendo que encierra el producto de'la 
cifra de las mas altas unidades del cuociente por el 
divisor; y como 4728 espresa centenas de mil en 
el dividendo, se ve que las mas altas unidades del 



cuociente serán centenas. Para hallar estas, obsér-
vase que el dividendo componiéndose del producto 
de las centenas del cuociente por el divisor, mas 
las centenas retenidas tal vez por la multiplicación 
de las decenas y unidades del cuociente por el divi-
sor, resulta que si esta retención es menor que el 
divisor 507, el mayor multíplice de este contenido 
en 4728, será el producto de la cifra que se busca 
por el divisor, de manera que se logrará esta cifra 
indagando cuantas veces' el divisor 567 se contie-
ne en el dividendo 4728. Ahora bien, el núme-
ro de las centenas que se retienen (producto de las 
decenas y unidades del cuociente por el divisor) es 
necesariamente menor que el divisor 567; pues las 
decenas y unidades del cuociente formando siempre 
un número menor que 100, la multiplicación de 
este número por el divisor 567 forma un producto 
menor que 100X367, ó que 567 centenas. Por con-
siguiente, si se busca cuantas veces 567 está conte-
nido en 4728, el número 8 resultará como cuocien-
te, pues el dividendo 47 comprendiéndose entre 
800X367 y 900X367, el cuociente de 472878 por 
567 debe comprenderse entre 800 y 900; luego es-
te cuociente se compone de 8 centenas, mas un 
cierto número de decenas y unidades. 

Para saber cuantas veces el divisor 567 está com-
prendido en 4,728, puédese formar los productos 
del primero por los números 1, 2, 5, 4, 5, 6, 8, 
9,' por cuyo medio se ve que 4728 cae entre 567X$ 
y 567X9, de manera que el número que debe po-
nerse al cuociente es 8. Pero en la práctica se llega 
al mismo resultado por medio de un tanteo que voy 

á indicarte. El dividendo parcial 4728 contiene los 
tres productos parciales de las 7 unidades, de las 
6 decenas y de las 5 centenas del divisor 567 por 
el número que deberá ponerse como cuociente, y el 
último de estos productos espresando centenas no 
puede hallarse mas que en las 47 centenas de 4728. 
Por consiguiente 47 es el producto de las primeras 
cifras del divisor por el número que se busca, mas 
de las centenas retenidas que tal vez procederán 
por los dos otros productos parciales, de modo que, 
si se procura saber cuantas veces 5 está contenido 
en 47, el número 9 que se encontrará espresará el 
número que se busca ó un número demasiado gran-
de, pero jamás un número demasiado pequeño. Pa-
ra ensayar 9, se multiplica este número por 567; 
el producto 5105 es mayor que 4728, luego 9 es de-
masiado. Para ensayar 8 se multiplica este número 
por el divisor; el producto 4556 es menor que 
4728, luego se sabe que el divisor 567 está conte-
nido ocho veces en el dividendo 4728. 

Conocida la cifra 8 de las centenas del cuociente, 
para obtener las otras dos de este cuociente, obsér-
vase que el dividendo 472878 componiéndose de 
los tres productos parciales de las ocho centenas, de 
las decenas y de las unidades del cuociente por el 
divisor 567, si se sustrae de este dividendo el p r i -
mer producto parcial 4556 centenas, el resto 19278 
no contendrá mas que los productos de las decenas 
y de las unidades del cuociente por el divisor; pué-
dese pues considerar este resto 19278 como un 
nuevo dividendo parcial formado del producto del 
divisor 567 por un cuociente parcial, cuyas decenas 

2. 



y unidades son las del cuociente total. La cuestión 
queda de este modo reducida á dividir 19278 por 
367, sabiendo que las mas altas unidades de este 
cuociente son decenas. Para hallar estas decenas se 
observa que su producto por el divisor 367 se ha-
lla en las 1927 decenas del dividendo 19278. Por 
otra parte las decenas que se retienen y que resul-
tan de la cifra de las unidades del cuociente por el 
divisor 367, es menor que 10X^67 ó que 367 dece-
nas. Por consiguiente averiguase la cifra de las de -
cenas del cuociente procurando saber cuantas veces 
367 está contenido en 1927, á cuyo efecto deter-
mínase cuantas veces 5 está contenido en 19; el nú-
mero 5 que se obtiene espresa la cifra de las dece-
nas del cuociente ó una cifra demasiado fuerte. Pa-
ra ensayar la cifra 5 multiplícase 367 por 3. El pro-
ducto -1701 espresando decenas, se sustrae 1701 
decenas de 19278; el resto 2268 siendo el pro-
ducto del divisor por la cifra de las unidades del 
cuociente, se logrará esta cifra dividiendo 2268 por 
567, ó lo que es mas simple dividiendo 22 por 5. 
El número 4 que se obtiene espresa las unidades 
del cuociente total ; pues sustrayendo 4 veces 367 
de 2268, el resto es cero.' El cuociente que se bus-
caes 854. 

Resultan de los razonamientos espuestos esta re-
gla general : Para dividir un número por otro, se 
escribe el divisor á la derecha del dividendo, se 
traza una línea de separación entre estos dos nú-
meros, y se traza también otra debajo del divisor 
para separarlo del cuociente que se busca. Despues 
se toman en el dividendo tantas cifras cuantas sean 

necesario para contener el divisor á lo menos una 
vez, si se procura saber el número que espresa 
cuantas veces este dividendo parcial contiene al di-
visor. Este número será la primera cifra á izquier-
da del cuociente, que se escribe en su lugar corres-
pondiente, se multiplica por el divisor y colócase 
el producto bajo del dividendo, colocando una lí-
nea separatoria para poder escribir el residuo que 
resultará de estos dos números. En seguida se baja 
á la derecha la primera de las cifras del dividendo 
que no ha sido empleada aun, por cuyo medio re-
sulta otro dividendo parcial sobre el cual se opera 
como sobre el precedente, logrando así la segunda 
cifra del cuociente que se busca y que se escribe á 
la izquierda de la primera. Continuase la misma 
operacion hasta acabar completamente con las ci-
fras del dividendo. Cuando alguno de los dividen-
dos parciales será menor que el divisor, la cifra 
correspondiente del cuociente será un cero. 

Hemos supuesto en los ejemplos precedentes que 
el dividendo era el producto del divisor por un 
número entero, y en este caso la división ha con-
ducido á un último resto igual á cero. Pero no siem-
pre se verifica así. Cuando se dividen dos números 
cualesquiera uno por otro, frecuentemente sucede 
que el dividendo no es el producto del divisor por 
un número entero; en este caso se llega á una so -
bra ó resta que, si bien menor que el divisor, no 
es nulo. Siendo el dividendo igual al producto del 
divisor por el número entero obtenido en el cuo-
ciente, mas el resto último, y este resto siendo me-
nor que el divisor, es cierto que el dividendo está 



comprendido entre el producto del divisor por el 
número entero obtenido en el cuociente, y el pro-
ducto del divisor por el número entero obtenido en 
el cuociente aumentado de una unidad. El cuociente 
total está pues comprendido entre el número ente-
ro obtenido en el cuociente y este mismo número 
entero aumentado de una unidad. Por este motivo 
se dice que el número entero que ha resultado en 
el cuociente es la parte entera del cuociente. 

Dicese que un número es divisible por otro cuan-
do la operacion se efectúa sin resto alguno : tal 
como 64 por 8 cuyo producto es 8 y el resto nulo. 

Para dividir un número por el producto de m u -
chos factores, basta dividirlo sucesivamente por los 
factores del producto. 

Para hacer la prueba de la división basta mult i-
plicar el divisor por el número entero que resulta 
en el cuociente, añadiendo á este producto el resto 
si lo hay, cuya suma debe ser igual al dividendo. 

Basta por esta vez; la siguiente pienso escribirte 
de algunas propiedades acerca de la naturaleza de 
los números enteros; escusa si en esta te he entre-
tenido de procederes y conocimientos que hace 
tiempo te constan, pues, repito, mi intención es 
demostrar las operaciones generalmente conocidas, 
y establecer estos principios como base para esta-
blecer y decir otros mas trascendentales. 

CARTA SEGUNDA. 

OBSERVACIONES SOBRE ALGCNAS PROPIEDADES DE LOS 
NUMEROS. 

Amigo Eugenio, en la presente pienso estender-
me menos que en la anterior, siendo mi objeto es-
ponerte sucintamente algunas observaciones que 
resultan del examen de las propiedades de los nú-
meros. 

Cuando muchos números tienen un divisor co-
mún, su suma igualmente lo tiene, pues el cuo-
ciente de cada número por el divisor común siendo 
un número entero, la reunión de los cuocientes 
parciales es un número entero que espresa el cuo-
ciente total de la división de la suma de los núme-
ros propuestos por el divisor común. 

Todo divisor de un número divide los multípli-
ces de este número. 

La suma de muchos multíplices de un número es 
un multíplice de este número. 

Cuando una suma se compone de dos partes, to-



comprendido entre el producto del divisor por el 
número entero obtenido en el cuociente, y el pro-
ducto del divisor por el número entero obtenido en 
el cuociente aumentado de una unidad. El cuociente 
total está pues comprendido entre el número ente-
ro obtenido en el cuociente y este mismo número 
entero aumentado de una unidad. Por este motivo 
se dice que el número entero que ha resultado en 
el cuociente es la parte entera del cuociente. 

Dicese que un número es divisible por otro cuan-
do la operacion se efectúa sin resto alguno : tal 
como 64 por 8 cuyo producto es 8 y el resto nulo. 

Para dividir un número por el producto de m u -
chos factores, basta dividirlo sucesivamente por los 
factores del producto. 

Para hacer la prueba de la división basta mult i-
plicar el divisor por el número entero que resulta 
en el cuociente, añadiendo á este producto el resto 
si lo hay, cuya suma debe ser igual al dividendo. 

Basta por esta vez; la siguiente pienso escribirte 
de algunas propiedades acerca de la naturaleza de 
los números enteros; escusa si en esta te he entre-
tenido de procederes y conocimientos que hace 
tiempo te constan, pues, repito, mi intención es 
demostrar las operaciones generalmente conocidas, 
y establecer estos principios como base para esta-
blecer y decir otros mas trascendentales. 

CARTA SEGUNDA. 

OBSERVACIONES SOBRE ALGCNAS PROPIEDADES DE LOS 
NUMEROS. 

Amigo Eugenio, en la presente pienso estender-
me menos que en la anterior, siendo mi objeto es-
ponerte sucintamente algunas observaciones que 
resultan del examen de las propiedades de los nú-
meros. 

Cuando muchos números tienen un divisor co-
mún, su suma igualmente lo tiene, pues el cuo-
ciente de cada número por el divisor común siendo 
un número entero, la reunión de los cuocientes 
parciales es un número entero que espresa el cuo-
ciente total de la división de la suma de los núme-
ros propuestos por el divisor común. 

Todo divisor de un número divide los multípli-
ces de este número. 

La suma de muchos multíplices de un número es 
un multíplice de este número. 

Cuando una suma se compone de dos partes, to-



do número que divide la suma y la primera parte 
divide necesariamente la segunda; pues la diferen-
cia entre la suma y la primera parte siendo igual á 
la segunda parte, si se divide la suma y la primera 
parte por su divisor común, los dos cuocientes se-
rán números enteros; y su diferencia, que será un 
número entero, espresará el cuociente de la segun-
da parte por el divisor común. Por consiguiente es-
te último cuociente será efectivamente un número 
entero. 

La diferencia entre dos multíplices de un núme-
ro es un multíplice de este número. 

•Cuando se combinan varios multíplices de un 
número por via de adición ó sustracción, la dife-
rencia es un multíplice de este número. 

Cuando una suma se compone de dos partes de 
las cuales la una es divisible por un número y la 
otra no lo es, la suma no es divisible por el número 
en cuestión. 

Un número jamás es divisible por otro mayor que 
su mitad. 

El resto de la división de un número por 2 es el 
mismo que el de su primera cifra á derecha por 2. 

El resto de la división de un número por 5 es el 
mismo que el de la división de su primera cifra á 
derecha por 5. 

Para hallar el resto de la división de un número 
por 9, basta adicionar las cifras del número pro-
puesto, y si la suma es menor que 9, esta suma se-
rá el resto. Si es mayor que 9, se opera sobre el 
guarismo de esta suma adicionando las cifras que 
las componen; y así sucesivamente hasta llegar 

á.encontrar una suma menor que 9. Si esta suma 
es igual á 9, el resto es cero y el número es exacta-
mente divisible por 9. Esto es evidente si se repara 
que : 

• 1 0 = 9 + 1 , 1 0 0 = 9 9 + 1 , 1 , 0 0 0 = 9 9 9 + 1 , etc. 

Llámase número primero el que solo es divisi-
ble por sí mismo ó por la unidad. 

Dos números se designan bajo el nombre de co-
munes entre sí, cuando no tienen factor común. 

El mayor de todos los divisores comunes á dos 
números, es el que se llama su mayor común divi-
sor. Voy á hacerte entender como este número se 
halla, y para fijar las ideas, consideraremos 48 y 
-18. Su mayor divisor común no pudiendo pasar de 
-18, se ve si el número menor propuesto -18 divide 
exactamente el número mayor 48, en cuyo caso 
seria el mayor común divisor, pues 18 se divi-
de exactamente á sí mismo dando por cuocien-
te la unidad. En este ejemplo se halla que 48 
es igual á I S X 2 + ' '-• Resulta de los principios que 
he establecido que el mayor común divisor entre 
48 y 18 es el mismo que el de 18 y 12, pues el ma-
yor común divisor á 48 y 18 divide también la su -
ma 48 y 18X2 que es una de sus partes, debe por 
consiguiente dividir la otra parte 12. Dividiendo 
18 y -12, no puede sobrepujar el mayor común divi-
sor de 18 y 12; pero el último dividiendo \ i 
y -18X2 divide la suma 48, dividiendo pues 48 y 
-18, y por consiguiente no puede sobrepujar el 
mayor común divisor de 18 y 48. Estos dos mayo-



res comunes divisores, no pudiendo ser el uno ma-
yor que el otro, son iguales. Los mismos razona-
mientos, pudiendo aplicarse á los demás números, 
se ve que todo divisor común á dos números divide 
el resto de su divisor, y que el mayor común di-
visor de dos números es el mismo que el que existe 
entre el mas pequeño de estos números y el resto 
de la división del mayor por el menor. La cuestión 
se reduce á saber cual es el mayor común divisor 
de 18 y 12; ahora bien 1 8 = l2-j-6, por consiguien-
te el mayor común divisor es 6. En general, para 
cerciorarse del mayor común divisor de dos núme-
ros, se divide el mayor por el menor; si el resto 
es cero, el mas pequeño será el mayor común di-
visor; si hay un resto, se divide el mas pequeño de 
los números propuestos por el primer resto; si el 
resto de c-sta división es cero, el primer resto será el 
divisor buscado, en el caso contrario se continuará 
en dividir los restos sucesivos unos por otros hasta 
llegar á un cuociente exacto; el resto que exacta-
mente dividirá el resto precedente será el mayor co-
mún divisor buscado. 

El número de las divisiones que deben efectuarse 
para obtener el mayor común divisor no puede es-
ceder la mitad del mas pequeño de los dos núme-
ros propuestos; pues á cada división los restos su-
cesivos disminuyen á lo menos de dos unidades. 

Para hallar el mayor común divisor de muchos 
números, basta buscar sucesivamente el mayor co-
mún divisor entredi primero y el segundo, entre 
el mayor común divisor obtenido y el tercer núme-
ro, y así sucesivamente. 

Para descomponer un número en sus factores pr i -
meros, se lo divide necesariamente porcada uno de 
los números primeros 2, 5, 5, etc., que no esceden 
su mitad, hasta lograr un cuociente exacto. Divíde-
se despueseste cuociente por el primer número que 
ha servido de divisor. Opérase despues sobre el ú l -
timo cuociente obtenido como sobre el número pro-
puesto, observando que este cuociente no puede 
dividirse sino por números primeros mayores que 
el que ha servido de división; continúanse estos cál-
culos hasta que se llega á un cuociente exacto que 
sea un primer número. El número propuesto es 
igual al producto de este último cuociente por todos 
los números que han servido de divisor. 

i 



CARTA TERCERA. 

UE LAS FRACCIONES O QUEBRADOS. 

Amigo Eugenio, hemos visto que á veces un nú-
mero no es exactamente divisible por otro, que-
dando un resto que no es nulo; por ejemplo, el 
cuociente de 26 por 8 es mayor que 5 y menor que 
4, y no puede ser espresado por un número ente-
ro. Para tener una idea exacta de este cuociente, se 
observa que 26 es igual á 24 mas 2, y por consi-
guiente se logrará el cuociente de 26 por 8, r eu -
niendo el de 24 por 8, al de 2 por 8. Ahora bien el 
cuociente de 24 por 8 es exactamente 5; queda, 
pues, á dividir 2 por 8. Para evaluar este último 
cuociente, imagínase la unidad dividida en 8 partes 
iguales; cada una de estas partes espresa el cuo-
ciente de -I por 8, puesto que cada una de ellas re-
petida 8 veces da el dividendo I ; pero 2 siendo 
igual á 1 mas i, se logrará el cuociente de 2 por 8, 
tomando 2 veces el octavo de -1, de manera que el 

octavo de 2 es lo mismo que 2 veces el octavo de t . 
Añadiendo los dos cuocientes parciales de 24 por 8 
y de 2 por 8, se ve que el cuociente total de 26 
por 8 se forma de tres unidades, mas de 2 de las 
octavas partes de que la unidad puede imaginarse 
compuesta. 

Esta parte que se añade á las unidades del cuo-
ciente siendo siempre menor que la unidad, ha re -
cibido el nombre de fracción ó quebrado. 

Para escribir la fracción que espresa el cuociente 
del último resto por el divisor, se coloca el divisor 
bajo este resto, y se separa estos dos números por 
una línea; así el cuociente de 26 por 8 es de 5 uni-
dades mas -f de unidad. 

Para enunciar las fracciones, se da nombres par-
ticulares á las diversas subdivisiones de la unidad, 
y cuando esta está dividida en 2, 5, 4, etc., partes 
iguales cada una de estas partes se llama un medio, 
un tercio, un cuarto, etc. 

Como en una fracción, el número inferior sirve 
á denotar la especie de partes en que la unidad es-
tá dividida, y el número superior denota el núme-
ro de partes que se toma ; el primero se llama de-
nominador, y el segundo numerador, y ambos se 
designan bajo el nombre de los términos de una 
fracción. Así ~ se pronuncia dos octavos; en este 
caso 2 es el numerador, y 8 el denominador, y am-
bos son los términos de la fracción. 

Es evidente que una fracción no cambia de valor 
cuando sus dos términos se multiplican ó dividen 
por un mismo número, pues el efecto que un t é r -
mino produce el otro lo neutraliza. Así la fracción 



} tiene el mismo valor que ¿ que es la misma frac-
ción multiplicada por 2, de manera que la misma 
cantidad recibe el que recibe los de una fanega de 
trigo que el que recibe f , pues si bien en este últi-
mo caso el número de partes que se recibe y que 
espresa el numerador es doble, también el número 
de partes en que la unidad se considera dividida es 
doble, y por consiguiente doble mas pequeñas; en 
términos que siendo dobles se necesitan dos para 
componer una de las primeras, y por consiguiente 
para tomar la misma cantidad que en el primer ca-
so es preciso tomar doble número de partes. En el 
primer caso suponemos la fanega dividida en tres 
partes iguales de las que se recibe 2, es decir la f a -
nega entera menos una parte; en el segundo, con-
sideramosla fanega dividida en 6 partes iguales, cada 
una de lascuales debe ser doble menor que cada una 
délas antecedentes, loque equivale á decir que cada 
una de las o partes del primer caso se ha dividido 
en dos; luego si dividida así la fanega se recibiese 
el mismo número de partes, la cantidad recibida 
seria la mitad de lo que se hubiera recibido ante-
riormente cuando la fanega se suponía dividida en 
doble menos de partes; luego es preciso recibir do-
ble número de partes para recibir la misma canti-
dad que anteriormente, luego una fracción no se 
altera multiplicando los dos términos que la com-
ponen por un mismo número. De la misma manera 
si la fracción f i a divido por dos, será doble menor 
el número de partes que se suponen que se reciben; 
pero también doble mayor las partes en que la 
unidad se supone dividida. Así la fracción resul-

tante vale tanto como la fracción -t diferencián-
dose solo en la forma. Así la misma cantidad recibe 
el que recibe f de una fanega de trigo que el que 
recibe j de fanega de trigo, ó la mitad de una fa-
nega ó media fanega. 

De lo dicho se infieren las consecuencias siguien-
tes : 

Ia. Una fracción no se altera cuando sus dos tér-
minos se multiplican ó se dividen por un mismo 
número. 

2 \ Para multiplicar una fracción por un número 
cualquiera, bastará multiplicar su numerador por 
este número, ó dividir por él mismo su denomina-
dor. 

3a. Para dividir una fracción por un número 
cualquiera, bastará dividir su numerador ó multi-
plicar su denominador. 

•5a. Para reducir dos ó mas fracciones á un mis-
mo denominador sin cambiar su valor bastará mul-
tiplicar los dos términos de cada una por el pro-
ducto de los dos términos de las otras. 

•>'. Cuando tengamos una ó muchas fracciones 
del mismo ó diferente denominadores de cuyo va-
lor relativo queramos tener una idea mas comple-
ta, esto es, penetrarnos de la cantidad que espresan, 
deberemos reducirlas á su última espresion, loque 
puede efectuarse dividiendo sus dos términos por 
su major común divisor, conforme espliqué en mi 
carta anterior. Así supongamos que de resultas de 
varios cálculos nos resulta la fracción -rrrrr ; como 
los términos que componen esta fracción están 
compuestos de muchas cifras, no podemos formar-



DOS mas que una idea muy confusa de su v a l o r ; 
pero si procuramos, por las reglas establecidas, bus-
car el mayor común divisor de a m b o s términos, 
hallamos que su denominador se divide exacta-
mente, dando por cuociente 2, de lo que resulta, 
según los principios establecidos, que su mayor 
común divisor es el número 6842 q u e compone su 
numerador , el cual dividido por sí mismo da 1 , 
luego la fracción propuesta es igual á \ esto es, á 
la mitad de la unidad. De la misma manera y dis-
curriendo según los mismos principios, la fracción 
\ es igual á 

Para sumar fracciones del mismo denominador, 
se efectúa formando la suma de los numeradores, y 
dando á esta suma el denominador de las fraccio-
nes propuestas. 

Para sustraer dos fracciones, se sustrae un deno-
minador de otro y dando á la diferencia el denomi-
nador común. 

Si en ambas operaciones las fracciones fuesen de 
diferente especie, esto es, que los denominadores 
fuesen diferentes, será preciso r educ i r l a s á un de-
nominador común; de otro modo la adición ó sus-
tracción no podrían efectuarse p o r q u e las unidades 
fraccionarias serian de diferente especie. 

La multiplicación de las fracciones presenta dos 

casos : 
I o . Cuando el multiplicando e s u n a fracción y el 

multiplicador un número entero , el producto se lo-
gra multiplicando el numerador ó dividiendo el de-
nominador, según los principios q u e he estable-
cido. 

2o. Cuando ambos factores son fracciones, la mul-
tiplicación no puede considerarse como una adición 
abreviada, como cuando se trata de números en -
teros. Es preciso generalizar el sentido que se fija 
á la palabra multiplicar. Esta operacion puede con-
siderarse en este caso como teniendo por fin calcu-
lar un número llamado producto, que esté com-
puesto con un número llamado multiplicando de 
la misma manera que otro número llamado mul t i -
plicador está compuesto con la unidad. De esta de-
finición se deduce que el producto de muchas frac-
ciones se espresa por una fracción cuyo numerador 
es el producto de las fracciones propuestas, y cuyo 
denominador es el producto de los denominadores 
de las primeras fracciones. En efecto, supongamos 
que queremos multiplicar ¿ por -J; el multiplicador 
7 componiéndose de 4 veces el quinto de se ob -
tiene el quinto de \ dividiendo \ por o, y los razo-
namientos precedentes demuestran que el cuociente 
es por consiguiente se obtendrá cuatro veces 
la quinta parte de f ó los f de \ repitiendo 4 veces 
la fracción lo que reduce, como se acaba de 
ver, á multiplicar el numerador por 4. El producto 
de ^ por \ es pues ó i- t. Luego para multipli-
car una fracción por otra se multiplica numerador 
por numerador y denominador por denominador. 

El producto de muchas fracciones conserva su 
valor en cualquier orden que se efectúe la multi-
plicación. 

La división de las fracciones puede presentar tres 
casos : 

I o . Dividir una fracción por otra fracción : para 



efectuar esta operacion se multiplica el numerador 
de la fracción dividendo por el denominador de la 
fracción divisor, despues el denominador de la 
fracción dividendo por el numerador de la fracción 
divisor. Supongamos que queremos dividir \ por 
r r , el producto será 

2o . Dividir un entero por una fracción. En este 
caso es preciso multiplicar el entero por el deno-
minador, dividir el producto por el numerador. 
Así el cuociente de 12 por \ = ~ . Mas esta frac-
ción es impropia, es decir que su numerador es 
mayor que su denominador, y por consiguiente vale 
mas ó es mayor que la unidad; para averiguar su 
valor se divide el numerador por el denominador 
y al resto se pone el denominador; así la fracción 
resultante ^-f' es igual á 15 unidades, ó números 
enteros y a 4. Este proceder debe aplicarse á todos 
los casos que resulte una fracción de este género. 
Si la fracción tuviese el numerador exactamente 
igual al denominador su valor seria la unidad. La 
razón de este proceder es fácil de percibir : supon-
gamos que efectuando divisiones sobre fanegas de 
trigo, os resultase por cuociente 4 fanegas y ' de 
fanega; esta última fracción es fácil de apreciar, 
pues equivaldría á una fanega entera menos un ter-
cio, ó en otros términos que el cuociente logrado 
seria igual á 5 fanegas menos un tercio; mas su-
pongamos que el cuociente logrado fuese 4 fanegas 
y de fanega; en este caso la fracción lograda se-
ria impropia, es decir valdría mas que la unidad 
ó la fanega, pues una fanega no contiene mas que 
cuatro cuartas partes, y si contuviese mas, ya no se-

rian cuartas partes; luego si han resultado seis cuar-
tas partes de fanega ha resultado mas de una fane-
ga, y para conocer su valor es preciso dividir el 
numerador por el denominador, lo que da por 
producto \ mas luego 7 de fanega es igual á 4 
fanega mas 7 de fanega, y como 7, por los princi-
pios establecidos es igual á i , resulta que 7 de fa-
nega es igual á 1 mas \ ó á fanega y media. Mas si 
el producto hubiera sido 4 fanegas y 7 de fanega, 
este producto seria equivalente á 5 fanegas, pues 4 
dividido por 4 da 4, y si consideramos la unidad ó 
fanega dividida en cuatro partes iguales, como el 
denominador indica, y tomamos todas cuatro como 
el numerador señala, tomamos toda la fanega. 

5o. Cuando se trata de dividir una fracción por 
un entero, se multiplica el denominador de la frac-
ción por el entero dejando tal cual está el numera-
dor. Este proceder es evidente si os acordais de lo 
que ya os he esplicado que para hacer una fracción 
un número de veces mas pequeña, ó lo que es lo 
mismo dividirla por este número, se divide su nu-
merador ó multiplica su denominador: así siquere-
mos dividir por 4 ó hacer cuatro veces mas peque-
ña la fracción según los principios establecidos 
el cuociente por 4 de esta fracción es igual á r j ó 
bien á ^ ; mas como no siempre es divisible el 
numerador por el entero divisor, conviene mas de-
jar el numerador tal cual es y multiplicar el deno-
minador; así en este ejemplo j dividido por 4, no 
siendo el numerador divisible por 4, se usa del se-
gundo proceder, esto es, se multiplica el denomina-
dor ; así el producto de esta división será 

i x . 5 



CARTA CUARTA. 

DE LOS NUMEROS COMPLEXOS O DENOMINADOS. 

Amigo Eugenio, hasta el presente hemos consi-
derado los números de un modo abstracto, estoes, 
no determinando la especie de unidades; ahora va-
mos á aplicar los principios establecidos y los pro-
cederes descritos á los números concretos, ó á los 
números que designan qué especie de unidades los 
componen. Voy á hablarte de lo que los aritméti-
cos llaman números complexos ó denominados, 
bajo cuyo nombre comprenden todo nombre con-
creto que se compone de muchas partes ó especies 
que se refieren á un mismo género, como 4 quin-
tales, S arrobas, 10 libras, 6 onzas; ó 4 pesos fuer-
tes, 8 reales, etc. Las operaciones sobre números 
de esta naturaleza es muy frecuente é importan-
te, y mi objeto en la presente carta es enseñarte 
los procederes por medio de los cuales se efectúan, 
aplicando á su práctica la teoría espuesta de los 

números enteros y fraccionarios. Esta teoría ha 
perdido, á lo menos en Francia, parte de su utili-
dad desde el establecimiento del sistema decimal. 
Los Franceses, pueblo eminentemente ilustrado y 
culto, que á pesar de su acendrado patriotismo no 
hesitan en abandonar las viejas costumbres cuando 
redunda en ventaja del progreso, han generalizado 
el sistema decimal', esto es, un sistema de fracciones 
en que la unidad se decuplica ó gubdivide en partes 
sucesivas de diez en diez veces mas pequeñas, con-
vencidos de las grandes ventajas que este sistema 
trae consigo, facilitando los cálculos, y pudiendo ya 
sea inmediatamente, ó ya sea por operaciones 
muy breves y fáciles seguir la misma ley que los 
enteros. De este sistema que tal vez las demás na -
ciones europeas acabarán por adoptar, pienso ha-
blarte prolijamente en mi próxima carta, si bien 
tengo un recuerdo de haber tocado ligeramente este 
puntoenla primera tarde de nuestras conferencias'; 
en la presente, puesto que son de un uso continuo 
las operaciones sobre los números complexos tales 
como en general se admiten, voy á esponerte su 
teoría, siendo esta por otra parte muy propia á fa-
miliarizarte con la consideración de las fracciones 
y á acostumbrarte al cálculo. Pero antes pienso es-
ponerte un cuadro sucinto de la ley y subdivisión 
del tiempo, pesos y medidas, adoptando en estos 
dos últimos puntos la división española, puesto que 
estoy en España y que su estudio debe serte útil, si 

* Véase el t o m o I , desde !a pág ina 57 hasta la 63, y ademas las ta * 
blas d e la r edacc ión d e pesos y medidas al fin del mismo tomo. 



es verdad como me has dicho en otra ocasion que 
piensas hacer un viage á España. 

En el tiempo, como no ignoras, se observa la di-
visión siguiente : el siglo consta de 100 años, el 
año de 565 dias. y si es bisiesto de 566; el dia de 
24 horas; la hora de 60 minutos ; el minuto de 60 
segundos; el segundo de 60 terceros. 

Para las cosas que se venden al peso, la unidad 
de especie superior es el quintal , que se compone 
de 4 arrobas; la arroba de 25 l ibras ; la libra de 16 
onzas; la onza de 16 adarmes ; el adarme de 5 to -
mines, y el tomin de 12 granos. La libra se divide 
también en 2 medias libras, en 4 cuarterones, y en 
8 medios cuarterones; la onza en 2 medias onzas, 
en 4 cuartas y en 8 octavas ó dracmas; la libra se 
divide también en 2 marcos, y el marco en 8 on-
zas. 

En las medidas agrarias la unidad primera es el 
estadal cuadrado, que es un cuadro de 4 varas, ó 
42 pies de largo y otro tanto de ancho. Sigue des-
pues la aranzada que se compone de 20 estadales 
en cuadro ; y luego la fanega de tierra, que se com-
pone de 24 estadales en cuadro. La fanega de tier-
ra se divide en 12 celemines, y el celemin en 4 cuar-
tillos. 

Para los granos, la sal y demás cosas secas la uni-
dad de especie superior es el cahiz, que se compo-
ne de 12 fanegas, y la fanega de 12 celemines; 
también se divide la fanega en 2 medias fanegas y 
en 4 cuartillas. 

Para los líquidos, escepto el aceite, se usa de la 
cántara ó arroba que se divide en 2 medias cánta-

ras; la media cántara en 2 cuartillas, la cuartilla en 
2 azumbres;la azumbre en 2 medias azumbres; la 
media azumbre en 2 cuartillos; el cuartillo en 2 
medios cuartillos; el medio cuartillo en 2 copas; 
de modo que la cántara tiene 52 cuartillos; el mor 
yo se compone de 16 cántaras. 

El aceite lo esceptuo, porque sus medidas están 
arregladas al peso; y así se usa de la arroba, me-
dia arroba, cuartilla ó cuarto de arroba, libra,- me-
dia libra, cuarterón ó panilla, y de la media pa -
nilla. 

En la moneda la unidad de especie superior es el 
doblon, que se compone de 4 pesos; el peso de 1,5 
reales, y el real de 54 maravedises. 

Las medidas de longitud se refieren al pie; este 
se divide en 16 dedos, jbel dedo en mitad, cuarta, 
octava, y diez y seisava parte; también se divide 
en 4 2 pulgadas y la pulgada en 12 líneas. 

Entendido esto, vamos á ver ahora como se pro-
cede para efectuar las diversas operaciones relativas 
á los números complexos. 

Para sumar estos números, se ponen unos deba-
jo de otros, de manera que se correspondan las 
unidades de cada especie; empiézase por la unidad 
de especie inferior, y si de la suma de esta resulta 
alguna ó algunas unidades de la especie inmedia-
tamente superior, se la añade á esta, como en los 
números abstractos la suma de las unidades sim-
ples se agregan á las decenas; y así se continua 
hasta haber sumado las de la especie superior sien-
do la suma el número que resulta.Por ejemplo, trá-
tase de sumar 16 quintales, 2 arrobas, 10 libras y 



6 onzas, con 24 quintales 6 arrobas, 4 libras y 2 
onzas, con 6 quintales, -19 arrobas, 4 libras y 2 on-
zas, con 10 quintales, 6 arrobas, 8 libras y 6 on-
zas, coloco todos estos números uno debajo de 
otros. 

(8 (1 (1 

-16 qs. 2 ars. 10 lib. 6 onz. 
24 6 4 2 
6 19 • 4 2 

10 6 8 6 

6 4 M 
2 2 0 

y empiezo á adicionar por las onzas, cuya suma re-
sulta 16; que componiendo una libra exactamente, 
borro 16 y pongo debajo 0, y 1 libra que resulta la 
pongo encima de la columna de las libras separado 
con una media luna; sumo las libras y tengo por su-
ma 27, cuyo número me compone I arroba y 2 li-
bras ; borro el 27, pongo 2 y añado 1 arrobas que 
ha resultado á la columna de las arrobas; sumo estas 
y tengo por resultado 54, lo que compone 8 quin-
tales y 2 arrobas; borro el 54, pongo 2 añado los 
8 quintales á la columna de estos, cuya suma r e -
sulta 64; la suma de los números propuestos se 
compone de 64 quintales 2 arrobas y 2 libras. 

Para restar los números complexos ó denomina-
dos se pone el sustraendo debajo del minuendo, de 
modo que se correspondan las unidades de una 
misma especie; despues se resta cada especie de 
unidades de sus unidades correspondientes en el 

minuendo, empezando por las de la especie infe-
rior. Si alguna especie de unidades del sustraendo 
fuese mayor que la del minuendo se toma de este 
una cantidad de la especie inmediata superior, y si 
no hubiese en este se tomará de la otra, ó de la si-
guiente si tampoco hubiese en esta, etc.; y cuando 
se toma una unidad superior de dos ó tres órdenes, 
se descompone en las inferiores. Por ejemplo, t rá-
tase de restar 4 quintales, 6 arrobas y 2 libras de 2 
quintales, 4 arrobas y 4 libras. Dispónese la opera-
ción del modo siguiente : 

4 qs. 6 ars. 2 lib. 
2 4 4 

2 I 25 

Despues empiezo á restar por la columna de las 
libras, y como 4 libras no pueden restarse de 2, to-
mo una unidad de las arrobas que valen 25 libras, 
las que juntamente con las 2 que tengo hacen 27, 
de las que, restando 4, quedan 5, que escribo bajo 
la raya ó línea que he t razado; despues paso á las 
arrobas, y teniendo en consideración la que saqué 
para añadir á la columna de las libras, resulta por 
resto 1 ; y últimamente pasando á la columna de 
las quintales, resultan 2 de diferencia; luego la di-
ferencia total es de 2 quintales, I arroba y 25 li-
bras. 

Supongamos que de -18 quintales, quiero restar 
16 quintales, 2 arrobas y 16 libras. 



5 25 
48 qs. 0 ars. 0 lib. 
46 2 46 

4 4 9 

Como no puedo restar libras de donde no las hay, 
y como no puedo tomar una unidad superior, arro-
ba, puesto que tampoco las hay, paso á tomar un 
quintal, que tiene cuatro arrobas; y como solo ne-
cesito una arroba para restar las libras, dejo 5 a r -
robas en el lugar de las arrobas, y pongo lo res-
tante en el lugar de las libras, que me da 25 libras, 
de las cuales restando'4 6, la diferencia es 9 ; pon-
go 9 por diferencia, y continuo la operacion, res-
tando 2 arrobas de 5, lo que da de diferencia 1; y 
cuando llego á los 18 quintales, tengo presente que 
he quitado uno ; de modo que la" diferencia es 4 ; 
la suma total es 1 quintal, 4 arroba y'9 libras. 

Para multiplicar los números-complexos ó deno-
minados se practica lo siguiente : 

I o . Se reducen ambos factores á la menor de sus 
especies; 

2o . Se multiplican estos dos números despues de 
reducidos; 

3o. Divídase el producto por el número que es-
presa las veces que la unidad de especie inferior 
del multiplicador cabe en la mayor, y el cuociente 
espresará el producto en las unidades de especie 
inferior del multiplicando, por lo que deberá redu-
cirse á las de especie superior. En esta cuestión es 
indispensable conocer cada factor por lo que te di-
ré que el multiplicando es de la especie que se bus-

ca en el producto, y que por consiguiente el otro 
será el multiplicador. Por ejemplo, si quiero averi-
guar cuanto valen 7 varas y 1 pie á 9 pesos y 6 reales 
la vara, observaré que como lo que busco aquí son 
pesos y reales, el multiplicando es 9 pesos y 6 reales; 
por lo que los reduciré primero á la menor de sus 
especies, y tendré reducido el multiplicando á 141 
reales, y el multiplicador á 22 pies; multiplico 141 
por 22, y saco el producto 5,102; el cual lo di vido por 
5, á causa de que el pié está contenido 5 veces en la 
vara, lo que me da el cuociente 4,054 que espresa 
los reales que valen las 7 varas y -I pie; y reducien-
do 1,054 á pesos sacaré 68 pesos y 44 reales. 

Para dividir los números complexos ó denomi-
nados, se practica el proceder siguiente : redúcese 
el divisor á la menor de sus especies; en seguida 
se hace la división empezando por las unidades de 
especie superior del dividendo, reduciendo el resi-
duo si lo hubiese á las unidades de especie infe-
rior inmediata, y añadiendo las unidades de esta es-
pecie que hay en el dividendo ; despues se dividen 
por el divisor, y si queda alguna resta se reduce á 
las unidades de especie inferior inmediata, y así se 
continua hasta que no quede unidades de especie 
inferior : despues multiplícase todo este cuociente 
por el número que espresa las veces que la unidad 
de especie inferior del divisor está contenida en la 
mayor, empezando esta multiplicación por las uni-
dades de especie inferior, para, si resultan unida-
des de especie superior, añadirlas al producto de la 
columna inmediata, y el resultado es lo que se pi-
de. Por ejemplo, sabido que 4 libras y 8 onzas me 



cuestan 4 pesos y 12 reales, se trata saber á cuan-
to me sale la libra. Según el proceder indicado, 
reduzco el divisor 4 libras y 8 onzas á la menor de 
sus especies. 

Por ejemplo, se sabe que 7 varas y un pié han 
costado 68 pesos y -14 reales, si quiero averiguar á 
como ha costado la vara, dividiré los 68 pesos y 
•14 reales por 7 varas y un pié. Aquí se conoce el divi-
dendo en que es de la misma especie que lo que se 
busca. Practico lo primero, y se me convierte el di-
visor en 22 pies; despues hago la división de la 
manera siguiente. 

68 ps. 14 rs. 
02 
15 
50 
14 

22 

5 ps. 2 rs. 
3 

9 ps. 5 rs. 

44 
0 

Empiezo por los pesos que siendo 68, les toca 5, 
que son pesos, que para reducirlos á reales los 
multiplicaré por 15, y al producto 50 le añadiré 
los -14 reales que hay en el dividendo; veo que el 
22 cabe dos veces en 44, y no deja resta; ahora el 
cuociente 5 pesos y 2 reales lo multiplico por 5, que 
es el que espresa las veces que la unidad de especie 
inferior del divisor está contenida en la mayor, y 
saco el producto 9 pesos y 6 reales que es en efecto 
el valor de la vara. 

No me detendré en la demostración de todas es-
tas operaciones, porque se apoya en los principios 
que he establecido. 

CARTA QUINTA. 

n E LAS FRACCIONES O QUEBRADOS DECIMALES. 

§ I. 

Numerac ión y naturaleza d e estas fracciunes. 

Amigo Eugenio, según dejé insinuado en mi últi-
ma, de todas las maneras de subdividir la unidad 
principal la mas simple y cómoda para los cálculos, 
es, sin duda, la subdivisión en partes sucesivas de 
diez en diez veces mas pequeñas, de lo que resul-
tan fracciones que tienen el denominador, seguido 
de uno ó muchos ceros, llamadas fracciones deci-
males. Este modo de subdivisión de la unidad ofre-
ce, repito, grandes ventajas, puesto que inmediata-
mente, ó á lo menos mediante operaciones suma-
mente fáciles, se reducen las operaciones de los nú-
meros fraccionarios á operaciones sobre números 
enteros. Esto es lo que te haré ver despues de ha-
berte hecho conocer la numeración de las fraccio-
nes decimales, es decir su nomenclatura y la mane-
ra de escribirlas en cifras. 

Déla misma manera que decuplicando sucesiva-



cuestan 4 pesos y 12 reales, se trata saber á cuan-
to me sale la libra. Según el proceder indicado, 
reduzco el divisor 4 libras y 8 onzas á la menor de 
sus especies. 

Por ejemplo, se sabe que 7 varas y un pié han 
costado 68 pesos y -14 reales, si quiero averiguar á 
como ha costado la vara, dividiré los 68 pesos y 
4 4 reales por 7 varas y un pié. Aquí se conoce el divi-
dendo en que es de la misma especie que lo que se 
busca. Practico lo primero, y se me convierte el di-
visor en 22 pies; despues hago la división de la 
manera siguiente. 

68 ps. 14 rs. 
02 
45 
50 
44 

22 

5 ps. 2 rs. 
5 

9 ps. 5 rs. 

44 
0 

Empiezo por los pesos que siendo 68, les toca 5, 
que son pesos, que para reducirlos á reales los 
multiplicaré por 15, y al producto 50 le añadiré 
los 4 4 reales que hay en el dividendo; veo que el 
22 cabe dos veces en 44, y no deja resta; ahora el 
cuociente 5 pesos y 2 reales lo multiplico por 5, que 
es el que espresa las veces que la unidad de especie 
inferior del divisor está contenida en la mayor, y 
saco el producto 9 pesos y 6 reales que es en efecto 
el valor de la vara. 

No me detendré en la demostración de todas es-
tas operaciones, porque se apoya en los principios 
que he establecido. 

CARTA QUINTA. 

n E LAS FRACCIONES O QUEBRADOS DECIMALES. 

§ I. 

Numerac ión y naturaleza d e estas fracciunes. 

Amigo Eugenio, según dejé insinuado en mi últi-
ma, de todas las maneras de subdividir la unidad 
principal la mas simple y cómoda para los cálculos, 
es, sin duda, la subdivisión en partes sucesivas de 
diez en diez veces mas pequeñas, de lo que resul-
tan fracciones que tienen el denominador, seguido 
de uno ó muchos ceros, llamadas fracciones deci-
males. Este modo de subdivisión de la unidad ofre-
ce, repito, grandes ventajas, puesto que inmediata-
mente, ó á lo menos mediante operaciones suma-
mente fáciles, se reducen las operaciones de los nú-
meros fraccionarios á operaciones sobre números 
enteros. Esto es lo que te haré ver despues de ha-
berte hecho conocer la numeración de las fraccio-
nes decimales, es decir su nomenclatura y la mane-
ra de escribirlas en cifras. 

Déla misma manera que decuplicando sucesiva-



mente la unidad, se forma nuevas unidades á las 
cuales se ha dado el nombre de decenas, centenas, 
mil, diez mil, un millón, etc., de la misma mane-
ra se ha concebido igualmente dividida la unidad 
en 10 partes iguales, que se han llamado décimos; 
cada décimo en diez partes iguales, llamadas cen-
tésimos (porque la unidad principal contiene diez 
veces 10 ó 100 de estas nuevas partes) ; despues el 
centésimo dividido en 10 partes, llamadas milési-
mos-, cada milésimo en 10 partes, llamado diezmi-
lésimo; cada diez milésimo en 10 partes, llamada 
cien milésimo; cada cien milésimo en diez partes, 
llamada millonésimo, y así sucesivamente. De ma-
nera que la unidad es, por decirlo así, un centro 
de donde parten dos sistemas decimales : uno que 
es 10, 100, 1000, 10000, etc., es decir la unidad 
recorriendo sucesivamente grados diez veces ma-
yor; y otro de décimos, centésimos, milésimos, diez 
milésimos, etc., es decir la unidad recorriendo su-
cesivamente grados diez veces menor. El primero 
es el sistema decimal ascendente que todo el mun-
do conoce; el segundo es el sistema decimal des-
cendente que es el que nos ocupa. De manera que 
la unidad es el término ó punto de donde proceden 
estos dos sistemas : tal como en el termómetro, el 
cero es el término de donde proceden los grados 
llamados sobre cero y bajo cero, ó como se puede 
también llamar grados de calor y frió. 

De la misma manera que en el sistema decimal 
ascendente, se ha convenido que las cifras por cada 
grado que se avanzan á la izquierda, adquieran un 
valor relativo diez veces mayor; se ha convenido 

igualmente, como consecuencia legítima, que, en 
el sistema decimal descendente, tenga lugar todo 
lo contrario, es decir que cada cifra tenga por cada 
grado que camine háciala derecha un valor diez ve-
ces mas pequeño. De lo que resulta que si, á la de-
recha de un número entero ya escrito en cifras, se 
coloca nuevas cifras, teniendo el cuidado de distin-
guir estas nuevas cifras de los números enteros por 
un signo cualquiera, una coma, por ejemplo, se re-
presentará mediante este proceder las partes suce-
sivas de la unidad de diez en diez veces mas peque-
ñas, es decir décimos, centésimos, milésimos, etc. 
Por consiguiente el conjunto de las cifras 24, 75 
espresará 24 unidades, 7 décimos y 5 centésimos; 
5,478 espresará 5 unidades, 4 décimos, 7 centési-
mos y 8 milésimos. 

Supongamos que queramos enunciar en lenguage 
ordinario el número que estas cifras espresan : 
56,5546. Este número puede enunciarse sise quie-
re de esta manera : 56 unidades, 5 décimos, 5 cen-
tésimos, 4 milésimos y 6 diez milésimos; pero ob-
servemos que 5 décimos valen 50 centésimos, ó 500 
milésimos, ó 5000 diez milésimos; de la misma 
manera 5 centésimos valen 50 milésimos ó 500 diez 
milésimos; por lo cual el número total viene á ser 
56 unidades 5506 diez milésimos; es decir que pa-
ra enunciar en lenguage ordinario un número frac-
cionario decimal escrito, es preciso enunciar sepa-
radamente la parte entera, ó la parte á la izquier-
da de la coma, enunciar despues la parte décimal 
que está á la derecha como si espresase un número 
entero, y colocar al fin del enunciado el nombre 



de la unidad de la última subdivisión decimal. 
Si se quiere también, puédese comprender en un 

solo enunciado la parte entera y la parte decimal. 
En efecto, tomemos por ejemplo el número 56,5506; 
como una unidad vale 10 décimos, ó 100 centesi-
mos, -1000 milésimos, 10000 diez milésimos, se 
deduce que 56 unidades equivalen á 360000 diez 
milésimos; y por consiguiente 56,5506 representa 
365506 diez milésimos; de la misma manera 7 uni-
dades valiendo 700000 cien milésimos, el número 
7,19503 es lo mismo que 749503 cien milésimos; 
es decir que basta, despues de haber enunciado el 
nombre como si no hubiese coma, colocar al fin del 
número enunciado el nombre de la última subdi-
visión. Pero en general se enuncia separadamente 
la parte entera. 

Recíprocamente supongamos que se quiera escri-
bir en cifras una fracción decimal enunciada en len-
guage ordinario; supongamos que se quiera escribir 
el nombre veinte y nueve unidades, trescientos cin-
cuenta y cuatro milésimos : se escribe primero la 
parte entera 29; despues como 500 milésimos equi-
valen á 5 décimos y que 50 milésimos forman 5 cen-
tesimos, se coloca una coma á la derecha de 29, y se 
escribe despues sucesivamente las cifras,5,5 y 4; de 
lo que resultará el guarismo 29,554 para el número 
enunciado. Dedúcese de lo que acabo de esplicar 
una regla general: para escribir en cifras un núme-
ro decimal enunciado en lenguage ordinario, se em-
pieza por escribir la parte entera y se coloca una 
coma; despues se escribe sucesivamente á la de-
recha de esta coma, las cifras que representan los 

décimos, centésimos, etc., que contiene el enun-
ciado, teniendo cuidado de reemplazar por ceros 
las unidades de diferente orden que pueden faltar. 

Si no hubiese parte entera, esto es, si el número 
propuesto fuese una fracción propiamente dicha, se 
escribe un cero para señalar el lugar de la parte 
entera, y despues se procede como acabo de decir. 

En fin, cuando se enuncia el número, puede su-
ceder que la parte entera no se distinga de la par-
te decimal, lo que no obsta, sin embargo, para es-
cribir el número propuesto. En este caso, se escri-
birá el número como si solo espresase unidades en-
teras, y despues se colocará una coma, de manera 
que la última cifra á derecha esprese unidades de 
la última subdivisión que comporta el enunciado. 
Por ejemplo, para escribir el número cuatro mil 
doscientos, catorce centésimos, se escribe primero 
4214; y como esta última cifra debe espresar cen-
tésimos, se coloca la coma entre 2 y 4 , lo que da 
42,44 ó 42 enteros y catorce centésimos. 

Uña fracción ordinaria se puede, si se quiere tras-
formar en fracción ordinaria, aunque esta operacion 
no tenga tal vez otra utilidad que la de mostrar que 
si bien diferente por la forma son en el fondo igua-
les con estas últimas. Una fracción ordinaria se 
compone ordinariamente de dos números colocados 
el uno encima del otro, el numerador y el denomi-
nador. En fracciones decimales, el lugar que ocupa 
la coma basta para indicar el denominador que es 
igual á la unidad, seguida de tantos ceros cuantas 
cifras decimales hay, al paso que su numerador se 
compone del conjunto de las cifras á la derecha de 



la coma, ó bien si se considera el entero como redu-
cido en fracción, es el número propuesto, hecha abs-
tracción de la coma. Así el número 25,5057, puesto 
en la forma ordinaria de una fracción, resulta como 
25 rHrv, ó si se quiere -Hfr f 1 ; el número 2,00405 
es igual á 2 TT^TT Ó enfin 0,0002154 equi-
vale á T T t t t t ^ -

Recíprocamente, 2 ó f r r : puede cambiarse 
en 2,055; en 17,2049. 

Estas trasformaciones de fracciones ordinarias en 
decimales y viceversa son de un continuo uso en el 
cálculo. 

De lo que he espuesto resulta que si, en una frac-
ción decimal, se adelanta la coma de uno ó muchos 
rangos hácia la izquierda, se multiplica el número 
por 10, 100, 1000, etc., y que al contrario, retro-
cediéndola de uno ó muchos rangos hácia la iz-
quierda, se divide el número por 10, 100,1,000, 
etc. Así, por ejemplo, si en el número 155,07295 
avanzamos la coma de tres rangos hácia la derecha, 
lo que da 155072,95; digo que el número se ha 
vuelto 1000 veces mayor. En efecto, el número pri-
mitivo equivalía á y cuando la coma ha mu-
dado de lugar ha resultado • - ' .V , ' " , fracción cuyo 
denominador es 1000 veces mas pequeño que el de 
la o t ra ; y como he demostrado que, cuando se mul-
tiplica el denominador de una fracción, disminuye 
esta de valor y aumenta cuando el mismo tér -
mino se divide, resulta que la segunda fracción es 
4000 veces mayor que la primera propuesta. 

Al contrario, si se hace retroceder la coma de dos 
rangos hácia la izquierda en la misma fracción pro-

puesta, se cambia esta en 1,5507295 ó TTHTÍTS-, 
fracción cuyo denominador es 100 veces mayor que 
el de la fracción propuesta ' |'0°'0'0;5; por consiguien-
te la nueva fracción es 100 veces menor que esta. 

También se puede demostrar esto, observando 
que, mudando de lugar la coma, el valor relativo 
de cada cifra se vuelve 10,100, 1000, etc., veces 
mayor ó menor. Así comparando 155072,95 á 155, 
07295, se ve que la cifra 5, que espresaba en esta 
última unidades simples, espresa en la otra uni -
dades de mil; la cifra 5 á la izquierda de 5, que es-
presaba decenas, representa decenas de mil, y así 
de las demás. 

Una fracción decimal no cambia de valor colo-
cando á su derecha un número cualquiera de ce-
ros : así, 5, 415 equivale á 5, 4150 ó á 5, 415000; 
en efecto, estos números pueden ponerse, como ya 
he espuesto, bajo la forma f ^ a h o -
ra bien las dos últimas fracciones no son otra 
cosa mas que la primera, cuyos dos términos se han 
multiplicado por 10,100, lo que no cambia su va-
lor, según el principio que establecí, que una frac-
clon no cambia de valor cuando ambos sus térmi-
nos se multiplican ó dividen por el mismo número. 
Puédese también observar que estos ceros coloca-
dos á la derecha de las cifras ya escritas no cam-
bian su valor relativo; y como estos ceros no t ie-
nen valor alguno por sí mismos, la fracción no se 
altera en lo concerniente á su valor. 

Por medio de esta trasformacion, las fracciones 
decimales se reducen á un común denominador. 
Por ejemplo, las fracciones 12, 407 | 0, 25 | 7, 



6 6 R E C R E A C I O N 

0436 | 23, 4, equivalen á 12, 4070 | 0, 2300 | 7. 
0436 | 25, 4000; y bajo esta forma tienen todas 
10,000 por denominador común. 

Establecidas estas nociones, pasemos ahora á las 
operaciones sobre las fracciones decimales. 

Adición y sust racción. 

Efectúase la adición de las fracciones decimales 
de la misma manera que la de los números ente-
ros : solo hay que tener presente dos circunstan-
cias, reducir las fracciones á un común denomina-
dor, y separar en la suma ó resultado de la adición, 
por medio de una coma, tantas cifras decimales 
cuantas contiene la cifra que mas encierra. Por 
ejemplo, trátase de sumar los números 32, 4036 | 
245, 579 1 12, 0476 | 9, 38 | y 459, 2575. 

Lo primero que hago, es reducir todas estas frac-
ciones á un común denominador, añadiendo un 
cero á la derecha del segundo número y dos á la de-
recha del cuarto; despues coloco los números, así 
preparados los unos bajo los otros, de modo que 
las unidades de un mismo orden se correspondan, 
y efectuó la adición como de ordinario. 

Por resultado encuentro 7584497, ó separando 
cuatro cifras decimales á la derecha, 758,4497, por-
que los números añadidos espresan unidades del 
orden de diez milésimos. 

52,4056 
243,5990 
42,0476 

9,5800 
459,2573 

758,4497 

En la práctica, se puede dispensar de escribir ce-
ros á la izquierda de los números que tienen me-
nos cifras decimales, con tal que se tenga cuidado 
de disponer las unidades del mismo orden en una 
misma columna. 

La sustracción se efectúa también como los nú-
meros enteros, despues de haber reducido las frac-
ciones á un mismo denominador. Por ejemplo, se 
trata de sustraer 25, 0784 de 62, 09. Para efectuar 
la sustracción, escribo dos ceros á la derecha de 62, 
09, lo que me da 62, 0900; despues efectuó la sus-
tracción como de ordinario, teniendo cuidado sola-
mente de separar 4 cifras decimales á la derecha 
del resultado. 

62,0900 
25,0784 

59,0116 

Estos procederes se fundan en que las unidades 
de diferentes órdenes, en las fracciones decimales, 
teniendo el mismo valor relativo que en los núme-
ros enteros, debe suceder, como en estos últ imos, 
por lo tocante á las unidades retenidas ó por la 



unidad del orden inmediatamente superior que, 
por abstracción, se toma prestada en la segunda 
operacion. 

s i « . 

Multipl icación d e f racciones dec imales . 

Para efectuar esta operacion, multiplícase los 
dos números propuestos uno por otro, sin hacer 
caso de la coma; y logrado el producto total, se se-
para hácia la derecha por una coma, tantas cifras 
decimales cuantas hay en ambos factores. Supon-
gamos, por ejemplo, que tenemos que multiplicar 
35, 407 por 12, 54. 

55,407 
12,54 

141628 
477035 
70814 

55407 

444,00578 

Para comprender el proceder prescrito, obser-
vemos que los dos números propuestos pueden 
ponerse bajo la forma V r r r Y TTT- Ahora bien, co-
mo, según queda demostrado, para multiplicar dos 
fracciones una por otra, es preciso multiplicar nu-
merador por numerador y denominador por deno-
minador ; y como, según también queda demostra-

do, los numeradores son los números propuestos, 
iiecha abstracción de la coma, se deberá comenzar 
por multiplicar estos números uno por otro, lo que 
dará 44400578. Despues, multiplicando los dos de-
nominadores, resulta el producto 100000, esto es, 
la unidad seguida de tantos ceros cuantas cifras de-
cimales hay en ambos factores; y así es preciso di-
vidir el producto obtenido por 100000, lo que equi-
vale evidentemente á separar 5 cifras decimales 
hácia la derecha, por cuyo medio se logra el r e -
sultado 444, 00578. 

Para haceros mas patente esta demostración, pro-
curaré esplicárosla de otro modo. Cuando quitáis 
la coma del multiplicando, se multiplica evidente-
mente por 1000, puesto que antes espresaba milé-
simos, y que despues de la operacion espresa uni -
dades principales ó unidades enteras; por consi-
guiente, según os he hecho yer, el producto se ha 
vuelto por este medio 1000 veces mayor; de la 
misma manera, como mediante la supresión de la 
coma en el multiplicador, se vuelve 100 veces ma-
yor, de lo que resulta que el producto se ha vuel-
to de nuevo 100 veces demasiado grande; resultan-
do mediante la supresión de ambas comas 100000 
veces mayor, luego para volverlo á su valor debi-
do, es preciso dividirlo por 100000 ó separar 5 c i -
fras decimales á la derecha, cuyo razonamiento se-
ria análogo si mayor fuese el número de cifras de-
cimales en ambos factores. 

Puede también suceder que solamente uno de 
los números decimales contenga decimales; en este 
caso se separa á la derecha del producto tantas ci-



fras decimales cuantas hay en este número, proce-
der cuya demostración es ocioso esponer, resultan-
do de los principios establecidos. 

Aplicando los procederes prescritos resulta que 
-Io. El producto de 4, 0567 por 9, 505 es igual á 

58, 5508201; 
2o. El producto de 4, 0015 por 29 es 16, 0455; 
5o. El producto de 0, 05054, por 0, 025 es 

0, 00070242, 

Este último ejemplo merece alguna atención. 
Prescindiendo de la coma en los dos factores, y efec-
tuando la multiplicación resulta por producto, 
70242; pero como hay cinco cifras decimales en el 
multiplicando, y tres en el multiplicador, seria pre-
ciso separar ocho en el producto que no contiene 
mas que cinco. Para zanjar la dificultad, obsérvase 
que, debiendo 'espresar el producto unidades de 
octavo orden decimal, basta escribir á la derecha 
de 70242, un número de ceros suficiente para 
que colocando despues la coma, la última cifra 2 
ocupe el octavo rango decimal, En el caso presente 
el número de ceros que deben añadirse deberán ser 
cuatro, contando el que debe ocupar el lugar délos 
enteros; y resulta 0, 00070242. 

S IV. 

División de las fracciones decimales. 

Para efectuar esta operacion, se comienza por re-

ducir los números propuestos á un común denomi-
nador, y despues se hace la división prescindiendo 
de la coma. Trátese por ejemplo de dividir 45, 047 
por 2, 55698. Empiezo por escribir dos ceros á 
la derecha de 45,047, lo que me da 45,04700, y 
despues divido 4504700 por 255698, obteniendo 
por cuociente 16 FHfrl-

4504700 255698 
1767720 16 

245552 
16 

En efecto despues de haber escrito dos ceros á la 
derecha del dividendo, lo que no cambia su valor, 
se puede poner los dos números propuestos bajo la 
forma de -TÍTOV^ y f H v f í ; en seguida según el pro-
ceder prescrito para dividir una fracción por otra 
se multiplica el numerador del dividendo por el de-
nominador del divisor, y el numerador de este por 
el denominador de aquel, lo que da por resultado, 
atendido que 100000 es el factor común de los dos 
términos '-rfrrff; lo que equivale á hacer la divi-
sión de los dos números, prescindiendo de la coma 
despues de haberlos reducido á un común denomi-
nador. 

Puédese también deducir que, despues de haber 
reducido las dos fracciones á un común denomina-
dor, mediante la supresión de la coma en ambos 
términos, se vuelve el dividendo y divisor el mismo 
número de veces mayor, lo cual no altera su valor 
respetivo, pues multiplicando ó dividiendo por un 
mismo número el dividendo y el divisor no cambia 
el cuociente. 



§ V. 

Reducción de una f racc ión ord inar ia en f racc ión decimal. 

A causa délas ventajas que el sistema décimal pre-
senta sobre las fracciones ordinarias, los aritméticos 
consideran de mucha importancia el sustituir las 
fracciones decimales á las comunes, lo que se con-
sigue evaluando en decimales una fracción ordina-
ria, ó en otros términos con virtiéndola en decima-
les. Trátese por ejemplo de convertir en decimales 
la fracción ordinaria f f . Este número refiriéndose 
á la unidad principal, espresa los f r de esta uni -
dad ; pero como una unidad simple vale 10 déci-
mos, se sigue Vr de décimo; 

130 
560 

510 
280 

450 
27 

47 
0,2765» 

Asi, si despues de haber dispuesto los dos números 
15 y 47 como en la división ordinaria, se pone un 
cero en el cuociente para ocupar el lugar de ente-
ros seguida de una coma para separarlo de las ci-
fras decimales, y despues se divide 150 por 47, el 
cuociente 2 que se obtiene, y que se escribe á la 
derecha de la coma, representa el número de deci-

mos contenidos en 77; es decir que ~ es igual 
á 2 décimos mas ^ de décimo. De la misma 
manera, como un décimo vale 10 centésimos, con-
siguientemente 77 de décimo es igual á 7^ de 
centésimo, ó efectuando esta nueva división, á 7 
centésimos, mas 77 de centésimo. Escribiendo cero 
á la derecha de 51, y dividiendo 510 por 47, resul-
ta por cuociente 6 milésimos, que se escribe á la 
derecha de las cifras precedentes, y por resto r e -
sulta 28, á cuyo lado se pone un nuevo cero para 
volverlo en diez milésimos; y así sucesivamente. 
Continuando la operacion hasta haber logrado cin-
co cifras decimales hállase que la fracción f f equi-
vale á 0, 27659, y ademas 77 de cien milésimo, 
fracción de que no se hace caso por ser la cantidad 
que representa muy poco considerable; y entonces 
se dice que 0, 27659 representa el valor de 77 con 
una diferencia menor que un cien milésimo, en 
atención á que la fracción de que se prescinde es 
menor que la unidad de este orden. 

De lo que acabo de esponer resulta la regla si-
guiente : para convertir una fracción ordinaria en 
fracción decimal, se disponen los dos números co-
mo en la división, y se escribe un cero al cuocien-
te y á la derecha de este cero una coma. Despues, 
se pone un cero á la derecha del numerador, y el 
número que resulta se divide por el denominador, 
mediante lo cual se obtiene un cuociente que es-
presa los décimos y un resto ; agrégase á este resto 
un cero, y el número resultante se divide por el de-
nominador, lo que da un cuociente que espresa los 
centésimos, y otro resto al que también se agrega 

ix , 4 



un 0 ála derechay se divide por el denominador, me-
diante lo cual se logra otro cuociente que espresa 
los milésimos y ademas un tercer resto con el cual 
se opera como en el anterior, continuando de la 
misma manera, hasta que resulte el número de ci-
fras decimales que se desea ó que la cuestión exige. 
Si resulta un resto, la fracción decimal que se ob-
tiene de este modo, se diferencia de la fracción 
propuesta de una cantidad menor que la última 
unidad decimal del cuociente. 

Si el numerador de la fracción que debe cam-
biarse en fracción decimal fuese mayor que el de-
nominador, ó en otros términos, que la fracción 
fuese impropia, deberán estraerse las unidades, las 
que deberán ponerse en el cuociente seguidas de 
una coma para separarlas de las cifras decimales. 

Esto es cuanto pienso oportuno decirte sóbrelas 
fraccionesdecimalesengeneral, sintiendo mucho que 
los estrechos límites de una carta no me permitan 
estenderme mas acerca de estos procederes y de-
mostraciones. y especialmente acerca de la reduc-
ción de una fracción ordinaria en fracción decimal, 
punto de grande importancia y que tal vez trataré 
mas prolijamente á mi regreso. Por ahora me apre-
suro á cerrar esta carta que ya es demasiado larga, 
siendo mi intención escribirte de nuevo á la mayor 
brevedad esponiéndote sucintamente la aplicación 
del sistema decimal que acaba de ocuparnos. 

CARTA SESTA. 

APLICACION DEL SISTEMA DECIMAL. NUEVO SISTEMA 
DE PESOS Y MEDIDAS. 

Amigo Eugenio, conforme te prometí en mi ú l -
tima, voy á tratar de la aplicación del sistema deci-
mal, que es el que rige en Francia; por las teorías 
y procederes que te he espuesto en mi anterior, es-
tás en estado de apreciar todas las ventajas que 
este cálculo presenta sobre el de las fracciones or -
dinarias, y de juzgar cuan importante seria esta-
blecer un sistema de pesos y medidas dependiente 
de este sistema. Esta innovación la han conseguido 
los hombres de progreso en Francia, si bien á pe-
sar de muchos obstáculos ocasionados por la igno-
rancia y las preocupaciones. Voy á trazarte el cua-
dro de la nomenclatura de los números complexos 
de este sistema, prescindiendo de toda clase de es-
posicion de procederes aritméticos, que son los 
mismos que he establecido tratando del sistema 
decimal en abstracto. 
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Medidas l inearías ó d e longi tud. 

Los Franceses han dado el nombre de METRO á 
la diez m illonésima -parte de la distancia del polo 
al ecuador, contada del meridiano que pasa por 
París. Según las operaciones ejecutadas y verifi-
cadas con la mayor precisión, se he reconocido que 
el metro evaluado en pies, pulgadas, líneas, etc., 
Yale 5 pies, 0 pulgadas, 11 líneas y 296 milésimos 
de línea con la diferencia de de línea á corta 
diferencia. 

Para designar medidas mayores ó menores que 
el metro se ha convenido de emplear los siguientes 
términos sacados del griego y del latin : 

MIRIO, KILO, HECTO, DECA, DECI, CENTI, MILTI , 

que significan diez mil, mil, ciento, diez, décimo 
de, centésimo de, milésimo de, y que si se quiere 
se coloca delante de la palabra metro, de manera 
que se ha formado el siguiente cuadro : 

Miriámetro, ó medida de diez mil metros. 
Kilómetro, — mil metros. 
Eectómetro, — cien metros. 
Decámetro, — diez metros. 
METRO, — unidad principal. 
Decímetro, — décimo de metro. 
Centímetro, — centésimo de metro. 
Milímetro, — milésimo de metro. 

El miriámetro y el kilómetro son las medidas 

FILOSÓFICA. 7 7 

itinerarias adoptadas actualmente en Francia; el 
miriámetro es á corta diferencia el doble de una 
legua ordinaria; el kilómetro será una quinta parte, 
ó bien tal vez un cuarto de legua poco mas ó me-
nos, aunque esta relación varia según las diferentes 
leguas. 

Medidas de superficie. 

La unidad de las superficies es el metro cuadra-
do; pero cuando se trata de grandes superficies 
agrarias, tómase por unidad el decámetro cuadra-
do, ó diez metros cuadrados; esta unidad se llama 
área y equivale á corta diferencia á 56 pies cuadrados 
castellanos. 

Los multíplices del área se designan por medio 
de las voces myria, kilo, hecto, de la manera si-
guiente : 

Miriárea, equivalente á diez mil áreas. 
Kiloárea, — mil áreas. 
Hectoárea, — cien áreas. 
Decárea, — diez áreas. 
AREA, — unidad principal. 
Deciárea, — décimo de área. 
Centiárea, — centésimo de área. 
Miliárea, — milésimo de área. 

Medidas de solidez. 

La unidad de solidez es el METRO CÜBO ; es decir 
un cubo (figura que como sabes tiene la forma de 
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u n dado de jugar), que tiene un metro en cada l a -
do. Los multíplices y los submultíplices del metro 
cubo, no han recibido en general denominaciones 
part iculares; sin embargo el milésimo de un metro 
cubo ha recibido el nombre de decímetro cubo, por-
que efectivamente es un cubo que tiene á cada la-
do un decímetro; el millonésimo de un metro c u -
bo se ha llamado centímetro cubo, porque tiene un 
centímetro á cada lado. Cuando las medidas de so-
lidez se aplican á la leña y materiales de construc-
ción, la unidad principal ó el metro cubo se llama 
ESTERIO, del que se considera el decaesterio, ó me-
dida de diez esterios. 

Medida de capacidad para los líquidos y granos. 

La unidad de capacidad es el decímetro cubo, 
llamado LITRO, del cual se forman los siguientes 
multíplices y submultíplices : 

Hectolitro, ó medida de cien litros. 
Decalitro, — diez litros. 
LITRO, — unidad principal. 
Decilitro, — décimo de litro. 
Centilitro, — centésimo de litro. 

Del peso. 

La uoidad del peso es UD centímetro cubo de agua 
destilada y en su maximum de densidad, á la que 
se ha dado el nombre de GRAMO, siendo los siguien-
tes sus principales multíplices y submultíplices : 

F I L O S O F I C A . <9 

Miriógramo, equivalente á diez mil gramos. 
Kilogramo, 
Hectó gramo, 
Decágramo, 
GRAMO, 

Decigramo, 
Centigramo, 
Miligramo, 

mil gramos, 
cien gramos, 
diez gramos. 
unidad principal, 
décimo de gramo, 
centésimo de gramo, 
milésimo de gramo. 

El kilogramo vale dos libras á corta diferencia. 

L>e l a s m o n e d a s . 

La unidad de moneda francesa es el FRANCO. Pa-
ra lograrla, se ha pesado cinco gramos de barra de 
plata con un décimo de liga. 

El décimo del franco se ha llamado décimo, y el 
centésimo céntimo. 

Tal es la nomenclatura de las nuevas medidas, 
cuyas ventajas sobre las antiguas resumiré en po -
cas palabras : 

r . Este sistema es uniforme y sencillo, porque 
sus unidades principales y las subdivisiones de estas 
unidades siguen entre sí la ley del sistema decimal 
de numeración, y ya sabes lo fácil que es el cálcu-
lo de las fracciones decimales. 

2o. Es fijo, invariable y susceptible de ser adop-
tado en todos los países, pues no pertenece á nin-
gún clima ni á ninguna nación en particular. 

Todas estas medidas reconocen por origen primi-
tivo el metro, que se ha sacado á las dimensiones 
del globo terrestre. Las monedas, que á primera 



vista parecen alejarse de esta medida, se refieren á 
ella indirectamente, pues el franco vale cinco gra-
mos de plata ligada, y el gramo es el peso de un 
centímetro cubo de agua destilada. 

La aplicación de las cuatro reglas de la aritméti-
ca al nuevo sistema de pesos y medidas, no puede 
presentar mucha dificultad despues de lo que tengo 
espuesto acerca de las fracciones decimales; por 
este motivo no me detendré en su aplicación, y 
tanto menos cuanto que estas aplicaciones minu-
ciosas te serian en parte inútiles, pues hasta la ac-
tualidad este sistema solo se usa en Francia El 
próximo correo pienso hablarte de las potencias y 
raices de los números. 

* Véase al fin del t o m o I las labias d e reducc ión de pesos y medidas . 

CARTA SÉPTIMA. 

DF LAS POTENCIAS Y RAICES D E LOS NUMEROS. 

S I . 

l)e la raiz cuadrada. 

Amigo Eugenio, según te he prometido en mi úl-
ma, vamos á tratar de las potencias y raices. 

El producto de un número por sí mismo se llama 
el cuadrado de este número; y el número que, mul-
tiplicado por sí mismo, da el cuadrado, se le llama 
raiz cuadrada. Así, el cuadrado de 4 es el pro-
ducto 46, de 4 por 4, y la raiz cuadrada de 16 
es 4. 

Para indicar el cuadrado de un número, se colo-
ca la cifra 2 á su derecha y un poco encima; la raiz 
cuadrada de un número se designa poniendo este 
número bajo el signo . Así 42 indica el cua-
drado de 4, y ] / iTdes igna la raiz cuadrada de 16. 

4 . 



Los cuadrados de los números 1, 10, 100, etc., 
siendo 1, 100, -1000, etc., tienen sus raices com-
prendidas entre \ y 100, entre 100 y -1000, etc., y 
por consiguiente, cuando el cuadrado de un núme-
ro entero no tiene mas de dos cifras, la raiz cua-
drada de este cuadrado no tiene mas que una cifra; 
cuando encierra tres ó cuatro cifras, la raiz cua-
drada tiene dos y así sucesivamente. Pasemos aho-
ra á ver como se estrae la raiz cuadrada de los nú-
meros enteros. 

Los cuadrados de los números de una sola cifra 
siendo menores que 100, se saca de estos cuadra-
dos la raiz cuadrada, haciendo los cuadrados de 
los 9 primeros números, y viendo cual número 
como raiz conviene al número propuesto. 

Para hacerte comprender el proceder que se em-
plea para estraer la raiz cuadrada de un número 
entero que depase 100, voy á procurar hacerte 
comprender como las diferentes partes de la raiz 
64, cooperan á la formacion del cuadrado del mis-
mo número. 

64 
64 
46 unidades, cuadrado de 4 unidades. 
24 decenas, producto de 6 decenas por 4 unidades. 
24 decenas, producto de 6 decenas por 4 unidades. 
56 centenas, cuadrado de 6 decenas 

4096 unidades, cuadrado de 6 decenas. 

El cuadrado de 64 es el producto 4096, que re-
sulta de la multiplicación de 64 por sí mismo; mas 
para hacerte comprender como las diferentes partes 

de la raiz cooperan á la formacion del cuadrado, 
be procedido de la manera que ves mas arriba, 
poniendo separadamente los varios productos par-
ciales que resultan. Así, en el primer producto par-
cial 16 unidades que resulta de la multiplicación 
de 4 por 4, en lugar de poner, como de costumbre 
6 unidades y guardar la decena para agregarla al 
producto de las decenas, escribo completamente 
las 16 unidades, y lo mismo hago con respecto á las 
decenas, resultando por producto total 4096 uni -
dades que es el cuadrado del número 64. 

La misma descomposición se puede aplicar á otro 
cualquier número. De lo que resulta que el cua-
drado de un número compuesto de decenas y uni -
dades contiene tres pa r tes : el cuadrado de las de-
cenas, el doble de las decenas multiplicado por las 
unidades y el cuadrado de las unidades. 

Vamos á ver ahora como del cuadrado de un nú-
mero cualquiera se puede estraer la raiz. 

Trátese por ejemplo de estraer la raiz cuadrada 
de 4096; dispónese el cálculo de la manera si-
guiente : 

Cuadrado 4096 64 
56 124X4 

Primer resto 496 
496 

Segundo resto Ô 

y se dice: el cuadrado de 40 vale 400, el cuadrado 
de las decenas de la raiz solo puede hallarse en las 
40 decenas de 4096; sepárase por un punto las dos 



primeras cifras á la derecha de 40.96. Como 40 cae 
entre 62 y 72, digo que 6 es la cifra de las decenas 
de la raiz. En efecto 40 siendo mayor que 62, las 
40 centenas de 4096 espresan un número mayor 
que 6* centenas; por consiguiente si se añade 96 
unidades á las 40 centenas la suma 4096 será ne -
cesariamente mayor que 6a centenas. Por otra par-
te, 40 siendo menor que 72, y el esceso de 72 sobre 
40 no pudiendo ser menor que la unidad, 40 cen-
tenas espresa un número menor que 7S centenas, 
y el esceso de 72 centenas sobre 40 centenas no pue-
de ser menor que una centena. Añadiendo pues el 
número 96 que es menor que una centena, la suma 
4096 será necesariamente menor que 72 centenas. 
Por consiguiente el número añadido está compren-
dido entre 62 centenas y 7- centenas, es decir entre 
los cuadrados de 6 decenas y 7 decenas, luego la 
raiz cuadrada de 4096 está también comprendida 
entre 6 y 7 decenas; luego está comprendida entre 
6 decenas y de un cierto número de unidades me-
nor que 10. Para obtener estas unidades, sustraese 
de 4096 el cuadrado 56 centenas de las centenas de 
la raiz; el resto 496 no contiene mas que el doble 
de las 6 decenas de la raiz, multiplicado por las 
unidades y el cuadrado de las unidades. El doble 
de las decenas multiplicado por las unidades espre-
sando decenas, solo puede hallarse en las 49 dece-
nas del resto 496, del cual se separan por un pun-
to en esta forma 49. 6. Estas 49 decenas contienen 
ademas las decenas que pueden resultar del cua-
drado de las unidades; por consiguiente dividiendo 
49 por 12, que es el doble de las decenas de la raiz, 

las cuatro unidades del cuociente espresan las ci-
fras de las unidades de la raiz, ó una cifra demasiado 
fuerte. Para ensayar la cifra 4, se observa que el 
resto 496 componiéndose del doble de las 6 dece-
nas, multiplicado por las cuatro unidades y del 
cuadrado de 4 unidades, basta calcular la suma de 
estas dos partes y restarla de 496. Con este objeto, 
se escribe la cifra 4 de las unidades á la derecha de 
12, número doble de las decenas de la raiz, lo que 
da 124, que multiplicado por 4, da por producto 
la suma que se pide. Sustrayendo 4 veces 124 de 
496, el resto cero indica que 64 es la raiz exacta de 
4096. • 

El razonamiento que ha servido á determinar las 
decenas de la raiz, siendo aplicable á un número 
cualquiera, conclúyese que la raiz cuadrada del 
mayor cuadrado contenido en las centenas de un 
número cualquiera, determina siempre las decenas 
de la raiz cuadrada de este número. 

Si el número propuesto contuviese mas de 4 ci-
fras, por analogía, se deduce que será preciso divi-
dirlo en grupos de dos cifras, partiendo de la dere-
cha, y que será preciso buscar el mayor cuadrado 
contenido en el último grupo á izquierda. La raiz 
de este mayor cuadrado espresará el valor de la 
primera cifra á izquierda déla raiz. 

La segunda cifra, partiendo de la izquierda de la 
raiz, deberá ser tal, que el cuadrado formado por 
estas dos cifras, sea el mayor cuadrado contenido 
en las dos últimas columnas á izquierda, y se halla-
rá esta segunda cifra por el método empleado cuan-
do los números no contienen mas de dos grupos; 



es decir, que en el número propuesto, se prescin-
dirá de todas las cifras, á escepcion de las conteni-
das en los dos grupos del lado izquierdo. 

La tercera cifra de la raiz deberá ser tal, que el 
cuadrado del número que da con los dos otros sea 
el mayor cuadrado contenido en los tres grupos del 
número propuesto. 

Tomemos, por ejemplo, el número 421201; 
será preciso disponer el cálculo de la manera si-
guiente : 

Cuadrado 42.12.01 649 
56 i 25 124 12S9 

Primer resto 6 12 5 4 9 
4 96 625 496 11601 

Segundo resto 1 16 01 
1 16 01 

Tercer resto 0 

El cálculo puede enunciarse de esta manera; el 
mayor cuadrado contenido en 42 es 56, cuya raiz 
es 6; luego 6 es la primera cifra de la izquierda de 
la raiz. 

52.12 contiene el cuadrado de 64 : he demos-
trado que el mayor cuadrado, contenido 42,12, 
no puede pasar el número 64, y el cuadrado de 64 
es igual á 56 centenas, mas 4 veces i 2 decenas, ó 
48 decenas y ademas i 6 unidades. 

Restando 56 centenas de 42, 12, el resto 61, 2 
deberá contener 4 veces las 12 decenas, mas las 
unidades; por lo que colocamos una coma entre la 
cifra 2, y dividimos 61 por 12, y hallamos que 5 es 

un número escesivo, pues haciendo el producto de 
125 por 5, el producto 625 no puede restarse de 
612; ensayamos la cifra 4, la cual pudiendo restar-
se es cifra exacta. El producto 496 puede sustraer-
se de 612, y el resto es 116 ; bájase las dos cifras 
restantes 01. Este resto debe contener evidente-
mente el doble producto de 64 decenas por 9 ; 
efectúase la división por el número doble de 64 ó 
128, y se ensaya la cifra 9, verificando si el pro-
ducto 1289 por 9 puede restarse de 116, 01, el res-
to cero indica que 9 es exacto. 

Cuando la raiz cuadrada de un número entero se 
halla comprendida entre dos números enteros con-
secutivos, esta raiz, aunque exista, no puede es-
presarse exactamente por ningún número. En efec-
to, si un número pudiese espresar esta raiz, este 
número seria decimal ó fraccionario, y convirtién-
dolo en fracción irreductible, el cuadrado de esta 
fracción irreductible debería ser un número entero, 
lo que no es posible. 

Llámanse inconmensurables las cantidades que 
no tienen medida común con la unidad. 

Para estraer la raiz cuadrada de un número en-
tero, se opera como si este número fuese un cua-
drado, y cuando el último resto, correspondiente á 
las cifras de las unidades de la raiz, no es cero, 
la raiz que se busca es inconmensurable, y el mayor 
cuadrado, contenido en la raiz cuadrada, espresa 
la raiz del mayor cuadrado contenido en el número 
propuesto. 

Si por abstracción te figuras un número descom-
puesto en dos partes, y si multiplicas la suma de 



estas partes por esta misma suma, te convencerás 
que el cuadrado de una suma formada de dos par-
tes se compone del cuadrado de la primera parte, 
del doble de la primera parte multiplicada por la 
segunda, y del cuadrado de la segunda parte. 

Cuando el resto que, correspondiente á la raiz 
que se logra, no es menor que el doble de esta 
raiz, aumentado de I, la raiz obtenida es demasia-
do pequeña, á lo menos de una un idad ; y cuando 
el resto es menor que el doble de esta raiz aumen-
tada de uno, esta raiz no puede ser aumentada de 
uno. 

El cuadrado de una fracción es el producto de 
una fracción por sí misma, é igual por consiguiente 
al cuadrado del numerador, dividido por el cua-
drado del denominador, de lo que resulta q u e d a -
ra estraer la raiz cuadrada de una fracción, basta 
estraer separadamente la raiz cuadrada del nume-
rador y la del denominador . , 

§11. 

De los cubos y de la raiz cúbica de los números enteros. 

El producto de tres factores, igual á un número 
dado, es lo que se llama el cubo de este número; 
y el número que, tomado tres veces como factor, 
determina un número dado, es la raiz cúbica de un 
número dado. 

Para indicar el cubo de un número, se coloca la 

cifra 3 á su derecha y un poco encima. La raiz cú-
bica de un número se designa poniendo este nú-

5 

mero bajo el signo j / 
Los cubos de los números 1, 10, 100, etc., siendo 

\ y 1 0 0 0 , entre!00 y - 1 0 0 0 0 0 0 , etc., tienen sus raices 
cúbicas comprendidas entre I y 10, entre 10 y 100, 
etc. Por consiguiente, cuando el cubo de un núme-
ro entero no contiene mas de 5 cifras, la raiz cúbica 
de este cubo no contiene mas que una sola cifra; 
cuando el cubo contiene 4, 3, 6 cifras, la raiz cúbi-
ca no contiene mas que dos, y así sucesivamente. 

Siendo los cubos de los números de una sola ci-
fra menores que 103 ó que 1,000, av^Hgúase las 
raices cúbicas de estos cubos haciendo uso de la 
tabla siguiente : 

Raiz cúbica : 1 , 2 , 5 , 4, 5, 6, 7, 8, 9. 

Cubos : 1, 8, 27, 64, 125, 216, 545, 512, 729. 

Para estraer la raiz cúbica de un número entero 
mayor que 1000, obsérvase que el cubo de un n ú -
mero, compuesto de decenas y de unidades, con-
tiene 4 partes : el cubo de las decenas, el produc-
to de tres veces, el cuadrado de las decenas por 
las unidades, tres veces el cuadrado de las un ida-
des por las decenas, y el cubo de las unidades. Estas 
cuatro partes espresan respectivamente miles, cen-
tenas, decenas y unidades. Así el cubo de 64 se 
compone del cubo de 216 mil, de 6 decenas de 64, 
de tres veces el cuadrado de 56 centenas de las 6 
decenas multiplicado por las 4 unidades, de 452 
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centenas, de. 5 veces las 6 decenas multiplicadas pos-
eí cuadrado de 4 unidades ó de 288 decenas, y en-
fin del cubo 64 de las-5 unidades; el número 262144, 
suma de estas 4 partes, espresa el cubo de 6 í. Para 
averiguar el cubo de 649, puédese descomponer 
este número en 64 decenas, mas 9 unidades, y el 
cubo pedido está formado del cubo 264444 mil de 
64 decenas de '649, de 3 veces el cuadrado 4096 
centenas, de las 64 decenas multiplicadas por las 9 
unidades ó de 110592 centenas, de 5 veces las 64 
decenas multiplicadas por el cuadrado 81 de las 9 
unidades, ó de 13532 decenas del cubo 729 de las 
9 un idade^Ia suma 275359449 de estas 4 partes es 
el cubo de 649. 

Ahora voy á enseñarte como del cubo de un nú-
mero entero se puede estraer la raiz cúbica; supon-
gamos que queremos sacar la raiz cúbica del nú -
mero 262144. Dispónese el cálculo de la manera 
siguiente : 

Cubo 

Primer resto 

Segundo resto 

262.1 M 
216 

46 144 
46 144 

0 

64 raiz cúbica. 

45200 
2S80 

64 

46144 

y se dice : el cubo de las decenas de la raiz siendo 
á lo menos igual á mil, no puede hallarse mas que 
en las 262 mil de 262.144 (me se olvidaba decirte 
que se separa por un punto las tres primeras cifras 
á derecha de 262144), el número 262 estando com-
prendido entre 63 y 73, digo que 7 es la cifra de las 

decenas de la raiz; en efecto 262 siendo mavor 
que 65, los 262 mil de 262144 espresan un número 
mayor que 63 mil, luego s ise añade 144 unidades 
á 262 mil, la suma 262144 será necesariamente ma-
yor que 63 mil. Por otra parte, 262 es menor que 73, 
y el esceso de7 r i sobre 262 no puede ser menor que 
una unidad. Por consiguiente, el esceso de 7 5 mil 
sobre 262 mil no puede ser menor que una unidad 
de mil; añadiendo pues á 262 mil el número 144 que 
es menor que una unidad de mil, la suma 26214 5 
será necesariamente menor que 73 mil. El número 
propuesto 262144 está pues comprendido entre 63 y 
75 , es decir entre los cubos de 6 decenas y de 7 de -
cenas ; luego la raiz cúbica de 262144 está compren-
dida entre 6 y 7 decenas, luego se compone de 6 
decenas y de un cierto número de unidades menor 
que 10. Para lograr estas unidades, réstase de 
262144 el cubo 216 mil délas 6 decenas de la raiz-; 
el resto 46144 no contiene mas que 5 veces el cua-
drado de las 6 decenas de la raiz, multiplicadas por 
las unidades, 5 veces las 6 decenas multiplicadas 
por el cuadrado de las unidades y el cubo de las u n i -
dades; el producto de 5 veces el cuadrado de las 
6 decenas por las unidades siendo centenas, solopue-
de hallarse en las 461 centenas del resto46 l . 44, de 
cuyo resto sepáranse por un punto las dos p r ime-
ras cifras á derecha. Ademas estas centenas contie-
nen las centenas contenidas en las dos últimas par-
tes del cubo. El cuadrado triple de las 6 decenas 
es -108 centenas; luego dividiendo 461 centenas por 
4 08 centenas ó 461 por 108, las cuatro unidades 
del cuociente espresan las cifras de las unidades de 



la raiz ó una cifra escesiva. Para ensayar la cifra 4 
se quita 643 de 26214 5; el resto cero hace ver que 
64 es la raiz cúbica exacta de 262144. 

El mismo resultado se consigue restando del res-
to 46144 la suma de las 5 últimas partes 452 cen-
tenas, 288 decenas, 64 unidades del cubo de 64. 

Siendo aplicable á un número cualquiera, el r a -
zonamiento que ha servido para determinar las de-
cenas de la raiz cúbica citada, conclúyese que la 
raiz del mayor cubo, contenido en las unidades de 
mil de un número cualquiera, determina siempre 
las decenas de la raiz cúbica de este número. 

El cubo de una fracción se obtiene elevando el 
numerador y el denominador al cubo. Luego para 
hallar la raiz cúbica de una fracción, basta estraer 
separadamente la raiz cúbica del numerador y de-
nominador. 

El cubo de un número decimal se obtiene for-
mando el cubo, hecha abstracción de la coma, y se-
parando á la derecha de este último cubo tres veces 
tantos decimales cuantos hay en el número decimal 
propuesto. 

CARTA OCTAVA. 

RAZONES , PROPORCIONES Y PROGRESIONES. 

§ L 

De las razones y d e las p roporc iones ar i tmét ica y geométr ica . 

Amigo Eugenio, la diferencia entre dos cantida-
des es su relación aritmética ó por diferencia, y el 
cuociente de dos cantidades es su razón geométri-
ca ó por cuociente. Así la razón aritmética de 18 
á 6 es 18—6 ó -12, y la razón geométrica de 18 á 6 
es v ó 5; 18 y 6 son los dos términos de cada una 
de estas razones. El primer término 18 es el ante-
cedente, y el segundo término 6 es el consecuente. 

Las razones aritméticas no cambian cuando se 
aumenta ó se disminuye los dos términos de un mis-
mo número; pues, cuando los dos números aumen-
tan ó disminuyen de una misma cantidad, no cam-
bia su diferencia. Por ejemplo, la razón aritmética 



la raiz ó una cifra escesiva. Para ensayar la cifra 4 
se quita 643 de 26214 5; el resto cero hace ver que 
64 es la raiz cúbica exacta de 262144. 

El mismo resultado se consigue restando del res-
to 46144 la suma de las 5 últimas partes 452 cen-
tenas, 288 decenas, 64 unidades del cubo de 6 !. 

Siendo aplicable á un número cualquiera, el r a -
zonamiento que ha servido para determinar las de-
cenas de la raiz cúbica citada, conclúyese que la 
raiz del mayor cubo, contenido en las unidades de 
mil de un número cualquiera, determina siempre 
las decenas de la raiz cúbica de este número. 

El cubo de una fracción se obtiene elevando el 
numerador y el denominador al cubo. Luego para 
hallar la raiz cúbica de una fracción, basta estraer 
separadamente la raiz cúbica del numerador y de-
nominador. 

El cubo de un número decimal se obtiene for-
mando el cubo, hecha abstracción de la coma, y se-
parando á la derecha de este último cubo tres veces 
tantos decimales cuantos hay en el número decimal 
propuesto. 

CARTA OCTAVA. 

RAZONES , PROPORCIONES Y PROGRESIONES. 

§ L 

De las razones y d e las p roporc iones ar i tmét ica y geométr ica . 

Amigo Eugenio, la diferencia entre dos cantida-
des es su relación aritmética ó por diferencia, y el 
cuociente de dos cantidades es su razón geométri-
ca ó por cuociente. Así la razón aritmética de 18 
á 6 es 18—6 ó -12, y la razón geométrica de 18 á 6 
es v ó 5; 18 y 6 son los dos términos de cada una 
de estas razones. El primer término 18 es el ante-
cedente, y el segundo término 6 es el consecuente. 

Las razones aritméticas no cambian cuando se 
aumenta ó se disminuye los dos términos de un mis-
mo número; pues, cuando los dos números aumen-
tan ó disminuyen de una misma cantidad, no cam-
bia su diferencia. Por ejemplo, la razón aritmética 



de 7 á o es igual á la de 7 + 4 á 5 + 4 ó de 11 á 9 ; 
pues 7—5 es igual á I I—9. 

Las razones geométricas no cambian cuando se 
multiplican ó se dividen sus dos términos por un 
mismo número; pues esta razón es equivalente á 
una fracción, cuyo numerador y denominador son 
el antecedente y el consecuente de la relación, y ya 
os he probado que una fracción no cambia de va-
lor cuando no se divide sus dos términos por un 
mismo número. Por ejemplo, la razón geométrica 
de 7 á 5 es la misma que la de 7X4 á 5X-* ó de 
28 á 12; pues estas razones son respectivamente 
iguales á las fracciones f , f{ que son iguales. El 
conjunto de dos razones iguales forma lo que se 
llama una proporcion. Por ejemplo, la razón ari t -
mética de 7 á 5 es igual á la d e l ! á 9, los números 
7, 5 , 1 1 , 9 , forman una proporcion aritmética que 
se escribe así : 

7.3:11.9. 

y que se enuncia : 7 es á 5 como 11 es á 9. 
La razón geométrica de 7 á 5 es igual á la de 28 

á 12, los nombres 7, 5, 28,12, forman una propor-
cion geométrica que se escribe : 

7 ; 5 : ; 2 8 : i 2 

y que se enuncia 7 es á 5 como 28 es á 42. 
Para distinguir los dos antecedentes y los dos con-

secuentes de una proporcion, se llama el primer an-
tecedente y el primer consecuente los dos términos 
de la primera razón, y el segundo antecedente, y 

el segundo consecuente, los de la segunda razón. 
En una proporcion aritmética, la diferencia de los 

dos primeros términos es la diferencia de la prime-
ra razón, y la diferencia de los dos otros la diferen-
cia de la segunda razón. 

Resulta de estas definiciones que en toda propor-
cion aritmética ó geométrica, la diferencia de la 
primera razón es igual á la diferencia de la se-
gunda. 

F.1 cuarto término de una proporcion se designa 
con el nombre de una cuarta proporcional á los 
otros tres términos. Cuando los términos medios 
son iguales, la proporcion se llama continua. 

En la proporcion aritmética 3.7;7.9, el término 
medio 7 es una mediana aritmética entre 5 y 9 ; 
esta proporcion se escribe ordinariamente de esta 
manera : 3.7.9, en este caso 9 es una tercera p ro -
porcional aritmética á 5 y 7; de la misma manera 
4 :12 ; : i 2:56 es una proporcion geométrica continua 
que se escribe de esta otra manera : 

: : 4 :42 : s6 . 

12 es una mediana geométrica, 56 una tercera pro-
porcional geométrica. 

En toda proporcion aritmética, la suma de los es-
treñios es igual á la de los medios. En efecto, sea 
por ejemplo la proporcion aritmética 7.5:11.9, pro-
porcion que espresa que las razones entre 7—5 y 
11—9 son iguales; por consiguiente, si se aumenta 
las razones de la suma o-f-9 de los consecuentes, 
los resultados serán iguales; mas 7 — 5 + 5 + 9 se 



reduce á 7 + 9 , y á 11 — 9 + 3 + 9 se reduce á H + 3 ; 
luego la proporcion 7.5; 11.9 da 7 + 9 = 1 1 + 5 . 

Cuando la suma de dos números es igual á la s u -
ma de dos otros números, estos cuatro números for-
man una proporcion aritmética, en la cual los dos 
números que componen una de las sumas son los 
estremos y los dos otros son los medios. 

En efecto, sea la igualdad 7 + 9 = 1 1 + 5 . 
Si de las dos cantidades 7 + 9 , -11+5, se resta 

3 + 9 , los restos serán iguales. Se-tiene pues 7 — 5 = 
11—9, las razones aritméticas 7—5 y 11—9 son 
iguales. 

El cuarto término de una proporcion aritmética 
es igual á la suma de los medios disminuida del 
primer término. En efecto, la proporcion 7.5:11.9 
dando 7 + 9 = 5 + H , se tiene 9 = 5 + 1 1 — 7 . Por 
consiguiente cuando se conoce tres términos de 
una proporcion aritmética, se puede deducir el 
cuarto. 

En toda proporcion geométrica, el producto de 
los estremos es igual al producto de los medios. En 
efecto, la proporcion 7; 5 ; ; 28 M 2 espresa que 

7 28 
- = ' — , y por consiguiente que 7 X 1 2 = 2 8 X 3 . 
o 12 

Cuando el producto de dos números es igual al 
de dos otros, estos cuatro números pueden formar 
una proporcion; en efecto, 

7 28 
7 X 1 2 = 2 8 X 5 , luego - = - , luego 7 : 5 ; : 28:12. 

El cuarto término de una proporcion es igual al 
producto de los medios divididos por el pr imer tér-
mino; en efecto, 

1 2 = ^ 
7 

Por consiguiente, cuando se conoce tres términos 
de una proporcion, se puede siempre deducir el 
cuarto; si los medios son iguales, cada uno de ellos 
es igual á la raiz cuadrada del producto de los es -
tremos ; en efecto, 

4 : 1 2 ; : 1 2 : 5 6 , luego 1 2 X 1 2 = 1 2 2 = 4 X 5 6 , luego 

12=1/4X56™ 

En fin, es fácil ver que, siempre que el producto 
de los medios será igual al de los estremos, tendrá 
lugar la proporcion. Dedúcese de lo que precede 
que cuando dos proporciones tienen una razón co-
mún, las dos otras razones forman una proporcion, 
y que si dos proporciones tienen los mismos an te-
cedentes y los mismos consecuentes, los cuatro tér-
minos forman una proporcion. En fin puede decir-
se : en una proporcion el primer antecedente mas ó 
menos un cierto número de veces su consecuente, 
es á este consecuente, como el segundo anteceden-
te, mas ó menos el mismo número de veces su con-
secuente, es á este consecuente. Por ejemplo 

2 0 : 2 : : 5 0 : 5 . Pénese - = - . 
2 5 

Esta propiedad se demuestra por lo que se sabe 
de cálculo de las fracciones, que 

IX . 5 



2 0 ± 4 X 2 50—4X5 

Es fácil deducir otras propiedades de las propor-
ciones teniendo presente las diferentes propiedades 
de las fracciones; así se tiene por ejemplo 

20 50 20 _ 50 . 
luego 2 + 2 0 X í - 5 + 2 0 X 4 

Cuando se multiplica los términos de muchas 
proporciones unos por otros y por orden, los cua-
tro productos forman una nueva proporcion. En 
efecto sea, por ejemplo, 

5 :e : - .4 :8 y s : 7 : : 2 o : 2 8 
5 5 20 

se t i e n e r - y - = -

5 5 4 20 
luego 

lo que da 5 X 5 : 6 X 7 " . : 4 X 2 0 : 8 X 2 8 . 

§ H . 

Aplic cion d e las p roporc iones . 

Suponte tú que mediante lo que acabo de espo-
ner se tratase de resolver el siguiente problema : 
Cuatro artesanos han fabricado 20 metros de una 

obra cualquiera, ¿cuantos metros fabricarán 9 a r -
tesanos? 

Este problema, por cuyo término se entiende una 
proposición en que se enuncia que por medio de 
ciertas cosas conocidas debemos averiguar alguna 
desconocida, pertenece á lo que se llama regla de 
tres simple; para resolverlo se llama x el número 
en cuestión que es el de los metros que 20 artesa-
nos harían, y según los principios establecidos se 
tiene la proporcion siguiente : 

4:20: :9 es x, luego « = = ^ = 4 5 
4 

Es decir que el número de metros que fabrica-
rían 9 artesanos es 45. 

Ahora, voy á esponerte otro ejemplo algo mas 
complicado que se llama regla de tres compues-
ta, pero que como el anterior reposa igualmen-
te en la teoría de razones y proporciones que forma 
el asunto de esta carta. 

Dos artesanos trabajando 5 horas diarias, han 
hecho en 5 días 90 metros de una obra cualquiera ; 
¿cuantos metros fabricarán en 2 dias 5 artesanos 
trabajando 7 horas diarias? 

Es preciso atender sucesivamente al número de 
los artesanos, de las horas y de los dias. 

Dos artesanos trabajando 5 horas diarias durante 
3 dias, hacen tanta obra como 6 obreros trabajan-
do I hora diaria durante 5 dias; ó que 50 obreros 
trabajando durante 4 hora y durante un dia. Aho-
ra bien 5 artesanos, trabajando 7 horas, hacen 
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tanta obra como 21 artesanos durante 1 hora, y si 
trabajan durante 2 dias seria preciso 42 artesanos 
trabajando durante 1 hora, 1 solo dia para hacer el 
mismo trabajo. 

La cuestión se reduce de este modo á una regla 
de tres simple que se puede espresar a s í : 

50 artesanos, durante un tiempo dado han hecho 
90 metros de obra, ¿cuantos metros harán 42 arte-
sanos durante el mismo tiempo? Tenemos pues 

50 :90 : :42 ;a := l26 . 

Pasemos ahora álo que se llama regla de interés, 
para comprender la cual, examina el siguiente pro-
blema : ¿cuanto debe ser el rédito de 480000 rea-
les de dinero efectivo durante 5 años, á razón del 5 
por ciento ? 

La ganancia siendo de o por ciento, es evidente 
que al cabo de tres años 100 reales valdrán 115. 
Observado esto, el problema se reduce á lo siguien-
te : si 100 reales al cabo de 5 años valen 115, 
¿cuánto valdrán 480000? y el cuarto término déla 
proporcion indica este valor : 

100:115:; 480000: £=552000. 

Supongamos que se quiere saber cuanto valdrán 
560000 reales, pagables á 40 meses. 

51 100 reales dan 5 reales de ganancia por año, 
por 4 meses daran -j de real; luego 100 reales va-
len al cabo de 40 meses, 

100—o—}—'i—f-"J—J—r ó 115-f-^ ó reales, 
O D O 

Tenemos pues la proporcion : reales valor de 
100 al cabo de 40 meses es á 100, como 560000 es 
al valor que se busca. 

— : i oo : :56oooo:s=48oooo. 
5 

§ 1 1 1 . 

De las progres iones ar i tmét icas . 

La progresión aritmética, ó por diferencia, se 
forma de una sucesión de términos que crecen ó 
decrecen, de tal modo que la diferencia entre dos 
términos consecutivos cualesquiera es constante. 
Esta diferencia es la razón de la progresión. Por 
ejemplo los números 4, 7, 10,15, 16, forman una 
progresión aritmética ascendente cuya razón es 3 
y que se escribe de esta manera : 

:4. 7 .10. 15. 16. 

y se enuncia : 4 es á 7 como 7 á 10, etc. 
Según la definición de la progresión aritmética 

ascendente, el segundo término es igual al prime-
ro, mas la razón ; el tercero igual al segundo, mas la 
razón, es decir al primer término aumentado de 



dos veces la razón ; y en general un término de un 
rango cualquiera es igual al pr imer término, au-
mentado de tantas veces la razón cuantos términos 
hay antes de él. 

Cuando la progresión es descendente, un término 
de un rango cualquiera se logra disminuyendo el 
primer término de tantas veces la razón cuantos 
términos hay antes de él. 

Por consiguiente, puédese formar una progre-
sión cuando se conoce el primero, el último térmi-
no y el número total de los té rminos ; pues si 4 y 16 
siendo los dos términos estremos, se pide que haya 
tres términos, comprendidos entre 4 y -16, 16 de -
berá contener el número 4, y ademas la razón tan-
tas veces cuantos términos habrá antes de él, es de-
cir 4 veces la razón; luego se logra la razón r e s -
tando 4 de 46, lo que da 12, que , dividido por 4, 
da de razón 5 ; y de esta manera se halla la p r o -
gresión : 

W W W M . 

§ IV. 

Progres iones g e o m é t r i c a s . 

La progresión geométrica ó por cuociente se for-
ma de una serie de términos, tales que dividiendo 
cada uno de ellos por el que le precede, queda 
constante el cuociente ; este cuociente es la razón 
de la progresión. Por ejemplo, los números 4, 5, 

9, 27, 81. forman una progresión geométrica, cuya 
razón es 5, y que se escribe de la manera siguien-
te : 

: : i :Ó :O:27 :84 . 

y que se enuncia : I es á 5, como 5 á 9, como 9 á 
27, como 27 á 8 1 . 

Según la definición de la progresión geométrica, 
el segundo término es igual al primero multiplica-
do por la razón; el tercero igual al segundo mul-
tiplicado por la razón, y al primero multiplicado 
dos veces por la razón ; y en general, un término 
de un rango cualquiera es igual al primer término 
multiplicado por la razón, tomada tantas veces co-
mo factor cuantos términos hay antes de él ; de ma-
nera que un término cualquiera puede obtenerse 
multiplicando el primer término por la razón ele-
vada á una potencia indicada por el número de tér-
minos que le preceden. 

Resulta de lo espuesto, que podemos insertar un 
cierto número de medios geométricos entre dos nú-
meros dados. Hemos visto que bastaba, para ob -
tener la razón de la progresión que se pide, calcu-
lar el cuociente de la división de los dos números 
dados por el mas pequeño, y de estraer de este cuo-
ciente la raiz del grado indicado por el número de 
medios geométricos aumentado de 1. 

Resulta también, de lo que hemos visto, que i n -
sertando sucesivamente un mismo número de m e -
dios geométricos entre el primer término y el se-
gundo de una progresión geométrica, entre el se-





gundo y el tercero, etc., el conjunto de todos es-
tos términos forma una nueva progresión geomé-
trica. 

La propiedad análoga tiene también lugar por lo 
tocante á las progresiones aritméticas. 

En mi próxima carta pienso hablarte de los loga-
ritmos. 

CARTA NONA. 

TEORIA DE LOS LOGARITMOS. 

§ L 

Amigo Eugenio, conforme te lo prometí en mi úl-
tima, pienso á hablarte en esta acerca de los loga-
ritmos, por cuyo nombre se entiende los números 
en proporcion por diferencia, que corresponden, 
término por término, á los números en progresión 
por cuociente ó geométrica. Voy á presentarte mas 
clara esta definición. Cuando se compara dos p r o -
gresiones indefinidas, la una geométrica empezan-
do por la unidad, y la otra aritmética empezando 
por cero, cada término de la segunda progresión es 
lo que se llama el logaritmo del término correspon-
diente de la primera progresión, y el conjunto los 
términos de estas dos progresiones forma lo que se 
llama un sistema de logaritmos. 



Sigúese de esta definición que el logaritmo de la 
unidad es siempre igual á cero. 

En progresiones de esta especie, cada término de 
la progresión geométrica es igual á la razón toma-
da tantas veces como factor cuantos términos hay 
antes de él, y cada término de la progresión arit-
mética es igual á la razón repetida tantas veces 
cuantos términos hay antes de él. Por consiguiente 
los términos sucesivos de la progresión geométrica 
son las potencias relativas de la razón de esta pro-
gresión, y el rango de cada término lo indica el es-
ponente de la razón en este término aumentado de 
una unidad. 

Cuando un término de la progresión geométrica 
ocupa el mismo rango que un término de la pro-
gresión aritmética, estos dos términos son tales que 
el esponente de la razón en el término de la razón 
geométrica es igual al multiplicador de la razón en 
el término correspondiente de la progresión ar i t -
mética, y recíprocamente todas las veces que el es-
ponente de la razón en un término de la progresión 
geométrica es igual al multiplicador de la razón 
en un término de la progresión aritmética, se sabe 
que estos dos términos ocupan el mismo rango en 
las dos progresiones. 

Multiplicando uno por otro los dos términos de 
la progresión, y añadiendo los términos corres-
pondientes de la progresión aritmética, el producto 
y la suma serán términos de estas progresiones, y 
ademas estos términos se corresponderán. Esto 
procede inmediatamente de lo que precede. 

Resulta, pues, que si dos progresiones, la una 

geométrica empezando por la unidad, la otra ari t -
mética empezando por cero, se colocan una en fren-
te de otra : 

; ;1 :5:9:27:81:245:779:2187:6561, etc. 

" ¡ 0 . 2 . 4 . 6 . 8 .10 . 12 . 14 . 16 , etc. 

para hallar el producto, ocupado por el producto 
de muchos términos de la progresión geométrica, 
bastará añadir los términos correspondientes de la 
progresión aritmética; el término que representa la 
suma corresponderá al término que representa el 
producto. Así el producto de los tres términos 5, 
9, 27, corresponde á la suma de los tres términos 
2, 4 ,6„ cuya suma es 12; por consiguiente el pro-
ducto buscado es 279. 

Los términos de la progresión aritmética siendo 
los logaritmos de los términos correspondientes de 
la progresión geométrica, el logaritmo del producto 
de muchos términos es pues igual á la suma de los 
logaritmos. 

Si, entre todos los términos de las dos progre-
siones que hemos considerado, se inserta un nú-
mero muy grande de términos, podremos trasfor-
mar la progresión geométrica en otra que será tal, 
que la serie de los números enteros consecutivos, 
partiendo de la unidad, se hallará, sino represen-
tada exactamente, á lo menos espresada por térmi-
nos que diferirán tan poco como se quiera de los nú-
meros naturales. 

Por lo tocante á los números mayores que la 
unidad, podemos establecer los principios siguien-
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t e s : el logaritmo del producto de muchos factores 
es igual á la suma de los logaritmos de estos fac-
tores. Por ejemplo 21, siendo el producto de 5 por 
7, se tiene : 

log. 21 =log.5-|r-log. 7. 

El logaritmo del cuociente es igual al logaritmo 
del dividendo, menos el logaritmo del divisor; pues 
el dividendo siendo igual al producto del divisor 
por el cuociente, resulta que el logaritmo del divi-
dendo es igual á la suma de los logaritmos del di-
visor y del cuociente. Así : 

log. ( y ) = l 0 g . 21—log. 7=log . 5. 

El logaritmo de un número fraccionario es igual 
al logaritmo del numerador , menos el logaritmo 
del denominador; pues se puede considerar un 
número fraccionario como indicando el cuociente 
de la división de su numerador por su denomina-
dor ; así : 

, 24 log. 7 = 2 1 - l o g . 7. 

El logaritmo de una potencia es igual al producto 
del logaritmo de este número por el grado de la po-
tencia. Así : 

log. 4 3 = 5 log. 4. 

El logaritmo de una raiz se obtiene dividiendo 

el logaritmo de este número por el grado de la raiz. 
Así : 

s— -i 
log. i / 6 4 = - l o g . 64. 

§ 1 1 . 

De los logar i tmos en el sistema cuya base es 10. 

El sistema decimal, cuyas ventajas te he espuesto, 
se aplica también á los logaritmos. Este sistema, 
generalmente adoptado para los cálculos numéri-
cos, se deduce de las progresiones siguientes: 

: : i ; i o : i o o : i o o o : i o o o o : i o o o o o : i o o o o o o , etc. 
: 0 . 4 . 2 . 5 . 4 . 5 . 6 etc. 

insertando sucesivamente medios geométricos y arit-
méticos entre los términos de estas progresiones. 
La razón 10 de la progresión geométrica primitiva 
se llama la base del sistema del logaritmo. 

En este sistema, los logaritmos de los números 

4, 10, 100,1000, etc. 

siendo iguales 

0, 1, 2, 5, etc., 

resulta que, según que un número está compren-
dido entre 4 y 10, entre 10 y 100, etc., su loga-
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ritmo cae entre cero y uno, entre uno y dos, etc. 
Por consiguiente, si se evalúa los logaritmos en 

decimales, la parte entera del logaritmo de un nú-
mero entero ó decimal, mayor que la unidad, con-
tendrá tantas unidades menos una cuantas cifras 
hay en la parte entera del número cuyo logaritmo 
se busca. Estaparte entera del logaritmo, se llama 
la característica. 

Conocido el logaritmo de un número, para de-
ducir el logaritmo del producto ó del cuociente de 
este número, por la unidad seguida de muchos ce-
ros, basta aumentar ó disminuir el logaritmo dado 
de tantas unidades como hay ceros. Asi, se tiene : 

Log.(47Xl0000)=log.47Xlog.l000=log,47-|-3. 

Log. ( ^ ) = l o g . 4 7 - l o g . 4 000=log. 4 7 - 3 . 

Cuando se aumenta ó se disminuye el logaritmo 
de un número de muchas unidades, el resultado es 
el logaritmo del producto ó del cuociente de este 
número por una potencia de 10 igual al número de 
unidades de que se aumenta ó disminuye el loga-
ritmo dado. Por ejemplo se tiene : 

Log. 47-:-.5=log.47+log. 100(¡=k)g. (47X1000)= 
log. (47X103). 

Log. 2347-3=102 . 2547—1000=log. ( — 1 = fe V»000/ 

El sistema de logaritmos, determinado por las 
progresiones primitivas : 

: : i : i o : i o o , etc., 
:0. 1 . 2 etc., 

no puede conducir sino á los logaritmos de los n ú -
meros mayores que la unidad. Para lograr los loga-
ritmos de los números menores que la unidad, se-
ria preciso que estos números hiciesen parte de la 
progresión geométrica, y como en esta progresión 
cada término, dividido por la razón 10, da el t é r -
mino precedente, se puede hacer preceder el té r -

1 I 
mino I de los términos — y — , etc., de suerte 

que la progresión geométrica, indefinidamente 
prolongada de parte y otra del término I, se 
vuelve : 

.... • * :I;IO:IÜO: 
¡00 10 

Para hallar los logaritmos de los números 

\ 
——, se debe establecer convenciones por medio de 
-) 00 

las cuales se pueda formar los términos que prece-
den á cero en la nueva progresión aritmética, y 
como cada término de la progresión aritmética, 
disminuido de la razón 1, da el término preceden-
te , el término que precede á cero se obtendrá 
quitando á cero una unidad; lo que hace 0—1, ó 
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solamente —I, y así sucesivamente se tendrá —2, 
—5, etc. 

En este caso, las progresiones se escribirán de la 
manera siguiente : 

—5, — 2 — 1 , 0 . 1. 2. 

Según que un número esté precedido del signo 
+ ó del signo —, se dice que este número es posi-
tivo ó negativo. A los números que no están prece-
didos de signos, se les supone precedidos del signo 
-f-, y son por consiguiente positivos. 

Para calcular los logaritmos de los números me-

nores que la unidad, es preciso insertar medios geo-

métricos entre los términos 1, — , etc., de la 

progresión geométrica, y de medios aritméticos en-
tre los términos correspondientes 0—1, etc. de la 
progresión aritmética. La indagación de los medios 
geométricos no ofrece dificultad; pero la determi-
nación de los medios aritméticos exige que se sepa 
operar sobre los números negativos. 

§ UI. 

De las cuatro operaciones de la aritmética sobre los números positivos 
y negativos. 

Cuando se quiere sumar números positivos y ne-
gativos, es preciso generalizar el sentido fijado 

basta el presente á la definición de la adición; por 
los signos —[— y —, colocados delante de los núme-
ros, indican realmente adiciones y sustracciones 
parciales. Consideraremos pues la adición de mu-
chos números positivos y negativos, como teniendo 
por fin, hallar un solo número positivo ó negativo 
que esprese el resultado de las adiciones y de las 
sustracciones parciales, indicadas por los signos + 
y — que afectan los números sobre los cuales se 
opera. Este resultado es lo que se llama la suma 
de los números propuestos. Según esta nueva defi-
nición de la adición, para obtener la suma de m u -
chos números positivos ó negativos, se ponen los 
números los unos seguidos de los otros con sus 
signos; así para añadir + 2 á menos 5, se escribe 
+ 2 — 5 = 1 . 

La sustracción debe considerarse como una ope-
ración cuyo fin es, conociendo la suma de dos nú-
meros y uno de estos números, determinar el otro 
número que es la diferencia. 

Dedúcese de esta definición que, para obtener el 
resto de una sustracción, basta escribir despuesdel 
número de que se sustrae, el número que se inten-
ta sustraer ó sustraendo, tomado con un signo con-
trario á aquel de que está afectado; el resultado 
reducido á su mas simple espresion es el resto que 
se busca. 

La multiplicación tiene por fin de calcular un 
número producto, que esté compuesto con un nú-
mero conocido, llamado multiplicando, de la ma-
nera que un número dado, llamado multiplicador, 
está compuesto con la unidad. 



El signo del producto debiendo dependernecesa-
riamentede los signos de los factores, y de ninguna 
manera desús valores numéricos, basta determinar 
el signo del producto en el caso en que el multiplica-
dor sea un número entero. Partiendo de este prin-
cipio, cuando el multiplicador tiene el sisno -f- el 
producto tiene el signo del multiplicando; pues el 
multiplicador, componiéndose de la adición de mu-
chas unidades, el producto debe componerse de la 
adición de muchos números iguales al multiplican-
do, y se ha visto que la suma de muchos números 
del mismo signo está afectada del signo de estos 
número. Así: 

( + 2 ) X ( + 3 ) = + 6 , ; - f 2 ) X ( - 5 ) = - ( ; . 

Cuando el multiplicador tiene el signo —, el pro-
ducto tiene un signo contrario al del multipli-
cando ; pues el multiplicador entero negativo, com-
poniéndose de la sustracción de muchas unidades, 
se formará el producto sustrayendo muchas veces 
el multiplicando; lo que equivale, como se ha visto, 
á hacer la suma de muchos números iguales al mul-
tiplicando, y afectados de un signo contrario al del 
multiplicando, y por consiguiente esta suma, que 
espresa el producto que se busca, estará afectada de 
un signo contrario al del multiplicando. 

Por ejemplo, el producto de (—5) ( - 2 ) = - f - 6 . 
La división tiene por fin, conociendo el producto 

de dos números llamado dividendo, y uno de estos 
números llamado divisor, hallar el otro llamado 
cuociente. De la definición de la regla de los signos 
en la multiplicación resulta que el cuociente de dos 

números de los mismos signos tiene el signo -f-, J' 
que el cuociente de dos números de signo diferente 
tiene el signo —. Por ejemplo 

„ , —6 . _ + 6 _ - 6 
— 5 , 4 — — = + 5 , • = — o , - , , = — o . 

4 - 2 — 2 2 -4 -2 

S iv. 

De los logar i tmos negat ivos. 

Fácil es ahora hacer ver que las dos progresiones 
descendente y ascendente, mas acá de cero y mas 
allá de cero y de uno, tienen las mismas propieda-
des en un caso que en otro, esto es, que el produc-
to ó el cuociente de los dos términos de la progre-
sión geométrica es siempre uno de los dos té rmi-
nos de esta progresión; pues, si ponérnosla p r o -
gresión bajo esta forma : 

104 lü 3 1ü2 10 

se halla que, por ejemplo, —-X10 —• 0 que es uno 

de los términos, de la misma manera que 103, d i -

vidido por puesto que el cuociente iguala á -104. 

Se ve de la misma manera, en la progresión arit-
mética, que ia suma ó diferencia de dos términos 
cualquiera es siempre un término de la progresión; 
pues en la progresión 



•—5— 'r—5 — 2'•—I-0-I-2-5-4-

la suma — 5 + 2 = — I, la diferencia (—5)—(+2)= 
—5 que también es un término. 

Fácil es de ver á la sola inspección que, en el sis-
tema de los logaritmos determinado por estas dos 
progresiones, los números mayores que la unidad 
tienen logaritmos positivos que son tanto mayores 
cuanto mayores son estos números; mientras que 
los números positivos menores que la unidad, t ie-
nen logaritmos negativos que son tanto mayores 
cuanto mas pequeños son estos números. 

También es consecuencia que los números nega-
tivos. no pueden tener logaritmos. 

Esto es cuanto pienso oportuno decirte acerca 
de los logaritmos y de la aritmética en general; en 
mi próxima carta empezaré á tratar del algebra ; 
pero como existe entre esta última ciencia grande 
analogía con la aritmética, te aconsejo que repa-
ses y recapacites maduramente las teorías y proce-
deres espuestos. 
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la suma — 3 - j - 2 = — | , la diferencia (—5)—(+2)= 
—5 que también es un término. 

Fácil es de ver á la sola inspección que, en el sis-
tema de los logaritmos determinado por estas dos 
progresiones, los números mayores que la unidad 
tienen logaritmos positivos que son tanto mayores 
cuanto mayores son estos números; mientras que 
los números positivos menores que la unidad, t ie-
nen logaritmos negativos que son tanto mayores 
cuanto mas pequeños son estos números. 

También es consecuencia que los números nega-
tivos. no pueden tener logaritmos. 

Esto es cuanto pienso oportuno decirte acerca 
de los logaritmos y de la aritmética en general; en 
mi próxima carta empezaré á tratar del algebra ; 
pero como existe entre esta última ciencia grande 
analogía con la aritmética, te aconsejo que repa-
ses y recapacites maduramente las teorías y proce-
deres espuestos. 



CARTA DÉCIMA. 

NOCIONES PRELIMINARES. 

•ff-

Amigo Eugenio, ahora vamos á emprender el es-
tudio de una nueva ciencia matemática que t rata 
de ia cantidad de un modo mucho mas general que 
la aritmética. El algebra, cuyo estudio debe ocu-
parnos, es aquella parte de las matemáticas en que 
se emplea signos propios para generalizar y abreviar 
los razonamientos que consigo trae la resolución de 
las cuestiones relativas á los números. Los princi-
pales elementos de que en esta ciencia se hace uso 
son : 

-Io. Las letras del alfabeto, que sirven á designar 
los números sobre los cuales se debe razonar,, sien-
do su uso muy útil ya sea para abreviar el razona-
miento, ya sea para generalizarlo. 

2°. El signo -}- que se usa para señalar la adición 
de dos ó mas números, y que se enuncia mas. Asi 
a-\*!> se enuncia a mas b. 



50. El signo —, que se enuncia menos, y que se 
emplea para señalar la sustracción ó resta de dos 
números uno de otro. Así a—b se enuncia a me-
nos b. 

4o. El signo de la multiplicación, que es X ó un 
punto que se coloca entre las dos cantidades. Así 
aXl> se enuncia a multiplicado por ¿ ; también pue-
de escribirse a.b. 

50- El signo de la división que consiste en dos 
p u n t o s : , que se colocan entre el dividendo y el 
divisor, ó bien aun en una raya ó línea — encima 
y debajo de la cual se coloca respectivamente el di-
videndo y el divisor. Así a\b ó y se enuncia a divi-

0 
dido por b, ó el cuociente de a por b. 
^ 6'>. El coeficiente, signo que se emplea para se-
ñalar la adición de muchos números iguales; así 
en lugar de escribir «-{-«-fa- j -^ q u e representa la 
adición de cuatro números iguales á a, se escribe 
4a, 4 es el coeficiente; de modo que el coeficiente 
es un número particular escrito á la izquierda de 
otro número espresado por una ó.muchas letras, y 
que señala cuantas veces se debe tomar la letra, ó 
el producto que representan las letras. 

7o. El esponente, signo que se emplea cuando un 
número designado por otro debe entrar muchas 
veces como factor en un producto. Así en lugar de 
escribir « X « X « X « X 

a, se escribe a5 que se pro-
nuncia a cinco, ó a quinta potencia. 

Llámase potencia el resultado de la mult i-
plicación de muchos números iguales y grado de 

la potencia la cuotidad de números iguales multipli-
cados entre sí. El esponente es el signo de este grado; 
escríbese á derecha y un poco encima de una letra, 
y marca cuantas veces la cantidad espresada por 
esta letra debe tomarse como factor en un produc-
to. Para dar á entender la importancia del espo-
nente y del coeficiente, supongamos que se quiera 
espresar un producto compuesto de cinco factores 
iguales á a, de tres factores iguales á b, y de dos 
factores iguales á c ; se escribirá a5 b5 c2 en lugar 
de aaaaa bbb cc. Si despues se quiere espresar que 
este último resultado se ha de multiplicar por 8, ó 
se ha de repetir 8 veces, se escribe 8a5 ¿3 c2. 

8°. El signo i / ~ que precede á un número, 
cuando se quiere dar á entender que de este n ú -
mero se ha de estraer una raíz de un cierto grado. 
» - 4 - • 3 _ 
Asi y a se enuncia cuarta raiz de a, y a se enun-
cia raiz cúbica de a . 

Llámase raiz primera, segunda, etc., de un n ú -
mero, un segundo número que elevado á la primera, 
segunda,etc., potencia reproduce el primer número. 

9o. El signo = que espresa que dos cantidades 
son iguales. Así para espresar que el esceso de a 
sobre b es igual á c, escríbese a—b=c. 

10°. El signo de desigualdad > , empleado para 
espresar que una cantidad es mayor que otra ; así 
a > ¿ da á entender que a es mayor que b; a < ¿ 
quiere decir que a es menor que b. 

Por medio de estos signos que acabo de esplicar 
se consigue encadenar las ideas en los razonamien-
tos que deben hacerse en el algebra. 

i x . . 6 



Llámase cantidad algebráica óespresion algebrai-
ca, toda cantidad escrita en lenguage algebráico. 
Así ba es la espresion algebráica del quintuplo del 
número a; ka- es la espresion algebráica del cua-
druplo del cuadrado de a ; 5a—5¿ es la espresion 
algebráica de la diferencia entre el triple de a y el 
quintuplo de b. Una espresion puede tener uno ó 
muchos términos. Llámase monomio, ó cantidad 
de un solo término, una cantidad algebráica que 
no se reúne á otra por el signo de adición ni sus-
tracción. y polinomio, una espresion compuesta de 
muchos términos separados los unos de los otros 
por los signos -{- y —. Así^óa, 5a2, §a4 b3 c son 
monomios; 5a—bb, 2a2—oab-\-b2 son polinomios. 
La primera de estas espresiones se llama un bino-
mio, y la segunda trinomio, porque contienen la 
una dos términos y la otra tres. 

El valor numérico de una espresion algebráica 
es el número que resultaría, si, dando valores par-
ticulares á las letras que la componen, se efectua-
se todas las operaciones aritméticas que comporta 
esta espresion. Este valor numérico depende evi-
dentemente de los valores particulares atribuidos 
á las letras, y debe variar generalmente con estos 
valores; así 2a3 tiene por valor numérico 34, cuan-
do se hace a = 5 . Digo generalmente; pues, en al-
gunos casos, el valor numérico de una espresion 
algebráica no se altera, aunque se alteren las le-
tras que la componen. Así en la espresion a—b, en 
tanto que se dará á a y á b valores ascenden-
tes iguales la espresion no cambia. Sea por ejem-
plo a=7, b=-í; resulta a-b=5. Sea si se 

quiere «=12 , 6 = 9 , resulta también a — 6 = 3 . 
El valor numérico de un polinomio cualquiera 

no se altera, aunque se invierta el orden de sus 
términos, con tal que se tenga cuidado de conser-
var á todos estos términos sus signos respectivos. 
Así 4a3—óa^b-^-bac2 y bac—-5a2ó+4a3 tienen el 
mismo valor numérico. 

En general no se pone término delante del pr i -
mer término de un polinomio que se supone pre-
cedido del signo + . 

Llámase dimensión de un término cada uno de 
los factores literales que componen este término, 
y grado el número de los factores ó dimensiones. 
El coeficiente no se cuenta por una dimensión ; así 
5a se llama un término de una dimensión, ó del 
primer grado ó lineario, bab es un término de dos 
dimensiones ó del segundo grado, y 8a3b-c es un 
término de 6 dimensiones ó de sesto grado. En ge-
neral el grado de las dimensiones de un término, 
se estima por la suma de los esponentes de las le-
tras que entran en este término. 

Una letra que no tiene esponente se le supone 
tener 1 por esponente. Un polinomio es homogé-
neo cuando todos sus términos son del mismo gra-
do 5c—56+4c, 8a36—4a!6 :+6ct4 son polinomios 
homogéneos. 

Llámanse términos semejantes los términos que se 
componen de las mismas letras afectadas de los 
mismos esponentes. Así 8«6, óab, lab son términos 
semejantes, como 9a:63c, 4 5cr63c, 4<r63c. Cuando un 
polinomio contiene muchos términos semejantes, 
es susceptible de reducción. Por ejemplo el poli-



nomio 4aaé—3a5c-}-9ac:—2a-b-\-~a2c—665 puede 
escribirse así: 4a26—2a=6-}-7a3c—5a:c-|-9ací—663; 
y como Áa"-b—2a-b se reduce á 2<r6 y Icfc—otíc 
se reduce á 4a :c, resulta que el polinomio se re-
duce á 2a'b-\-ía-c-{-9ac'- 6b3. 

Para operarla reducción de términos semejantes, 
fórmase un solo término aditivo de todos los tér-
minos semejantes precedidos del signo -{-; la que 
se efectúa añadiendo los coeficientes de estos tér-
minos, y dando su suma por coeficiente á la parte 
literal común ; por el mismo medio se forma un 
solo término sustrativo de todos los términos pre-
cedidos del signo — ; y se coloca la cantidad nega-
tiva inmediatamente despues de la cantidad posi-
tiva. 

CARTA UNDÉCIMA. 

DE LAS CUATRO OPERACIONES FUNDAMENTALES DEL 
ALGEBRA. 

§1-

De la adición. 

La adición algebráica tiene por fin, dados dos 
polinomios ó monomios, hallar un polinomio único 
llamado suma, que presente el conjunto de las 
adiciones y sustracciones parciales indicadas por 
los signos -f-y —, que afectan los términos de las 
cantidades propuestas. 

Dedúcese de esta definición que para sumar mu-
chas cantidades, monomios y polinomios, basta co-
locar los términos de estas cantidades unos despues 
de otros con sus signos. 

Por ejemplo para añadir b—c á a, basta escribir 
a-^-b—c] pues la suma de las cantidades a y 6, 
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nomio lab—3a5c-j-9ac:—2a-b-\-~a2c—665 puede 
escribirse así: 4a2&—2a~b-\-~íá'c—óa-c-\-9ac—663; 
y como Áa"-b—2a-b se reduce á 2<r6 y Icfc—otíc 
se reduce á 4a :c, resulta que el polinomio se re-
duce á 2a'b-\-4a-c-{-9ac'- 6b3. 

Para operarla reducción de términos semejantes, 
fórmase un solo término aditivo de todos los tér-
minos semejantes precedidos del signo -{-; la que 
se efectúa añadiendo los coeficientes de estos tér-
minos, y dando su suma por coeficiente á la parte 
literal común ; por el mismo medio se forma un 
solo término sustrativo de todos los términos pre-
cedidos del signo — ; y se coloca la cantidad nega-
tiva inmediatamente despues de la cantidad posi-
tiva. 

CARTA UNDÉCIMA. 

DE LAS CUATRO OPERACIONES FUNDAMENTALES DEL 
ALGEBRA. 

§1-

De la adición. 

La adición algebráica tiene por fin, dados dos 
polinomios ó monomios, hallar un polinomio único 
llamado suma, que presente el conjunto de las 
adiciones y sustracciones parciales indicadas por 
los signos -f-y —, que afectan los términos de las 
cantidades propuestas. 

Dedúcese de esta definición que para sumar mu-
chas cantidades, monomios y polinomios, basta co-
locar los términos de estas cantidades unos despues 
de otros con sus signos. 

Por ejemplo para añadir b—c á a, basta escribir 
a-^-b—c] pues la suma de las cantidades a y 6, 
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siendo a-j-6, si 6 disminuye dec, la suma a-J-6 debe 
disminuir de c, luego la suma de las cantidades a, 
b - c es a-J-6—c. 

Cuando las cantidades que se intenta adicionar 
encierran términos semejantes, se facilita las reduc-
ciones de que la suma es susceptible, escribiendo 
los términos semejantes unos debajo de otros con 
sus signos, y reduciendo cada grupo de términos 
semejantes. Por ejemplo para adicionar los tres 
polinomios 5a—' lab2—8a3+9—,4-f9a3-H0a62 ,— 
~a—\8ab\ ejecútase el cálculo de la manera si-
guiente : 

oa — 7a¿-—S<z=-j-9 
-f-IOa¿2+9a3_4 

—la—48a¿2 

S u m í •2a—Vóab-+c¿ -{-.;>; 

en la espresion reducida á la suma que se pide, el 
coeficiente de a es 3 - 7 ó - 2 , el coeficiente de 
ab- es —7-j-|(i—18—15, el coeficiente de a 3 es 
—8-f 9 ó -I; y la parte enteramente numérica es 
9—4 ó - f 3. 

Cuando se tiene un poco de costumbre, no hay 
necesidad de escribir los términos unos debajo de 
otros; y se hace de seguida la reducción. 

§11. 

De la sustracción. 

Supongamos que se haya de sustraer 46 de óa, 
el resultado algebráico es 3 a - 4 6 ; de la misma ma-

ñera, la diferencia entre 7a-b5, y íabc es 7a:63— 
Iabe; y la de 8a\b y 5o46—3a46=5a46. Ahorasu-
pongamos que queremos restar 46—5c de 4o; pué-
dese presentar el resultado de esta manera ; 4a— 
(46—3c), poniendo la cantidad que debe sustraerse 
ó sustraendo entre dos paréntesis, y escribiéndolo 
despues de la primera cantidad con el signo —; pero 
muchas veces es preciso formar un solo polinomio 
de esta espresion, á cuyo fin, se observa que si a, 
b, c fueran números, se efectuaría la división indi-
cada por 4 b—5c, y despues se sustraería el resul-
tado de 4a; como esta resta no puede tener lugar 
en el estado actual de las cantidades, se empieza 
por restar 4b de 4a, lo que da 4a—46; pero restan-
do 46 unidades, se ha restado un número demasia-
do fuerte de 3c unidades; es preciso rectificar el re-
sultado añadiendo 5c; así se tiene 4a—46-j-5c para 
el resultado de la sustracción propuesta. Suponga-
mos que tenemos el ejemplo siguiente : 5a"—4a6-J-
56c—6" que queremos restar de §a-—2ab; esta 
operacion puede indicarse así: Sa2—2ab—(3a-— 
4a6-j-56c—62); pero para reducir esta espresion áun 
solo polinomio, observemos que sustraer 3a24a6-|-
56c—62 equivale á sustraer la diferencia entre la 
suma 5a!-j-36c de los términos aditivos, y la suma 
4a6-f-62 de los términos sustractivos. Puédese em-
pezar por restar 5a3-}-36c, lo que da 8a2—2ab— 
'óa-—56c, y como este resultado es necesariamente 
demasiado débil de 4a6-f-62, es preciso añadir esta 
última cantidad, resultando 8a2— 2a6—5a2—36c-f-
Áab-\-¥, me'diante reducción 5a2-j-2a6—56c-{-46:; 
de lo que resulta esta regla general: para restar un 



polinomio de otro, se escribe el polinomio sustraen-
do del polinomio minuendo, cambiando los signos 
de aquel ; se opera la reducción del polinomio que 
queda si hay lugar para ello de lo cual resulta 
que 

- ( 5 a H - b a * 8¿2r) | = 8 a > - > a * b + \ \ b - c . 

§ 1 1 1 . 

De la mul t ip l i cac ión . 

Demuéstrase en aritmética que el producto de 
dos ó mas números no se altera, sea cual sea el or-
den con que se multipliquen. Así d X 4 X s = í X 
5 X 5 - Lo mismo sucede en las cantidades literales; 
aXbXc=aXcXb. 

Establecido esto, la multiplicación es muy sen-
cilla. En efecto, trátese, por ejemplo, de multiplicar 
el monomio 4a362 por 5a7bc; la espresion de este 
producto puede escribirse así : 4a362Xoa26c; pero 
observarémos que 4a3b'-=\aaabb y 5a~bc=oaabc; 
luego se tiene kaW'X^a 'b i^ ' t aaabbXbaabc ;mas co-
mo, según he demostrado, se puede invertir el orden 
de los factores, equivale á kXbamaabbbc ; y como 
los coeficientes son números particulares, nada im-
pide formar uno solo multiplicándolos entre sí, lo 
que da 20 por coeficiente del producto. En cuanto 
á letras, el producto aaaaa equivale a a 5 , y el pro-
ducto bbb á b3; de modo que el resultado final es 

20a563c. Resulta que puede establecerse la regla si-
guiente; para multiplicar dos monomios uno por 
otro, se d e b e r á I o multiplicar los dos coeficientes 
entre sí; 2o escribir despues de este producto todas 
las letras que entran á la vez en el multiplicando y 
el multiplicador, afectando cada letra de un espo-
nente igual á la suma de los dos esponentes de que 
está afectada esta misma letra en ambos factores; 
5o si una letra entra solamente en uno de los facto-
res, escribirla en el producto con el espónente de 
que está afectada en este factor. 

Dedúcese de esta regla que 7a3&4c><9aWífc= 
GóaWcWAbaWc-dX^bcdSg^MaWdtg. 

Pasemos ahora á la multiplicación de los poli-
nomios. Supongamos que tenemos dos polinomios 
a_|_&_|_c y d-f/", compuestos de términos aditivos; 
puédese presentar el producto bajo la forma de 
( a + i + c ) ( d + f ) ; pero se trata de desarrollar este 
producto. Es evidente que multiplicar la suma a + 
6-f-c por d-j-f equivale á tomar £ repetir a-f&-j-c 
tantas veces cuantas unidades hay en d, y despues 
tantas veces cuantas unidades hay en f , y añadir los 
dos productos; pero multiplicar a-J-6-f c por d es 
tomar d veces cada una de las' partes del multipli-
cando, y reunir los productos parciales, lo que da 
ad-\-cd; de la misma manera multiplicar a-J-6-J-c 
por /"equivale átomar f veces cada una de las partes 
del multiplicando, y reunir los productos parciales, 
lo que da af-\-bf-\-cf, que deben ser añadidos á ai 
-|-&d-f cd; el producto será por consiguiente af-+-
hf+cf-\-ad-\-bdr\-cd. Así, para multiplicar dos po-
limonios compuestos de muchos términos todos adi-

6 . 



tivos, es preciso multiplicar separadamente cada 
uno délos términos del multiplicando por cada uno 
de los términos del multiplicador y añadir los pro-
ductos. 

Si estostérminos están afectados de coeficientes y 
de esponentes se sigue las mismas reglas prescritas 
para la multiplicación del monomio. Por ejemplo, 
[óa3-]-4a6-j-6:) (2a-J-36) dan por producto 6a3+8a2& 
—J—2«&—{—1 5ai>-}-20aó2-|-5ó5, mediante reducción de 
6a5-{-25a:6-{-22«í>--}-ofe3. Para comprender el caso 
mas general,osharé presente que si el multiplicando 
contiene términos aditivos y términos sustrativos, 
este factor espresa una diferencia entre el número 
de las unidades marcada por la suma de los té rmi-
nos sustractivos; y que con respecto al multiplica-
dor hay que hacer el mismo razonamiento, de lo 
que resulta que la multiplicación de dos polino-
mios cualesquiera, se reduce á la multiplicación de 
dos binomios tales como a—b, c—d; a designando 
la suma de los términos aditivos y —b, la suma de 
los términos sustractivos del multiplicando; lo mis-
mohayque decir de cy de —d, relativamente al mul-
tiplicador, luego hay que multiplicar a—b, c—d. 
Multiplicar a—b por c—d equivale á tomar ó r epe -
t i r a—&tantas veces cuantas unidades hay ene , m e -
nos tantas veces cuantas unidades hay en d ; ó bien 
á multiplicar a—b por c, y á sustraer del producto 
el de a—b por d. Multiplicando a—b por c, se logra 
ac—bc. En efecto el producto de a por c siendo act 

si el multiplicando disminuye de b, el producto dis-
minuirá de c veces b ó de be; el producto de a—c 
por c es pues ac—bc. De la misma manera, el p ro-

(lucto a-b por d es ad-bd; y como este último 
producto debe ser restado del precedente ac-bc, 
es preciso cambiar los signos de ad-bd, y escri-
birlo despues de ac—bc, lo que da [a-b) [c—d]— 
ac—bc—ad^bd. 

Para poner mas orden en la formación del p r o -
ducto, y para facilitar las reducciones de que puede 
ser susceptible este producto, se acostumbra á or-
denar los factores, con relación á una sola letra. 

Por ejemplo, supongamos que tenemos que mul-

tiplicar 

a3—¿a2+¿2f t—b5 por 
5a2 5¿a—4¿r 
ó a 5 — o b a i + ó b W - ó b W . 1 e r producto. 

- 5 ¿ a í 4 - 5 ¿ 2 a 3 - 5 F a 2 + 3 ¿ 4 a . 2o producto. 
—4¿ V 4 - 4 ¿5<z2—4 ¿4fl-H • 5 e r producto. 

Prod0. 5a5—G¿a4-j-2ó2fl:j—2/Af b\a-\-ttri. 

La multiplicación del multiplicando por el pri-
mer término 5<r del multiplicador ha dado el pri-
mer producto parcial; multiplicando el multipli-
cando por el segundo término —5a del multiplica-
dor, se ha logrado el segundo producto parcial, y 
se ha cerrado el tercer producto parcial multipli-
cando todo el multiplicando por el término í í r de l 
multiplicador; se ha colocado los términos seme-
jantes unos debajo de otros y la suma de los p ro-
ductos parciales reducida á su última espresion, ha 
dado el producto total. 

La regla de los signos puede enunciarse a s í : t o -
das las Yecesque los dos términos del multiplican-



do y el multiplicador estén afectados del mismo 
signo, el producto correspondiente está afectado del 
signo -{-, y cuando los dos términos están afecta-
dos de los signos contrarios, el producto está afec-
tado del signo —. Dícese aun, en lenguage alge-
braico, que -f- multiplicado por -f-, ó — multipli-
cado por — da -f-, y que -f- multiplicado por — da 
menos. 

De todo lo espuesto puede deducirse la siguiente 
regla : para multiplicar dos polinomios uno por 
otro, se deberá multiplicar sucesivamente cada té r -
mino del multiplicando por cada término del mul-
tiplicador, dando el signo -j- al producto de dos 
términos del mismo signo, y el signo — al produc-
to de dos términos afectados de signos contrarios. 

Mas sobre este asunto pienso hacerte dos obser-
vaciones. 

1» Si los polinomios que se quieren multiplicar 
son homogéneos, el producto de estos dos polino-
mios es también homogéneo, consecuencia evidente 
de las reglas relativas á las letras y á los esponen-
tes en la multiplicación de las cantidades mono-
mias. Ademas, el grado de cada término del pro-
ducto debe ser igual á la suma de los grados de dos 
términos cualesquiera del multiplicando y mult i-
plicador. 

2a Cuando en la multiplicación de dos polinomios 
el producto no ofrece reducción de términos seme-
jantes, el número total délos términos del producto 
es igual al producto del número de los términos del 
multiplicando, multiplicado por el número de té r -
minos del multiplicador. Así, si se tiene 7 términos 

en el multiplicando y 5 en el multiplicador, habrá 
7 X 5 ó 21 en el producto. Cuando hay términos se-
mejantes, el número de los términos del producto 
simplificado puede ser menor; pero se observará 
que entre los diferentes términos del producto los 
hay que no pueden reducirse con ningún otro; y 
son 10 el término procedente de la multiplicación 
del término del multiplicando, afectado del mas al-
to esponente de cualquiera de las letras, por el tér-
mino del multiplicador afectado del mas alto es-
ponente de la misma letra; 2o el término proce-
dente de la multiplicación de dos términos afec-
tados del mas débil esponente de la misma letra. 

Muchas veces sucede que se necesita conocer el 
cuadrado de un binomio de la forma a-j-6. Formar 
el cuadrado de un binomio, es multiplicarlo por sí 
mismo, y resulta (a-f-6)5=(a-|-6) [a-\-b)—a:-\-ab-\-' 
b\ es decir que el cuadrado de la suma de dos can-
tidades se compone del cuadrado de la primera, 
mas del cuadrado de la segunda, mes del doble del 
producto de la primera por la segunda. 

De la misma manera [a—b)"={a—b) (a—b)=a-— 
2ab-\-b\ espresion que solo difiere de la precedente 
por el signo de 2ab. 

§1V. 

üe la división. 

La división tiene por objeto, conocido un pro-
ducto y uno de sus factores hallar el otro factor. 

Examinemos esta operacion en los monomios. 
Supongamos que tenemos que dividir 2Sa7 por 



2S(i7 . , 
4«3, lo que se escribe — r ; es preciso encontrar M 4<r 
un tercer monomio que multiplicado por 4a3, re-
produzca 28c7; es preciso pues que el coeficiente 
del monomio que se busca sea tal, que multiplica-
do por 4, dé 28, y que el esponente de a en el cuo-
ciente añadido al esponente 5 de a en el divisor dé 
7; y como solo el número 7 multiplicado por 4 da 
28, y no hay mas que 4, que añadido á 5, pueda 
dar 7, sigúese que el coeficiente de a en el cuo-
ciente es 7 y su esponente es 4, de modo que se 

tiene - = 7 a 4 ; y en efecto, se tiene 7a4-f 5a 3 = 
4o° 

28c7. Se tiene también, según las mismas obser-

•I oakbzc Yaciones — = 5 a 3 6 c . De lo que resulta, que 
óab-

para dividir los monomios uno por otro, es preciso: 
Io dividir los dos coeficientes uno por otro; 2o es-
cribir cada una de las letras comunes al dividendo 
y al divisor aleado del coeficiente, dándole un es-
ponente igual á la diferencia del esponente del di-
videndo y el divisor; 5o escribir despues y con sus 
esponentes respectivos, las letras que entran en el 
dividendo sin entrar en el divisor. 

Puede suceder, que los esponentes de ciertas le-
tras sean las mismas en el dividendo y en el divi-
sor ; si, por ejemplo se tuviese que dividir 25ai6* 
por 3a%, como la letra b tiene el mismo esponente, 

23a4&2 

el cuociente no debe contenerlo, y resulta — . , 

Pero el cuociente 5c puede ponerse bajo una for-
ma que pueda conservar la traza de la letra b; en 

efecto según la regla establecida, Este 

nuevo símbolo b° indica que la letra b entra O ve-
ces como factor en el cuociente, pero también i n -
dica que entraba en el dividendo y en el divisor, y 
que ha desaparecido por efecto de la operacion, 
siendo por otra parte fácil de ver que b°=1, pues 

b°=— y toda cantidad dividida por si misma da -I. 
O" 

Resulta pues b°=\; asj toda cantidad afectada de 
un esponente cero es igual á uno. Hay casos en que 
es imposible efectuar la división de dos monomios: 
4 o cuando los coeficientes no son divisibles uno por 
otro; 2o cuando en ciertos esponentes el divisor su-
pera al dividendo; y en fin cuando el divisor con-
tiene una ó muchas letras que no entran en el divi-
dendo, en cuyo caso el monomio queda bajo la 
forma fraccionaria que muchas veces puede sim-
plificarse. 

Sea, por ejemplo : -12a*63cd que debe dividirse 
por 8 ( rb ' c f , el cuociente se presenta bajo la forma 
4 2a463cd . , . : c s t a espresion puede simplificarse. Si se 

observa que los factores 4, a\ b" y c, siendo co-
munes á los dos términos de esta fracción, nada 

5 a-bd 
impide suprimirlos; y se tiene por resultado . 

-cl 

Para simplificar un número fraccionario, se su-
prime el mayor factor común á los dos coeficientes, 



se quita el menor esponente de una misma letra, 
del mayor, y se escribe la letra, afectada de esta di-
ferencia de esponentes, en el término de la fracción 
cuyo esponente sea mayor, y por último se escribe 
las letras no comunes, con sus esponentes res-
pectivos en el término de la fracción en que entra-
ban estas letras. 

§ V . 

División d e los polinomios. 

La división délos polinomios tiene por fin buscar 
un tercer polinomio que multiplicado con el segun-
do, reproduzca el primero; de manera que si A de-
signa un polinomio dividendo, B el polinomio divi-
sor, y © el cuociente, se tiene: BX?—A. De lo dicho 
resulta, y de la regla de la multiplicación de los po-
linomios, que «el dividendo A es el conjunto, por 
adición y despues de reducción, de los productos 
parciales de cada uno délos términos del divisor B, 
multiplicados por cada uno de los términos del cuo-
ciente ® que se busca. Si se pudiese descubrir en el 
dividendo A un término que proviniese sin reduc-
ción, de la multiplicación, de uno de los términos 
del divisor B por uno de los términos del cuocien-
te 9, entonces, dividiendo uno por otro estos dos 
términos del dividendo y el divisor, se estaría cierto 
de lograr un término del cuociente. 

Según la segunda observación que he hecho so-
bre la multiplicación, el término afectado del mas 

alto esponente de una cierta letra en el producto, 
jamas se reduce con los otros; de manera, que si se 
divide este término por el del divisor que tiene el 
mas fuerte esponente de la primera letra, se estará 
cierto de tener un término del cuociente. Para ma-
yor claridad, sea, por ejemplo, 15a4 el término de 
A, en el cual la letra a tiene el mas fuerte espo-
nente, y sea —5a2, el del divisorB.enel cual es ma-
yor el esponente es el de a; el término 15a4 proviene 
sin reducción de la multiplicación de los dos térmi -
nos del divisor ó del cuociente del mas fuerte es-
ponente de la misma letra a ; luego dividiendo 
15a4 por —5a\ se tendrá un término del cuociente 
que se busca; pero es preciso determinar el signo 
de que debe estar afectado el cuociente. 

Este signo no puede ser otro que —; pues es pre-
ciso, que multiplicado por —, dé - f - ; y solo hay — 
que, multiplicado por —, dé -j-. Luego —5a2 es 
un término del cuociente buscado. Despues de ha -
berlo puesto debajo del divisor B, se multiplica ca-
da uno de los términos del divisor por —5a, des-
pues se sustrae el producto del dividendo A, lo 
que se hace escribiendo este producto con signos 
contrarios debajo del dividendo, y operando su re -
ducción ; de esta manera se logra un primer resto B, 
que se considera como un nuevo dividendo con el 
cual se opera como con el polinomio A propuesto, 
y así sucesivamente, siendo cada vez mas fácil la 
operacion, si son ordenados los polinomios A y 
B, con relación á una misma letra. 

LTn ejemplo hará claro este proceder, pero es 
preciso antes establecer generalmente la regla de 

I 
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los signos de la división. Como en la multiplica-
ción, el producto de dos términos de mismo un signo 
está afectado del signo -f-, y que el producto afec-
tado del signo contrario es —, puede decirse: 
lo que si el término del dividendo tiene el s igno-f , 
y el del divisor el s igno-f , el término del cuociente 
debe tener el signo + ; 2° que si el término del di-
videndo tiene el signo - f , y el término del divisor 
el signo —, ó el término del dividendo el signo — 
y el del divisor el signo - f , el término del cuo-
ciente debe tener el signo —; eníln si el dividendo 
tiene el signo — y el divisor el signo —, el cuo-
ciente debe tener el signo - f ; lo que equivale á de-
cir, que si los dos términos del dividendo y del di-
visor son del mismo signo, el cuociente debe ser 
afectado del signo - f ; y si son de signo contrario, 
el cuociente debe ser afectado del signo —. 

Examinemos los dos polinomios. 

A B 
a 5 — 5 6 a 4 + 5 6 2 a 3 - | - 5 6 3 a 2 

— a 3 - f - 5 6 a 4 
a 3 — 5 6 a 2 a 5 — 5 6 a 4 + 5 6 2 a 3 - | - 5 6 3 a 2 

— a 3 - f - 5 6 a 4 
a - " — 2 6 a — 6 2 

R . — 2 6 a 4 4 - 5 6 2 a 3 + 5 6 3 a : 

2 6 a 4 — f i 6 s a 3 

R'.—6;a3-j-563a: 

6 s a ° — 5 6 3 a = 
0 

Los dos polinomios están ordenados con relación 
á la letra a ; es decir que el esponente de la letra 
ha ido menguando en el dividendo y divisor; se ha 
dividido a5 por a3 , lo que ha dado el término«2 del 

cuociente y despues se ha efectuado el producto de 
[a5—56as) por a \ y se ha quitado del polinomio di-
videndo, lo que ha dado el resto R, cuyo resto se 
ha considerado como un nuevo dividendo ordenado 
con relación á la misma letra a . Se ha dividido su 
primer término —26a4 pora3 , lo que ha dado el tér-
mino — 2 6 a del cuociente ; se ha hecho el producto 
del divisor por este nuevo término del cuociente, 
y se ha restado de R, lo que ha dado el resto R', que 
se considera también como un nuevo dividendo 
ordenado con relación á la letra a: dividiendo su 
primer término — 6 V por a3, se logra el término 
—62 del cuociente; haciendo el producto del divi-
sor por —62, y restando este producto de R', resul-
ta, 0 lo que prueba que a2—26a—62 es el cuociente 
exacto de la división de los dos polinomios p ro -
puestos. Haciendo el producto del cuociente por el 
divisor, resulta el polinomio dividendo. 

De lo dicho resulta la regla de la división que 
puede enunciarse a s í : se ordena el dividendo y el 
divisor con relación á una misma letra, se divide el 
primer término del dividendo por el primer térmi-
no del divisor, el resultado será el primer término 
del cuociente. Se resta del dividendo el producto 
del divisor por el primer término del cuociente, y 
se obtiene un primer residuo; se divide el primer 
término de este primer residuo por el primer tér-
mino del divisor, el resultado será el segundo tér-
mino del cuociente, y así sucesivamente. 

Sobre este punto, te haré como relativamente á 
la multiplicación algunas observaciones. 

1° Hemos dicho que es preciso arreglar el divi-



dendo y el divisor con relación á una misma letra; 
pero puede suceder que uno de los polinomios pro-
puestos ó ambos contengan muchos términos afec-
tados de una misma potencia de la letra con rela-
ción á la cual se quiere arreglar; esto complica un 
poco la división, pero la regla establecida es siem-
pre la misma. 

Sea Ma'-f-NV-j-Pcr-j-Ra-J-V el dividendo, y M V + 
N'a-f-P' el divisor. 

Cada uno de los coeficientes M, N, P, Q: M', IV, 
P', designa el conjunto de muchos términos. Así 
Ma4 representa toda la parte del dividendo afectada 
de a4, y así de los otros. Establecido esto, puesto 
que el mayor esponente de a es -i en el dividendo, 
y 2 en el divisor, debe también ser igual á 2 en el 
cuociente que afecta entonces la forma Acr-j-Ba+C. 
Para determinar la parte de este cuociente afectada 
de la mas alta potencia, se repara que el producto 
de las dos partes A<r y MV no puede esperimentar 
ninguna reducción con los otros productos del di-
visor por el cuociente, y, por consiguiente, debe 
ser igual á la parte Ma4 del dividendo afectada de 
la mas alta potencia. 

Luego recíprocamente si se divide Ma* por M'a:, 
se deberá tener la parte A a1 del cuociente ; lo que 
equivale á dividir A por A', puesto que a4, dividido 
pora 5 , da a2; lograda la parte Aa\ se multiplica 
cada una de las partes del divisor por A a2 y se res-
ta á proporcion los productos parciales que se ob-
tiene ; lo que da un primer resto con el cual se 
opera como con el polinomio propuesto. 

2o Para dividir un polinomio por una cantidad 

independiente de la letra con relación á la cual se 
ha ordenado este polinomio, basta efectuar la divi-
sión en cada uno de los coeficientes de esta letra. 

Trátese, por ejemplo, de dividir (bí—c¡)a?-{-[bi— 
c4)a2-{-5(6-f-c) a por b-\-c. Divídese cada uno de los 
coeficientes b"—c-Jai—ci

n por 6 + c ; los cuocientes 
siendo b—c, 63—c62-f-c36—c3, 5a; el cuociente total 
es : 

( 6 — c ) a 3 - f ( 6 5 — c 3 ) a 2 + 5 a . 



dendo y el divisor con relación á una misma letra; 
pero puede suceder que uno de los polinomios pro-
puestos ó ambos contengan muchos términos afec-
tados de una misma potencia de la letra con rela-
ción á la cual se quiere arreglar; esto complica un 
poco la división, pero la regla establecida es siem-
pre la misma. 

Sea Ma'-f-NV-j-Pcr-j-Ra-J-V el dividendo, y M V + 
N'a-f-P' el divisor. 

Cada uno de los coeficientes M, N, P, Q: M', IV, 
P', designa el conjunto de muchos términos. Así 
Ma4 representa toda la parte del dividendo afectada 
de a4, y así de los otros. Establecido esto, puesto 
que el mayor esponente de a es 4 en el dividendo, 
y 2 en el divisor, debe también ser igual á 2 en el 
cuociente que afecta entonces la forma Ao'-j-Ba+C. 
Para determinar la parte de este cuociente afectada 
de la mas alta potencia, se repara que el producto 
de las dos partes A<r y MV no puede esperimentar 
ninguna reducción con los otros productos del di-
visor por el cuociente, y, por consiguiente, debe 
ser igual á la parte Ma4 del dividendo afectada de 
la mas alta potencia. 

Luego recíprocamente si se divide Mo5 por M'a\ 
se deberá tener la parte A a2 del cuociente ; lo que 
equivale á dividir A por A', puesto que a4, dividido 
pora 5 , da a2; lograda la parte Aa\ se multiplica 
cada una de las partes del divisor por Aa~ y se res-
ta á proporcion los productos parciales que se ob-
tiene ; lo que da un primer resto con el cual se 
opera como con el polinomio propuesto. 

2o Para dividir un polinomio por una cantidad 

independiente de la letra con relación á la cual se 
ha ordenado este polinomio, basta efectuar la divi-
sión en cada uno de los coeficientes de esta letra. 

Trátese, por ejemplo, de dividir (6J—c5)a3-|-(&í— 
c•i)a2-{-5(6-•|-c) a por b-\-c. Divídese cada uno de los 
coeficientes b"—c-Jai—ci

n por 6 + c ; los cuocientes 
siendo b—c, 63—c&2-f-c36—c3, 5a; el cuociente total 
es : 

(6—c)a3-f(65—c^-|-c26—c3)a2+5a. 



CARTA DUODÉCIMA. 

FRACCIONES LITERALES O ALGEBRAICAS. 

Amigo Eugenio, en la presente me estenderé mu-
cho menos que en la anterior, siendo mi objeto 
tratar sucintamente la cuestión que nos ocupa. 

Ejecútase en las fracciones algebráicas las mismas 
operaciones que en las fracciones aritméticas. Así, 
una fracción cualquiera no cambia de valor cuando 
ambos sus términos se multiplican ó dividen por 
una misma cantidad. 

Sea, por ejemplo, la fracción ^ , cuyo cuociente 

podemos representar por q, de manera que resulta 
a 

q; pero el dividendo a siendo igual al producto 

del divisor por el cuociente, se tiene: a—bq: de lo 
que se deduce a X m = b q X m = b X m X q , de lo que 

. a~Xm a 
resulta ; pero q es ya igual á luego 

a aXm 
b ~ b X i n I o q U G d e m u e s t r a e I principio enunciado. 

Este principio se emplea para reducir diversas 
fracciones á un común denominador; á este ob-
jeto basta multiplicar los dos términos de cada una 
de ellas por el producto de los denominadores de 
las otras. 

a c e p 
Por ejemplo las fracciones 1 , - , reducidas 

b a f q 
á un común denominador, se vuelven 

adfq cbfq ebdq pbdf 
bdfq bdfq bdfq bdfq' 

Cuando se halla un denominador multíplice de to-
dos los otros, la operacion puede simplificarse; sean, 
por ejemplo, las fracciones 

bx 4 "x 
12 ' 5' I " 

Para reducirlas á un mismo denominador, ob -
sérvase que 56 es multíplice de 12, 5 y 9. Se divi-
dirá, pues, 56 por cada uno de los denominadores, y 
se multiplicará los numeradores por los diferen-
tes cuocientes obtenidos. Entonces las fracciones re-
ducidas serán 

15$ 48 28x 
56 ' 56' 56 

Para sumar las fracciones, es preciso reducirlas 
á un mismo denominador si no lo están ; en cuyo 
caso no queda mas que añadir los nuevos nume-
radores y dar á la suma el denominador común. 



. , ab . 5 .bd . , , 7 a & c + 8 4 + 2 0 c d 
Asi — + H — equivale a 

4 c 7 4 28c 
a.c adf4-cbf-\-M 

La sustracción de dos fracciones del mismo de-
nominador se efectúa tomando la diferencia entre 
los numeradores, y afectándola del denominador 
común. 

. ,a c a—c 
Á"rfT' 

Cuando las fracciones no tienen el mismo de-
nominador, será preciso reducirlas á un común de-
nominador. 

En la multiplicación de muchas fracciones, el 
producto se espresa por una fracción, cuyo nume-
rador es el producto de los numeradores de las 
fracciones propuestas, y cuyo denominador es el 
producto délos denominadores de las mismas frac-
ciones. 

Sea por ejemplo t X ^ X j - Poniendo r = m , - , = 
b a / o a 

n, j—Pi s e tendrá a=bm, c=dn, í = p f , de lo que 

resulta a X c X i = b m d n y ^ > f = m n h y j ) d f ; por con-

siguiente Lo que demuestra el prin-

cipio enunciado. 

En efecto supongamos que tenemos que dividir 

(X c 
- p o r - ; redúcese estas fracciones á un común de-
r) a 

nominador, resultando la división ^ por-^j, lo que 
bd bd 

equivale á dividir ad por be, pues el cuociente no 
se altera cuando se multiplica el dividendo y el di-
visor por bd; luego el cuociente que se pide es 
ad , a d . . . . . 
Ye ° 6 c' " e m u e s t r a P"nc»pio enun-
ciado. 

Cuando se quiere dividir una fracción por un nú-
mero entero, basta multiplicar el denominador de 
la fracción por el número entero. 

, , a a 
Asi -:c=j~. 

6 be 

Para reducir un número entero en una fracción 
que tenga un denominador dado, basta multiplicar 
el entero por el denominador dado. 

«X& . . Asi a=—~—; esto sirve a convertir en una sola 
6 

espresion fraccionaria uno ó muchos monomios 
juntos á u n a fracción. 

Así l + c + d = a + c b + b d , 

de la misma manera 
2 2 + ( a + 1) (á¡—q-j-t )_q»- f 5 

a-—a-fl-
fl+l íz—J— 1 o-f-1 ' 

Terminaré esta carta observándote, que seguo 
IX. 7 



que los dos términos de una fracción son los mis-
mos ó contrarios, esta fracción es positiva ó nega-
t iva; por consiguiente, una fracción conserva su 
valor y su signo, cuando se cambia los signos de 
sus dos términos, y cambia de signo, sin cambiar 
de valor absoluto, cuando solo se cambia el signo 
del numerador ó del denominador. CARTA DÉCIMATERCIA. 

DE LAS ECUACIONES D E L PRIMER GRADO. 

Amigo Eugenio, el asunto que actualmente debe 
ocuparnos es el analisis algebráico ó teoría de las 
ecuaciones. 

Las igualdades que solo tienen lugar en ciertos 
valores particulares de las letras que contienen son 
ecuaciones; las igualdades que subsisten, sea cual 
sea el valor de las letras que contienen, son identi-
dades. Así la igualdad S - ) - a = 9 es una ecuación ; 
pues solo tiene lugar cuando se supone a=4, y la 
igualdad 4a-j- l=4a-}-l es una identidad; pues 
tiene lugar sea el que sea el valor de a. Las dos 
cantidades separadas por el signo = son los dos 
miembros de la ecuación ; la cantidad colocada á 
izquierda es el primer miembro, y la colocada á la 
derecha es el segundo miembro. Los términos se -
parados por el signo + y — son los términos de la 
ecuación. 



Se dice que una ecuación es numérica cuando 
las incógnitas solo están combinadas con números 
dados, y se llama literal cuando las cantidades cono-
cidas son representadas por letras. Así, la ecuación 
4#—5»/=5 es numérica, y la ecuación ax-\-b=c es-
literal. Cuando cantidades numéricas ó literales, 
puestas en lugar de las incógnitas, hacen una ecua-
ción idéntica, estas cantidades forman lo que se lla-
ma un sistema de valores de las incógnitas, ó una 
solucion de ecuación. Así, la ecuación 4 z = l 2 vol-
viéndose idéntica si en lugar de x se pone 5, se dice 
que x—o satisface la ecuación. Una ecuación es del 
primer grado cuando la incógnita se halla en el pri-
mer grado. 

Tratemos por ahora de las ecuaciones de primer 
grado de una sola incógnita. 

Las trasformaciones que se imprimen á las 
ecuaciones se fundan en las dos propiedades si-
guientes : 

Io Cuando á dos cantidades iguales se añade la 
misma cantidad, las sumas son iguales. 

Cuando de dos cantidades iguales se resta una 
misma cantidad, los restos son iguales. 

5o Multiplicando dos cantidades iguales por una 
cantidad los productos son iguales. 

Si se divide dos cantidades iguales por una 
misma cantidad, los cuocientes son iguales. 

De estos principios, aplicados á los números de 
una ecuación, resulta un medio de deducir otras 
ecuaciones que todas se satisfacen, por el mismo 
valor de la incógnita, y que conducen al valor de 
esta incógnita. 

Sea, por ejemplo, la ecuación x+a=b. 
Si de dos cantidades iguales á x-\-a,b, se qui-

ta a, los restos x,b—a serán iguales; luego x=b—a. 
Resulta que para hacer pasar un término de un 
miembro de una ecuación á otra, basta borrar este 
término en el miembro en que se halla, y escribirlo 
en el otro miembro con un signo contrario; es de-
cir con el signo — si tenia el signo-J-, y con el signo 
-j- si tenia el signo —. 

A veces la incógnita se halla combinada por mul-
tiplicación ó división. Sea por ejemplo, la ecuación 
ax=b. Divídese sus dos miembros por a, lo que da 

b 
x—-; por consiguiente, cuando el primer miem-

bro de una ecuación, no conteniendo sino la in-
cógnita afectada de un cierto coeficiente, el segundo 
término solo contiene cantidades conocidas, el va-
lor de la incógnita se obtiene dividiendo el segundo 
miembro por el coeficiente de la incógnita. Así de 

la ecuación 5x=a-{-b_ se saca 
5 

OC Supongamos ahora que tenemos la ecuación - = 6 ; 
a 

la multiplicación de estos dos miembros por a da x= 
c-f-6. Por consiguiente, cuando el primer miembro 
de una ecuación no contiene mas que la incógnita 
dividida por una cantidad conocida, y el segundo tér-
mino es una cantidad conocida, se logra el valor de 
la incógnita multiplicando el segundo miembro por 
la cantidad que servia de divisor á esta incógnita. 

' X 
Así de la ecuación - = 5 , se saca £=5-4-5=15 . 

o 



Supongamos que tenemos que resolver la ecua-
ax dx p 

cion — — c = - . 
b e q 

Lo primero que se hace es hacer desaparecer el 
denominador según el proceder conocido, y la ecua-
ción resulta. 

aeqx—cbeq dbqx—bpe 
beq beq 

Despues multiplicando los dos miembros por 
beq, resulta aeqx—cbeq=dbqx—bpe. 

Despues haciendo pasar en un mismo miembro 
los términos afectados de la incógnita x, y los otros 
en el otro miembro, y haciendo los cambios de sig-
nos ya indicados, la ecuación propuesta se cambia 
en aeqx—dbqx=cbeq—bpe y poniendo x como úni-
co factor, x[aeq—dbq)=cbeq—bpe. 

Esta última ecuación es fácil de resolver, pues 
puede reducirse á la forma ax=b; da por resultado 

cebq—bpe 
aeq—dbq 

Ahora bien, supongamos que tenemos la ecua-

cion — — - a > f - 4 = ^ -efectuando la reducción al co-o y o 
mun denominador se tiene la ecuación 

5X9X-5 _ 5 X 9 X 5 ' 

Efectuando las operaciones indicadas, multipli-
cando los dos miembros por 5X9X-5, se cambia en 

180a:—"5a;-f340=27a?. 

Pasando el término 27x en el primer miembro, y 
la cantidad numérica 540 en el otro, se tiene : 

ISOtf—752—27z=—540, d é l o que resulta 
2(180-75—27)=—540. 

Las cantidades entre paréntesis se reducen á 78; 
luego se tiene 7Sz=—540, de lo que resulta 

540 
* = - 7 8 - -

Algunas veces puédese hacer desaparecer los de-
nominadores de una manera mas sencilla, como ya 
observé hablando de las fracciones, y á esta opera-
ción es preciso iener recurso cuando es posible. Por 
ejemplo, supongamos que tenemos la ecuación. 

5 4 1 5 

Se observa que 60 es multíplice mas pequeño de 
los denominadores 5, 4, 5, por lo cual se podrá to-
mar 60 por denominador común, y dividiendo este 
denominador común por cada uno de los denomi-
nadores, y multiplicando por 11, la ecuación se cam-
biará en 

40®_45__4 jX60 , \ l x 
~60 66 60 60 ' 

Multiplicando todos los términos por 60, y po-
niendo á un lado los términos que contienen x 
y á otro las cantidades que no contienen x, re-
sulta 



40a: — 1 2 2 = 6 6 0 + 4 5 , y por consiguiente, 
2 8 ^ = 7 0 5 

705 
x= 

28 

Operando de la misma manera, se halla que el 
hx 2 lx 8 valor de x sacado de la ecuación — = — 1 — 
6 15 9 15 

es igual á 12, y que el valor de x sacado de la ecua-

ción 
4x 7 15a; 

12 1 3 = - — — es igual á o o 
, 111 

10 

En general, para resolver una ecuación de primer 
grado de una sola incógnita, se hace pasar todos 
los términos que encierra la incógnita en el primer 
miembro, y los términos conocidos en el segundo; 
redúcese cada miembro á su mas simple espresion, 
y se quita los denominadores; de lo que resulta una 
ecuación cuyo primer término solo contendrá la in-
cógnita afectada de un cierto coeficiente, y cuyo se-
gundo término será una cantidad conocida; el va-
lor de la incógnita se logrará dividiendo el segundo 
miembro de la nueva ecuación por el coeficiente de 
la incógnita. 

Toda ecuación algebráica puede considerarse 
como la espresion de las condiciones de un pro-
blema. 

Para enunciar este problema del modo mas sen-
cillo, basta traducir la ecuación propuesta en len-
guage ordinario. Así la ecuación íx—o=7 es la tra-
ducción algebráica de este problema. 

Hallar un número cuyo cuadruplo disminuido de 
5 sea igual á 7. 

Pasemos ahora á las ecuaciones de primer grado 
de muchas incógnitas. Una ecuación de dos incóg-
nitas admite una infinidad de valores, pues por ca-
da valor dada arbitrariamente á una de las incóg-
nitas, la ecuación determina el valor correspon-
diente déla otra incógnita. Así, en la ecuación x= 
y-\-4, cada valor arbitraria dada á la letra y au-
mentada de 4, suministra el valor correspondiente 
de x. Siendo así dependiente del valor de y el valor 
de x, se dice que x es función de y. Para resolver 
dos ecuaciones de dos incógnitas, procúrase pr i -
mero combinar estas ecuaciones de manera que se 
deduzca una ecuación, que solo contenga una de 
las incógnitas, lo que equivale á eliminar la otra 
desconocida. 

Muchos procederes hay de eliminación. Por ejem-
plo, supongamos que tenemos dos ecuaciones 

2rc+5y=15(l ) 
5x+4t /=22(2) . 

Para eliminar x, es preciso hacer los coeficientes 
de x iguales en las dos ecuaciones, lo que se con-
sigue multiplicando (1) po ro y (2) por 2 : operando 
así se tiene las 

Ecuaciones 10j> 
\0x-

• I5 y = 6 5 (5 
• 8 y = 4 4 (4 

que pueden reemplazar las ecuaciones propuestas; 
ahora si las resta una de otra, los términos x desa-
parecerán, y resultará la ecuación única 1 oy—8y 
= 6 5 - 4 4 que da y=o. Según el mismo proceder, 

7. 
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para hallar x se volverá iguales los coeficientes de 
y en las ecuaciones (1) y (2). Multiplicarse (1) por 
4 y (2) por 5, de lo que resulta 

Sa4-I2y=52(5) 
15*4-12y=66(6). 

Estas dos últimas ecuaciones reemplazan (l)y (2): 
restándolas unas de otras, los términos en y de-
saparecen, y resulta 

1x=\4, y por consiguiente x—2. 

Así x=2, é y=5, son los valores que satisfacen 
á la vez á las dos ecuaciones propuestas. 

Para hacer desaparecer x é tj de las ecuaciones 
(5, 4, 5 y 6), hemos restado las ecuaciones una de 
o t ra ; pero si los coeficientes de x ó de y en estas 
ecuaciones fuesen signos contrarios, en lugar de 
restarlas para hacer desaparecer x ó y, seria pre-
ciso añadirlas. Si, por ejemplo, se tuviese las dos 

Ecuaciones j ^ p , 

para que y desapareciera, seria preciso añadir las 
ecuaciones, y entonces + 4 y — 4 , y se destrui-
rían. 

El método de eliminación que acabamos de em-
plear, lleva el nombre de método por adición ó sus-
tracción ; hay otro que se emplea muchas veces con 
ventaja, que es el método de sustitución ; para ope-
rar según este método, se saca una de las incóg-
nitas de una de las ecuaciones, se sustituye su va-

lor en la otra ecuación, y de este modo se logra 
una ecuación de una sola incógnita, no habiendo 
mas entonces que sacar de esta ecuación el valor 
de la incógnita que en ella se halla, y sustituirla en 
las ecuaciones propuestas las que darán el valor de 
la otra incógnita. Para aclararte más esto, volveré 
á tomar el mismo ejemplo ya citado. 

flx+iy=22 

Sácase el valor de x de la primera ecuación, co-

mo si y fuese una cantidad conocida, de esta mane-

ra se tiene x= ° 9 ° y ; sustitúyesef este valor de x 

en la segunda, y resulta 3 ' 9
 22> e c u a " 

cion que ya no contiene x; sácase el valor de y— 
5, y sustitúyese este valor de y=Ó en una de las 
ecuaciones propuestas, en la primera, por ejemplo, 
resultando 2x-{-$=\o que resulta de x—2. 

Bastan estos dos métodos para resolver dos ecua-
ciones de dos incógnitas. 

Para resolver tres ecuaciones del primer grado 
entre tres incógnitas, elimínase una de las incóg-
nitas por cualquiera de los métodos precedentes, 
lo que conduce á dos ecuaciones que no contienen 
mas que dos incógnitas: estas dos ecuaciones t ra -
tadas dan el valor de dos de las incógnitas, y la sus-
titución de estos valores en cualquiera de las ecua-
ciones que contienen las tres desconocidas de una 
ecuación que determina la tercera incógnita. Por 
ejemplo 



6 y + 4 z = l 5 
7 r + 4 t / — 5 ¿ = I 9 
2x-\-y_J-6z=46. 

Para eliminar z en las dos primeras ecuaciones, 
se multiplica la primera por 3. y la segunda por 4, 
despues se añaden los dos resultados (puesto qué 
los coeficientes de 2 tienen signos contrarios), lo 
que da, por nueva ecuación, \bx—2y=\2\ ; para 
poner iguales los coeficientes de 2 en la segunda y 
tercera, es preciso multiplicar en la segunda 5 por 
uno de los factores del coeficiente 2 en la tercera, y 
añadiendo se tiene 1 6 x + % = S 4 ; la cuestión en es-
te caso se reduce á hallar los valores de x y d e y 
propios á satisfacer estas nuevas ecuaciones. Dan 
x=b, y=><, y entonces no queda masque sustituir 
estos valores de xydey en cualquiera de las ecua-
ciones propuestas para tener el valor de * ; ponién-
dolos en la primera, resulta 4 5 — 2 4 + 4 1 = 1 3 ; por 
consiguiente 2 = 6 . Así 

# = 5 

y=6 
2 = 6 

satisfacen á las tres ecuaciones propuestas. 
Para resolver cuatro ecuaciones entre cuatro i n -

cógnitas, se reduce este caso al precedente, elimi-
nando una de las incógnitas, lo que da tres ecuacio-
nes entre tres incógnitas que dan el valor de las 
tres incógnitas, y sustituyendo estos valores en cual-
quiera de las ecuaciones que contienen la otra in-
cógnita, se deduce el valor de esta otra incógnita, 

cuyo proceder se aplica para resolver cinco ecua-
ciones entre cinco incógnitas, etc. 

Muchas observaciones podría hacerte sobre las 
formas que pueden tomar los valores de las incóg-
nitas en la resolución de las ecuaciones del primer 
grado. 

Haciendo desaparecer los denominadores, y jun-
tando lo que multiplica la incógnita, la ecuación 
del primer grado de una sola incógnita puede po-
nerse bajo la forma ax—b, representando a y 6, 
cantidades enteras positivas ó negativas; resolvien-

a 
do esta ecuación, resulta x = , - . 

o 

Cuando el numerador b, designando un número 
positivo dado, el denominador a disminuye, y se 

acerca indefinidamente de 0, el valor de - queda 
a 

positivo y aumenta indefinidamente; y en fin cuan-
6 , 6 do a se reduce á cero, el valor de - de - se vuel-
0 a 

ve mas grande que toda cantidad asignable; este 
límite del incremento de las cantidades positivas es 
lo que se llama el infinitamente grande positivo ó 
el infinito : se representa por el signo ce . Por ejem-
plo, si al denominador a se da el valor de diez en 

diez veces mas pequeño, ,etc., la frac-

a 
cion - adquirirá valores de diez en diez veces ma-

yor b, 10b, 1006, -10006, etc., de manera que siem-

pre se podrá tomar a bastante pequeño para que 
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b 
- se vuelva mayor que toda cantidad dada. 
U 

Guando a y 6 se reducen simultáneamente á cero 

la fracción - se vuelve y como se puede tomar 
d o 

un número cualquiera por el cuociente de la divi-
sión de cero por cero, se dice por este motivo que 

la fracción - es indeterminada. 

Puede suceder sin embargo que u n a fracción li-

teral se presente bajo la forma de en virtud de 

cierta hipótesis, y que sin embargo tenga un valor 
determinado. 

Si, por ejemplo, la ecuación que espresa todas 
las condiciones de un problema, hubiera dado por 
resultado x=a-\-b, por otras trasformacionesse lle-
ga á la ecuación x(a—b)=[a+b) [a—b)=a*-V que 
contiene el factor estrangero a-b; el verdadero 
valor a-j-6 de x se presentará bajo la forma 
a-—b* 

• ¿ Z j ' M i e n t r a s que á a se dé diferentes valores de 

b, cada una de las espresiones a4-b, con(iu. 
a—b 

eirá al mismo valor determinado de a;; pero si se 
busca el valor de x correspondiente á la hipótesis 
a=b, la segunda espresion de x se presentará bajo 

la forma de aunque el valor de x sea 2a. 

Cuando vuelva á escribirte, es mi intención tra-
tar de las ecuaciones del segundo grado. 

CARTA DÉCIMACUARTA. 

ECUACIONES DEI, SEGUNDO GRADO. 

§1-

Resolución d e estas ecuaciones. 

Amigo Eugenio, conforme te lo prometí en mi 
última, es mi intención tratar en la presente de las 
ecuaciones del segundo grado en que entro sin mas 
preámbulos. 

Supongamos que tenemos que resolver la ecua-
ción ax°-\-px-{-q=0, en la cual a, p, q, son canti-
dades numéricas; dividiendo todos los términos 
por el coeficiente a se tiene, 

' a 1 a 
V~ 

Añadamos y restemos á la vez la cantidad -—¡, 

resultará 1 o 1 4 a 2 1 o 4 a -



4 o S R E C R E A C I O N F I L O S O F I C A . 

b 
- se vuelva mayor que toda cantidad dada. 
U 

Guando a y 6 se reducen simultáneamente á cero 

la fracción - se vuelve y como se puede tomar 
d o 

un número cualquiera por el cuociente de la divi-
sión de cero por cero, se dice por este motivo que 

la fracción - es indeterminada. 

Puede suceder sin embargo que u n a fracción li-

teral se presente bajo la forma de en virtud de 

cierta hipótesis, y que sin embargo tenga un valor 
determinado. 

Si, por ejemplo, la ecuación que espresa todas 
las condiciones de un problema, hubiera dado por 
resultado x=a-\-b, por otras trasformacionesse lle-
ga á la ecuación x(a—b)=[a+b) [a—b)=a*-V que 
contiene el factor estrangero a-b; el verdadero 
valor a-j-6 de x se presentará bajo la forma 
a-—b* 

• ¿ Z j ' M i e n t r a s que á a se dé diferentes valores de 

b, cada una de las espresiones a4-b, con(iu. 
a—b 

eirá al mismo valor determinado de a;; pero si se 
busca el valor de x correspondiente á la hipótesis 
a=b, la segunda espresion de x se presentará bajo 

la forma de - , aunque el valor de x sea 2a. 

Cuando vuelva á escribirte, es mi intención tra-
tar de las ecuaciones del segundo grado. 

CARTA DÉCIMACUARTA. 

ECUACIONES DEI, SEGUNDO GRADO. 

S I . 

Resolución d e estas ecuaciones. 

Amigo Eugenio, conforme te lo prometí en mi 
última, es mi intención tratar en la presente de las 
ecuaciones del segundo grado en que entro sin mas 
preámbulos. 

Supongamos que tenemos que resolver la ecua-
ción ax"--\-px-\-q=0, en la cual a, p, q, son canti-
dades numéricas; dividiendo todos los términos 
por el coeficiente a se tiene, 

s ' + P ^ O . 
'a 1 a 

V~ 
Añadamos y restemos á la vez la cantidad -—¡, 

resultará ^ + - ^ + 7 ^ - 7 1 = ° -
1 o 1 4 a 1 a 4 o -



Luego la ecuación propuesta puede ponerse bajo 
la forma 

Sacando la raiz cuadrada de dos números, re-
sulta 

Púnese el doble signo mas ó menos, pues en estos 
dos casos el cuadrado siempre está afectado del 
signo mas. 

Por fin se saca 

Tales son los dos valores, que puesto en lugar 
de x en la ecuación la reducen á una identidad. 

Puede observarse que el primer término del va-
lor de es igual á la mitad del coeficiente de x to-
mado en signo contrario, y dividido por el coefi-
ciente de a 2 en la ecuación propuesta; y este tér-

m i n o ^ e s igual á la suma de los dos valores de 

El producto de los dos valores de * que es 

RECREACION 

( a 2c S j f a a ) 

? ! _ ? : _ ! j 
\a- 4as a 1 a 

es por consiguiente igual al término independiente 
de x, dividido por el coeficiente de x". 

§11. 

Fórmula del binomio. 

Cuando se hace el producto de (x+a) por (x-\-b) 
por etc., es fácil hallar su forma, partiendo 
del producto de dos binomios; en efecto 

(z-f-a) 
+b\ 

Multipliquemos ahora por a>f c; resulta 

- - 6 
- - c 

4 - 6 c 
-ac 

•ab x-\-abe 

Observaremos, que continuando en multiplicar 
por x-\~d, logramos siempre una serie de términos 
en x cuyas potencias disminuyen. Vemos también 
que el primer coeficiente es la unidad; el segundo 
es igual á la suma de los segundos términos; el ter-
cero iguala la suma de los productos diferentes que 
puede hacerse dos á dos con los segundos términos. 
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Para mostrar que esta ley es general, es preciso 
establecer, que si es verdadera en un producto 
de m factores, también será verdadera en un pro-
ducto de wi-j-l factores. De esta hipótesis resulta 
una serie de términos de esta forma: 

zU+AzM- '+BxM-^-CícU-S- f 

Multipliquemos por x-\-i-, resultará 

ajM+U-A|aj«4- b a^-'-f C\x&4-
- p . S +>A; +).B: + 

Estos nuevos coeficientes están formados según 
la misma ley. Para demostrarlo es preciso buscar 
como con m letras, se puede formar productos di-
ferentes de n letras. 

Considerando dos letras a y b, se ve que se puede 
formar dos productos diferentes de una letra y un 
solo de dos letras, al paso que si se considera to-
das las permutaciones posibles, se verá que hay dos 
para dos letras, a y b. Estas permutaciones son ab 
y ba. 

Considerando tres, a, b, c, hállase seis; pues la 
letra c puede ocupar tres lugares diferentes en cada 
permutación de dos letras; cab, acb, abe, cba,bca, 
bac. Generalizando esta proposicion, se ve que el 
nombre de permutaciones de m letras es igual al 
producto • m -

Hasta aquí hemos hecho entrar en las permuta-
ciones todas las letras dadas. Si hubiese que buscar 
cuantas permutaciones se puede efectuar con n le-

F I L C S O F I C A . 1 6 5 

tras, suponiendo que se dé m letras, estas permu-
taciones tomarán el nombre particular de combina-
ciones. Este número de combinaciones es fácil de 
hallar; pues m letras dan evidentemente m combi-
naciones una á una. Para encontrar las combina-
ciones de dos letras, se debe colocar despues de ca-
da una de las combinaciones de una letra cada una 
dé las wi—l letras restantes; lo que da m (m—1) 
para el número de combinaciones de m letras de dos 
en dos, y en seguida m [m—l...[»i—(n—1)] en el 
número de las combinaciones de m letras, J i á n . 

Si llamamos productos diferentes las combina-
ciones del mismo número de letras, que difieren á 
lo menos por una letra, podremos llegar por lo que 
precede á determinar el número de productos dife-
rentes de m letras tomadas n á n; pues el número 
de las combinaciones de m letras tomadas n á n, es 
Igual al número de los productos diferentes de m 
letras tomadas n á n, multiplicadas por el número 
de las permutaciones de m letras. Luego, dividien-
do el número de las combinaciones de m letras to-
madas n á n por el número de permutaciones de » 
letras, el cuociente indicará el número de productos 
diferentes. Luego este número es igual á 

m{m—1)( [m— (n—1)] 
1 2 n 

Volvamos ahora al producto de pora>|-&; 
su planteo 

ar4-a x-\-ab 
+h\ 



nos hace ver que el coeficiente de x es igual á la 
suma de los productos diferentes que se puede 
efectuar con las dos letras tomándolas una á una. 

El término ab nos indica el número de productos 
diferentes que se puede formar con dos letras re-
pitiéndolas ó tomándolas dos á dos. 

Supongamos que los coeficientes sucesivos de de-
sarrollo general espresan el segundo, la suma délos 
productos diferentes de m letras una á una, y el tér-
mino n la suma de los productos diferentes de m 
letras n—1 á n—\; esta ley tendrá también lugar 
por la adición de un nuevo factor ¿r-f-x. En efecto, 
el desarrollo 

1 +A>- - W 

; — m — 2 + 

verifica muy bien nuestra hipótesis; pues A-p- es 
la suma de los productos diferentes de m-{-l letras 
2 á 2, etc. 

Ahora podemos suponer por consiguiente que to-
dos los segundos términos abcd, etc., de los fac-
tores .r-f-a, x-\-b, ít-j-c, etc., iguales á a; y en este 
caso particular podremos ver lo que sucede con el 
desarrollo 

x J I+Aa: M - ' + B X » K - ^ ' - N . 

En efecto, 

mm—1 , m(m--l) [m—(n—1)aN 

A=ma, B = — — a . . . .K=— v n i- V 
1 2 2 . . . . m - n 

Así podemos escribir. 

( á p + a ) 

m ( m - l ) • • • • > - ( n — 1 ) ] e t c 

I 2 m—n 

§111. 

Es t racc iou d e raices d e cualquier g r a d o . 

La cantidad, que elevada al cuadrado, reproduce 
una cantidad dada, se llama la raiz cuadrada de 
esta cantidad. Llámase raiz cuarta de una cantidad 
A, una cantidad B, que elevada á la potencia 4, ó 
que multiplicada 4 veces por ella misma, reproduce 
esta cantidad. 

Para multiplicar la raiz n de A, se acostumbra 
« n 

escribir j / A , de suerte que se tenga B = ¡ / A . 
Para elevar un monomio á una potencia n , es 

preciso multiplicar por n los esponentes de los d i -
ferentes factores que lo componen. 

Así (pg r . . . . . ) N =p N 

Así para estraer la raiz n de un monomio, es pre-
ciso dividir cada uno de los esponentes por n . 

Para estraer la raiz n de un polinomio, es pre-
ciso tener recurso al planteo del binomio. El mé-
todo que debe seguirse en el caso general, sien-
do análogo al que se emplea para determinar la 
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raiz cuadrada de un polinomio, lo espondré bre-
vemente, porque es mas sencillo. 

Sea por ejemplo un polinomio 

a-{-b-{-c-\-d 

en el cual a, b, c, d, representan cantidades cuales-
quiera. Si elevamos al cuadrado este polinomio ten-
dremos 

(a-f-íz-fc-f-á) -=a24-2ab-{-b 
- 2 ( » 
2 •b'+c)d+d--, 

de lo que se concluye que el cuadrado de un poli-
nomio, cualquiera que sea el número de sus tér-
minos, contiene el cuadrado del primer término, 
mas el doble del primero por el segundo, etc. 

Propongámonos ahora estraer la raiz cuadrada 
de un polinomio A-j-B-[-C, ordenado según las po-
tencias decrecentes de x, y representemos este po-
linomio por P. 

Designemos por c¡-}-&-{-c la raiz ordenada de la 
misma manera, su cuadrado deberá reproducir su 
polinomio P. Pero, según la regla establecida, en-
tre los términos que componen el cuadrado de esta 
raiz, el término en que x tiene el mas alto espo-
nente es evidentemente a2 ; luego A es el cuadrado 
de a. Luego el primer término de la raiz se obtiene 
sacando la raiz cuadrada del primer término del 
polinomio propuesto. Restemos de P el cuadrado 
de este término, el resto que llamaré R, será 

R = B _ f C + . 

debiendo contener el doble del producto del pri-
mertérmino de la raiz por el segundo, mas el cua-
drado del segundo, etc.; y como es fácil ver que el 
doble producto del primer término por el segundo 
debe contener x con un esponente mas alto que las 
otras partes de R, resulta que B es este doble pro-
ducto; luego el segundo término de la raiz se halla 
dividiendo el primer término del resto por el doble 
del primer término de la raiz. 

El mismo razonamiento hace ver que para hallar 
el tercer término se debe restar del polinomio dado 
el cuadrado de a-j-6, y dividir el primer término 
del resto por el doble de [a-{-b), ó por el doble 
de a. 

Aplicando estos razonamientos á la estraccion de 
la raiz n, el planteo del binomio hará ver la ley 
de su composicion, y los razonamientos que he 
seguido para la estraccion de la raiz cuadrada de-
mostrará que el primer término de la raiz se lo-
gra, despues de haber ordenado el polinomio se-
gún las potencias decrescentes de x, y sacando la 
raiz n del primer término, y el segundo dividien-
do el primer término del resto por n veces la (n— 
4), potencia del primer término de la raiz, etc. 

§ IV. 

Resolución de las ecuaciones n u m é r i c a s d e cualquier g rado . 

Toda ecuación del grado m de una sola incógni-
ta puede reducirse á la forma 



m £ 

rx s n 

y ~ ' + v + r 0 ' 

p'q'....r s' 

se reduce á la forma 

en la cual PQ... son números enteros positivos ó 
negativos. 

Toda cantidad positiva ó negativa, entera ó in-
conmensurable, real ó imaginaria, que, puesta en 
lugar de x en la ecuación, la reduce á una identi-
dad, se llama raiz de esta ecuación. 

Mírase como evidente que toda ecuación tiene 
cuando menos una raiz. 

Llamando a esta raíz, digo que el primer miem-
bro de la ecuación propuesta es divisible por a;—a; 
en efecto, si se efectúa la división de este primer 
miembro, se halla por resta 

a » + P M - ' - f - J - G . fV ; 

pero si, por hipótesis, a es raiz, este resto es nulo, 
# luego la división es posible exactamente. 

Llamando X el primer término de la ecuación 
propuesta, tendremos 

X=(.r—a)X, si designamos por X' el cuociente de 
la división de X por x—a. 

Continuando de esta manera, llegaremos á la re-
lación 

\={x—a)[x—b)... 

que indica que una ecuación del grado m tiene m 
raices. Buscando el producto de (x—a) por (x—b), 
etc., hállase una fórmula que debe ser idéntica 
áX, luego P = - (a-f¿»+. . . )Q=(a6+6c- | -ca+), etc. 

Cuando dos números a', puestos en lugar de 
X en x, dan dos resultados de signos contrarios, 
hay cuando menos una raiz real comprendida entre 
estos dos miembros; pues, cambiando en X , x en 
á'-J-^, resulta 

) ; 

ahora bien, como es visible que tomando * bastan-
temente pequeño, se podrá volver el término í (N-J-
*P-K.. .) tan pequeño como se quiera; luego se pue-
de aumentar x desde a. hasta a', de manera que el 
resultado de esta sustitución varié por grados insen-
sibles ; por consiguiente este resultado no podrá cam-
biar de signo sin pasar por cero. 

Este resultado pudiendo por otra parte pasar por 
cero un número impar de veces, resulta que puede 
haber entre a y a' un número impar de raices 
reales. 

Si « y a' diesen resultados del mismo signo, ó 
bien no habría ninguna raiz real comprendida, ó 
habria un número par. 

Llámase límite superior de las raices positivas de 
una ecuación todo número mayor que la mayor 

ix . 8 



raiz positiva de esta ecuación. Llamando M el mayor 
de los coeficientes negativos de la ecuación, y n el 
número de términos que le preceden, el primer 

N 

término negativo 1 + ¡ / M será un límite superior de 
las raices positivas; pues la suma de los términos 
negativos es menor que 

M ^ M - N + z M - s - i ...a>{-1), ó que 
Í^M-K+'f) S 

M — , pero si se hace i / M = » , de donde 
x—I 

M , y que despues se haga x=p-\-\, la espre-
sion superior se cambia en la siguiente : 

1], ó bien 

cantidad mas pequeña que p-{-l. 

N 
Así el valor j/M-{-l, puesto en lugar de x vuel-

ve el primer término positivo. 
Lógrase el límite superior de las raices negativas, 

cambiando x en —x , y buscando el límite de las 
nuevas raices positivas. 

El límite inferior se logra buscando el límite su-
perior en la nueva ecuación que resulta cambiando 

1 x en - . 
x 

Esplicado esto, paso ahora á resolver el siguien-
te problema: Toda ecuación que tiene una raiz 
imaginaria de la forma tiene otra de la 
forma a — g j / Z ] . 

En efecto, puesto que o.-\-z/—i es por hipóte-
sis raiz, deberá, colocada en lugar de x, volver 
X = 0 idéntica. Pero el resultado de esta sustitu-
ción , que es de la forma M+N \ / ~ i , debe ser 
igual á cero; luego se debe tener M=0 y ÍN=0. 
Ahora bien, sustituyendo en lugar de x en X = 0 el 
va lora—§]/—i ,e l resultado de esta sustitución será 
evidentemente igual M—N¡/—1, Y por consiguiente 
igual á cero, puesto que M y N son nulos. 

§ Y . 

Teorema de Descartes. 

Cuando de un término se pasa al siguiente, díce-
se que hay variación ó permanencia, según que el 
signo cambia ó queda el mismo. Establecido esto, 
voy á demostrar que cualquiera ecuación, comple-
ta ó incompleta, no puede tener mas raices positi-
vas que variaciones. 

Consideremos una ecuación cualquiera, comple-
ta ó incompleta, conteniendo los signos que se quie-
ra; la presentaré de esta manera. 

x*...—P...+Q...—j-R...±T...±V=0. 

Aquí P, Q, R, serán términos ordenados como de 
ordinario, y contendrán una potencia d e * con su 
coeficiente; los puntos indican las lagunas de que 
está llena cada una por términos del mismo signo 

• 



. . - R ' . . . ± T ' . . . ± V ' 
.. .—R".. . ± T ' . . . .q=Va 

a;«... — P.. .+Q. . .—R. . ,±T ' . . . ± V 
x—a 

P', Q', designan los productos Px, Qx, etc., nin-
guno es igualá cero. 

P",.Q", etc., designan los productos que provie-
nen de la multiplicación por a, en que contienen x 
en el mismo grado que P', Q', etc. 

P'", Q"\ etc., designan términos del mismo gra-
do en x que P', Q', y ninguno de ellos debe ser nulo; 
en fin observaráse que en la segunda línea de los 
productos semejantes, las lagunas deben mirarse 
como llenas por términos de signos contrarios á los 
que se encuentran encima de ellos en la primera 
línea de los productos, de manera que los signos 
que afectan en el producto total los términos cor-
respondientes á estas lagunas deben quedar inde-

• terminados, en tanto que no se asígnalos valores 
particulares á los coeficientes de la ecuación pro-
puesta. 

Ahora bien, sean cuales fueren estos signos, es 
evidente que hay en el producto total á lo menos 
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que el que precede; es decir que en ¡rM empieza 
una serie de signos a— P, una serie de signos 
—, y así sucesivamente. 

Para introducir en la ecuación una nueva raiz po-
sitiva -j-a, es preciso multiplicarla por x -a, y la 
operacion puede disponerse como superiormente. 

una variación de £M-{-l á —P'", mientras que el 
multiplicando contiene solamente una sola de a¡M á 
—P. De la misma manera hay á lo menos una de 
—P'" á -f-Q'", y una sola de — Pa-j-Q, y continuan-
do así, se reconoce que al fin el producto tiene a lo 
menos una variación de ± T " ' á + V a , mientras que 
el multiplicando no tiene ninguna despues del tér-
mino ± T , luego el producto tiene á lo menos una 
variación de mas que el multiplicando; de lo que 
se concluye que cada raiz positiva, para ser intro-
ducida en una ecuación, debe á lo menos traer una 
variación. 

Si en una ecuación X = 0 se reemplaza x por¿r-j-£, 
se hallará ordenando relativamente á las potencias 
ascendentes de 

®M 

Resultado que puede escribirse 

X+X'S+X"$5 ¿ u = o . 



El polinomio X' se llama polinomio derivado de X. 

Si, en la ecuación X = 0 se hace x' sien-
do una de las raices de la ecuación, se tendrá 
X , + X ' £ - f X ' ' r + . . . - P u = 0 ; y puesto que x' es raiz 
X , = 0 , suprimiendo pues X, y dividiendo por £ resulta 

8 espresa la diferencia entre la raiz x' y las demás. 
Luego la ecuación dada tiene dos raices iguales 

x'; la ecuación en S debe ser verificada por £ = 0 , 
es preciso que para esto se tenga X ' = 0 . 

Las dos ecuaciones X = 0 y X'=0 siendo verifica-
das por un mismo valor de x, tienen un factor co-
mún. 

Resulta pues que, para desembarazar una ecua-
ción de sus raices iguales, se debe buscar el mayor 
común divisor entre el primer número de esta ecua-
ción y su polinomio derivado, y dividir este primer 
número por el mayor común divisor. 

S Vil. 

Teorema d e S turm. 

Sea X = 0 una ecuación cuyas raices sean dife-
rentes, sea X' su polinomio derivado; busquemos 
el mayor común divisor. 

Llamemos q, q', q", etc„ los cuocientes sucesivos. 
Cambiemos haciendo el cálculo el signo de cada 
resto, sean R, R', R", estos restos, tendremos 

X = ? X ' - R 
\ ' = q R - R ' 
R =(/"R'—R" 

RÑ-2= g S+'RS —R*+l 

Supongamos que diésemos á ax dos valores * y S, 
y hagamos crecer x desde «, hasta 6 aumentándola 
sucesivamente de cantidades iguales á ; ninguno 
de estos valores podrá anular á la vez dos térmi-
nos consecutivos de la serie XX'R...; pues si R : RJ 

resultasen nulos por las ecuaciones superiores R', 
R, X' y X resultarían nulos, lo que es imposible, 
puesto que la ecuación propuesta no tiene raices 
iguales. 

Si la suposición x=a, anula algunos de estos 
términos, por ejemplo, el término R sin anular X, 
el número de las variaciones y permanencias for -
madas por estos términos no será cambiado, pues 
la relación 

RN-2=gX4-IRS_R>+< 

muestra que si en x=a, RN es nulo, RN~2 y RN+' 
son necesariamente signos contrarios, y relativa-
mente los signos, estas tres cantidades formarán una 
de las series + 0 — , ó — 0 + , que dan siempre una 
variación y una permanencia, sea que se tome 0 con 
el signo -f-, sea con el signo —. 

Si la suposición x=a anula X, habrá una varia-
ción cambiada en permanencia, pues si se hace 
a—a-fS, llamemos A y A', lo que se volverán x y 
x \ y designemos por R R' R" y por Bí B' B",, lo que 
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se volverán los derivados de X y X, por la suposi-
ción de atendido á que a anula X, y que 
B'=B, pues estas dos cantidades representan los 
valores particulares que toman dos derivados igua-
les ¿ c = a - p , si resultado final será : 

A=B'S- f B A , = B , - f 

Pero siempre se puede tomar 8 bastante pequeña 
para que A y A' sean del mismo signo para el pr i -
mer término, luego X y X', son del mismo signo en 
x=a-\-% y del signo contrario en x=a —%; luego, 
en el paso de la segunda á la primera, habrá una 
variación cambiada en permanencia. 

Pero si x continua creciendo cada vez que será 
igual á una de las raices reales de la propuesta, ha-
brá una variación cambiada en permanencia; luego, 
si se cuentan los números de las variaciones cor-
respondiendo á las suposiciones x=o. y x=S, la di-
ferencia de estos dos números de variaciones es-
presará el número de raices comprendidas entre 
yS . 

Concluyo aquí esta carta, como también todo 
cuanto pienso oportuno tratar sobre el algebra; es-
tas nociones no te enseñarán esta ciencia, pero tal 
vez te pongan en estado de leer con fruto tratados 
mas serios, los cuales, juntamente con la viva voz y 
demostración práctica del maestro, acabarán de en-
señarte una ciencia de lo que solo he anhelado esta-
blecer los cimientos. 

En mi próxima carta pienso empezar la geome-
tría. 
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CARTA DÉGIMAQUINTA. 

SOBRE LAS LINEAS Y LOS ANGULOS. 

§1-

De la formación d e las l ineas r ec t a y curva . 

Eugenio, imagínate que un punto se mueve : de 
cualquiera modo que se mueva siempre ha de se-
guir algún camino : este camino que lleva'el punto 
es el que llamamos línea, como AB (Fig. 1). Ahora 

F i g . 4 . 

bien, si el punto se mueve en busca de otro punto 
determinado la línea es recta, como sucede al pun-
to A, el cual se supone que va buscando siempre 
en su movimiento al punto B. 

Mas si el punto que se mueve á cada paso fuere 



mudando de dirección (Fig. 2), la línea que describe 
se llamará curva, 
como sucede en el r» 

L punto E de la li-
nea El. 

Esplico esto mas. 
Si juntásemos mu-
chas rectas incli-

nadas mùtuamente, claro está que el punto O, 
siguiendo estas lineas, ya buscada el punto A, ya el 
B, ya C, y ya últimamente D : esto no lo dudas : lo 
mismo, pues, hace en la curva el punto movible E, 
porque á cada movimiento infinitamente pequeño 
va mudando de dirección. 

Por eso cuando el punto movible caminase por 
una línea recta, llegará á su término mas presto 
que si antes de llegar á él fuese describiendo una 
curva. De aquí saco una consecuencia, que tú irás 
escribiendo á parte en un cuaderno para conservar-
las mejor en la memoria. 

Número \ . Luego la línea recta es menor que la 
curva si ambas salen de un punto, y ambas termi-
nan en otro. 

De la ¡inea c i rcu ' a r . 

Si la recta AB (Fig. 5), amigo Eugenio, se fuere 
moviendo alrededor, afirmándose sobre la estremi-

F I L O S O F I C A . 4 S I 

dad A, la otra estremidad B irá describiendo una 

curva, la que vendrá á concluir en su principio, 
cuando la recta vuelva por último á su lugar anti-
guo. 

Esta línea recta que se mueve se llama radio, co-
mo AB : el punto A ó la estremidad fija se llama 
centro. 

La curva formada por la estremidad movible se 
llama circunferencia ó periferia., como B, C, D, 
E, F. 

Cualquiera porcion de esta circunferencia se l la-
ma arco, como DC ó DE, etc. 

El espacio comprendido dentro de la circunfe-
rencia se llama círculo. 

La recta, que de un punto de la circunferencia 
llega hasta el otro, atravesando por el centro, se lla-
ma diámetro [Fig. 4). 

La recta que no pasare por el centro, y termina 
por ambos estremos en la circunferencia, se llama 
cuerda, como 01. 

La recta que saliere fuera del círculo se llama se-
cante, como EF. 



Ahora, amigo, de la formacion del círculo salen 
varias consecuencias. 

i . 

Los diferentes radios de un círculo (Fig. 5) no son 
otra cosa sino la misma línea AB, que se movió, 
haciendo el círculo, y puesta en diversas situaciones 
hace diversos radios. 

Núm. 2. Luego todos los radios de un círculo son 
iguales entre sí. 

I I . 

Los radios de un círculo son la medida de las dis-
tancias entre el centro y los puntos de la circunfe-
rencia ; y como los rayos son iguales se sigue : 

Núm. 5. Luego todos los puntos de la circunfe-
rencia están igualmente distantes del centro. 

ni. 

Doblado un círculo por el centro (Fig. 5) si algún 

M A M 

F i g . 5 . F i g . 6 . 

punto de alguna mitad saliere mas hácia fuera, ó 
entrase mas hácia dentro que los de la otra mitad, 

distaría este punto del centro mas ó menos que los 
• otros, lo que es imposible. 

Núm. 4. Luego doblado cualquier círculo por el 
centro se ajustarán perfectamente las dos medias 
circunferencias ó semicírculos. 

IV . 

Si dos arcos en un círculo fueren iguales (Fig. 6), 
se podrá doblar el círculo por el centro de tal mo-
do, que no solo se ajusten las dos medias circunfe-
rencias, sino también los dos arcos iguales, que son 
partes de ellas. Entonces poniendo las estremidades 
de un arco sobre las estremidades del otro se ajus-
tará perfectamente la distancia entre estas estremi-
dades ó las cuerdas que las miden. 

Núm. 5. Luego en el mismo círculo los arcos 
iguales tienen cuerdas iguales. 

Del mismo modo si en el mismo círculo son las 
cuerdas iguales, las estremidades de los arcos que 
estas atan estarán igualmente distantes, y por ser 
igual su curvatura, pues se forman con igual mo-
vimiento del mismo radio, se podrán ajustar y coin-
cidir. 

Núm. 6. Luego en el mismo círculo cuerdas igua-
les piden arcos iguales. 

§11L 

De los ángulos en c o m ú n . 

Amigo Eugenio, antes de hablar de los ángulos 



conviene esplicarte algunos términos que podrán 
ser estraños á los principiantes. 

Cuando dos líneas van conservando siempre entre 
sí igual distancia se llaman paralelas : de estas tra-
taremos adelante. 

Cuando la distancia va siendo mayor al paso que 
van adelantando estas líneas, se llaman divergentes, 
v. g. (Fig. 6) las lineas MI y NE, que según van ba-
jando van distando mas entre sí. 

Cuando las líneas van distando entre sí cada vez 
menos se llaman convergentes, v. g. las mismas lí-
neas si se toman de abajo hácia arriba. Esto su-
puesto, sabrás que 

M m . 7. Angulo es la divergencia de dos rayos ó 
de dos líneas que se consideren como tales (Fig. 7). 

o 

El punto A en que se unen se llama vértice: las dos 
líneas se llaman lados 

' Confieso que dos líneas unidas en un p u n t o pueden hacer ángulo , 
a u n q u e sea fuera del c i r c u l o : n o obsta, c o m o para med i r la g r an !eza 
d e e - t e ángulo s iempre se considera u n a pun ta del compás pues ta en 

De este conocimiento se siguen las consecuencias 
siguientes: 

i . 

Núm. 8. El ángulo mayor ó menor es la mayor ó 
menor divergencia de las líneas. Y así la longitud 
de las líneas no tiene conexion alguna con la gran-
deza del ángulo. Por esto (Fig. 8) el ángulo E no 
mudará de cantidad, bien sea que sus líneas se cor-
ten en I, ó paren en A, ó continúen hasta O. 

ii. 

iNútn. 9. La medida del ángulo es la medida de 
la divergencia, esto es, el arco comprendido entre 
los dos rayos que se forman y describen desde el 
vértice como de centro. 

La circunferencia de cualquier círculo grande ó 
pequeño se divide en 560 partes iguales, las que se 
llaman grados : los círculos grandes tienen grados 
grandes, y los pequeños los tienen pequeños. Cada 
grado se puede dividir en 60 partes iguales, que se 
llaman minutos, y cada minuto en 60 partes igua-
les, que se llaman segundos, ele. 

Núm. 10. Cuando el arco comprendido entre los 
lados de un ángulo es la cuarta parte de un círculo 

el vér t ice , y se descr ibe u n círculo que cor te sus dos lados en igual dis-
tancia. pa ra conocer el valor de l a rco que c o m p r e n d e , eu este par t i -
cular se cons ideran como rad ios . También advier to que algunas veces 
se no ta ó señala el ángulo con tres l e t r a s : en este caso s iempre se ha 
de pone r en medio d e las o t ras dos la le tra que t s l á e n el vér t ice . 
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comprende 90 grados, y se llama ángulo recto, co-

Cuando el arco es menos que la cuarta parte se 
llama agudo, como B (Fig. 10). 

Cuando el arco comprende mas de la cuarta 
parte de un círculo se llama obtuso, como 1) (Fig. 

De estas tres definiciones se sacan varias conse-
cuencias. 

I . 

Ñúm. H . Luego solamente los ángulos rectos 
tienen medida constante y número sabido de gra-
dos, y todos son iguales entre sí. 

I I . 

Xúm. 12. Luego el semicírculo ó media circun-

ferencia es la medida de dos ángulos rectos, ó de dos 
ángulos que tengan el valor de estos (Fig. 12), por-
que es igual á dos cuartas partes del círculo ó á 
Í80 grados. 

I I I . 

Num. 13. Luego la circunferencia total es medi-
da de cuatro (Fig. 8) ángulos rectos, ó de los ángu-
los que tengan el valor de ellos (Fig. 15), porque 
tiene por medida cuatro cuar-
tas partes del círculo. 

iv. / 

¡Súm. 14. Luego todos los \ 
ángulos que se pudieren for-
mar sobre una línea recta y 
en un punto (Fig. 12) tienen 
el valor de dos rectos, por-
que todos juntos se pueden medir por la media 
circunferencia, ó tienen el mismo valor que un se-
micírculo. 

v . 

M m . 15. Luego todos los ángulos que se pue-
den formar alrededor de un punto (Fig. 15) son 
iguales á cuatro rectos, porque se pueden medir 
por una circunferencia entera. 

Se llama suplemento de un ángulo lo que falta á 
este para completar la media circunferencia ó se-
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micírculo (Fig. -I 4); y así el ángulo A tiene por su-

Fig. 14. Fig. 15. 

plemento la porcion de semicírculo MIS. Se llama 
complemento de un ángulo lo que falta en este para 
la cuarta parte de un círculo, como B (Fig. 15), 
por lo cual el ángulo B tiene por complemento el 
arco ao. 

De esta definición se sacan las consecuencias si-
guientes. 

i . 

Núm. 16. Luego cuando dos ángulos tuvieren el 
mismo complemento ó el mismo suplemento serán 
iguales entre sí, porque si á ambos les falta el 
mismo número de grados para 90 ó para 180, am-
bos tendrán igual número de grados. 

Cuando dos rectas se cruzan (Fig. 16) tenemos 

Fig. 16. Fig. 17. 

cuatro ángulos A, M,0 ,N . Aquellos ángulos que BO 

FILOSOFICA. 1 S 9 

tienen un lado común á los dos, v. g. AO, como 
M.X, se llaman opuestos por el vértice, ó como al-
gunos dicen opuestos vertical mente : adviértase 
bien que, como he dicho, han de ser formados por 
dos rectas que se crucen. 

Si tomamos juntamente el ángulo M con el A, 
ambos se miden por un semicírculo, y por consi-
guiente A es el suplemento de M. Asimismo si to -
mamos juntos el ángulo ¡S con el A tienen por su 
medida un semicírculo, y por consiguiente A es su-
plemento de N. Luego M y N tendrán el mismo su-
plemento A; y esto se puede probar con los ángulos 
A y 0 . 

I I . 

Núm. 17. Luego los ángulos opuestos por el vér-
tice son iguales. 

S IV. 

De la linea perpendicular y de la oblicua. 

Se llama línea perpendicular la recta, que cayen-
do sobre otra no se inclina mas hácia un lado que 
hácia otro (Fig. -17). 

De esta definición se sacan varias consecuencias. 

i . 

Núm. 18. Luego cuando la perpendicular hace 
dos ángulos con la otra línea sobre que cae, estos 
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serán entre sí iguales; pues á no serlo se inclinaría 
mas hacia un lado que á otro (Fig. -i 7) y no seria 
perpendicular. 

I I . 

Núm. 19. Luego los ángulos que hace la perpen-
dicular son rectos, porque valen ambos dos rectos; 
y pues son iguales entre sí, cada uno será un rec-
to ; por consiguiente. 

La línea que con otra hiciere dos ángulos rectos 
será perpendicular á esta otra supuesto que no se 
inclina mas á un lado que á otro. 

ni. 

Núm, 20. Si dos líneas hicieren un ángulo recto 
(Fig. 18) podemos por el vértice ó prolongar una de 

o j 

Fig . 18. F i g . 19. 

ellas, y aparecerá un nuevo ángulo, que también 
será recto (núm. 14): por consiguiente una línea se-
rá perpendicular á otra; y si prolongásemos las dos 
líneasque concurren en el ángulo O, tendremos por 
la misma razón cuatro ángulos rectos, y todas las 
líneas serian mutuamente perpendiculares. 

Núm. 21. Luego siempre que una recta hace án-
gulo recto con otra la será perpendicular. 

I V . 

Cuando una recta es perpendicular sobre otra 
(Fig. 19), hace con ella un ángulo recto, y entonces 
también la segunda le hace con la primera, y por 
el núm 21 precedente la será perpendicular.. 

Núm. 22. Luego cuando una línea fuere perpen-
dicular á otra, también esta otra lo será respecto 
de la primera. 

v . 

Puesta una recta tnn (Fig. 20), v levantada una 

M-
O E 

Fig. 2f . 

perpendicular AO, si desde el mismo punto quere-
mos levantar otra, ó bien ha de pasar sobre la pr i -
mera, y entonces no es línea distinta, ó ha de caer 
hácia alguno de los lados, y entonces no será per -
pendicular porque se inclina mas á un lado que á 
otro. 

Núm. 25. Luego del mismo punto de una línea 
no se pueden levantar dos perpendiculares. 

v i . 

Del mismo modo (Fig. 21) si la perpendicular AO, 



no se inclina á un lado ni á otro, cualquiera otra 
línea que saliere de A, ó ha de venir á parar á O, y 
entonces no es línea diversa, ó ha de caer hácia uno 
de los lados, y se inclinará mas á un lado que á 
otro, y entonces no será perpendicular. 

Num 24. Luego de un punto no se podrán tirar 
dos perpendiculares sobre la misma línea. 

§ V. 

De o t ras propiedades d e las lineas perpendicu la res . 

Supuesto que la perpendicular no se inclina mas 
á un lado que á otro, saldrán las consecuencias si • 
guientes. 

Núm. 25. Si del medio de una línea MN (Fig. 22 
se levanta una perpendicu-

o lar, su estremidad superior 
O distará igualmente de los 
dos estremosde la línea MN; 
pues de lo contrario, tenien-
do la perpendicular la estre-
midad inferior A igualmente 

distante de los estremos MN, y la de arriba O mas 
cerca del uno que del otro, toda la línea se inclina-
ría hácia esta parte, y ya no seria perpendicular. 

i i . 

Podemos partir esta perpendicular OE por cual-

quier punto que se quiera, y en este caso este pun-
to, v. g. E, sería la estremidad superior, y por con-
siguiente igualmente distantes de los estremos MN. 

Núm. 26. Luego si del medio de una línea se 
levantare una perpendicular todos los puntos de 
ella distarán igualmente de los estremos de la otra 
línea MN. 

I I I . 

Dijimos en el núm 23 que si del medio de la línea 
MN se levantase una perpendicular, iria á buscar el 
punto O igualmente distante de las estremidades 
MN; luego la línea que saliere de O y viniere á parar 
en A, será perpendicular;- y como del punto O no 
se pueden tirar dos perpendiculares sobre la misma 
línea (núm. 24) se sigue que la línea que saliere de 
O igualmente distantes de las estremidades, si fuere 
perpendicular ha de venir á buscar el punto A tam-
bién igualmente distante de ellas. 

Núm. 27. Luego si la estremidad superior de la 
perpendicular dista igualmente de los estremos de 
la otra línea, también la estremidad inferior distará 
igualmente de ellos. 

I V . 

Ahora bien, pudiéndose cortar la perpendicular 
por el punto que se quiera v. g. por E (Fig. 22), y 
hacer que este sea la estremidad superior, se sigue : 

Núm. 28. Luego dado en una perpendicular cual-
quier punto E, que diste igualmente de los estre-
mos de la línea MN, la perpendicular vendrá á dar 
en el medio de ella (por el núm. 27). 

i x . 9 



V. 

"Núm 29. L u e g o , generalmente hablando, dando 
en la línea perpendicular cualquier punto igual-
mente distante de los estremos MIS, seaínfimoo su-
perior ó cualquiera otro, ó por el medio, todos los 
otros puntos de la perpendicular tendrán igual dis-
tancia del uno y el otro estremo de la otra linea 
(núms. 26,27 y 28). 

vi . 

También podemos cortar la línea MO por donde 
nos parezca, y de cualesquiera puntos de ella hare-
mos estremidades; y de este modo lo que hemos 
dicho de la perpendicular que dista igualmente de 
las estremidades de la otra línea, lo podremos decir 
de la perpendicular que distará igualmente de cua-
lesquiera puntos notados en la otra línea. 

Núm. 50. Lue?o la perpendicular que tuviere un 
punto (Fig. 25), cualquiera que sea, igualmente dis-
tantes de los dos notados MN en la línea sobre que 
eae, tendrá todos sus puntos igualmente distantes 

de ambos á dos. 
Ahora bien, si todos los puntos de la perpendi-

cular A, E, 1, O (Fig. 25), se suponen igualmente 
distantes de MN (Núm. 50), todos los otros puntos 
que quedaron á los lados de esa perpendicular, ó 
han de quedar mas cerca de M ó de N; y así no es 
posible que punto alguno que quede fuera de la 
perpendicular diste igualmente de los dos puntos 
notados en la línea sobre que cae. 

dista igualmente de los dos notados en la línea so-
bre que cae,, la perpendicular pasará por todos los 
puntos que distaren igualmente de ellos. 

§ V I . 

Fig . 23 . 

Núm. 51. 
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Luego sí un punto de la perpendicular 

Señales para conocer las pe rpend icu la res y m o d o d e formarlas . 

Hasta aquí, amigo Eugenio, del conocimiento de 
la perpendicular te enseñé á sacar sus propiedades; 
ahora por las propiedades te enseñaré á conocer la 
perpendicular. 

i. 

Núm. 52. Si una línea (Fig. 24) tuviere dos pun -
tos igualmente distantes de otros dos señalados en 



V. 

"Núm 29. L u e g o , generalmente hablando, dando 
en la línea perpendicular cualquier punto igual-
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(núms. 26,27 y 28). 

vi . 

También podemos cortar la línea MO por donde 
nos parezca, y de cualesquiera puntos de ella hare-
mos estremidades; y de este modo lo que hemos 
dicho de la perpendicular que dista igualmente de 
las estremidades de la otra línea, lo podremos decir 
de la perpendicular que distará igualmente de cua-
lesquiera puntos notados en la otra línea. 

¡Súm. 50. Lue?o la perpendicular que tuviere un 
punto (Fig. 25), cualquiera que sea, igualmente dis-
tantes de los dos notados MN en la línea sobre que 
eae, tendrá todos sus puntos igualmente distantes 

de ambos á dos. 
Ahora bien, si todos los puntos de la perpendi-

cular A, E, 1, O (Fig. 25), se suponen igualmente 
distantes de MN (Núm. 50), todos los otros puntos 
que quedaron á los lados de esa perpendicular, ó 
han de quedar mas cerca de M ó de X; y así no es 
posible que punto alguno que quede fuera de la 
perpendicular diste igualmente de los dos puntos 
notados en la línea sobre que cae. 

dista igualmente de los dos notados en la línea so-
bre que cae,, la perpendicular pasará por todos los 
puntos que distaren igualmente de ellos. 

§ V I . 

Fig . 23 . 

Núm. 51. 
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Luego si un punto de la perpendicular 

Señales para conocer las pe rpend icu la res y m o d o d e formarlas . 

Hasta aquí, amigo Eugenio, del conocimiento de 
la perpendicular te enseñé á sacar sus propiedades; 
ahora por las propiedades te enseñaré á conocer la 
perpendicular. 

i. 

Núm. 52. Si una línea (Fig. 24) tuviere dos pun -
tos igualmente distantes de otros dos señalados en 



otra, basta esto para ser perpendicular; v. g. siAO 
tuviese A igualmente distante de MN, y también 0 
igualmente distante de estos mismos, esto basta pa-
ra ser perpendicular á MN. 

Porque la perpendicular que pasase por el punto 
O, igualmente distante de MN, iria á tocar al punto 
A»' también igualmente distante de los puntos MN 
(por el núm. 51). Luego si esta línea de que se trata 
llega de O hasta A pasa por donde pasaria la per-
pendicular; y por consiguiente lo será. 

Núm. 55. Luego para levantar una perpendicular 
(Fig. 25) sobre un punto dado O, bastaría lo prime-

o 
F i g . 25. F i g . 2 6 . 

ro señalar en esa línea dos puntos MN igualmente 
distantes de O, y describir desde ellos como de cen-
tros dos arcos con igual abertura dtí! compás, de 
modo que se crucen en A, y tirar la línea desde A 
hasta O; pues de este modo tenemos que O y A dis-
tan igualmente de M y N ; y así por estos dos puntos 
podremos tirar la perpendicular que se desea según 
el número precedente. 

n . 

Núm. 54. Si el punto dado para levantar la per-

pendicular (Fig. 26) fuere I, estremidad de la línea, 
podremos continuarla; y notando como hicimos 
arriba los dos puntos MN, si desde estos describi-
mos los dos arcos hallaremos que el punto E es en 
donde se corta, y desde allí sacaremos la perpendi-
cular hasta 1. 

n i . 

Si de las dos estremidades de una línea MN (Fig. 
27) describiésemos dos arcos iguales para hallar un 
punto A igualmente distante de 
ellas, y repitiésemos la operacion 
con la misma ú otra abertura de 
compás para hallar otro punto 
donde cruce, igualmente distante 
de ellas, la línea tirada por los 
dos puntos en donde se cortan 
los arcos será perpendicular á la 
primera (núm. 52), y pasará por 
todos los puntos que tuvieren 
igual distancia de las estremida-
des (núm. 55), y así también pa-
sará por el medio de la línea I. 

Núm. 55. Luego para cortar una línea por el me-
dio (Fig. 27) bastará describir desde sus estremida-
des dos arcos iguales que se crucen ó corten en un 
punto A, y otros dos que se corten en otro, y tirar 
una línea por los dos puntos en que se cruzan los 
arcos. 

o 
F i g . 2 7 . 

I V . 

Si de un punto A (Fig. 28) describiésemos un a r -
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co que corte una línea en dos puntos MN, y de estos 

como de centro describiésemos dos arcos iguales que 
se corten en O, la línea AO tendrá los puntos 
igualmente distantes de MN, y por consiguiente le 
será perpendicular (núm. 52). 

Núm. 56. Luego de este modo de un punto se 
puede bajar una perpendicular sobre otra línea. 

§ VII. 

De la l inea ob l i cua . 

La línea que se inclina sobre otra mas á un lado 
que á otro se llama oblicua. 

Tres consecuencias se sacan de esta nocion. 

i . 

Que de un punto dado A (Fig. 29) podemos tirar 

sobre una misma línea muchas oblicuas, dando mas 
ó menos inclinación, aunque sola una perpendicu-
lar se puede tirar desde un solo punto. 

Si habiendo tirado de A una perpendicular y mu-
chas oblicuas sobre MN (Fig. 29), repitiéndola ope-
ración hácia abajo tirásemos otras líneas iguales, y 
del mismo modo que las superiores, la línea AIO 
será recta y perpendicular, pues por la construc-
ción hace los cuatro ángulos rectos (núm. 20), y pa-
sa por donde pasaría la perpendicular Al continua-
da. Las otras líneas AMO, ARO, ANO, formadas de 
dos oblicuas inclinadas, serán mayores que la rec-
ta. Porque así como si el punto A llegase á O, no 
por una recta sino por una curva, llegaría mas tar-
de y andaría mas camino, lo mismo le sucedería si 
primero fuese á R ó N para ir desde allí á O. Luego 
la mitad de esas líneas compuestas ARO, ANO, se-
rian mayores que la mitad de la recta AIO. 

I I . 

Núm. 57. Luego la perpendicular es la mas corta 
de todas las líneas que se pueden tirar desde un pun-
to á otra línea. 

n i . 

Núm. 58. Luego la linea menor que se puede t i -
rar desde un punto á otra línea será perpendicular 
á esta, supuesto que la menor de todas es una y 
única, y la perpendicular es esa menor de todas 
{por el núm. 57). 



§ VIII. 

De las paralelas . 

Núm. 59. Si puesta una línea sobre otra fuése-
mos apartando igualmente las estremidades de una 
délos lugares en donde estaban (Fig. 50), estas líneas 

Fig . 30. F i g . 3 1 . 

conservarían entre sí igual distancia, pues el movi-
miento fué igual; y esto se entiende, ó bien se ha-
ga el movimiento por una línea perpendicular, co-
mo MO (Fig. 50), ó bien por una línea oblicua como 
HE (Fig. 51). 

Núm. 40. Estas líneas que conservan entre sí dis-
tancia igual por todas partes se llaman, como he -
mos dicho, paralelas. 

De esta simple nocion de las paralelas se sacan 
las consecuencias siguientes: 

i. 

Si ajustásemos dos ángulos iguales (Fig. 52) EAM, 
ION, y despues hiciésemos mover la línea OM por 
encima de la línea AM, daremos igual movimiento 
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á todos los puntos de la línea OI; por consiguiente 

quedarán sus puntos igualmente distantes de los 
puntos correspondientes en la línea AE, y así las dos 
líneas serán paralelas. 

Todas las veces pues que dos ángulos sean igua-
les, podemos ajustar muy bien uno con otro, y des-
pues separarlos, como acabamos de hacer ahora. 

Núm. 41. Luego siempre que dos líneas caen so-
bre otra, y hacen á la misma parte ángulos iguales, 
son paralelas. 

Núm. 42. Luego siempre que dos líneas caen 
sobre otra, y son perpendiculares por hacer á la 
misma parte ángulos rectos, serán entre sí para-
lelas. 

Luego para tirar una línea paralela á otra por 
un punto dado N (Fig. 55), bastará levantar una 
perpendicular AO que pase por el punto dado N, y 
despues levantar desde este punto otra que no sea 
perpendicular á la primera que se levantó. 

Si dos líneas pues cayendo una sobre otra, v. g. 
si AEOI cayendo sobre AN son paralelas (Fig. 52), 
los puntos de una distarán igualmente de los que 
les corresponden en la otra; y así haciendo mover 
ON sobre AM, se ajustarán las dos líneas paralelas, 
y los dos ángulos también quedarán ajustados el 

9 . 



F i g . 34 . F i g . 53. 

ralelas caen sobre otra tercera AO, también la línea 
AO va á encontrar las dos paralelas. 

INúm. 44. Luego cuando una recta cae sobre dos 
paralelas hace por la misma parte ángulos iguales, 
y cuando una recta hiciere con dos líneas ángulos 
iguales por la misma parle, las dos son paralelas. 

Supongamos ahora (Fig. 53) que formamos dos 
ángulos, cuyos lados sean respectivamente parale-
los, y que prolongamos una de las líneas AO hasta 
encontrar un lado del otro ángulo E. En este caso 
el ángulo A será igual á O, pues una línea corta dos 
paralelas (núm. 54); y ademas de esto O será igualá 
E, porque dos paralelas caen sobre una línea (núm. 
45). Luego A es igual á E. 

INúm. 45. Luego todos los ángulos hechos por pa-
ralelas son iguales. 

Cuando una recta corta dos paralelas (Fig. 56), 
los ángulos contrapuestos AO como también OM se 
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uno con el otro, lo que no podría ser si no fuesen 
iguales. 

Núm. 45. Luego cuando dos líneas son paralelas 
(Fig. 52) harán á la misma parte los ángulos igua-
les. 

Considerando yo (Fig. 54), veo que si las dos pa-

Míca 

R / N 

F i g . 36 . 

llaman alternos, por razón de estar el uno bajo la 
una paralela, y el otro en-
cima de la opuesta; y si el E / 
uno está á la izquierda de 
la línea que corta, el otro 
está á la derecha; por la 
misma razón son alternos 
EN, y también IR. 

Ahora bien ya hemos dicho que A es igual á 1 
opuesto en el vértice (núm. 15); también dijimos 
que el ángulo 1 era igual á O por las paralelas (núm. 
45); y así A es igual á O por ser su alterno. 

Núm. 46. Luego todos los ángulos alternos son 
iguales entre sí. 

Luego cuando una recta cortando dos rectas hi-
ciere los ángulos alternos iguales, las dos líneas son 
paralelas. Porque si O es igual á A, como A es igual 
á 1, verticalmente opuesto, viene á ser O igual á 1, 
y entonces por el número 41 serán las dos líneas 
paralelas. 

Cuando una recta corta dos paralelas (Fig. 56) 
decimos que M junto con I valen dos rectos (núm. 
-11), y que 1 es igual á O por las paralelas; luego M 
junto con O valen dos rectos. 

Núm. 47. Luego cuando una recta cortase dos 
paralelas, los dos ángulos internos hácia la misma 
parte valen dos rectos. La misma demostración se 
aplica á los ángulos estemos de la misma parte. 

Luego cuando una recta corta dos paralelas los 
ángulos estemos hácia la misma parte valen dos 
rectos. Y a s í l mas N son iguales ádos rectos, como 
también E mas R. 



§ I X . 

De las tangentes de los círculos. 

Núm. 48. Cuando una recta toca un círculo sin 
poderle cortar, aunque se la prolongue por ambas 
partes, se llama tangente. 

Ahora, pues, la recta nunca puede coincidir con 
la curva, ni la tangente con la circunferencia. Lue-
go la recta que toca en la circunferencia, si la pro-
longan entrará en la circunferencia, ó saldrá fuera 
de ella; si entra, será secante, si sale será tan-
gente. 

Núm. 49. Luego la tangente solo toca en el cír-
culo por un punto O (Fig. 57). 

¡Súm. 50. Si del centro de un círculo A tirásemos 
una línea (Fig. 58) al punto del contacto O, y ade-
mas de esto otras muchas hasta tocar en la tangen-
te, sola la del contacto quedará sin salir del círcu-
lo, pues todos los demás puntos de la tangente es-
tán fuera de él. 

Núm. 51. Luego el radio, que es la única linea 
que llega al punto del contacto, es la menor línea 
que se puede tirar desde el centro á la tangente. 

Núm. 52. Luego el radio del contacto es perpen-
dicular sobre la tangente, y la tangente lo es sobre 
el radio (núm. 58 y 22). 

Núm. 55. Luego no se pueden tirar muchas tan-
gentes á un mismo punto del círculo (Fig. 59), por-

Fig. 40. 

que entonces habría muchas perpendiculares sobre 
el mismo punto del radio O, lo que es imposible 
(núm. 25). 

Núm. 54. Luego si muchos círculos (Fig. 40) se 
tocan en un punto común, todos tendrán la misma 
tangente en este punto ; pues no puede haber mu-
chas en un mismo punto (núm. 55). 

Ahora bien, cuando muchos círculos se tocan en 
un punto común, todos los radios que vienen á pa-
rar al punto del contacto son perpendiculares á la 
tangente en este punto (núm. 52); y no pudiendo 
haber muchas perpendiculares sobre un solo punto 
(núm. 25), es preciso que estos radios hagan una so-
la línea. 



Núm. 53. Luego cuando muchos círculos se to-
can en un solo punto, los radios hacen una sola lí-
nea. 

Los centros, pues, de estos círculos son las estre-
midadesde los radios, los cuales todos están en una 
línea recta. 

Núm. 56. Luego cuando muchos círculos se tocan 
en un solo punto, todos sus centros están en la mis-
ma línea recta. 

Núm. 57. Luego si nos dieren un círculo M (Fig. 
41), y nos pidieren el centro de cualesquiera otros 

que le toquen en un punto determinado A, para 
hallarle bastará tirar desde el centro I una línea por 
el punto del contacto y prolongarla. 

Por cuanto en esta línea prolongada se hallarán 
los centros de todos los círculos imaginables que 
pueden tocar el círculo M en el punto dado A (núm. 
56). 

§ X . 

De las pe rpend icu la res en los círculos. 

Tirada una cuerda en el círculo (Fig. 42), y sobre 

ella levantada una perpendicular, observamos que 
si la perpendicular pasa por el centro ya tiene un 
punto igualmente distante de las estremidades de 
la cuerda, porque están en la circunferencia; y así 
(núm. 30) la perpendicular ha de pasar por todos los 
puntos que distan igualmente de ellas : uno, pues, 
de estos puntos es el medio de la cuerda. 

Núm. 58. Luego la perpendicular sobre la cuer-
da si pasa por el centro la corta por el medio. 

Núm. 59. Luego si la perpendicular pasa por el 
medio de la cuerda, pasa también por el centro 
(Fig. 42), porque aquí vale la misma razón del 
núm. 50. 

Del mismo modo debemos discurrir acerca del 
arco, porque el medio del arco dista igualmente de 
las estremidades de la cuerda, pues esas mitades 
del arco son arcos iguales que tienen cuerdas igua-
les, y estas cuerdas son las distancias de las estre-
midades ; y así la perpendicular que debe pasar to-
dos los puntos que distan igualmente de las estre-
midades de la cuerda pasará también por el medio 
del arco (Fig. 42). 

Núm. 60. Luego si la perpendicular pasa por el 
centro ó por el medio de la cuerda, pasará también 
por el medio del arco, como también si pasare por 
medio del arco, también pasará por el medio de la 
cuerda y del centro si la prolongan, por la misma 
razón del núm. 50. 

Si en un círculo hubiese dos cuerdas (Fig. 45) pa-
ralelas entre sí y á una tangente, la perpendicular 
que pasare por el centro dividirá los arcos por el 
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medio de este modo : ea, eo, serán iguales, como 

también em, en-, por consiguiente, quitando de ca-
da arco grande ó pequeño que en él se incluye, los 
restos ma, no, serán iguales. 

Núm. 61. Luego los arcos de un círculo compren-
didos entre paralelas son iguales. 

Dijimos que la perpendicular que pasa por el me-
dio de la cuerda corta al arco por el medio (núm. 
60), y que los arcos son la medida de los ángulos 
núm. 8). 

Luego si nos dieren un ángulo A (Fig. 44), para 
dividirle por el medio bastará describir desde su 
vértice como de centro un arco MN, y tirarle su 
cuerda, dividiendo esta por el medio con la perpen-
dicular AO, supuesto que dividida la cuerda por el 
medio se divide por consiguiente el arco, el cual es 
la medida del ángulo. 

Dijimos que la perpendicular sobre el medio de 
la cuerda pasa por el centro del círculo que hubie-
re de pasar por las estremidades de ella (núm. 
59). 

Núm. 62. Luego si nos dieren tres puntos (Fig. 
45) M, N, O, que no esten en línea recta, y pidieren 

un círculo que pase por todos ellos, resolveremos el 
problema del modo siguiente : 

1. Ataremos los tres puntos por medio de dos lí-
neas ON, OM. 

F ie . 40. Fig 43 . 

2. Levantaré del medio de cada una de ellas las 
perpendiculares, y estas se cortarán en I, y en don-
de se cortan ó cruzan me darán el centro del círcu-
lo deseado. 

Porque la perpendicular Al demuestra que el 
centro del círculo que pasa por NO debe estar en 
ella : la perpendicular El manifiesta que el centro 
del circulo que pasare por MO debe estar en ella. 
Luego ambas juntas demuestran que el círculo que 
hubiere de pasar por los tres puntos MNO debe te-
ner el centro en el punto I, común á entrambas. 

Núm. 65. Luego para hallar el centro de un cír-
culo (Fig. 46) bastará tirar dos cuerdas, y sobre el 
medio de cada una de ellas levantar su perpendicu-
lar, y entonces el punto en que se crucen será el 
centro deseado, por la razón del número prece-
dente. 



§ XI. 

Problemas sobre los circuios q u e tocan á o t r o s en p u n t o s dados en la 
per i fer ia , y pasan po r pun tos dados f u e r a de ella. 

I. 

Si te dieren, Eugenio, un círculo A (Fig. 47), y 

F i g . 47 . F i g . 48. 

en él un punto M, para el contacto de un nuevo cír-
culo que debe pasar por B, se hará lo siguiente : 

1. Por el núra. 32 : todo círculo que hubiere de 
tocar en M ha de tener el centro en una línea que 
pase por ese punto y por el centro del círculo A; 
consiguiente estará el centro del nuevo círculo en la 
linea indefinita AMO. 

2. Ademas de esto el círculo pedido no solo ha 
de pasar por M, sino también por B : para esto, 
pues, tirada la línea BM se levantará en el medio de 
ella la perpendicular El, la cual (núm 57) debe pa-
sar por el centro de cualquier círculo, cuya circun-
ferencia haya de pasar por los puntos BM. 

Núm. 64. Luego el centro del nuevo círculo que 

toque en M y pase por B debe estar en el punto R, 
en el cual se cruzan las dos líneas. 

F i g . 50 . 

Núm. 63. Si el punto B dado fuera del círculo 
(Fig. 48) quedase dentro de la tangente que se re -
tirase por el punto de contacto M, se debe hacerla 
misma operacion, y se hallará que el centro R cae 
en el punto en que se cruzan las dos líneas; y en 
este caso el nuevo círculo incluye al antiguo. 

Núm. 66. Si el punto dado B (Fig. 49) por donde 

ha de pasar el nuevo círculo cayere dentro del cír-
culo antiguo, siempre se hallará el centro por la mis-
ma operacion en el punto R, y el nuevo círculo que-
dará incluido dentro del primero. 

Núm. 67. Si te diesen una línea recta (Fig. 30), y 
en ella un punto M, para que en él toque un círculo, 
el cual haya de pasar por el punto dado B, harás 
como se sigue : levántese una perpendicular M, 
porque en ella ha de estar el centro del círculo que 
se pide (núm. 55) : tírese despues la línea BM, y 
del medio de ella levántese una perpendicular, la 
cual pasará por el centro del nuevo círculo, y la 
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circunferencia de este irá por B y M; y, como queda 
dicho (núm. 59), el punto en donde se cortan ó cru-
zan R será el centro. 

Esta carta, amigo, se*ha dilatado mucho mas de 
lo que yo habia pensado, bien que la deducción de 
las verdades que iban espontáneamente naciendo 
de las que ya estaban dichas no me permitía cortar 
el hilo : perdóname, aunque no te prometo la en-
mienda. 

CARTA DÉCIMASESTA. 

DE LA MEDIDA DE LOS ANGULOS. 

De la medida de los ángulos que t ienen el vér t ice en la 
c i rcunferenc ia . 

Amigo Eugenio, supuesto que hayas entendido 
todo lo que te dije en la carta antecedente, y el gran-
de gusto que me insinúas en que yo continué esta 
instrucción, prosigo; y te advierto que aunque el 
ángulo, según la definición que dimos, es formado 
por dos radios ó por dos cualesquiera líneas que se 
consideren como tales, y se debe medir poniendo 
el compasen su vértice, y describiendo un arco que 
corte los dos lados á igual distancia para conocer el 
valor del ángulo, no obstante, muchas veces no se 
necesita de esta diligencia para saber su valor, co-
mo sucede en los ángulos que tuvieren el vértice en 
la circunferencia, porque fácilmente se conoce cual 
sea su medida. 
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circunferencia de este irá por B y M; y, como queda 
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de las que ya estaban dichas no me permitía cortar 
el hilo : perdóname, aunque no te prometo la en-
mienda. 

CARTA DÉCIMASESTA. 

DE LA MEDIDA DE LOS ANGULOS. 

De la medida de los ángulos que t ienen el vér t ice en la 
c i rcunferenc ia . 
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por dos radios ó por dos cualesquiera líneas que se 
consideren como tales, y se debe medir poniendo 
el compasen su vértice, y describiendo un arco que 
corte los dos lados á igual distancia para conocer el 
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mo sucede en los ángulos que tuvieren el vértice en 
la circunferencia, porque fácilmente se conoce cual 
sea su medida. 



Pero de tres modos puede ser el ángulo que tiene 
el vértice en la circunferencia, 

I. Si uno de los lados pasare por el centro (Fig. 
31). 

F i e . 51. F i e . 52 . 

T 
Fig . 33 . 

2. Si el centro quedase entre los lados (Fig. 52. 
3. Si el centro estuviese fuera del ángulo (Fig. 

5 5 ) . 

En el primer caso (Fig. 51), si por el centro se 
tirase una paralela al lado AR, quedará el ángulo 
central 1 igual al de la circufere ncia O por causa de 
las paralelas (mira. 43). Luego el arco MN será me-
dida de I y también de 0 . 

Veamos ahora si el arco MN es la mitad del arco 
total AN, comprendido por el ángulo O. Los ángu-
los El vertiealmente opuestos son iguales (núm. 
47). Luego MN es igual á RT. Ahora, pues, RT tam-
bién es igual á AM, por ser arcos comprendidos en-
tre paralelas (núm. 61). Luego MN es igual á MA; 
y por consiguiente MN, medida del ángulo O, es la 
mitad del arco AN comprendido por él . 

Núm. 68. Luego en el primer caso el ángulo de 
la circunferencia tiene por medida la mitad de s u 
arco. 

En el segundo caso (Fig. 52), en que el centro 
queda comprendido dentro del ángulo, tírese desde 
el vértice A un diámetro, que divida el ángulo to -
tal en mn, y cada uno de ellos quedará en los 
términos del caso antecedente, y por eso tendrá por 
medida la mitad de su arco parcial. 

Núm. 69. Luego en este segundo caso el ángulo 
de la circunferencia A tiene por medida la mitad de 
su arco total. 

En el tercer caso (Fig. 55), en que el centro que-
da fuera del ángulo A, hágase lo siguiente. 

Núm. 70. Tírese del punto T una línea TN para-
lela al primer lado RM : en este caso los ángulos 
OA son alternos é iguales, y tendrán la misma me-
dida (núm. 46); pero el ángulo 0 por el caso prece-
dente tiene por medida la mitad del arco MN, ó de 
su igual RT (núm 61). Luego A subalterno tendrá 
por medida la mitad de su arco RT. 

Núm. 71. Si el nuevo ángulo O todavía no com-
prendiere el centro como se ve en (Fig. 54), se irán 

tirando sucesivamente paralelas al 
primer lado A, y despues al se-
gando, y de aquí al tercero, etc., 
hasta que un ángulo comprenda 
el centro ó pase por él, y entonces 
se discurre como arriba; pues to-
dos los ángulos siendo alternos se-
rán iguales, y todos los arcos es-
tando entre paralelas también lo serán (núm. 61). 

Núm. 72. Luego en todos los casos posibles el án-
gulo que tiene el vértice en la circunferencia tiene 
por medida la mitad de su arco. 



De este conocimiento se siguen las consecuencias 
siguientes : 

i . 
.f 

Núm. 75. Luego (Fig. 55) todos los ángulos que 

tienen el vértice en la circunferencia, y se apoyan 
sobre el mismo arco, son iguales, pues tienen la 
misma medida; y así los ángulos A, B, C, son 
iguales. 

I I . 

Núm. 74. Luego el ángulo en la circunferencia 
(Fig. 56) apoyado sobre todo el diámetro es, recto, 
pues tiene por medida la mitad del semicírculo. 

m . 

Dada la recta OR (Fig. 57), la cual no se pueda 
alargar, si quisieren levantar de su estremidad O 
una perpendicular se hará lo siguiente. 

Póngase el compás en un punto arbitrario, ábrase 
hasta que llegue al punto dado O, y descríbase un 
círculo, el cual cortará la recta dada en R : de aquí 

tírese una línea por el centro, la que irá á termina r 

en S, y de este punto bájese una línea hasta 0. 
Esta línea hará con la dada un ángulo O que t iene 

el vértice en la circunferencia, y está apoyado so-
bre todo el diámetro RS : por consiguiente es rec-
to ; y así una línea es perpendicular á la otra. 

Núm. 75. Luego por el ángulo en la circunferen-
cia podemos levantar una perpendicular en la es-
tremidad de una línea dada. 

Si dado un círculo A (Fig. 58) se quisiere hallar el 
punto en que una 
tangente tirada desde 
el punto B toque al 
círculo dado, se h a -
llará por el método 
siguiente. 

Tírese de M, cen-
tro del círculo A, u-
na línea hasta B : descríbase sobre esta línea un 
circulo : el punto en que este cortare al antiguo 
ángulo A será el punto del contacto de la tangente. 

Porque tirando la línea OM, ya tenemos el ángu-
lo O, cuyo vértice está en la circunferencia, y está 
apoyado sobre el diámetro MB: por consiguiente 
es recto, y por ser OM un rayo: OB será tangente 
(núm. 52). 

Núm. 76. Luego por el ángulo en la circunferen-
cia podemos hallar el punto de contacto de una tan-
gente tirada desde un punto dado, y sobre unj cír-
culo dado. 

I X . 10 



De la medida de los ángulos formados en el circulo. 

F Amigo, los ángulos en la circunferencia siempre 
son formados por dos cuerdas, ó un diámetro con 
una cuerda; pero como en el círculo hay varias lí-
neas que no son cuerdas ni diámetros, ya se advierte 
que hay varios ángulos diferentes délos que hemos 
examinado, y es preciso tratar de todos con separa-
ción. 

El.ángulo formado por la tangente y por una cuer-
da nacida del punto de contacto (Fig. 59), ó ha de 

Fig . 33. F ig . 60. 

ser agudo ú obtuso: ambos los hemos de medir, y 
así empezaremos por el agudo A. 

Pues sabemos medir los ángulos en la circunfe-
rencia, reduciré el ángulo de la cuestión A á otro 
igual en la circunferencia F, y esto ha de ser por 
medio de una línea MS paralela á la tangente: como 
F y A son alternos, la medida del uno será medida 
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del otro (núm. 46); pero el ángulo F tiene por me-
dida la mitad del arcoRS (núm 72), ó la mitad de 
MR su igual, por ser comprendidos entre paralelas 
(núm. 61). Luego también el ángulo A tiene por 
medida la mitad de ese mismo arco MR comprendi-
do en él. 

En cuanto al ángulo obtuso M, R, O, divídase en 
dos por medio de una cuerda, sea la que fuese RB, 
y en este caso el ángulo de la cincunferencia tiene 
por medida la mitad de su arco MB (núm. 72): el án-
gulo de la tangente en I tiene por medida la mitad 
de su .arco BR, por lo que se acaba de decir, por 
consiguiente el ángulo total M, R, O, tiene por me-
dida la mitad del arco total M, R, B. 

Núm. 77. Luego todo el ángulo formado por 
cuerda y tangente tiene por medida la mitad del 
arco que comprende. Estos ángulos también se 
llaman ángulos en el segmento. 

Ademas de estos ángulos se puede formar-otro 
por una cuerda, y la continuación de otra, v. g. el 
ángulo S, O, A (Fig. 60). 

Para medir este ángulo divídase el ángulo total 
con una tangente MN : esto hecho, el ángulo infe-
rior S, O, N tendrá por medida la mitad del arco SO 
que en sí comprende (núm. 77), y el ángulo supe-
rior N, O, A como es igual á I, por serle opuesto en 
el vértice, tendrá la misma medida de él, la que es 
la mitad del arco PJ, por la misma razón del núme-
ro preferente. 

Núm. 78. Luego el ángulo total S, O, A hecho por 
una cuerda y la continuación de otra, tiene por me-



dida la mitad del arco comprendido, y mas la mitad 
del arco opuesto. 

También se puede formar un ángulo (Fig. 61) 

A 

Fig. 61 . F ig . 62 . ' 

dentro del círculo, cuyo vértice se quede entre el 
círculo y la circunferencia. 

Para medir este ángulo A prodúzcanse ó cont i-
núense ambos lados hasta la circunferencia, y del 
punto O tírese una línea paralela á AN : esto hecho, 
el ángulo O es igual A (núm. 45), y tendrá por m e -
dida la mitad del arco M, N, R (núm. 72), ó la mitad 
de MN y la mitad de NR; pero el arco NR es igual á 
ST comprendidos entre paralelas; y por consi-
guiente en lugar de la mitad de NR podemos susti-
tuir ST. Luego esta misma será la medida del án -
gulo A su igual. 

Núm. 79. Luego todo ángulo, cuyo vértice está 
entre el centro y la circunferencia, tiene por medi-
da lo mitad del arco cóncavo sobre que estriba, y 
la mitad del convexo comprendido entre sus lados, 
si estos se prolongaran, 

intimamente se puede formar un ángulo por dos 

secantes que se junten fuera del círculo, y por con-
siguiente tendrá su vértice fuera de la circunferen-
cia (Fig. 62). 

Para medir este ángulo A, redúzcasele á otro 
igual ó hecho en la circunferencia por medio de 
una paralela R S : es así que este ángulo O tiene por 
medida la mitad de su arco SM; y por consiguiente 
si yo le diera por medida la mitad del arco total 
NM, debiera descontar lo que le di de mas, que es 
la mitad de NS, ó la mitad de TR su igual (por el 
núm 61); y así tomando la mitad del arco cóncavo 
NM, menos la mitad del convexo TR, tendremos la 
medida verdadera de O, ó de A su igual. 

Núm. 80. Luego el ángulo, cuyo vértice queda 
fuera de la circunferencia, tiene por medida la mi-
tad del arco cóncavo, menos la mitad del convexo. 

§111. 

De la medida d e los ángulos en los t r i ángulos . 

Desembarazados ya, amigo Eugenio, de la medi-
da de los ángulos que pertenecen al círculo, vamos 
á medir los ángulos en los triángulos. 

Llamamos triángulo una figura formada por tres 
líneas rectas, las que por consiguiente forman tres 
ángulos. Cualquiera de estos ángulos se puede lla-
mar vértice del triángulo, y entonces las líneas que 
forman el ángulo del vértice se llaman lados, y la 
otra línea opuesta al vértice se llama base. 
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Esto supuesto, si consideramos los lados del tri-
ángulo hallamos tres especies de triángulos, porque 
ó los tres lados son iguales, y se llamará equilá-
tero (Fig. 65), ó solo tiene dos lados iguales, y se 
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llamará el triángulo isósceles (Fig. 64), ó ninguno 
de los lados es igual á otro, y entonces se llama el 
triángulo escaleno (Fig. 65). 

Considerando los ángulos de los triángulos halla-
mos otras tres especies, porque si tiene un ángulo 
recto, se llama rectángulo (Fig. 66). Si tiene un án-
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guio obtuso, se llama obtusángulo (Fig. 67). Si tiene 
todos los ángulos agudos, se llama acutángulo 
(Fig. 65 y 64). 

Para saber el valor de los ángulos de cualquiera 
triángulo podremos tirar por el 
vértice (Fig. 68) una paralela á 
la base. 

Fig. 68. Esto hecho, se ve que M es 

igual á su alterno O, así como N es igual al suyoE 
(núm. 46), pero M, A, N tienen el valor de dos rec-
tos (núm. -I I): luego O, A, E tienen ese mismo valor. 
En cualquier triángulo, pues, que sea rectilíneo 
podemos hacer esta misma demostración. 

Núm. 81. Luego todo triángulo rectilíneo tiene 
en sus tres ángulos el valor de dos rectos. De este 
conocimiento se siguen las consecuencias siguien-
tes : 

i. 

Núm. 82. Luego en un triángulo no puede haber 
dos ángulos rectos, porque entonces estos dos con 
el tercer ángulo tendrían el valor de mas de dos 
rectos. 

H. 

Núm. 85. Luego en un triángulo no puede haber 
dos ángulos obtusos, por la misma razón. 

ni. 

Núm. 84. Luego sabiéndose el valor de un ángulo 
se sabrá el valor de la suma de los otros dos, por-
que este será lo que falta para el valor de dos rec-
tos. 

I V . 

Núm. 85. Luego sabiéndose el valor de dos án -
gulos se sabrá el valor del tercero, porque este será 
lo que faltare á la suma de los dos para llegar á 180 
grados, valor de dos rectos. 



y . 

Núm. 86. Luego si un triángulo tiene dos ángu-
los iguales á dos de otro triángulo, el tercer ángulo 
será también igual al tercero del otro. 

Núm. 87. Si se prolongase un lado de cualquier 
triángulo (Fig. 69), este ángulo que se continuase 
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haria un nuevo ángulo con el lado AM, y se llama 
ángulo esterno. 

Este ángulo A, que junto con E vale dos rectos 
(núm. -I I), también junto con NM vale dos rectos, 
por lo que se acaba de decir; y así tanto vale el án-
gulo E solo como el M y el N juntos. 

Núm. 88. Luego el ángulo esterno de cualquiera 
triángulo es igual á los dos internos opuestos. 

Esta misma verdad de que los tres ángulos de 
cualquiera triángulo rectilíneo son iguales á dos 
rectos, se conoce tirando por los tres ángulos un 
círculo (Fig, 70); porque entonces por estar los tres 
ángulos en la circunferencia, cada uno tiene por 
medida la mitad de su arco, y por consiguiente en-
tre todos tres la mitad del círculo, la que es la me-
dida de dos rectos. De aquí se sacan otras conse-
cuencias. 

I. 

En el triángulo equilátero los tres lados (Eüg. 70) 
son tres cuerdas iguales que sostienen arcos iguales 
(núm. 6); por consiguiente siendo las mitades de 
estos iguales, dan á los tres ángulos opuestos medi-
das iguales. 

Núm. 89. Luego todo triángulo equilátero es 
equiángulo. 

I I . 

Por la misma rázon, si los tres ángulos de un 
triángulo son iguales tendrán medidas iguales, y los 
arcos opuestos serán iguales, lo cual pide cuerdas 
ó lados iguales (núm. 5). 

Núm. 90. Luego todo triángulo equiángulo es 
equilátero. 

ni. 

Haciéndose la misma operacion en el triángulo 
isósceles (Fig. 71), se ve que los dos lados iguales 
piden dos arcos iguales, los cuales dan iguales me-
didas á los ángulos opuestos. 

Y del mismo modo sidos ángulos AE son iguales, 
deben tener medida igual en los arcos opuestos; y 
estos por ser iguales piden cuerpos ó lados iguales 
(núm. 5). 

Núm. 91. Luego todo triángulo isósceles tiene 
dos ángulos iguales. 

Núm. 92. Luego todo triángulo que tiene dos án-
gulos iguales será isósceles. 



lados desiguales, y por ser los lados cuerdas, forzo-
samente han de corresponder arcos desiguales; y 
por consiguiente la medida de los ángulos opuestos 
ha de ser desigual. 

Núm. 95. Luego el triángulo escaleno tiene todos 
los ángulos desiguales, y todo triángulo que tenga 
los tres ángulos desiguales será escaleno. 

v . 

Núm. 94. Luego en el triángulo escaleno (por la 
misma razón) el mayor ángulo debe estar opuesto 
al mayor lado, y el ángulo menor al menor lado. 

§ I V . 

De la medida de los ángulos en los pol ígonos. 

Llamamos polígono toda figura terminada por mas 

Al triángulo escaleno (Fig. 72) por tener todos los 
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de cuatro líneas rectas; pero como ya sabemos valuar 
los ángulos de los triángulos, bastará dividir los 
polígonos en triángulos (Fig. 7 5 ) , tirando varias lí-
neas de un ángulo hácia los otros; y de este modo 
medidos los ángulos de los triángulos quedarán me-
didos los del polígono. 

En esta división sucede necesariamente que las 
líneas tiradas de A á los dos ángulos próximos coin-
ciden con los dos lados inmediatos del polígono; 
por consiguiente hay dos líneas inútiles que no di-
viden el polígono en triángulos. 

Considerando, pues, todos los triángulos con los 
vértices en el punto A, de donde salieron las líneas 
de división vemos, que todos los lados del polígo-
no son bases de triángulos, escepto los dos lados 
AE, AI, que son los lados inmediatos. 

Núm. 95. Luego en el polígono dividido habrá 
tantos triángulos cuantos fueren los lados, supri-
miendo primero dos lados que no entran en cuen-
ta. 

Núm. 96. Luego en los polígonos habrá el valor 
de tantos rectos cuanto es el duplo de sus lados, ha-
biendo suprimido dos de estos lados; ó de otro mo-
do : en el polígono hay el valor de tantos rectos 
cuanto es el duplo de los lados menos cuatro rec-
tos. 

Luego en el pentágono, que es el polígono de 
cinco lados, se hallará el valor de seis rectos; por-
que quitando dos lados de los cinco quedan tres, 
y el duplo de estos es seis. En el exágono ó de seis 
lados habrá el valor de ocho rectos; en el eptá-
gono ó de siete lados habrá el valor de diez; el 



octógono ó de ocho lados tendrá el valor de doce; 
el decágono de diez lados el de diez y seis; el do-
decágono de doce lados tendrá valor de veinte rec-
tos, etc, 

Sabido el valor de la suma de los ángulos inter-
nos, de los polígonos, esto es, los ángulos que se 
forman dentro de ellos, conviene saber valuar la 
suma de los ángulos estemos, ó de los ángulos que 
habría si se continuasen todos los lados hácia fue-
ra y hácia la misma parte como en la (Fig. 74\ 

Para esto tómese cualquiera de los ángulos, v. g. 
A, y en su vértice por medio de las paralelas á los 
demás lados formemos ángulos iguales á todos los 
ángulos estemos; de suerte que b quedará igual á 
B, porque la línea 62 será paralela á B2, y por la 
misma razón el ángulo c es igual á C, y así de los 
demás, por razón de estar todos hechos por para-
lelas (núm. 45). Pero sabemos por el núm. 12 que 
los ángulos formados alrededor de un punto tienen 
el valor de cuatro rectos. 

Núm. 97. Luego todos los ángulos estemos de un 
polígono, sea el que fuere, valen cuatro rectos. 

Núm. 98. En los polígonos regulares, esto es (Fig. 
75), en los que tienen todos los lados iguales y los 
ángulos iguales es muy fácil valuar, no solamente 
la suma de todos los ángulos internos, como lo he-
mos hecho (núm. 96), sino también valuar á cada 
uno de ellos, solo con repartir la suma por el n ú -
mero de los ocho ángulos. De este modo se ve que 
el exágono tiene ángulos de 120 grados cada uno, 
porque la suma de ocho rectos ó 720 grados se re -
parte entre los seis ángulos, en el pentágono tene-
mos seis ángulos de 108, etc. 

Núm. 99. Tomemos ahora un exágono regular, ó 
que en todos sus ángulos y lados sea igual y seme-
jante : describamos un círculo que pase por los tres 
ángulos aei (Fig. 76) por el mé-
todo que enseñé (núm. 62), y se 
hallará por centro el'punto T : si 
se repitiere la operacion respec- a 
tode los ángulos eio, y de los de-
mas sucesivamente, se hallará el 
mismo punto T por centro, por-
que cortando la perpendicular 
ínT en T por la perpendicular al lado a-e, también 
se verá cortada allí mismo por la otra perpendi-
cular al lado io por ser igual á ae, y tan inclina-
da como ella a, e, i, si es perfecta la regularidad 
del polígono. Luego el círculo descrito desde el 
punto T no solamente pasará por aei, sino también 
por ovs. 

Núm. 100. Tiremos ahora desde el centro líneas 
á todos los ángulos (Fig. 77): los ángulos del cen-
tro todos serán de 60 grados para componer juntos 
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el valor de 360 : los ángulos de la circunferencia 

c 

antes de ser divididos eran de 120, y ahora queda-
rán de 60. Luego el triángulo cM¿ es equiángulo. 
Lo mismo se dice dé los otros triángulos, y todos 
los rayos Mo, Me, Me, etc., serán iguales á los lados 
(núm. 90). Esto supuesto : 

Núm. 101. Este círculo será formado de seis ar-
cos, y la circunferencia del polígono es compuesta 
de seis cuerdas que sostienen esos arcos; y como 
cada uno de ellos es mayor que su cuerda, los seis 
arcos ó la circunferencia del círculo será mayor que 
los seis lados que hacen el circuito del polígono; 
pero estos seis lados son iguales á los seis rayos 
(núm. 100) ó á tres diámetros. 

Núm. 102. Luego la circunferencia del círculo es 
mayor que tres diámetros de este, esto es, que si 
el diámetro vale siete la circunferencia ha de valer 
mas de 21. 

Núm. 405. Hasta hoy no se ha hallado geométri-
camente la proporcion que tiene la circunferencia 
del círculo con su diámetro; en esto consiste la 
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grande dificultad de la cuadratura del círculo, ó de 
reducirle al espacio de un cuadrado perfectamente 
igual: no obstante, Arquimedes halló que el diá-
metro comparado con la circunferencia era como 
siete á casi 22, bien que algo menos que 22. De es-
ta proporcion se sirven comunmente los geómetras, 
despreciando como muy leve el yerro que hay en 
ella; y aunque haya oíros números que se acerquen 
con mas exactitud á la razón que hay entre el diá-
metro y la circunferencia, usaremos de estos de Ar-
quimedes por ser mas sencillos. 

§ V. 

Modo d e f o r m a r t r iángulos ó pol ígonos iguales á los que nos d ie ren . 

Núm. 104. Dado un triángulo A, B, C (Fig. 78), 
si nos pidieren otro triángulo igual y semejante le 
podemos hacer por varios modos : los mas comunes 
son t res : 

Núm. -105. Midiendo los tres lados. 
2° Midiendo dos lados y el ángulo incluso. 
5° Midiendo un lado y los dos ángulos adyacen-

tes. 

Primer modo. — Midiendo los tres lados. 

Núm. 106. Pondré una base ab igual a AB (Fig. 
78): tomaré despues con el compás la distancia AC, 
y describiré un arco desde el punto a como centro; 
y últimamente tomando con el compás la otra línea 
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el valor de 360 : los ángulos de la circunferencia 
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antes de ser divididos eran de 120, y aliora queda-
rán de 60. Luego el triángulo cM¿ es equiángulo. 
Lo mismo se dice dé los otros triángulos, y todos 
los rayos Mo, Me, Me, etc., serán iguales á los lados 
(núm. 90). Esto supuesto : 

¡Núm. 101. Este círculo será formado de seis ar-
cos, y la circunferencia del polígono es compuesta 
de seis cuerdas que sostienen esos arcos; y como 
cada uno de ellos es mayor que su cuerda, los seis 
arcos ó la circunferencia del círculo será mayor que 
los seis lados que hacen el circuito del polígono; 
pero estos seis lados son iguales á los seis rayos 
(núm. -100) ó á tres diámetros. 

¡Núm. 402. Luego la circunferencia del círculo es 
mayor que tres diámetros de este, esto es, que si 
el diámetro vale siete la circunferencia ha de valer 
mas de 21. 

¡Núm. -105. Hasta hoy no se ha hallado geométri-
camente la proporcion que tiene la circunferencia 
del círculo con su diámetro; en esto consiste la 
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grande dificultad de la cuadratura del círculo, ó de 
reducirle al espacio de un cuadrado perfectamente 
igual: no obstante, Arquimedes halló que el diá-
metro comparado con la circunferencia era como 
siete á casi 22, bien que algo menos que 22. De es-
ta proporcion se sirven comunmente los geómetras, 
despreciando como muy leve el yerro que hay en 
ella; y aunque haya oíros números que se acerquen 
con mas exactitud á la razón que hay entre el diá-
metro y la circunferencia, usaremos de estos de Ar-
quimedes por ser mas sencillos. 

§ V. 

Modo d e f o r m a r t r iángulos ó pol ígonos iguales á los que nos d ie ren . 

¡Núm. 104. Dado un triángulo A, B, C (Fig. 78), 
si nos pidieren otro triángulo igual y semejante le 
podemos hacer por varios modos : los mas comunes 
son t res : 

¡Núm. -105. -Io Midiendo los tres lados. 
2° Midiendo dos lados y el ángulo incluso. 
5° Midiendo un lado y los dos ángulos adyacen-

tes. 

Primer modo. — Midiendo los tres lados. 

Núm. -106. Pondré una base ab igual a AB (Fig. 
78): tomaré despues con el compás la distancia AC, 
y describiré un arco desde el punto a como centro; 
y últimamente tomando con el compás la otra línea 



BC describiré otro arco desde el punto b, los cuales 
se cruzan ó cortan en C; y desde este punto tiraré 
dos líneas hácia a y hácia b, y tendremos el triángu-
lo abe, el que vamos á examinar si es igual ó no al 
que nos dieron ABC. 

Núm. 107. Como AB es igual á ab podremos po-
ner el un ángulo sobre el otro, y ajustar las dos ba-
ses : hecho esto, necesariamente ha de caer el pun-
to C en el arco io que se describió con el rayo AC ó 
con el ac; y siendo este punto C estremidad de la 
línea BC, ha de caer en el arco rs, que se describió 
con el rayo BC ó be. Luego el punto C necesaria-
mente ha de caer en el punto c, en el que los dos 
arcos se cortan. 

Pero si ajustando las dos líneas AB y ab el punto 
C coincide con c, la línea tirada de A hasta B coin-
cidirá con ab, y BC con be; y quedando los dos tri-
ángulos juntos se manifiesta que son iguales. 

Segundo modo. — Midiendo dos lados y el ángulo 
incluso. 

Núm. 108. Medida la línea MN en el triángulo A 
(Fig. 79), haré otra línea igual mn : describiré des-
de el punto M un arco arbitrario ao, y con la mis-
ma abertura de compás describiré otro arco inde-
finito rs: despues tomaré con el compás el inter-
valo ao; y haciendo centro en r cortaré el arco in-
definito rs, y por el punto s, en que los dos arcos 
se cruzan, tiraré una línea indefinita desde m. Ul-
t imamente tomaré con el compás el lado ME, y cor-
taré con igual porcion en la línea indefinita me: 

hecho esto, t iraré la línea en, y queda rá el t r iángu-
lo B igual á A. 

Por cuanto sobreponiendo el triángulo B en A, 
y ajustando MN con mn, el lado me también caerá 
sobre su correspondiente ME por la igualdad de los 
ángulos que forman con MN, mn; y como me es 
igual áME, no puede el punto e dejar de coincidir 
con E ; y así la línea en coincidirá con EN, pues 
ambas son rectas, y por una y otra parte se termi-
nan en puntos que coinciden. 

Tercer modo. — Midiendo un lado con los dos án-
gulos adyacentes. 

Antes de pasar adelante conviene esplicar este 
término adyacentes. Llamo ángulos adyacentes á la 
línea MA (Fig. 80), los que se forman sobre ella con 
los lados que suben de las estremidades, como son 
los ángulos oe en el triángulo D. 

Núm. 109. Si yo mido MA (Fig. 80), y hago otra 
linea igual ma, y despues mido los ángulos oe, y 

Fig. 79 . F i g . 80. 
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tará dividir en triángulos la que nos dieron, y ha -
cer otros triángulos iguales y semejantes, y dispo-
nerlos en la nueva con la misma forma. 

De aquí se sacan las consecuencias siguientes. 

Núm. I I I . Luego todo triángulo que t iene los 
tres lados iguales á los tres de otro ángulo le será 
igual (núm. 407). 
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hago otros iguales en m y en a por el método ya 
arriba dicho (núm. 407), y tiro dos líneas indefini-
das, tendré un punto n , en el que se cruzan, y este 
será el vértice del nuevo triángulo E igual á D. 

Por cuanto sobreponiendo el triángulo E en D las 
bases se ajustarían, como también los lados, su-
puesta la igualdad de los ángulos. Luego el punto 
N, común á los dos lados del triángulo antiguo D, 
caerá sobre n, punto común á los dos lados del 
triángulo nuevo E, y quedarán los dos triángulos 
ajustados. 

Núm. 110. Luego para hacer uua figura rectilínea 
igual á otra dada, cualquiera que sea (Fig. 81), bás-

Núm. 112. Luego todo triángulo que tiene dos la-
dos igualesá los dos lados de otro, y e ! ángulo i n -
cluso también igual, será igual en todo al otro t r i -
ángulo (núm. 108). 

Núm. 115. Luego todo triángulo que tenga un 
lado igual á un lado de otro, y los dos ángulos ad-
yacentes iguales á los dos adyacentes en el otro, se -
rá en todo igual. 

Pongamos ahora dos paralelas, y cortémoslas con 
otras dos Fig. 82) : tiremos ademas una línea d ia -
gonal, esto es, desde una punta B á la otra opuesta 
S : tenemos dos triángulos PQ con un lado común, 

i • que es la diagonal: ademas de esto los dos ángulos 
AO, que la son adyacentes en B, son iguales á sus 
alternos ao, adyacentes á la diagonal en el triángulo 
Q; por consiguiente los dos triángulos son perfec-
tamente iguales, y sus lados correspondientes t a m -
bién lo son. 

Núm. 114. Luego las paralelas cortadas por p a -
ralelas son iguales; y así MB es igual á SN y MS es 
igual á BN. 

ADVERTENCIA. —Habiendo ya tratado de las lí-
j neas y de los ángulos, para poder esplicar la rela-

ción que dicen entre sí varias líneas conviene tratar 
de las razones y proporciones en general. 

En lo sucesivo, amigo Eugenio, para facilitarte la 
espresion y abreviártela, haré lo que todos los m o -
dernos acostumbran, usando de las señales ó signos 
del algebra, pues la esperiencia enseña que lo que 
hace mas corta la espresion de una verdad, y en una 
mirada la coloca enfrentede la imaginación, facilita 



increíblemente su inteligencia. Pienso que tendrás 
presentes las nociones algebráicas que contienen 
mis cartas precedentes; mas, si por mala esposi-
cion de mi parte ú otra causa cualquiera, no te hu-
bieses penetrado de ciertos principios, no vaciles 
en avisármelo para que te dé nuevas ilustraciones 
sobre el punto en cuestión. 

CARTA DÉCIMASÉPTIMA. 

DE LAS RAZONES Y P R O P O R C I O N E S . 

S I . 

De la razon]en genera l . 

Amigo Eugenio, si bien, tratando de la ari tmé-
tica, dejé esplicada la teoría de las razones y p ro -
porciones, pienso no obstante, á trueque de ser 
molesto, tratar de nuevo y mas difusamente este 
asunto, porque, siendo tanta su aplicación á la 
geometría, es una llave precisa para entrar en mil 
gabinetes de verdades lindísimas, Empecemos, 
pues, que tal vez con el gusto no te parecerá en -
fadosa, y saltarás de contento al ver en las cartas 
siguientes las utilidades que esta trae. 

Cuando comparamos entre sí dos cantidades del 
mismo género, v. g. 6 con 4 ó con 5 para saber su 
respectiva grandeza decimos que están en esta ó 
aquella razón. 
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En esta comparación la cantidad que se pone en 
primer Jugarse llama-antecedente, la segunda con-
siguiente; y ambas se llaman términos de la compa-
ración ó de la razón. 

De dos modos se pueden comparar las cantidades; 
ó bien observando el esceso de una respecto de la 
otra, y esta diferencia ó esceso se llama razón arit-
mética ; de este modo entre 8 y 5 la razón aritmé-
tica es 5. 

O también podemos reparar en el número de ve-
ces que una cantidad contiene á la otra, y este nú-
mero de veces se llama razón geométrica; y por I 
eso entre -i 2 y 4 la razón es 5, porque el antece-
dente -12 contiene tres veces á su consiguiente 4. 

Cuando el antecedente ó el primer término es 
mayor que el consiguiente, le contiene mas de una 
vez, como si digo 6:3, cuya razón es 2; ó 6;4, cuya ¡ 
razón es-II, que quiere decir uno y medio, ó si yo 
digo 11:5, cuya razón es tres y dos tercios, y se '[ 
escribe así 3^, porque el antecedente H contiene 
tres veces á tres, que hacen 9, y ademas de esto 
contiene dos unidades que son dos tercios de 5, que 
era el consiguiente. 

Cuando el antecedente, pues, es igual al consi-
guiente solo le contiene una-vez como 6*6, cuya ra-
zón es 1. 

Pero cuando el antecedente es menor que el con- I 
siguiente, v. g. cuando digo 5:6 la razón es menos 
que uno, y es un quebrado ó fracción, esto es, parte 
de 4 ; y en este ejemplo de 5:6 la razón es la mitad 
de uno, y se espresa 1; y en este de 2 ;8 la razón 
es 7, porque le contiene la cuarta parte de una vez. 

§ II. 

De la p r o p o r c i o n en c o m ú n . 

Cuándo habiendo comparado dos cantidades ho-
mogéneas, esto es, del mismo género, hallamos la 
razón que hay entre ellas, y despues comparando 
entre sí otras dos cantidades hallamos entre ellas 
otra razón ; si esta es igual, decimos que estos cua-
tro términos están en proporcion; y así general-
mente se dice que 

Kúm. 1-13. Proporcion es igualdad de razones de 
un mismo género : v. g., si entre 6 y 5 hay razón 
dupla, y entre 8 y 4 hay también razón dupla, de-
cimos que estos cuatro términos están en propor-
c i o n a se escribe a s í : 6 :5 : :S;4, que quiere decir 
la razón de 6 y 5 es igual á la razón de 8 respecto 
de 4. 

Pero así como toda razón pide dos términos, la 
proporcion que envuelve dos razones pide cuatro,« 
esto es, dos antecedentes y dos consiguientes. 

No obstante, sucede tal vez que el mismo término 
puede ocupar dos lugares, y ser consiguiente para 
el primero, y antecedente para el tercero; v. g., si 
se dijere -12 es á 6 como 6 es á 5, se escribe así 
t H 2 : 6 : 5 : y esto se llama proporcion continua; y 
cuando hay cuatro términos distintos se llama p ro -
porcion discreta, como esta 12:6; :8 :4 . 

Pero como hay dos especies de razón también 



debe haber dos especies de proporcion como des-
pues diremos. 

De la r azón ar i tmét ica . 

Ya hemos dicho que el esceso ó diferencia que 
hay entre dos cantidades del mismo género se llama 
razón aritmética. 

Núm. 116. El modo de conocer esta diferencia es 
sacar ó quitar una cantidad de otra, y el resto es la 
razón aritmética que se buscaba; v. g., 6 y 4 la ra-
zón es 2, porque si de 6 se quitan 4 quedan 2, lo 
que se escribe así 6—4=2, comunmente se espre-
sa esta razón aritmética poniendo un punto entre 
las dos cantidades de este modo 6.4, y se lee 6 4. 

Otro ejemplo (Fig. 85). Las líneas B y A son de-

y 'A i } , 

•? I6 ! I » 

Fig . 84 . 

siguales, el esceso de una sobre la otra vale v. g. 
dos palmos; podemos, pues, decir B—2=A, y este 
esceso 2 es la razón aritmética entre B y A. 

De esta simple nocion se deducen varias propie-

F i g . 83. 

dades déla razón aritmética, las que esplicaré á mi 
modo : ten paciencia, Eugenio. 

Por ser la razón aritmética, la diferencia que se 
halla entre dos cantidades, si esta diferencia desa-
parece, ó porque se añade á la que era mayor, ó 
porque se quita á la que era menor, las dos canti-
dades quedarán iguales, v. g. entre 5 y 5 la diferen-
cia es 2. luego si añadimos 2 á 5 quedará igual á 5, 
y si quitamos 2 á 5 quedará igual á 5. 

Ve aquí las varias propiedades : 

i . 

Núm. 117. Luego la razón aritmética, si se qui-
ta de la cantidad mayor la deja igual á la menor, y 
si se añade á la menor la deja igual á la mayor. V. 
g. la razón de 5 á 2 es 5. Luego 5 — 5 = 2 y 5 - f - 2 = 
5. Del mismo modo (Fig. 85), A-f-2=B y P—g—A. 

Pasemos adelante : si puesta una razón entre 
dos términos añadimos ó quitamos á los dos la mis-
ma cantidad, quedarán ambos con la diferencia y 
desigualdad que tenian; porque ni en lo que se 
aumentó ni en lo que se quitó se produce diferen-
cia alguna, v. g. en 8 y 6 la diferencia es 2 : su-
pongamos, pues, que se añade á ambos el valor de 
5, quedarán 11 y 9, cuya diferencia es el mismo 2 : 
supongamos por el contrario que quitamos de los 
dos 5, quedarán o y 5, y la diferencia será también 
2. Lo mismo sucede en las líneas (Fig. 84) entre A 
y B la razón aritmética es 2 : luego si de ambas 
líneas quitamos n, quedará la diferencia 2, y si á 
ambas añadimos » , la diferencia siempre será 2. 

i x , u 



I I . 

Núm. U S . Luego si á ambas añadimos ó quita-
mos porcion igual, conservarán entre sí la misma 
razón aritmética. 

Supuesto loque queda dicho, esto es, que en la 
diferencia ó esceso de una cantidad respecto de otra 
consiste la razón aritmética, digo ahora que esta 
diferencia consiste en que u n a cantidad tiene lo que 
la otra no tiene, y así aumen ta ren la una ó quitar 
en la otra hará el mismo efecto para la diferencia 
entre ambas, v. g. entre 6 y 9 la diferencia es 5 ; 
pero si yo aumento 2 á u n término, haré el mismo 
efecto que si quitase 2 del otro : si quito 2 de 6 
quedan 4, y para 9 faltan 5 ; pero también si yo au-
mento 2 al 9 quedarán 11, y la diferencia de 11 á 
6 es o . 

I I I . 

Núm. 119. Luego para la razón aritmética tanto 
importa añadir una cantidad á un término como 
quitarla del otro. 

§1V. 

P r o p o r c i o n a r i tmé t i ca . 

Ya dijimos que la igualdad de razones del mis-
mo género hacían la proporcionde ese mismo gé-
nero. 

Núm. 420. Luego proporcion aritmética es la 
igualdad de dos razones aritméticas. V. g., entre 
estos cuatro términos 5 y 5, y 4 y 6 ; porque en 
ambas comparaciones la diferencia ó razón es 2. 

Esprésase esta proporcion así: 5. 5 4. 6, ó po-
niendo el ejemplo en líneas, comparando A con B 
(Fig. 85) y C con D, lo que se escribe a s í : A. B : 
C. D. 

Núm. 121. Cuando 0 3 ¿ 
tres términos se dispo- A '— 1 —<—i i \ 
nen de modo que el B ! — i — t - ^ - , — • — i 
primero escede al %e- 2-
gundo tanto cuanto C | 1 4 ~ í 1 1 

el segundo escede al 1 * ' ^ 1 1 ( 

tercero , se llama F¡g. g5. 
proporcion aritmética 
continua, como queda dicho, y se espresa así : 9. 
7 : 7. 5, ó as í : -f- 9. 7. 5. Y se lee 9 á 7, como 7 
á 5. 

De esta nocion se sacan varias propiedades, 

i . 

La suma de los estremos es igual á la suma de 
los medios : v. g., si 5. 5 I 4. 6, podemos decir 
5-}-6=5-J-4, que hacen 9. En líneas A. B : C D po-
demos decir A-j-D=B-J-C (Fig. 85). 

Porque hecha la suma de los medios 5-f-4 tene-
mos 9; pero si en lugar de 5, que es término medio, 
ponemos 5, que es su estremo, y en el valor es 2 
menos, quedará esta suma con dos de menos, y re-
ducida á 7 : pero si también trocásemos el otro me-
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dio 4, y pusiéremos su estremo 6, que tiene dos de 
mas, entonces quedará esa suma con 2 de mas, y de 
7 pasará á 9, compensándose una diferencia en mas 
con otra en menos; y así 3 + 4 = 9 , y también 5 + 
6 = 9 . 

Núm. 422. Luego en toda proporcion aritmética 
la suma de losestremos es igual á la de los medios. 

I I . 

M m . 125 . Luego cuando cuatro términos están 
dispuestos de modo que la suma de los estremos se 
halle igual á la de los medios, es &5al de que están 
en proporcion aritmética : Y. g.. si 9 + 2 = 5 + 6 , 
podemos decir 9. 6 : 5. 2 . 

Porque la igualdad de las sumas es señal de que 
el primer estremo escede tanto á su medio, como 
el último estremo es escedido por el suyo, pues de 
lo contrario no se podia compensar el esceso del 
uno con la falta del otro. 

n i . 

En la proporcion continua, v. g. 9. 7. 5, un tér-
mino ocupa el lugar de dos, pudiendo decirse 9. 
7 ; 7. 5, y entonces 9 + 3 = 7 + 7 . Luego si el térmi-
no medio repetido es igual á la suma de los estremos, 
no repetido será la mitad de esa misma suma. 

Núm. 124. Luego en la proporcion continua arit-
mética la suma de los estremos es dupla del tér-
mino medio. 

I V . 

Núm 125. Cuando tres términos están dispuestos 

F I L O S O F I C A . 2 4 5 

de modo que la suma de los estremos es dupla del 
término medio, están en proporcion continua, v. 
g., si 1 2 + 4 es duplo de 8, puedo dec i r -H 2. 8. 4, 
porque en este caso, repitiendo el término medio, 
quedará igual á la suma de los estremos, lo que es 
señal, como está dicho, de que están los términos 
en proporcion aritmética. 

v . 

Núm. 156. Dados tres términos de una propor-
cion aritmética es fácil hallar el cuarto; porque ha-
ciendo la suma del segundo y tercero, y sacando de 
ella el primer término, el resto será el cuarto, por-
que este resto junto con el primero debe ser igual á 
la suma de los medios, y así quedarán en propor-
cion por el núm. 225. 

Del mismo modo dados cualesquiera tres términos 
de una proporcion se puede hallar el que falta: v. 
g., si falta el segundo, hecha la suma de los estre-
mos, y quitando de ella el tercero, tendremos el 
segundo, etc. 

§ V . 

De la r azón geométrica. 

Ya dijimos que el número de veces que una can-
tidad comprende á otra se llama razón geométrica, 
v. g., entre 6 y 2 la razón geométrica es 5, y en lí-
neas (Fig. 86) entre B y A la razón geométrica es 5, 



porque B contiene tres veces A. Debe advertirse que 
cuando se dice razón 

2 absolutamente se en-A •——i—i 
tiende la geométrica. 

B l L[ ! ¿ — ! — ' Núm. 427. Se conoce 
^ gg la razón que hay entre 

dos cantidades dividien-
do el antecedente por el consiguiente, v. g. 6 por 
2 : el cociente 5 que sale en la división manifiesta 
la razón que hay entre los dos términos: este n ú -
mero que sale en el cociente en la división se llama 
también esponente. 

Esta razón se espresa de varios modos, ó bien po-
niendo dos puntos entre las dos cantidades, dicien-
do 6 : 2, ó bien poniendo los números con la señal 
de división, diciendo i . 

Núm. -128. Siempre el antecedente se ha de di-
vidir por el consiguiente; y si le contiene dos veces 
la razón es dupla, si tres la razón es triple, si cua-

g 
tro cuadrupla, e tc . ; y así { igual 5, ó (Fig. 86) - = 

5, porque el antecedente dividido por el consiguien-
te 2 da 5 á cada uno, porque le contiene tres 
veces, porque la línea B contiene la línea A tres 
veces. 

Si por el contrario el antecedente fuere menor 
que el consiguiente, como si decimos 5 ; 6, ó 3 * 9, 
ó 3 ; 12, de tal suerte que el consiguiente contenga 
al antecedente dos, tres ó cuatro veces, la razón se-
rá subdupla, subtriple y subcuadrupla, y se pueden 
espresar así : ^ y quiere decir que la razón 
estressestas partes, ó tres nonas partes, ó tresduo-

décimas partes; de suerte que siempre ha de ser un 

quebrado ó fracción. 
En la aritmética se enseña que los quebrados se 

espresan con dos n ú m e r o s , uno sobre la rayita, este 
se llama numerador, otro debajo de ella, este se 
llama denominador; v. g., para decir tres cuartos 
se escribe así ¿ : el de encima dice cuantos quebra-
dos son, el de abajo qué especie de quebrados es, á 
saber: si son tercios, cuartos, quintos, etc. 

Núm. 129. Dijimos al número 127 que la razón 
geométrica se espresaba en dos números puestos 
con la señal de división, v. g. el 6 y 5 colocados de 
este modo i- De aquí se sigue que en todos los ca-
sos el antecedente se puede tomar como numera-
dor, y el consiguiente como denominador; de suerte 
que en la espresion ó 6 comparados con 3, po-
demos decir seis tercios; y la razón de 12 respecto 
de 7 es de 12 sétimos V» etc. Esto facilita mucho 
para conocer la razón entre cualesquiera números. 

Núm. 150. Cuando la razón entre las cantidades 
se puede esplicar por números, bien sean enteros ó 
quebrados, se llama racional; pero cuando no se 
puede esplicar por números algunos, v. g. el lado 
del cuadrado y su diagonal, ó el número 1, la raíz 
cuadrada del número 2, entonces esta razón se l la-
ma sur da ó irracional. 

Las cantidades que tienen entre sí razón de nú-
mero á número son conmensurables; las que tienen 
razón surda son inconmensurables por no haber 
medida común que las pueda medir. 

También es preciso esplicar estas dos voces, p a r -
tes alícuotas y alicuantas: las alícuotas son aque -
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lias que multiplicadas cierto número de veces agotan 
el todo exactamente, como son palmos respecto de 
la vara : las alicuantas son las que nunca ajustan 
con el todo, como el codo respecto de una Yara, 
porque esta no contiene un número de codos exac-
tamente. 

§ VI. 

|Propicdades de la razón geométrica. 

Hemos dicho que la razón geométrica se conocía 
dividiendo una cantidad por otra, y que el cuociente 
espresaba la razón, v. g. 7 = 2 . 

De esta nocion se sacan varias propiedades. 

i . 

Núm. 151. El consiguiente multiplicado por la 
razón es igual al antecedente : v. g., si yo digo 7 
= 2 , diré luego 2 X 3 = 6 , porque la multiplicación 
vuelve á hacer lo que la division deshizo, y pone la 
cantidad en los términos en que estaba antes de di-
vidida; y así vemos q u e por la multiplicación se 
prueba si está bien hecha la division. Vaya otro 
ejemplo para cuando el antecedente fuere menor 
que el consiguiente : si decimos 5 : 6, ó | , la razón 
es i; pero el consiguiente 6 multiplicado por ± es 
igual al antecedente 5, ó seis medios = 5 . 

11. 

Los dos términos de una razón multiplicada por 

FILOSOFICA. 2 4 9 

una cantidad conservan la misma razón en que es-
taban : v. g., si 12 y 6 están en razón dupla, y se 
multiplican por 5, siempre quedarán en razón du-
pla : así 1 2 X 3 = 5 6 , y 6 X 5 = 1 8 , que también están 
en la misma razón dupla. Otro ejemplo (Fig. 87): si 
D y B están en razón d u -
pla, multiplicando ambos _.M...r) .J? 

por 5 quedarán en la mis- f |3 \ -;- 1 
ma razón; y así NyM están f § ¡ § ¡ | jjmillllllllilliliiiiwi] 
en razón dupla. 6 D 

^ Por cuanto si un ante- F l§-8 7 • 
cedente, v. g. D, contiene 
dos veces á su consiguiente B, juntando otro ante-
cedente igual áD, este nuevo antecedente compren-
derá también otras dos veces á su consiguiente 
igual á B, y lo mismo será con todos los demás an-
tecedentes iguales que fuéremos añadiendo res-
pecto de sus consiguientes que les fuéremos unien-
do : cada antecedente D llevará en sí el valor de dos 
consiguientes iguales á B. Luego tomando el ante-
cedente primitivo D tres veces, y tomando otras tan-
tas su consiguiente primitivo B, el valor de todos 
los antecedentes juntos N será duplo del valor de 
los consiguientes juntos M; pero tomar los térmi-
nos tres ó cuatro veces, etc., es lo mismo que mul-
tiplicarlos por 5 ó por 4, etc. 

Núm. 152. Luego la multiplicación de dos t é r -
minos por una misma cantidad los deja en la mis-
ma razón que ellos tenían. 

n i . 

La división de dos términos por la misma cant l -
11. 



dad los deja en la misma razón que ellos tenían. 
V. g., si 12 y 6 están en razón dupla, sigúese que 
v y t están en la misma razón. Pongamos otro 
ejemplo (Fig. S8) : los dos espacios representados 

Q por Q y P están en 
f I razón dupla. Qcons-

p i i ta de seis espacios, 
: '; i como el de A y P solo 
; ;

3 í : consta de t r e s : divi-
X " damos ahora á P y á 

Fig. 88. Q P o r Y tendre-
mos en P una A, y 

en Q dos; y así se ve otra vez la razón dupla. 
La razón de esto es porque dividido el valor del 

antecedente Q en tres partes iguales, y también el 
del consiguiente P, si un tercio del antecedente no 
contiene dos veces al tercio del consiguiente, nin-
guna de las otras partes iguales á la primera las 
contendrá dos veces. Luego todas las partes del an-
tecedente juntas, ó el antecedente entero Q, no po-
drá contener dos veces las partes juntas del consi-
guiente entero P, como se suponía. 

M m . 155. Luego si dos términos se dividen por 
una misma cantidad deben conservar la misma ra -
zón que tenian. Adviértase que cuando dos canti-
dades se dividen igualmente por otra, las partes de 
estas se llaman proporcionales. 

Núm. 154. Luego la misma razón que se hallare 
entre dos términos se hallará también entre sus 
partes proporcionales, esto es, entre sus mitades y 
entre sus tercios ó sus cuartos, etc. 

I V . 

Establecimos arriba que dos cantidades multipli-
cadas por una se quedaban en la misma razón que 
tenian (núm. 152); pero multiplicar dos cantidades 
por una ó una por dos es lo mismo. 

Núm. 155. Luego cuando una cantidad se multi-
plica por dos se quedará en la misma razón que 
ellas tenian. V. g. A (Fig. 88) multiplicada, bien sea 
por 6 ó bien por 5, que están en razón dupla, hará 
que resulten los dos espacios Q y P, que están tam-
bién en la misma razón dupla. 

v . 

También dijimos arriba que dos cantidades divi-
didas por una se quedaban en la misma razón que 
tenian antes de dividirse. 

Núm. 156. Luego una cantidad dividida por dos 
queda en la razón de estas, pero inversa, esto es, 
si el divisor es duplo ó triple, etc., el cuociente es 
subduplo, subtriple, e tc . : v. g. v = 4 ; V = 8 ; pe-
ro 4, 8 tienen razón subdupla, y los divisores 6 : 5 
estaban en razón dupla. Pongamos otro ejemplo 
(Fig. 88) : el espacio Q dividido en seis partes que-
da con el valor de A, y dividido en tres partes, que-
da con el valor duplo de A. Luego cuando el divi-
sor es subduplo el cuociente es duplo. 

La razón de todo esto es, porque un mismo va-
lor del dividendo Q repartido por mas partes, da 
menos valor á cada una de ellas. Luego en la mis-
ma razón que se aumentare el número de las par-



tes ó creciere el divisor, se ha de disminuir el va-
lor de cada una de ellas, ó será menor el cuo-
ciente. 

v i . 

Ya en el núm. 154 quedó establecido que las par-
tes proporcionales de dos cantidades estaban en la 
misma razón que las cantidades tenian antes de di-
vidirse. 

Núm. 157. Luego si aumentaremos los dos tér-
minos con alguna parte proporcional, ó la quitamos 
de ellos, quedarán en la misma razón que antes te-
nian. V. g. 12 : 6 tienen la razón dupla, aumente-
mos en 12 su tercio, y en 6 el suyo, tendremos 
42-{-4=l6 , y en el consiguiente tendremos 6 - f -2= 
8 ; pues 16 y 8 también están en razón dupla. Del 
mismo modo, si de ambos términos quitamos una 
parte proporcional, v g. un V . quedarán en la mis-
ma razón dupla ; y así 1 2 - 4 = 8 , y 6 - 2 = 4 que-
dan 8 : 4, que están en razón dupla. 

La razón es, para que un antecedente contenga 
v. g. dos veces á su consiguiente, es preciso que 
cada parte proporcional del antecedente contenga 
dos veces á la que la corresponde en el consiguien-
te (núm. 155). Luego si acrecentásemos á ambos la 
tercera parte v. g., esta nueva parte del consiguien-
te se hallará inclusa dos veces en la que se aumen-
tó al antecedente, y de este modo quedarán estos 
dos términos en la razón dupla en que se estaban. 

Del mismo modo sucede en la división; si saca-
mos de ambos términos 1 ú otra cualquiera parte 
proporcional, las que restaren así en uno como en 

otro se comprenderán dos veces, como sucedía en 
el antecedente y consiguiente. Por eso dijimos que 
aumentar ó quitar de dos términos una parte pro-
porcional los deja en la misma razón que antes te-
nian. 

V I I . 

Núm. 158. En la razón geométrica la misma mu-
tación causa el multiplicar un término por una can-
tidad que dividir por ella el otro término. V. g. en 
24 y 6 la razón es cuadrupla; digo, pues, si yo con-
servo el consiguiente, y divido el antecedente por 
5, diciendo V- : 6> el cuociente I 7, porque V = S ; 
y 8 : 6 = 1 ' r ; pero esto mismo sucederá si yo con-
servare el antecedente 24, y solo multiplicase el 
consiguiente por 5, diciendo : 24 : 6 X 5 ; pues 6 X 
5 = 1 8 , ya se ve que en 24 : -18 el cuociente es 1 j . 

La razón es, porque el que el antecedente com-
prenda en sí al consiguiente mas ó menos veces, 
depende tanto de la grandeza del antecedente como 
de la pequenez del consiguiente : luego lo mismo 
será disminuir el antecedente, partiéndole por un 
término, v. g. 5, como aumentar el consiguiente 
multiplicándole por é l ; como al contrario, lo mis-
mo será aumentar el valor del antecedente multi-
plicándole por 2 v .g . , que disminuir el consiguien-
te partiéndole por 2. 



§ VII. 

De la p roporc ion geométr ica . 

Núm. 159. Proporcion geométrica es la igualdad 
de dos razones geométricas. V. g. entre 6 y 5 la ra-
zón es 2, entre 8 y 4 la razón es 2; entonces, pues, 
diremos que estos cuatro términos están en propor-
cion, lo que se espresa así, 615; '.8¡4, ó así f = i . 
d i ré : 6 á 5 como 8 á 4. 

Núm. 140. Cuando la proporcion geométrica 
consta de tres términos, en tal forma que el prime-
ro sea respecto del segundo, como el segundo es 
respecto del tercero, se llama continua, como ya se 
dijo, y se escribe así 12;6* '.6;5, ó de este modo 
^-12:015. 

De esta nocion se siguen varias propiedades, 

i . 

Puesta cualquiera porcion geométrica, v. g. la 
de 6'.5". *.8;4, conviene examinar si el producto de 
los estremos es igual al de los medios, v. g. si 6 X 
4 es = 5 X 8 . 

Saquemos primeramente el producto de los me-
dios 5 X 8 = 2 4 : si en lugar del medio 5 pusiéremos 
su estremo 6, que es duplo, el producto sube á ser 
duplo, y en lugar de 24 dará 48 (núm. 455): para 
remediar esto trocamos también el otro medio 8 
por su estremo 4, que es subduplo; y en este caso 

baja el producto de 48 á 24 (núm. 155); pero si 
de 48 baja á 24 se corrige en un trueque la desi-
gualdad que hizo el otro, por ser las razones igua-
les. 

Núm. 141. Luego en toda proporcion geométrica 
el producto de los estremos es igual al producto de 
los medios. 

I I . 

Cuando cuatro términos están dispuestos de mo-
do que el producto de los estremos sea igual al de 
los medios, están en proporcion geométrica, v. 
si 6 X 4 = 5 X 8 , se sigue que 6 ;5 ; :S:4. 

Porque hecho el producto de los medios 5 por 
8 = 2 4 , si yo trueco el medio 5 por su estremo d u -
plo 6, sube el valor á ser duplo de lo que antes era, 
y de 24 pasa á 48. Ahora bien, si el otro estremo 4 
compensare con su disminución respecto del 8 que 
es medio, el aumento que se hallaba en 6 respecto 
de 5 (lo que es preciso para la igualdad de los pro-
ductos), es prueba de que tantas veces contiene 6 á 
su medio 5, como 4 es contenido en su medio 8. 

Núm. 142. Luego si el producto de los medios es 
igual al de los estremos estarán los cuatro términos 
en proporcion. 

Aquí advierto, que hacer el cuadrado de un n ú -
mero es multiplicarle por sí mismo, v. g. 5 X 5 = 9 
es el cuadrado de 5; 5X'->=25 es el cuadrado del 
número 5, y del mismo modo el cuadrado de 6 es 
56, el cuadrado de Tes 49, etc. 



I I I . 

La proporcion continua — 1 2 : 6 : 3 se puede escri-
bir repitiendo el término medio 12 :6 ; '.6:3. En es-
te caso el producto de los medios, que es el cuadra-
do del término medio 6, es igual al producto de los 
estremos (núm. I I I ' . 

Núm. 143. Luego en la proporcion continua el 
producto de los estremos es igual al cuadrado del 
medio. 

I V . 

Cuando tres términos son tales que el producto 
de dos es igual al cuadrado de otro, se pueden dis-
poner en proporcion continua : v. g. de 1 2 X 5 = 
6 X $ , podemos decir ; H 2 : 5 : 6 . 

La razón es, porque en este caso poniendo como 
estremos los factores del producto, y repitiendo el 
término que se lia de multiplicar por sí mismo, pa-
ra llenar los lugares de los medios quedan los tér-
minos en el caso del número precedente y en pro-
porcion ; pero entonces, suprimiendo una vez el 
término medio, quedará proporcion continua.-

Núm. 144. Luego siempre que el producto de dos 
términos es igual al cuadrado de otro se podrán 
disponer en proporcion continua. . 

V . 

Toda cantidad multiplicada por 1 queda en el 
mismo valor que t en i a : luego si la unidad'fuese es-
tremo de una proporcion, el otro estremo solo será 

igual al producto de los medios : v. g., si di jére-
mos 1:5". 15:15, ó al contrario Io ;51 :5 :1 , el p r o -
ducto de los medios será igual á solo un estremo. 

Núm. 145. Luego en toda multiplicación pode-
mos disponer una proporcion poniendo dos facto-
res por medios, el producto por un estremo, y la 
unidad por otro. 

v i . 

Podemos considerar cualquier dividendo como 
un producto hecho por el divisor y cuociente como 
factores. 

Núm. 146. Luego toda división nos da una p r o -
porcion si colocamos el divisor y el cuociente como 
medios, y el dividendo y la unidad como estremos. 
V. g. si V-=3 , podemos decir 15 :5 : ' . 1 :5 , y t a m -
bién i : 5 : : 5 M 5 , porque por la razón del número 
precedente el producto de los estremos es el divi-
dendo : el cuociente y el divisor son factores. 

v i l . 

Lo que llaman regla de tres consiste en hallar el 
cuarto término de una proporcion, dados los tres. 
Pero si el producto de los medios es igual al de los 
estremos, repartiendo el producto d é l o s medios 
por el término primero, dará por cuociente el cuar-
to término de la proporcion. 

Núm. 147. Luego teniendo tres términos de una 
proporcion podemos hallar el cuarto. 

Núm. 148. Por el mismo método podemos hallar 
cualquiera de los dos términos. Y. g. si faltaba el 
tercero, sacaremos el producto de los estremos, y 



la partiremos por el segundo, y dará por cuociente 
el tercero. 

§ VIH. 

I)e las mutac iones que se p u e d e n hacer en los t é rminos conse rvando 
la p r o p o r c i o n . 

Mutaciones de lugar solamente. — De lo que di-
jimos arriba (núm. 142) se infiere, que toda mu-
danza, hecha en una proporcion que conserve la 
igualdad entre el producto de los medios y el de los 
estremos, conservará también la proporcion. 

Núm. 149. Luego puesta cualquiera proporcion 
podemos hacer las mutaciones siguientes : 

i . 

Trocar los medios entre sí, pues por esto no se 
muda el valor de su producto. 

i i . 

Trocar solos los estremos entre sí por la misma 
razón. 

III . 

Hacer los estremos medios, y los medios estre-
mos, lo cual no muda su valor; y esto da de sí m u -
chas mutaciones. 

De este modo puesta esta proporcion 6;5".'.8:4. 
1. Podremos trasponer, esto es, po-

ner primero los dos últimos términos, y 
en su lugar los que estaban antes, v. g. 8 ;4 : :C>;5; 

porque los estremos se convierten en me-
dios, y los medios en estremos. 

2.Podemos invertir, estoes, hacer los 
antecedentes consiguientes, y los consi-
guientes antecedentes, diciendo 5;6 ; ;4I8. 

5. Podemos alternar, esto es, compa-
rar los dos antecedentes entre sí, y entre 
sí también comparar los consiguientes 6 ;8 ; 
porque se truecan los lugares en los dos 
medios. 

4. Podremos cambiar solos los estre-
mos entre sí, lo que se llama alternar, 
invertir y trasponer, diciendo 4:5:'.8* G. 

5. Podemos tomar todos los cuatro 
términos al revés, lo que se llama inver-
tir y trasponer, diciendo 4 :8 : '.5:6. 

Pongamos otro ejemplo en líneas (Fig.,S9). Si A; 
B; :C:D, podemos hacer las mutaciones siguientes: 

C L - " " 

A / B * 

F i g . 89 . 

1. C;D:: A*. B. trasponiendo. 
2. B:A: :D:C. invirtiendo. 
5. A'.C: :B:D. alternando. 
4. D:B: :C:A, y esto es alternando, invirtiendo 

y trasponiendo. 
3. D:C::B:A, lo cua les invertir y trasponer. 



Porque en todas estas mutaciones se halla que 
el producto de los medios es igual al de los estre-
ñios, que es una prueba de proporcion (núm. 142), 
Otras mutaciones se pueden hacer que se incluyen 
en estas, por las cuales se ve que si un medio se 
convierte en estremo, también el otro medio, lo 
que es preciso para que el producto de los estre-
ñios sea siempre igual al de los medios. 

§ X I . 

De las mutac iones que se hacen c o m p o n i e n d o ó d iv id iendo les 
t é r m i n o s . 

Ademas de las mutaciones de lugar que hicimos 
de los términos, se pueden hacer algunas mas au-
mentando los unos con los otros, lo cual se llama 
componer, ó quitando el valor de unos del de los 
otros, lo que se llama dividir, ó mejor disminuir. 
Cuando se juntan, se forma una suma, cuando se 
quitan aparece la diferencia ; y estas sumas y dife-
rencias también estarán en proporcion ; sobre lo 
cual hay varias proposiciones sacadas de lo que 
queda dicho. 

Pero es preciso traer á la memoria lo que dijimos 
al núm. 157, que cuando aumentamos ó quitamos 
á dos cantidades sus partes proporcionales, quedan 
con la misma razón que antes tenian entre sí; pero 
los consiguientes de una proporcion son partes pro-
porcionales de sus antecedentes. 

¡Núm. 150. Luego puestos cuatro términos en 
proporcion, si á los antecedentes añadimos sus con-

siguientes, ó se los quitamos de su valor, quedarán 
en la misma razón que tenian entre sí. V.g. si de-
cimos A:B: ;C;D, también podremos A + B : C + D : : 
A:C, y asimismo A—B:C—D; :A;C. Otro Ejemplo 
en números : 12:6'. '.8:4, podemos decir ! 2 + 6 : 8 + 
4 t : i 2 : 8 , ó bien 12—6:8—\\ ' .12:8. 

I. 

En otros términos, la suma de los dos primeros 
términos es á la suma de los dos segundos, como el 
primer antecedente es al segundo, ó que dicen la 
misma proporcion. 

I I . 

La diferencia de los dos primeros términos es á 
la diferencia de los dos segundos como el primer 
antecedente es al segundo. 

n i . 

Núm. 151. Ahora bien, si las sumas entre sí y 
las diferencias entre sí son como un antecedente es 
al otro, las sumas entre sí y las diferencias entre sí 

' vendrán á tener ia misma razón, y podemos hacer 
esta proporcion : una suma es respecto de otra su-
ma, como una diferencia es respecto de otra dife-
rencia : v. g. si 1 2 : 6 : : s : 4 •. luego 1 2 + 6 : 8 + 4 : : 
1 2 - 6 : 8 - 4 , ó bien si A:B: :C:D : luego A + B : C + 
D::A—B:c—D; y alternando esta también pode-
demos decir : una suma respecto de su diferencia 
es como otra suma respecto de la suya. Y así 1 2 + 
6:42—6:-.8+4:8—4. 

Núm. 152. Luego la suma de los primeros es á 
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su diferencia, como la suma délos segundos es á la 
suya. 

IV. 

Núm. 155. Sentada esta doctrina, y la que diji-
mos de la alternación, podemos sacar otras conse-
cuencias. v. g. si d i j imos: 

también podremos dec i r : 

H 2 - | - 6 : s + 4 : :i 2 :8 . 
(12-1-6:8-1-4:: 6 : 4 . 

Luego alternando la primera consecuencia, dire-
mos : 

4 2 + 6 : 1 2 : : s - j - 4 : s ; 

y alternando la segunda, diremos : 

4 2 + 6 : 6 : : s + 4 : 4 . 

Por la misma razón, si decimos: 

A : B : : C : D , 

podremos infer i r : 

Luego A + B : A ; : C + D : C ; 

ó de otro modo : 

A + B : B : : C + D : D . 

Núm. 154. Luego en cualquiera proporcion la 
suma de los dos primeros es á cualquiera de ellos, 
como la suma de los dos segundos al que le cor-
responde. 

V. 

Puesta la primitiva proporcion 12*6: ' .8:4, in fe -
rimos estas dos proporciones : 

12—6:8—4: M 2 :8 . 

e 12—6:8—4: : 6 :4 . 

Luego alternando la primera, d i remos: 

4 2 — 6 : 4 2 : : 8 - 4 : 8 ; 

y alternando la segunda, diremos : 

1 2 - 6 : 6 : : s — : 4 . 

Núm. 155. Luego en cualquiera proporcion p o -
demos decir : la diferencia de los primeros térmi-
nos es á cualquiera de ellos, como la diferencia de 
los dos últimos respecto del que la corresponde. 

Podemos alternar toda proporcion propuesta ; 
y con esto haremos que los antecedentes sean tér -
minos primeros, y los consiguientes términos úl t i -
mos. 

vi. 

Núm. 156. Todo cuanto hemos dicho de las s u -
mas y diferencias de los primeros y últimos té rmi -
nos lo podemos decir de las sumas y diferencias de 
los antecedentes y de los consiguientes; de donde 
se deducen las siguientes proporciones nacidas de 
una proporcion dada, v. g. si 

A:B :*C :D . 

Luego alternando será 

A :C : : B : D . 
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1. Luego combinando ias sumas 

A + C : B + D : : A : B . 

2. O bien 

A + C : B + D : :C:D. 

5. Luego combinando las diferencias 

A — C : B - D : : A ; B , 

A. ó A - C : B - D ; : C : D . 

0. Luego combinando sumas con diferencias 

A + C : B + D : : A - C : B + D . 

6. Luego alternando 

A + C : A - C : : B + D : C - D . 

Ejemplo en números. 

Demos que sea la proporcion primitiva 

1 2 : 4 ; ; 9 ; 5 . 

Luego alternando 

1 2 : 9 : : i : 5 . 

1. Luego combinando las sumas 

12-1-9 :4+5:12 'A. 

2. O bien 

1 2 + 9 : 4 — 5 + 9 : 5 . 

5. Luego combinando las diferencias 

- 1 2 - 9 : 4 — s : : 9 : 5 . 

4. Luego combinando sumas con diferencias 

1 2 + 9 ; 4 + 5 : : i 2 — 9 : 4 — 5 . 

FILOSOFICA. 2 6 5 

5. Luego alternando 

1 2 + 9 : i 2 - 9 : : 4 + s : 4 - 5 . 

De aquí se prueban las proposiciones siguientes. 

V I I . 

Núm. 157 Luego la suma de los antecedentes es 
a la suma de los consiguientes como un antecedente 
es a su consiguiente. 

V I I I . 

Núm. 158. Luego la diferencia de los anteceden-
tes es a la de los consiguientes como un antecedente 
es a su consiguiente. 

I X . 

Núm. 159. Luego la suma de los antecedentes es 
a su diferencia como la suma de los consiguientes 
es a la diferencia de estos. 

Hasta aquí en estas seis proporciones, que son 
consecuencias de la proporcion primitiva, combi-
namos sumas con sumas, diferencias con diferen-
cias, y sumas con diferencias. Ahora falta combinar 
las sumas de los antecedentes ó consiguientes y 
sus diferencias con cada uno de ellos, y para esto 
bastara alternar las proporciones de arriba. 

Ejemplo. 

Sea la proporcion primitiva 

A : B : : C : D . 
I X . j 2 
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Luego alternando la primera consecuencia que pu-
simos arriba, núm.-136, diremos: 

A + A : C : : B + D : B ; 

y alternando la segunda d i remos: 

A + C : C : : B + D : D ; 

y alternando la tercera, d i remos: 

A - C : A : : B - D : B ; 

y alternando la cuarta, d i remos: 
A - C : C : : B - D : D . 

Otro ejemplo en números. 

Sea la proporcion primitiva 

i 2 : r . : 9 : 5 . 

L u e g o alternando la primera consecuencia de a r -

riba, diremos: 

42+9:42; 14+5:4. 
alternando la segunda tendremos: 

42+9:9: : 4+5:5. 
alternando la tercera se d i r á : 

4 2 — 9 : 4 2 : 4 - 5 : 4 . 

y alternando la cuarta se dirá : 

i 2 — 9 : 9 : : 4 — 5 : 5 . 

De aquí se prueban las dos verdades siguientes: 

x . 

Núm. 160. La suma de los antecedentes es á cada 

FILOSOFICA. 2 6 7 

uno de ellos como la suma de los consiguientes es 
al que le corresponde. 

X I . 

Núm. 461. La diferencia de los antecedentes es 
para cada uno de ellos lo que la diferencia de los 
consiguientes para el que la corresponde. 

§ X . 

De la razón compuesta. 

Núm. 162. Sucede muchas veces, amigo Eugenio, 
que una cantidad escede á otra por muchos princi-
pios : v. g. una sala es mayor que un gabinete por 
ser mas larga, por ser mas ancha, y por ser mas al-
ta : supongamos que tiene la longitud cuadrupla de 
la del gabinete, solo por este principio seria como 
4 M : supongamos también que la anchura es como 
tres á la del gabinete; ya solo por este principio 
debe ser como 5 : 4 ; y combinando estas dos razo-
nes no hemos de juntar ó sumar una con otra, y 
4 + 5 = 7 , sino multiplicar la una por la otra, y de-
cir 4 X por 5 = 1 2 , siendo el 12 el esponente de 
esta razón compuesta. 

Por cuanto si la anchura es triple podremos di-
vidirla en tres iguales partes; y por haber en cada 
uno de estos tres tercios una longitud cuadrupla de 
la del gabinete, entrará en solo un tercio cuatro 
veces el gabinete, y otras tantas en cada uno de los 



otros dos tercios, lo que en todo compone 12; y así 
será preciso repetir doce veces el area ó el suelo 
del gabinete para llenar el area ó pavimento de la 
sala. 

Ahora bien, si la altura de la sala fuere dupla, y 
la dividimos por medio con tablas, quedaría en la 
parte superior otro tanto vacío como en la parte 
inferior; esto es, se podían hacer otros doce gabi-
netes : volveremos, pues, á multiplicar por 2 (espo-
nente de las alturas) el esponente compuesto del pa-
vimento 12, y diremos que la sala es al gabinete 
como 2 4 ; i . 

JSúm. 165. Cuando el esponente de una razón es 
el producto de dos esponentes, la razón se llama 
compuesta de d o s : cuando es producto de tres es-
ponentes, la razón será compuesta de tres, etc. 

Si las dos razones ó esponentes, que multiplica-
dos dan una razón compuesta son iguales entre sí, 
v g. 2X2, 5 X 5 , W e t c " entonces la razón com-
puesta se llama duplicada, y en el primer caso es 
duplicada de razón dupla, en el segundo duplicada 
de razón triple, en el tercero duplicada de razón 
cuadrupla, etc. 

Del mismo modo si el esponente de la razón es 
el producto de tres esponentes iguales sera espo-
nente de una razón triplicada; y si los esponentes 
primitivos, v. g. de longitud, latitud y altura, fue-
r e n 2 X = 8 i l a razon será triplicada de razón dupla 
5 X 5 X 5 igual, 27 será la razon triplicada de la r a -
zon triple; si fueren 4 X W = 6 4 , l a r a z o n s e r a 

triplicada de razon cuadrupla. 
Aquí se ve la diferencia que hay entre la razon 

dupla y la razon duplicada, entre la razon triple ó 
cuadrupla y la razon triplicada ó cuadruplicada. Las 
duplas, triples, cuadruplas se hacen añadiendo ó 
sumando unidades: las duplicadas, triplicadas, etc., 
se hacen multiplicando esponentes semejantes. 

También se advierte que cualquiera de las razo-
nes que componen la duplicada es subduplicada, 
las que componen la triplicada son subtriplicadas. 
Pongamos ahora dos proporciones. 

1 0 : 5 : : 4 : 2 . (suesponente.. 2. 
6.-2::9:5. (su esponente.. 5. 

Los esponentes son 2 y 5 : multipliquemos orde-
nadamente los términos de una por los de la otra 
diciendo: 

10X6, 5 X 2 , 4 X 9 , 2 X 5 . 

En los mismos productos resulta otra propor-
cion : 

6 o : i o : : 5 6 : 6 , 

cuyo esponente es 6, producto de los dos esponen-
tes el 2 y el 5, por ser lo mismo multiplicar 10 por 
6 que multiplicar dos veces 5 por tres veces 2 ; y en 
esto no solo multiplicamos los dos consiguientes 5 
y 2, sino los dos esponentes, uno que dice dos veces, 
y otro que dice tres veces; y así el producto 60 no 
solo comprende á su consiguiente (10) las dos veces 
déla primera proporcion, sino las dos veces de esta 
primera proporcion multiplicadas por 5 de la se-
gunda, que hacen 6. Ahora, pues, como en los 
otros dos términos de la proporcion 4 X 9 y 2 X 5 
hay la misma razon, y en ellos se multiplica tam-



bien el 4 duplo por 9 triple, el producto debe ser 
sestuplo, como vemos en 56 y 6 ; y así habiendo en 
ambas razones el mismo esponente quedan los cua-
tro términos en proporcion. 

Núm. 164. Luego cuando se multiplican ordena-
damente los términos de una proporcion por los de 
otra, los productos hacen tercera proporcion, y el 

esponente de esta es el producto de los esponentes 
primitivos. 

Ahora, pues, si se multiplicaren los términos no 
solo de dos sino de muchas proporciones que ten-
gan varios esponentes, v. g. 2, 5, 4, los productos, 
si la multiplicación se hace por el orden en que se 
hallan antecedentes y consiguientes, harán una nue-
va proporcion, cuyo esponente será el producto de 
los tres esponentes primeros, esto es, 2 4 = 2 X 3 X 4 , 
porque aquí milita la razón que dimos paralas dos 
razones combinadas; y las tres proporciones se pue-
den reducir á menos, combinando primero dos de 
ellas, y despues el producto de estas con el espo-
nente de la tercera; y así lo haremos si fueren cua-
tro ó mas las proporciones dadas. 

Luego cuando se multiplicaren ordenadamente 
los términos de muchas proporciones, los productos 
harán una nueva proporcion, cuyo esponente será 
el producto de todos los esponentes primitivos. 

De aquí se sigue que si fueren solas dos las pro-
porciones, "y del mismo esponente, v. g. 2. 

j i : 2 : : s : 6. 
( 4 : 8 : : 5 M O , 

los productos tendrán un esponente, que será 4 cua-
drado del primero, y estarán en razón duplicada de 
la primera razón dupla; estoes, 4; 16* ;f.51.66, cuyo 
esponente es 4, término cuadrado del esponente 2, 
que reinaba en las otras proporciones. 

Y por la misma razón si juntaremos tres propor-
ciones en que haya la misma razón, los productos 
tendrán por esponente un cubo del primero, ó el 
producto de tres razones iguales, y quedarán en ra-
zón triplicada de la primera. 

Súm. 165. Luego puestos cualesquiera términos 
en proporcion 1 ;2 : :5;6, los cuadrados de estos 
i : 4 : : 9 : 5 6 , y sus cubos 4 :8 : :27 :216 también es-
tarán en proporcion. 

Porque entre cada antecedente y su consiguiente 
siempre se hallará razón igual, esto es, el producto 
de dos ó de tres razones iguales. 

3\Túm. 166. Luego en la proporcion de los cuadra-
dos el esponente será un cuadrado del esponente 
de la proporcion simple ó de la raiz, y en la pro-
porcion de los cubos el esponente también será un 
cubo del esponente de la proporcion simple, por 
razón de que en la proporcion de los cuadrados el 
esponente es el producto de dos razones iguales ; y 
en la de los cubos el esponente es el producto de 
tres razones iguales. 

§ X I . 

De la proporcion recíproca. 

La proporcion directa, que es la que hemos es-



plicado hasta aquí, se da cuando una cosa contiene 
á otra igualmente por dos circunstancias, v. g. si 
una puerta contiene á otra dos veces por la altura y 
dos veces por la latitud, entonces decimos que la 
altura mas grande es á la mas pequeña, como la la-
titud grande es á la longitud pequeña, creciendo 
siempre á proporcion tanto la longitud como la al-
tu ra . Lo mismo decimos cuando una sala es seis 
veces mas ancha que un gabinete, como también 
seis veces mas larga. 

Núm. 167. Cuando una cosa escede á otra, v. g. 
tres veces en una circunstancia, y es escedida de 
ella también tres veces en otra, están en proporcion 
recíproca, v. g-, cuando un campo es diez veces 
mas largo que otro, pero diez yeces mas estrecho 
que el otro, escede en una dimensión, pero igual-
mente es escedido en otra. 

Pongamos otro ejemplo : cuando dos animales 
corren, y tanto mayor es la velocidad en el uno 
cuanto el tiempo preciso para andar una legua es 
menor que el del otro, decimos que entonces están 
las velocidades en proporcion recíproca con los 
tiempos. Y la velocidad de un galgo v. g. es á la ve-
locidad del hombre, como el tiempo que emplea el 
hombre es al tiempo que emplea el galgo. 

Otro ejemplo : cuanto mayor es la tripulación de 
una nave menos tiempo dura una determinada pro-
visión de alimentos, y d e c i m o s : la tripulación de 
la nave grande es á la tripulación de la pequeña 
como la duración de las provisiones es en la nave 
pequeña respecto de la duración de los alimentos 
en la grande. 

En todos estos casos se ve que en la proporcion 
recíproca el segundo y tercero término pertenecen 
al mismo objeto, y el primero con el cuarto per te -
necen al otro, v. g. en el ejemplo de las velocidades 
y tiempos, la velocidad del galgo es el primer tér-
mino, y su tiempo que gasta es el cuar to; y la ve-
locidad del hombre es el segundo término, y su 
tiempo el tercero, como se ve haciendo la propor-
cion ; y para abreviar llamaremos á las velocidades 
V, á los tiempos T, al galgo G, y al hombre H. 

VG:VH:TH:TG. 

Y en esto está la diferencia de la proporcion d i -
recta, en que en la directa el primer término y el 
tercero pertenecen á un objeto, y el segundo con 
el cuarto á otro; pero en la recíproca el primero y 
el cuarto pertenecen á uno, y el segundo y tercero 
á otro. 

Esta materia, amigo mió, es un poco cansada y 
oscura, pero es indispensable : si á la primera vez 
que lees esta carta no la comprendes bien, pasa 
adelante, ve leyendo las otras, y vuelve despues á 
leer en esta misma carta, que la irás entendiendo 
mejor : y créeme, amigo, que puse toda diligencia 
para tratar esta materia con la mayor facilidad po-
sible : agradéceme la buena voluntad. 



CARTA DÉCIMAOCTAVA. 

r DE LAS LINEAS PROPORCIONALES. 

S I . 

Dividir las lineas e n la p roporc ion ped ida . 

La doctrina, amigo Eugenio, que te di acerca de 
la proporcion de los números 
se aplica fácilmente á las l í -
neas, dividiéndolas en cierto 
número de partes iguales; y 
yo ahora tratando de las líneas 
proporcionales me iré fundan-
do sobre lo que dije acerca de 
las razones y proporciones de 

los números. 
Isúm. -168. Supongamos, 

pues, que nos dan una línea 
AC (Fig. 90), y que nos piden 

R E C R E A C I O N F I L O S O F I C A . 2 7 3 

que la dividamos en cierto número de partes igua-
les, v. g. seis; haremos lo siguiente. 

i. 

De una estremidad A, tiremos otra línea indefi-
nida, como AB. 

II. 

Tomemos con Fel compás en esta línea indefinida 
AB varias porciones iguales, y del fin de la última 
porcion B tiremos una línea BC hasta la estremidad 
de la línea dada para dividir la AC. 

m . 

De todos los puntos que fué señalando el compás 
en AB tiremos paralelas á A, B, C. 

IV. 

De todos los puntos 1, 2 , 5 , que las paralelas van 
á tocar en AC, tiremos unas pequeñas líneas á AB. 
Hecho esto 'se infiere : 

i . 

Que estos triángulos pequeños tienen los lados de 
los puntitos iguales entre sí por ser iguales á las 
porciones que tomó el compás en la línea AB (núm. 
114). 

I I . 

Que estos triángulos tienen los ángulos corres-
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pondientes iguales entre sí por ser hechos por una 
línea que corta paralelas (núm. 45). 

n i . 

Que en esta suposición estos triángulos tienen un 
lado igual, y los ángulos adyacentes; y por esto 
(núm. 109), son iguales entre s í ; y por consiguiente 
la línea AC está dividida en seis partes iguales, y 
del mismo modo que lo está la línea AB, aunque las 
partes de AC no son iguales á las de AB, asi como 

las líneas totales no lo eran. 
Núm. 169. Luego cualquiera de las paralelas a la 

base de este triángulo divide sus lados de tal suer-
te que las cuatro partes de ellas están en propor-
cion; porque la línea mn, v. g., de tal suerte divi-
de las líneas AB, AC, que A m > B : :A*:*C, pues en 
ambas partes la razón es de 4:2 . 

Lo mismo podemos decir de cualquiera otra pa-
ralela así en este como en otro cualquier triángulo, 
p o r q u e le podemos aplicar la misma demostración. 

Núm 170. Luego toda paralela á la base de un 
triángulo (Fig. 91) divide sus lados proporcional-

mente; y así PQ divide los lados del triángulo en 
tal forma, que AP'.NP: :AQ:QM. 

Ahora bien, el punto Q, en que la línea AM queda 
dividida proporcionalmente, es punto único, solo 
corresponde á P ; por consiguiente, toda línea que 
saliendo de P fuere á cortar el otro lado propor-
cionalmente ha de ir á parar á Q, y coincidir con la 
paralela PQ; y por consiguiente será también esa 
línea paralela á la base. 

Núm. 171. Luego toda línea que cortare propor-
cionalmente los lados de un triángulo será paralela 
á la base de este. 

Supongamos ahora (Fig. 92) que tiro yo desde A, 
vértice de un triángulo, una línea AM sobre la base: 
esta línea divide un triángulo en dos, y es un lado 
común para ambos; y así la línea SR que fuere pa -
ralela á la base cortará proporcionalmente, no solo 
los dos lados antiguos AB, AC, sino también la nue-
va línea AM. 

Luego toda línea que sale del vértice de cualquier 
triángulo queda cortada proporcionalmente á los 
lados por toda otra paralela á la base. 

En esta suposición podemos sacar de estas pro-
posiciones muchos usos útilísimos para la prácti-
ca. 

Demos que sea preciso reducir de un golpe mu-
chas líneas diferentes á una séptima parte menos, 
ó á otra cualquiera proporcion, haremos lo si-
guiente. 



I. 

F i g . 93. 

Sean las líneas que deben reducirse (Fig. 93) aO, 
bO, cO, dO, eO, fO. 

n . 

Tiraré una línea 
indefinida PQ : iré, 
pues, poniendo con 
el compás todas las 
líneas dadas, de tal 
forma que todas sal-
gan del punto O, y 
terminen en la línea 
PQ, lo que es muy 
fácil haciendo á O 
centro de muchos ar-

cos, cuyos rayos sean las líneas dadas, los cuales 
irán á cortar la indefinida en a, b, c, f , d, e, etc. 

m . 

Cortaré de una cualquiera, v. g. O a, la parte que 
hayan pedido (núm. -168), y del punto M de la divi-
sión t i raré la paralela SIN : esta línea dividirá to -
das las demás con proporcion á la primera. 

Núm. -172. Luego ya tenemos método para d i -
vidir muchas líneas jun tamente en la misma razón 
pedida. 

Dado un triángulo, cualquiera que sea (Fig. 94), 
supongamos que dividimos por medio el ángulo 
del vértice B : esta línea BP dividirá la base en dos 

F i g . 9 4 . 

partes MN. Veamos ahora sisón estas proporciona-
les á los dos lados, de 
suerte que podamos d e -
cir M:N: :Q:T •. para exa-
minar este punto tiro de 
la estremidad e una p a -
ralela ABP, y continuo el 
lado TS hasta encontrar 
con la paralela en I . 

Por lo que queda dicho 
al número 170, por ser 
la línea BP paralela á RI, base del triángulo grande, 
dividirá sus lados proporcionalmente, y por conse-
cuencia m : n : : s : t . 

Ahora bien, si el lado Q fuere igual á S se le p o -
drá sustituir y poner en su lugar : de este modo 
tendremos la proporcion que buscamos. Para co -
nocer que Q es igual á S, advertiremos que el á n -
gulo i=o por las paralelas, o = e por la división en 
dos mitades, e=r su alterno : luego ¿ = r ; por con-
siguiente el triángulo IBR es isósceles (núm. 92), y 
su lado S igual Q ; luego podemos en lugar de S po -
ner Q sin per turbar la proporcion, y decir W J s ' : 
Q ;T . 

Núm. 473. Luego la línea que divide el ángulo 
del vértice por el medio divide la base proporcio-
nalmente á l o s lados. 



§ H . 

De los lados proporc ionales e n los t r iángulos semejantes . 

Núm. 1 74. Llamamos triángulos semejantes aque-
llos que tienen todos los ángulos correspondientes 
iguales (Fig. 93), v. g. los triángulos ABC y abe. 

Los lados opuestos á ángulos semejantes se lla-
man también homólogos. Si yo, pues, sobrepongo 
el triángulo pequeño O sobre el grande E á la parte 
del ángulo A, los dos ángulos A a y las líneas que 
los forman coincidirán. Ademas de esto como el án-
gulo 6 = B , y el ángulo c = C , la línea de puntos be 
es paralela á BC (número 42), y así corta los dos la-
dos AB, AC proporcionalmente (núm. 170); y com-
parando los dos triángulos OE, podemos decir ab\ 
AB! \ac ; AC. 

Del mismo modo poniendo el triángulo pequeño 
O sobre el grande E en el ángulo C, so prueba 
que ab, que corresponde á AB, le es paralela, y que 

por consiguiente corta en proporcion los dos lados 
AC, BC. 

Núm. 185. Luego todos los triángulos semejan-
tes tienen los lados proporcionales. 

Amigo Eugenio, por ser esta proposicion la clave 
de infinitos descubrimientos en geometría procura- . 
remos todos los modos de conocer cuando son se-
mejantes dos triángulos, y á esto se ordenan las ob-
servaciones siguientes. 

Sabemos que siempre que una línea es paralela á 
la base de un triángulo (Fig. 94) hace dos ángulos 
mn iguales á MN, adyacentes á la base (núm. 44); y 
que el ángulo del vértice A queda común al t r ián-
gulo antiguo y al nuevo. Pero cuando dos t r iángu-
los tienen los ángulos correspondientes iguales son 
semejantes. 

Núm. 176. Luego toda línea que corte los lados 
de un triángulo siendo paralela á la base hace dos 
triángulos semejantes. 

Dijimos también que todos los ángulos formados 
por líneas respectivamente paralelas eran iguales 
(núm. 45). 

Núm. 177. Luego cuando todos los lados de un 
triángulo fueren paralelos á los de otro, los t r i án-
gulos son semejantes. 

Sabemos (Fig. 96) que si 
una línea fuere perpen-
dicular sobre otra, si se la 
da una revolución de 90 
grados, ó coincide con ella, y 
ó es su paralela (núm. 18); Fig_ gfi. 
y así cuando un triángulo 



tuviere todos los lados perpendiculares á sus cor-
respondientes en el otro, en dando una revolución 
de 90 grados á un triángulo, todos los lados de uno 
(Fig. 97) serán paralelos á los del otro; y por consi-

guiente los ángulos 
respectivos iguales. 

Num. 178, Luego 
cuando el triángulo 
tuviere todos sus la-
dos perpendiculares 
á los de otro le será rig. ai. 
semejante. 

También dijimos que los ángulos opuestos en el 
vértice son iguales (núm. 1 5), y que también lo eran 
los ángulos alternos. 

Núm. 179. Lúe-
^ ^ i go cuando los tri-

^ ^ ^ c / ángulos son for-
fi mados por dos lí-

f e ^ neas que se c ru-
F i g . 9S. zan, y por dos en-

tre sí paralelas, 
son semejantes (Fig. 98), porque sus ángulos ó son 
verticalmente opuestos, ó son alternos. 

A Formando un 
triángulo cual-
quiera H (Fig. 
99), si tomamos 
tres líneas E, 1, 
O proporciona-
les á sus lados, 
podremos hacer 

F i g . 99 . 

de ellas un triángulo, v. g. P. Veamos ahora si ne-
cesariamente es este nuevo triángulo semejante al 
primero. 

Poniendo los dos lados E, O sobre sus correspon-
dientes (supongamos que son mitades de ellos) t e r -
minan en DE : tiremos por los puntos en que los 
lados quedan cortados proporcionalmente u n a lí-
nea, la que siendo por eso mismo paralela AB (núm. 
177) formará el triángulo h, semejante á H por el 
núm. 176 : solo falta demostrar que este pequeño 
triángulo h es lo mismo que P, hecho con las tres 
proporcionales, lo que se conoce así. 

Como los triángulos 7i y H son semejantes, todas 
sus líneas serán proporcionales, y de este modo la 
vertical será á la vertical, como la horizontal á la 
horizontal; pero EC es la mitad de BC por la supo-
sición. Luego DE será lo mismo que de, mitad de 
AB; y por consiguiente el triángulo h será lo mismo 
que el triángulo P. 

Núm. 4 80. Luego cuando los tres lados de un 
triángulo son proporcionales á los tres de otro, los 
triángulos son semejantes. 

Esto supuesto, si nos pidieren una cuarta propor-
cional, esto es, si 
nos dieren (Fig. A , . . .A ,,e 

100) tres líneas aI—i IC 

AB, AC, AD, y A l i B 

nos pidieren otra 
cuarta que con las / 
tres haga propor- ^ ^ J 
cion, haremos lo A B 
siguiente. Fig. IOO. 

t 



I . 

Haré un ángulo arbitrario de líneas indefinidas 
BCA, y pondré p o r una parte la primera línea dada 
AB, y cerraré el triángulo con la línea de puntitos 
BC. 

ii . 

Pondré en el primer lado la tercera línea dada 
AD, y tiraré u n a línea DE paralela á BC. 

Esto hecho, los dos triángulos son semejantes por 
el núm. 176, y los lados proporcionales por el n ú -
mero 175 : luego AB:AC; *.AD:AE; por consiguien-
te AE es la cua r t a proporcional que nos pedían. 

Núm. 181. Luego tenemos modo de hallar una 
cuarta proporc ional . 

Del mismo modo , si dadas dos líneas AB, AC, nos 
pidieren una tercera proporcional, haremos lo s i -
guiente (Fig. 101) . 

Hecho el ángulo 
arbitrario, pondre-
mos de un lado la 
primera y segunda lí-
nea, y en el otro r e -
petiremos la segun-
da, y cerraremos el 
triángulo con la lí-
nea BC; y úl t ima-

mente por med io de la paralela CD hallaremos la 
tercera línea q u e buscábamos, y podremos decir 
A B : A C : : A C : A D . 

B C 

F¡2 101. 

Núm. 182. Luego tenemos modo de hallar una 
tercera proporcional. 

§ HI. 

Aplicación d e la doct r ina p r e c e d e n t e á med i r distancias inaccesibles 
sin e l soco r ro d e la t r igonometr ía . 

Nada lisonjea mas el gusto de los principiantes 
que el medir distancias inaccesibles sin instrumen-
tos ni cálculos embarazosos, lo cual pueden conse-
guir sacando varias consecuencias de la regla gene-
ral 'que arriba hemos puesto, y es esta. 

Todos los triángulos semejantes tienen los lados 
en proporcion. 

De aquí se sacan las consecuencias siguientes: 

i . 

Núm. 185. Luego para medir la distancia inacce-
sible AB (Fig. 102) bastará hacer lo siguiente. 

I o Poner una estaca en B y otra en Q, esto es, en 
la línea visual que Ya desde B hasta el objeto A. 
Despues se tira la línea visual desde B hasta C, en 
donde pondremos otra estaca C. 

2° Tiraremos una línea visual ab paralela á la 
otra visual BA; la línea ba se notará con dos esta-
cas ; pero de modo que la estaca a esté también en 
la visual CA, y b en la visual CB. 

5o Estas estacas con el objeto distante A hacen 
los términos de los triángulos semejantes C, B, A, 



I . 

Haré un ángulo arbitrario de líneas indefinidas 
BCA, y pondré p o r una parte la primera línea dada 
AB, y cerraré el triángulo con la línea de puntitos 
BC. 

ii . 

Pondré en el primer lado la tercera línea dada 
AD, y tiraré u n a línea DE paralela á BC. 

Esto hecho, los dos triángulos son semejantes por 
el núm. 176, y los lados proporcionales por el n ú -
mero 175 : luego AB:AC; tAD'AE; por consiguien-
te AE es la cua r t a proporcional que nos pedían. 

Núm. 181. Luego tenemos modo de hallar una 
cuarta proporc ional . 

Del mismo modo , si dadas dos líneas AB, AC, nos 
pidieren una tercera proporcional, haremos lo s i -
guiente (Fig. 101) . 

Hecho el ángulo 
arbitrario, pondre-
mos de un lado la 
primera y segunda lí-
nea, y en el otro r e -
petiremos la segun-
da, y cerraremos el 
triángulo con la lí-
nea BC; y úl t ima-

mente por med io de la paralela CD hallaremos la 
tercera línea q u e buscábamos, y podremos decir 
A B : A C : : A C : A D . 

B C 

F¡2 101. 

Núm. 182. Luego tenemos modo de hallar una 
tercera proporcional. 

§ HI. 

Aplicación d e la doct r ina p r e c e d e n t e á med i r distancias inaccesibles 
sin e l soco r ro d e la t r igonometr ía . 

Nada lisonjea mas el gusto de los principiantes 
que el medir distancias inaccesibles sin instrumen-
tos ni cálculos embarazosos, lo cual pueden conse-
guir sacando varias consecuencias de la regla gene-
ral 'que arriba hemos puesto, y es esta. 

Todos los triángulos semejantes tienen los lados 
en proporcion. 

De aquí se sacan las consecuencias siguientes: 

i . 

Núm. 185. Luego para medir la distancia inacce-
sible AB (Fig. 102) bastará hacer lo siguiente. 

I o Poner una estaca en B y otra en Q, esto es, en 
la línea visual que Ya desde B hasta el objeto A. 
Despues se tira la línea visual desde B hasta C, en 
donde pondremos otra estaca C. 

2° Tiraremos una línea visual ab paralela á la 
otra visual BA; la línea ba se notará con dos esta-
cas ; pero de modo que la estaca a esté también en 
la visual CA, y b en la visual CB. 

5o Estas estacas con el objeto distante A hacen 
los términos de los triángulos semejantes C, B, A, 
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y c,b, a: consideremos las dos líneas BC y be como 
bases de los dos triángulos, cuyos vértices sean A y 
a. Ahora bien, como estos triángulos, por ser se-
mejantes han de tener los lados proporcionales 
(núm. 175), se sigue que la pequeña base es res-
pecto de la grande como la pequeña altura es res-
pecto de la grande; y así tenemos esta proporcion 
cb[CB: '.ba'.BA; y así si la pequeña base es, v. g-, 
diez veces menor que la grande BC, también la lí-
nea ba será diez veces menor que la distancia BA, 
que es la que deseábamos conocer. 

I I . 

Núm. -184. Cuando no se puede trabajar en el 
terreno que va desde la línea BC (Fig. 103) iiácia 
adelante, por ser el terreno corto ó escabroso, se 

puede hacer esta operacion en la parte opuesta en 
el terreno mismo que pisamos, y el modo es fácil. 

4 o Puesta la línea visual BA, tiremos una pe r -
pendicular Bb, y despues otra ba perpendicular 
á 6B. 

2o Estas dos líneas BA y ba, siendo perpendicu-
lares á la misma línea B¿», hacen los ángulos alter-
ternos iguales, y vienen á quedar paralelas entre sí 
(núm. 4 1 ) . 

5o Dividamos la línea Bb en partes alícuotas (así 
se llaman las que repetidas agotan el valor de la 
cantidad, como si una línea se divide en doce dedos 
ó cuartas, que valgan tanto como toda la línea, se 
dice está dividida en partes alícuotas, porque ali-
cuantas son las que se consideran mitades de mita-
des, etc.) : divídase, pues, la línea B6, y pongamos 
en una de ellas la estaca C. 

4o Retirémonos por cima de la línea ba hasta que 
la estaca C nos embarace la vista del objeto distan-
te A, y pongamos allí otra estaca a. 

En este caso los dos triángulos abe, ABC, son se-
mejantes (núm. 479), y los lados proporcionales: 
llamamos bases de estos triángulos las líneas BC y 
be, luego la pequeña base es respecto de la grande 
como la altura del triángulo pequeño es á la altura 
del grande, y podemos hacer esta proporcion bel 
BC; :&«:BA; y así queda conocida la distancia BA 
que nos es inaccesible. 

n i . 

Núm. 4So. Si quisiésemos medirla altura de una 



torre por la sombra, lo podremos hacer del modo 
siguiente (Fig. -104). 

F i g . i04 . 

-lo Me llegaré al fin de la sombra de la torre, de 
modo que la sombra de mi cabeza llegue á la ú l -
tima punta dé la sombra que hace la torre. 

2o Dejaré una señal en el suelo en el mismo lu-
gar en que estaban mis pies; un criado notará tam-
bién en el suelo el lugar B en que estuvo la sombra 
de mi cabeza, igual al mismo punto donde llegaba 
la sombra de la torre. 

3o Hecho esto, ya tenemos dos triángulos seme-
jantes, porque todos sus lados son respectivamente 
paralelos, pues la sombra de mi cuerpo es paralela 
á la de la to r re : los rayos del sol que pasan por mi 
cabeza para terminar mi sombra, y los que pasan 
por la aguja de la torre para terminar la de esta y 
últimamente mi cuerpo con el de la torre, todos 

están paralelos, pues estos dos últimos están á plo-
mo. 

4o Luego la sombra pequeña es respecto de la 
grande, como la altura de mi cuerpo es á la altura 
de la torre. Esto supuesto, como yo puedo medir 
rl espacio que ocupa mi sombra en el tiempo de la 
operacion, pues quedaron señales en el suelo, asi 
de mis pies como de la sombra de mi cabeza, y aun 
por el lugar de esta podemos conocer hasta donde 
llegó la sombra de la torre en aquel mismo tiempo; 
se sigue que si la sombra de la torre es, v. g. vein-
te veces mayor que la mia, también la altura de 
la torre será veinte veces mayor que la de mi cuer-
po. 

Adviértase que se debe contar en la sombra de 
la torre todo lo que hay desde su centro A, para 
que quede á plomo la línea que va hasta la aguja 
C, pues solo esta línea es paralela á mi cuerpo pues-
to á plomo. 

También se ha de notar, que esta operacion no 
admite tanta exactitud como las que se hacen con 
las lineas visuales, porque la sombra no termina en 
punto fijo : no obstante siempre se conoce la altura 
con corta diferencia. 

ADVERTENCIA. — Cuando se forman estas pro-
porciones, siempre se ha de guardar el término no 
conocido para cuarto lugar; y por consiguiente se 
ha de principiar por un término que no sea homó-
logo, ó correspondiente al término incógnito v. g., 
pues en el caso presente el término no conocido es 
la altura de la torre; ha de entrar en cuarto lugar» 

IX. 4 3 



y no debo empezar por mi altura, porque es el tér-
mino homólogo correspondiente al incógnito, sino 
que debo principiar por mi sombra, y decir : una 
sombra es á otra como una altura á otra altura, ó 
una sombra pequeña es á la altura pequeña como 
la sombra grande á la altura grande. 

Te enseño este problema, amigo Eugenio, no por-
que en la práctica se pueda ejecutar con perfecta 
exactitud, sino porque sirve para una medida poco 
mas ó menos, y es fácil. 

También te advierto, que cuando se comparan 
los lados de dos triángulos semejantes, solo se com-
paran entre sí los lados homólogos, esto es, los que 
están opuestos á ángulos iguales. 

I V . 

Núm. 186. Si hubiere un grafómetro (Fig. 105) y 
un semicírculo 
graduado (Fig. 
106), se pueden 
medir las dis-
tancias inaccesi-
bles con bastan-
te exactitud de 
este modo. 

V Poniendo 
dos estacas en 
BC (Fig. -102), 
las cuales con el 

objeto distante A hacen los tres puntos del trián-
gulo visual: despues de esto en el lugar C pondré 
el grafómetro (Fig. -105) para medir el ángulo C. 

El medio de medir los ángulos visuales con el 
grafómetro es el siguiente : pondré en C horizontal 
el instrumento, y de modo que por la regla ó ali-
dada fija PQ vea yo la estaca fija en B, y sin mover 
el instrumento volveré la alidada ó regla movible 
MN, de forma que por las pínulas MN vea yo el ob-
jeto distante A : de este modo el arco del grafóme-
tro, comprendido entre las dos alidadas, dará el 
número de grados comprendidos por el ángulo vi-
sual CA y CB de la (Fig.-105). 

2o Medido por este modo el ángulo visual en C, 
cjuitaré el grafómetro de allí, y dejaré una estaca 
en su lugar: le pasaré al lugar de otra estaca en A: 
volveré el instrumento, de modo que por la alida-
da fija PQ pueda ver la estaca G, y sin tocar al ins-
trumento volveré la alidada movible MN hasta ver 
el objeto distante en A; y entonces el arco com-
prendido entre las dos alidadas mostrará el valor 
del ángulo visual en B, 

5o Mediré la línea BC para ver cuantos pasos ó 
varas contiene. 

4° Esto supuesto, haré en un papel (Fig. 106) 

F i g . 106. 



una línea be, que tendrá tantas partes de pie de rey, 
ó cualquiera otro petipie, cuantas varas, brazas, 
etc., hubiere en la línea visual BC : tirada así esta 
línea be, pondré en susestremidades el centro O del 
semicírculo H, y haré allí dos ángulos iguales á los 
dos ángulos visuales que tenemos en B y en C : 
pondré dos puntitos en los grados que les corres-
ponden en el semicírculo, por los cuales tiraré dos 
líneas, que se han de cruzar en alguna par te ; y en 
donde se cruzan pondré la letra a, que corresponde 
al objeto distante A. 

y. 

Hechos estos triángulos, llamaré bases á las líneas 
BC y be : llamaré alturas las líneas BA y ba, y diré 
que la base del triángulo pequeño es á su altura co-
mo la base del grande es á la suya. Y de este modo 
sabiendo yo cuantas partes de petipie tiene la línea 
be, y pudiendo averiguar cuantas se contienen en 
ba; sabiendo también cuantas brazas tiene la línea 
visual BC, tengo una proporcion bc'.ba'.\BC;BA.' 
los tres términos son conocidos, y por consiguiente 
el cuarto lo será, y este cuarto término es la distan-
cia que buscábamos. 

vi. 

Núm 187. Podemos medir de otro modo al mis-
mo tiempo la distancia y altura de un objeto dis-
tante sin mas instrumento que dos estacas á plomo 
(Fig. 107). 

I o Pongamos dos estacas á plomo P y Q. 

FILOSOFICA. 2 9 5 

2° Llegando á la estaca P notaré allí el punto a á 

F i g . 107. 

la altura de los ojos, y notaré en la otra estaca el 
punto n, por donde pasa el rayo visual que va á ter-
minar á la baseft del edificio. 

5o Tomaré la distancia que hay desde n hasta el 
suelo, y la pasaré á la estaca P en el punto m : ya 
con esto tenemos un triángulo pequeño anm y otro 
grande que le es semejante ANM; y la razón de se-
mejanza es, porque nm es paralela al suelo ó pa-
vimento representado en la línea NM. 

4° Supuesta la semejanza de los triángulos, l la-
maré su altura las líneas am y AM, y diré la altura 
del pequeño es á la del grande como la base del pe-
queño es á la base del grande; y así am'.khl'.\ran\ 
MN : siendo las tres primeras cantidades conocidas 
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también lo será la cuarta, que es la distancia del 
edificio representada en la linea Mí. 

Mas para medir la altura haré lo siguiente : 

i. 

Llevaré á la estaca Q la altura oM, notando allí 
el punto o, de forma que la línea visual A o y O 
quede paralela al pavimento. 

I I . 

Desde a miraré á lo mas alto del edificio, y no-
taré en la segunda estaca el punto i, por donde 
pasa el rayo visual. 

ni. 

Con esto tenemos un pequeño triángulo aio, y 
otro grande AIO, el cual es semejante, porque la es-
taca Q está paralela al edificio. 

IV . 

Luego la base del pequeño triángulo es á la del 
grande como la altura del pequeño á la altura del 
grande; y así diréao\AO: lo¿;01; pero las tres pri-
meras cantidades son conocidas; luego también lo 
será la cuarta : y si juntáremos la altura 01 con la 
altura a y M, ó bien ON, quedará conocida la altura 
total del edificio NI. 

Advierto que tampoco esta operacion puede ser 
exactísima; pero hecha con cuidado dará áconocer 
la distancia y altura con corta diferencia. 

Núm. 188. Por semejante método tenemos elme-
dio para medir una distancia inaccesible por ambas 
estremidades (Fig. -108). 

Del punto C tom ado á discreción miraré á los dos 
objetos, cuya distancia quiero conocer, y tendré el 
triángulo ABC, cuyos tres lados por ser incógnitos 



parecen inútiles para toda operacion; mas para 
conocerlos haré lo siguiente : 

I I . 

l)e un punto arbitrario M, tomado en la línea CÁ, 
miraré al objeto B, y tomando en esa misma línea 
u n a parte proporcional á mi discreción notaré un 
punto m, del cual tiraré la línea mb paralela á la 
grande MB, lo que es muy fácil, poniendo el grafó-
metro en M y despues en m, sin mudar la gradua-
ción de la alidada movible, y notaré el punto n . 

Esto hecho, ya tenemos dos triángulos semejantes 
tnbc y MBC : llamaré bases á las líneas MC y me: 
podré decir la base del pequeño es á la del grande, 
como la oblicua del pequeño es á la del grande, de 
este modo : CrolCM: :C6;C.B. 

n i . 

Trasportaré á la línea CB las mismas distancias 
que tomé en la línea CA, esto es, notando los p u n -
tos Nn que están en las mismas distancias de C que 
m y M : t iraré de N una línea visual ISA y otra p a -
ralela á esta na, con el fin de tener dos triángulos 
semejantes nac, NAC; y llamando bases de estos 
triángulos las líneas Cn, CN, podemos decir la base 
del pequeño es á la del grande como la oblicua del 
pequeño es á la del g r ande , esto es, Cn'.CS'.'.Ca'. 
CA,y como las t res pr imeras cantidades son cono-
cidas, también lo será la cuarta CA. 

I V . 

Si el terreno no consintiere tomar los puntos n!S 

en la misma distancia de mM, bastará tomar cua -
lesquiera otros, con tal que la pequeña distancia 
Cn sea respecto de la grande CN, como Cm es á 
CM. 

v. 

Juntando ahora lo que tenemos probado conoce-
remos que si Cm es v. g. la cuarta parte de Cm, y 
Cn de CN, también Ca será la cuarta parte de CA y 
Cb de CB. 

vi. 

Habiendo hallado los dos puntos ab que dividen 
en proporcion los dos lados CA, CB, tiraremos po r 
ellos una línea ab, la cual por el número 171 es pa-
ralela á la no conocida AB; y así los dos tr iángulos 
Cab, CAB son semejantes y los lados proporcionales; 
por consiguiente llamando bases las líneas ab, AB. 
diremos que el lado del pequeño C6 es al lado del 
grande CB como la base del ab pequeño á la del 
grandeAC, estoes, Üa'.CA'.'.ab'.XR. 

Y con esto se conocerá no solo la distancia AB, 
sino también en qué rumbo ó dirección se halla 
esta línea, pues debe ser la misma que la de su pa-
ralela ab. 

$ I V . 

Aplicación de la doc t r ina dada á la d iv i s ión de cualquiera l íuea e n 
par tes p r o p o r c i o n a l e s muy pequeñas. 

Teniendo presente, amigo Eugenio, dos verdades 
1 5 . 



esenciales ya probadas, una que la paralela que 
corta un triángulo hace dos triángulos semejantes 
(núm. 176), otra que lo s triángulos semejantes tie-
nen los lados proporcionales (núm. 175), sacaremos 
de ellas varias consecuencias. 

¡Núm. 189. El modo de dividir exactamente cual-
quier línea muy pequeña en las partes que se pi-
dieren (Fíg. 109). 

A Sea la línea 
/ ^ N dada DE, y su-

. / \ \ \ \ pongamos que 
. 'as quieren divi-

/ I i \ \ E dir en 2, 5 ó 5 
/ j ; \ \ séptimas partes, 

/ f / • \ \ lo que se espre-
/ i : i \ sa as i : 7, 7, 7. 

• b l .. 2 ; — 7 — l o Tomare-
Fi». 409. mos una línea 

arbitraria CB, y 
en ella con el compás haremos siete medidas igua-
les entre sí, bien que también á discreción. 

2o Tomaré con el compás las siete medidas jun-
tas que hace la línea BC, y describiré desde sus es-
tremidades dos arcos que se cruzan en A para for-
mar un triángulo equilátero. 

50 De las divisiones 2, 5, 5 tiraré líneas al vér-
tice A. Esto hecho, ya sé que toda línea que fuere 
paralela á BC quedará dividida como ella lo está, 
esto es, f, i -

40 Tomaré con el compás la línea dada DE, y des-
de el vértice A describiré un arco que corte los l a -
dos del triángulo en be, y tiraré la línea 6c, la cual 
será igual á DE, por cuanto el nuevo triángulo A be, 
teniendo el vértice común en A, y los ángulos de la 
base iguales con los del triángulo grande ABC, ha 
de ser equilátero como él, y por la misma razón to-
dos los triángulos pequeños, cuyas bases hacen la 
línea be, son semejantes á los grandes, cuyas bases 
juntas hacen la línea BC. 

Luego la línea dada DE (ó su igual be) se halla di-
vidida comoBC, esto es, en 7, 7. 

11. 

Núm. 190. Tenemos el modo de formar el peti-
pie de centésimas, que muchos llaman de décimas. 

El petipie de centésimas se halla en muchos ins-
trumentos matemáticos para tomar las partes cen-
tésimas de una pulgada, y se puede aplicar á cual-
quiera otra línea ; este se forma del modo siguiente 
(Fíg. 110). 

1° Sea la línea dada AB, 
la cual se procura dividir 
en cien partes iguales; para 
esto la dividiremos en diez 
partes iguales, numerán-
dolas por las decenas si-
guientes : 10, 20, 50, etc. 

2o De las dos estremida-
des bajaremos las dos pa-
ralelas entre sí Ae, Bo, en 

F i g . HO. 



cada una de las cuales tomaré con el compás diez 
partes iguales, notándolas con los números siguien-
tes 1, 2, 5, etc. 

5° Uniremos las dos paralelas Ae, Bo con la línea 
oe igual á AB. 

4° Tiraremos paralelas AB por todos los puntos 
notados en Ae. 

5° Tiraremos una oblicua km, y todas las demás 
paralelas áesta oblicua. 

Esto supuesto demos que me pidan 56 partes 
iguales centésimas de la línea AB; buscaré en ella 
la división 50, y en As la división 6, y veré en qué 
parte esas dos divisiones se encuentran, lo que su -
cede en el punto O : y tomando con el compás la 
distancia de O hasta 6, hallaré 56 partes centési-
mas. Por cuanto de O hasta i hay 5 divisiones, cada 
una de 10 parles, y desde i hasta 6 hay seis partes 
centésimas, lo que se prueba de este modo : 

Estando este triángulo eAro dividido por parale-
las, en cualquier parte que le corlen estas siempre 
queda triángulo semejante al total : luego así como 
la altura del grande es á la del pequeño como 10 á 
6, así la base del grande será á la del pequeño co-
mo i 0 á 6 ; y así em vale -10 partes centésimas, 6 i 
valdrá 6. 

Del mismo modo se pueden hallar todas las par-
tes centésimas desde 1 hasta 99. 

§ v . 

De las líneas que san medias p roporc iona l e s . 

Num. 19!. Llamamos, Eugenio, media propor-
cional una línea, que si se pone entre otras dos lí-
neas dadas haga con ellas una progresión geomé-
trica ó proporcion continua. 

Pero antes es preciso advertir que se llama hipo-
tenusa en un triángulo la línea opuesta á un ángu-
lo recto, v .g . (Fig. 111), la línea AB y el triángulo 
que tiene un ángulo 
recto se llama triángulo 
rectángulo. 

Tomemos ahora un 
triángulo rectángulo , 
bajemos desde el ángu-
lo recio la línea Oo per-
pendicular sobre la hi-
potenusa AB, ya tenemos el triángulo total T divi-
dido en dos, uno pequeño P, otro mayor M. 

P tiene un ángulo recto en o, así como el total 
le tiene en O, y ademas de esto tiene el ángulo A 
común al triángulo P y al total T ; y por consiguiente 
(núm. 86) será semejante al total. 

Del mismo modo el triángulo M tiene un recto en 
o, y otro agudo en B, común al triángulo M y al t r i -
ángulo T; y por consiguiente será semejante al to-



cada una de las cuales tomaré con el compás diez 
partes iguales, notándolas con los números siguien-
tes 1, 2, 5, etc. 

5° Uniremos las dos paralelas Ae, Bo con la línea 
oe igual á AB. 

4° Tiraremos paralelas AB por todos los puntos 
notados en Ae. 

5° Tiraremos una oblicua km, y todas las demás 
paralelas áesta oblicua. 

Esto supuesto demos que me pidan 56 partes 
iguales centésimas de la línea AB; buscaré en ella 
la división 50, y en As la división 6, y veré en qué 
parte esas dos divisiones se encuentran, lo que su -
cede en el punto O : y tomando con el compás la 
distancia de O hasta 6, hallaré 56 partes centési-
mas. Por cuanto de O hasta i hay 5 divisiones, cada 
una de 10 parles, y desde i hasta 6 hay seis partes 
centésimas, lo que se prueba de este modo : 

Estando este triángulo ekm dividido por parale-
las, en cualquier parte que le corlen estas siempre 
queda triángulo semejante al total : luego así como 
la altura del grande es á la del pequeño como 10 á 
6, así la base del grande será á la del pequeño co-
mo i 0 á 6 ; y así em vale -10 partes centésimas, 6 i 
valdrá 6. 

Del mismo modo se pueden hallar todas las par-
tes centésimas desde 1 hasta 99. 

§ v . 

De las líneas que s a n medias p roporc iona l e s . 

Num. 19!. Llamamos, Eugenio, media propor-
cional una línea, que si se pone entre otras dos lí-
neas dadas haga con ellas una progresión geomé-
trica ó proporcion continua. 

Pero antes es preciso advertir que se llama hipo-
tenusa en un triángulo la línea opuesta á un ángu-
lo recto, v .g . (Fig. 111), la línea AB y el triángulo 
que tiene un ángulo 
recto se llama triángulo 
rectángulo. 

Tomemos ahora un 
triángulo rectángulo , 
bajemos desde el ángu-
lo recio la línea Oo per-
pendicular sobre la hi-
potenusa AB, ya tenemos el triángulo total T divi-
dido en dos, uno pequeño P, otro mayor M. 

P tiene un ángulo recto en o, así como el total 
le tiene en O, y ademas de esto tiene el ángulo A 
común al triángulo P y al total T ; y por consiguiente 
(núm. 86) será semejante al total. 

Del mismo modo el triángulo M tiene un recto en 
o, y otro agudo en B, común al triángulo M y al t r i -
ángulo T; y por consiguiente será semejante al to-



tal , y semejante también á AP; de aquí sacaremos 
esta consecuencia general. 

Núm. 192. Luego toda perpendicular sobre la hi-
potenusa divide el tr iángulo en dos, que son seme-
jantes entre sí y al to ta l . 

Siendo, pues , los t r e s triángulos semejantes, sus 
lados serán proporcionales (núm. -175). Tomemos, 
pues, en P y en M los lados que forman los ángulos 
rectos para comparar los entre sí, y d i r e m o s : Ao: 
oO::oO:oB. 

Núm. 195. Luego la perpendicular bajada sobre 
la hipotenusa es med ia proporcional entre las dos 
partes de ella. 

Luego si nos dieren dos líneas ab (Fig. 112), y nos 

pidieren una media proporcional entre ellas, se po-
drá hallar de este m o d o : 

Pondré las dos l íneas ab seguidas una á o t r a ; ha-
ré de ambas el d iámet ro de un semicírculo, y levan-
taré del punto e en q u e se juntan las dos una p e r -
pendicular : despues t irando las dos líneas or, os, 
haré un triángulo rectángulo (núm. 47), y por el 
núm. precedente a\m\\m\b. 

Núm. 194. Luego tenemos método para hallar 
una media proporcional entre dos líneas dadas. 

Por la misma razón déla semejanza de los t r i án -
gulos P y T (Fig. 111), podemos comparar entre sí 
los lados que en uno y otro forman el ángulo co-
mún, y decir : Ao'.AO; :AO¡AB. Lo mismo haremos 
en los triángulos M y T, comparando entre sí los 
lados que forman el ángulo común C, y diremos : 
BO:BO: ;BO:BA. 

Núm. 193. Luego dividido cualquier triángulo 
rectángulo por la perpendicular sobre la hipotenu-
sa, cualquiera de los lados es media proporcional 
entre toda la hipotenusa y el segmento de ella que 
le corresponde. 

Si describimos un semicírculo (Fig. 115), su d iá-
metro será hipotenusa del triángulo hecho por ella, 
y por dos cuerdas terminadas en su circunferencia, 
porque estas precisamente hacen ángulo recto (núm. 
74). 

Núm. 196. Luego cualquier cuerda (Fig. 115) t i -
rada de la estremidad del diámetro, es media p r o -
porcional entre todo el diámetro, y el segmento de 
este, cortado por la perpendicular bajada desde la 
estremidad de la cuerda, y podemos dec i r : AO: 

AM::AM:AB. 

También podemos hallar una media proporcio-
nal por otro medio : si juntamos en un punto fuera 
del circulo (Fig. 114) una secante y una tangente, 
tenemos tres líneas, que son la esterior AO, la t a n -
gente AN, y la secante total AM. Para examinar si 
están en proporcion tiraremos las líneas NO y NM, 



las cuales forman dos triángulos NAO, NAM. Llame-
mos al pequeño P y al grande T. 

Estos dos triángulos tienen el ángulo A común : 
ademas de esto el ángulo M tiene por medida la m i -
tad del ángulo NO (núm. 72), y el ángulo O N A tiene 
también esta medida, por ser ángulo de cuerda y 
de tangente. Luego los dos triángulos son seme-
jantes ; y si comparamos los lados homólogos que 
forman el ángulo común A, se hallará proporcio-
nales, y podremos decir : AOlAN; :AN":AM. 

Núm. 197. Luego la tangente que toca en laes-
tremidad de la secante es media proporcional entre 
toda la secante y su parte esterior. 

§ VI. 

Modo de dividir c u a l q u i e r l inea en media y es t rema r a z ó n . 

Núm. 198. Llamamos, amigo Eugenio, dividir una 
línea en media y estrema razón cuando la dividimos 
en tal forma, que la parte pequeña comparada con 

la grande esté en la misma razón que la mayor tie-
ne con la total (Fig. 413) : v. g. si nos dan la línea 
AB para dividirla, y la partimos en el punto e, que-
dará la parte pequeña p con la grande g, como esta 
grande comparada con la total T, y podremos de-
cir : p'.g'.'.g'.T. Para conocer que esto es verdad, 
haremos lo siguiente. 

i . 

Tomaré la mitad de la linea dada AB, y levantaré-
sobre la estremidad una perpendicular AO, igual 
á esa misma mitad, la que me servirá de radio pa-
ra un círculo, quedando de este modo su diámetro 
igual á la línea dada AB. 

i i . 

Tiraré de la estremidad B una secante que pase 
por el centro del círculo, y termine en la circunfe-
rencia M. 

Esto hecho, ya tenemos una secante y una tan-
gente unidas en un punto, y por consiguiente (núm. 
197) la esterior BN es á la tangente BA, como esta 
es respecto de la secante BM, diciendo asi : ~ B N : 
BA:BM, BN es á BA como BA á BM. 

Ahora pues el diámetro MN es igual á la tangente 
AB, y se puede sustituir por ella sin perturbar la 
progresión; luego podemos decir -jf- BN;NM:BM, 
quedando de este modo dividida la secante en me-
dia y estrema razón. 

Pero si tiramos las dos paralelas MA, Ne, tenemos 
dos triángulos semejantes, cuyos lados están cor -
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tados proporcionalmente y del mismo modo (núm. 
- 1 7 0 ) . 

Núm. i 99. Luego tenemos modo de cortar cual-
quiera línea dada en media y estrema razón. 

§ VIL 

De las lineas que están en p r o p o r c i o n rec iproca . 

Núm. 200. Llamamos proporcion recíproca siem-
pre que un objeto comprende á otro tantas veces en 
una circunstancia, cuantas es comprendido por él 
en o t ra : de esta suerte en la proporcion recíproca 
el segundo y tercer término pertenecen al mismo 
objeto, y el primero con el cuarto pertenecen á 
otro. 

En esta suposición, si tiramos en un círculo dos 
cuerdas AN, EM (Fig. 116), las cuales se corten, y 

F i g . H 6 . F i g . \ \ i . 

unimos sus estremidades con dos líneas EA, NM, 
haremos dos triángulos P y Q, los cuales son seme-
jantes, porque los ángulos en O son opuestos en el 
vértice, y los án gulosen EN, por estar en la circun-

ferencia y apoyados en el mismo arco AM, también 
son iguales. Luego los lados que forman los ángu-
los en O son proporcionales; y así se infiere que 
OA:OE: :OM:ON. Bien se advierte que el segundo y 
tercer término pertenecen á lina misma línea, 
así como el primero y el cuarto pertenecen á la 
otra. 

Núm. 201. Luego cuando dos líneas se cruzan den-
tro de un círculo hacen cuatro segmentos que están 
en proporcion recíproca. 

Supongamos ahora que dos secantes se juntan en 
un punto fuera del círculo (Fig. 117), y que de los 
puntos OI en que cortan el círculo tiramos dos l í -
neas de puntitos á las estremidades MN : en este ca-
so tendremos dos triángulos NIA, MOA, los cuales 
tienen un ángulo común en A, y los ángulos en MN 
iguales, por estar en la circunferencia, y apoyados 
en el mismo arco 10 (núm72); por consiguiente se-
rán semejantes, y los lados respectivos proporciona-
les; de suerte que el lado mas pequeño de P será al 
lado mas pequeño de Q como el lado máximo de P 
al máximo de Q, esto es, AI;AO; ;AN;AM. 

Ahora, pues, el segundo término y el tercero per-
tenecen á la misma línea AN, así como el primero y 
cuarto pertenecen á otra AM, señal propia de p ro -
porcion recíproca. 

Núm. 202. Luego cuando dos secantes se unen 
en un punto fuera del círculo, las esteriores están 
en razón recíproca con las secantes enteras. 



§ VIII . 

De las c i rcunfe renc ias p roporc iona les en los polígonos y c u los 
c í r cu lo s . 

Para conocer qué proporcion hay entre las cir-
cunferencias de varios polígonos semejantes ó di-
versos círculos podemos advertir lo siguiente : 

* i . 

Que los polígonos se pueden dividir en triángu-

los. 

I I . 

Que siendo los triángulos respectivamente seme-
jantes, y puestos del mismo modo, vienen á formar 
polígonos semejantes : de esto se infieren varias 
consecuencias. 

i . 

Dado cualquier polígono irregular (Fig. -118), s1 

nos pidieren otro semejante (Fig. 119), cuyo cir-

cuito sea duplo, triple, ó en cualquiera razón otra 
respecto del que fué dado, haremos lo siguiente : 

1° Del ángulo O tiraremos diagonales á todos los 
demás ángulos, y las prolongaremos indefinida-
mente. 

2° Prolongaremos también indefinidamente los la-
dos que forman el ángulo 0. 

5o Tomaremos en la línea OM una estension que 
tenga al lado OA la razón dupla, triple, etc.; y del 
punto M, en que se termina el nuevo lado, tiraré 
una paralela AI al lado del polígono antiguo, y del 
punto N otra paralela al otro lado antiguo, y así en 
los demás lados. 

Por cuanto hecho esto, el nuevo polígono será se-
mejante al que nos dieron, pues los triángulos que 
le forman son semejantes á los que formaban el que 
nos dieron (núm. 176). 

Ademas de esto como los lados son proporciona-
les, la misma razón habrá entre AO y OM, que entre 
Al y MN, y por consiguiente entre los dos circuitos 
de los polígonos. 

Núm. \ 05. Luego en los polígonos semejantes los 
circuitos son proporcionales á los lados homólogos. 

I I . 

Núm. 204. Si el polígono fuere regular (Fig. 120), 
dividido este en triángulos con los radios tirados 
desde el centro, y hecha la misma operacion, que-
dará el nuevo polígono semejante con el círculo en 
la razón de sus radios, por la misma razón que di-
mos en los polígonos irregulares. 



I I I . 

Pues los círculos se consideran como polígonos 
de infinitos lados, podemos decir de los círculos lo 
que dijimos de los polígonos regulares. 

¡Núm. 205. Luego las circunferencias de los cír-
culos son entre sí como los radios ó como sus diá-
metros (Fig. -121), por la razón del número prece-

dente. 

Ahora bien, amigo Eugenio, si 
hubieres entendido bien estas car-
tas puedes sosegar, pues no en -
contrarás en los elementos de geo-
metría cosa que sea difícil, por-
que el peor camino ya está pasa-

do: ten presente la comparación que te hice, y cree-
me, que cada proposicion demostrada es como una 
nueva antorcha, que te ha de iluminar en el oscuro 
camino que resta; pero teniendo tantas hachas en-
cendidas no debes temer las tinieblas. Dios te guar-
de, etc. 

121. 

CARTA DÉGIMANONA. 

DE LAS SUPERFICIES. 

r , 

S I . 

De la formación de l a superf ic ie . 

Despues de tratar, amigo Eugenio, de las líneas 
y sus propiedades, pide el buen orden que ahora 
tratemos de las superficies, y despues de estas t r a -
taremos de los sólidos. Ahora te acordarás de que 
para darte la idea de la línea te dije que considera-
ses un punto en movimiento, y que tuvieses por lí-
nea el camino por donde el punto va pasando: aho-
ra te digo una cosa semejante para darte idea déla 
superficie. Cuando una línea se considera movién-
dose toda hácia algún lado, el espacio por donde se 
considera que la línea entera va pasando se llama 
superficie. 

M m . 206. Debes ahora suponer que cuando una 

H 
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linea recta se mueve hácia un lado siempre va pa-
ralela á sí misma; y así el espacio que corrió la lí-
nea se llama paralelógramo (Fig. 122). La línea AB 

F i g . 123. F i g . 126. 

1 as dos líneas se llama romboide, como D (Fig. 
I 26). 

Núm. 210. Tomemos ahora un paralelógramo de 

F i g . 122. F ig . 123. F ig . 121. 

se considera movible, y la línea AC es la directriz, 
y se considera quieta. 

Núm. 207. Si la movible con la directriz hacen 
un ángulo recto (Fig. 125), el paralelógramo se lla-
ma rectángulo, como A. 

Núm. 208. Si ademas de ser el ángulo recto la 
movible es igual á la directriz, el paralelógramo se 
llama cuadrado, como B (Fig. 124). 

Núm. 209. Si la movible hiciere con la directriz 
un ángulo que no sea recto, el paralelógramo se 
llama oblicuángulo; y en este caso si la movible es 
igual á la directriz, el paralelógramo se llama rom-
bo, Y. g. C (Fig. 125); pero si no fuesen iguales 

cualquier especie que sea, y tiremos en él una linea 
desde un ángulo al otro ángulo opuesto, y se lla-
mará línea la diagonal; y cada mitad del paraleló-
gramo será un triángulo, y los dos ó son rectángu-
los ú oblicuángulos, según era el paralelógramo de 
donde salieron, como T y D (Fig. 125 y 124). 

Núm. 211. Juntando dos triángulos, el uno á lo 
largo del otro, de modo que tengan un lado común, 
resulta una figura de cuatro lados: si dos de ellos 
fueren paralelos la figura se llama trapecio (Fig. 
127); pero si no hubiere lado alguno paralelo al 

F i g . 127. F ig . 128. F i g . 129. 

otro se llama simplemente cuadrilátero (Fig. 4 2 8 . ) 
Núm. 212. Toda figura de muchos lados, y por 

consiguiente de muchos ángulos, se llama polígono: 
si los lados, como también los ángulos, fueren to -
dos iguales será polígono regular, como M (Fig. 
129); mas si los lados ó ángulos son desiguales, la 
figura será polígono irregular, como N (Fig. -150). 

IX- fe*,. u 



M m . 215. El espacio comprendido dentro de 
una línea circular se llama círculo (Fig. 151): el 
espacio comprendido entre dos radios y el arco se 
llama sector (Fig. 152); pero el espacio comprendi-
do entre la cuerda y su arco se llama segmento 

Dijimos al número 210 que en todo paralelógra-
mo tirada una diagonal resultaban dos triángulos. 
Ahora decimos que estos triángulos (Fig. 125, 124, 
125 y 126) tienen un lado común, que es la diago-
nal ; y ademas de esto los ángulos adyacentes á 
la diagonal son alternos; y así los dos triángulos 
vienen á ser iguales (núm. 115). Tienen ademas por 
base los lados que al mismo tiempo son base del 
paralelógramo, y son de la misma a l tura que este. 

¡\um. 214. Luego todo paralelógramo se divide 
en dos triángulos iguales de la misma base y de la 
misma altura del paralelógramo. 

Múm. 215. ¡Nótese que podemos l lamar base á 
cualquiera de los lados de un triángulo, con tal que 
llamemos vértice al ángulo que la sea opuesto. Ad-
viértase también que llamamos altura del triángulo 
ó del paralelógramo la perpendicular sobre la base 
ó sobre la continuación de esta, como AC (Fig. 154). 

Núm. 216. Luego el valor de cualquier triángulo 
es la mitad del valor que tendría su paralelógramo, 
esto es, siendo de la misma base y de la misma al-
tura. Aquí se advierte que cuando hablamos del va-, 
lor del triángulo, paralelógramo, círculo, polígono, 
etc., hablamos de la area ó espacio comprendido 
entre las líneas que la componen. 

§11. 

Modo d e va luar las superficies. 

INúm. 217. Para valuar la superficie de un para-
lelógramo rectángulo se debe multiplicar la base 
por la altura; mas los principiantes no pueden bien 
comprender como se multiplica una línea por o t r a : 
para esto se advierte que cualquiera cantidad r e -
presentada pór una línea se debe dividir en cierto 
número de unidades, aunque la calidad de estas es 
arbitraria, pues cada unidad puede ser línea; pulga-
da, palmo, etc.; y así multiplicando el número de 
las unidades de una línea por el número de las de 
la otra, queda multiplicada una línea por otra. 

INúm. 218. Adviértase también que no es lo mis-
mo formar una superficie que valuarla, pues para 
su formación se considera la línea matemáticamen-
te, esto es, prescindiendo de su grueso; y esta lí-
nea se mueve de lado, caminando siempre paralela 
á sí misma, según la dirección de otra línea para 
formar la superficie. 



Pero si queremos vtiluar la superficie ya formada 
debemos numerar la cantidad de partes que la com-
ponen ; y en esto ya se ve que esas mismas partes 
son también superficies, y no puramente líneas, por 
cuanto de líneas mateaiátícas sin latitud ó grueso 
no se puede componer una estension física, la cual 
tiene anchura, siendo cierto que la nada por mas 
que se multiplique no ¡puede dar cosa positiva. 

Es evidente, pues, (pe cuando se trata de valuar 
alguna superficie debemos considerar la línea mo-
Yil como la primera serie de unidades estensas, es-
to es, pulgadas, palmos, cuadrados, etc. ; y por la 
misma razón la línea directriz debe dividirse tam-
bién en unidades, y estonces multiplicando el nú-
mero de unidades de Sa una línea por el de la otra 
tendremos el valor de ¡la superficie. 

Supongamos ahora Fig. 155) que el paralelógra-

Fig . (36. F ig . 133. 

mo que debemos valuar tiene cinco pulgadas en la 
base y tres de a l tu ra : multiplicaré 5 por 5, y dará 
\ 5, porque la base tiene en sí cinco pulgadas cua-
dradas, la segunda serie tiene otras cinco, y las mis-
mas la tercera: poniendo, pues, tres series de pul-

gadas cuadradas lfemos agotado el paralelógramo 
que tiene tres de altura. 

Núm. 219. Luego multiplicando la base del pa-
ralelógramo rectángulo por su altura tenemos su 
valor. 

Si la unidad que ha de servir de medida no fue-
re cuadrado, sino paralelógramo (Fig. 156), v. g. si 
queremos saber cuantos ladrillos se necesitan para 
el pavimiento de una sala, debemos hacer la misma 
cuenta, mas con la cautela siguiente. Si A, que es 
el lado mayor del paralelógramo que sirve de uni -
dad, fuere la base, el lado menor O debe servir pa-
ra medir la altura del paralelógramo, porque de 
este modo multiplicando el primer orden tantas ve-
ces, cuantas la altura del ladrillo entra en la altu-
ra del paralelógramo, quedará agotado todo el es-
pacio ; y así 5 X Í = I 2 , que es el valor del paraleló-
gramo. 

Para valuar los paralelógramos oblicuángulos ha-
remos la reflexión siguiente : tomemos el paraleló-
gramo rectángulo A (Fig.-157), y dividámosle en 
varios parale-
lógramos hori- M1IJL_L_ P e s F 
zontales : si ¡ l I B i i 
despues de es- B i B H á M í S I 
to, én vez de 
considerarlos 
unos sobre o-
tros á plomo 
como en A, los 
considerare -



mos en la forma que se ve en B, el valor de ellos 
siempre será el mismo. 

Tiremos ahora de las dos estremidades de la ba-
se CE dos paralelas á las estremidades de la línea 
DF; la línea CD cortará todos los triángulos que se 
ven en la figura, y la línea EF cerrará en la otra 
parte otros tantos espacios vacíos triangulares, en 
los que cabrían exactamente dos triángulos de la 
parte opuesta, pues la altura de los unos y de los 
otros es la misma ; los ángulos adyacentes al lado 
que forma su altura son de un ángulo recto siempre 
igual, y otro ángulo formado por paralelas, que es 
igual por e lnúm. 45 ; por consiguiente cada trián-
gulo de una parte es igual al vacío que le corres-
ponde por la otra; y si los consideramos mudados 
á la parte opuesta, la llenarán perfectamente por el 
núm. 113. Hecho esto así, el paralelógramo rectán-
gulo Ase reduce al oblicuángulo B. 

Núm. 220. Luego los paralelógramos que tienen 
la misma base y la misma altura son iguales; pues 
si el paralelógramo B (Fig. 158) es igual al rectán-

E g ^ guio A, y este se valúa 
ji- y - 2 ° multiplicando la base 

¡¡¡gffij / / por la altura, del'mismo 
i l l g / / modo se debe valuar su 
j j aÉgg f igual B, esto es, multí-

1 / plicando la base RS, no 
ó " £ por el lado SO, sino por 

Fig. »38. la altura SE. 

Núm. 221. Luego cuando se hubiere de valuar 
un paralelógramo oblicuángulo, se debe multiplicar 

su base por la altura perpendicular, y no por uno 
de sus lados. 

De paso observamos que el paralelógramo obli-
cuo R teniendo lados mas largos que el recto A, es 
igual á él en el valor. Luego puede el mismo espa-
cio, sin mudar de valor, ser comprendido, ó por 
líneas mayores ó por menores (Fig. 158). 

La razón es porque en los dos paralelógramos A 
y B los lados de A son líneas perpendiculares, los 
de B son oblicuas; y siendo siempre las líneas obli-
cuas mayores que las perpendiculares que caen sobre 
la misma línea por el núm. 57, pueden ser los espa-
cios iguales, aunque las líneas que los comprenden 
no sean iguales. 

Núm. 222. Luego los espacios ó superficies no 
siguen la misma proporcion de las líneas que los 
terminan. 

Núm. 225. Dijimos que los triángulos eran la mi-
tad de los paralelógramos que tuviesen la misma 
base y altura (núm. 216), y acabamos de decir que 
los paralelógramos de la misma base y altura son 
iguales; por consiguiente también lo serán las mita-
des respectivas. 

Núm. 224. Luego los triángulos de la misma 
base y altura son iguales. A es igual á B (Fig. 
159. 

Núm. 225. Luego cuando nos dieren un trián-
gulo para valuarle, lo podemos hacer por estos mo-
dos (Fig. 140). 

i . 

En el triángulo A multiplicando toda la base por 



toda la altura, y tomando solamente la mitad de 
este producto para valor del triángulo. A, la base 
es o, la altura es 4, el producto es 20, la mitad de 
este 10, será el valor del triángulo A. 

I I . 

Multiplicando la base del triángulo B por media 
altura, entonces la base es 3, multiplicada por me-
dia altura 2 dará 10, valor del triángulo B. 

m . 

En D, multiplicando toda la altura 4 por la mitad 
de la base 24, resultan 10, valor del triángulo D; la 
razón es, porque de todos estos tres modos viene 
el triángulo á tener la mitad del valor de su para- • 
lelógramo. 

Si nos dieren el trapecio de la (Fig. 141) : para 
hallar su valor haremos lo siguiente. Tiraremos la 
línea MN paralela á las dos faces ó lados paralelos 

F i g . (40. 
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del trapecio, y en igual distancia de ellos: despues 
le multiplicaremos por la altura, haciendo un pa -
ralelógramo rectángulo. De este modo cortaremos 
del trapecio los dos triángulos inferiores, y forma-
remos en la parte superior otros dos, los que son 
iguales á los de abajo, porque la altura de ellos es 
la misma (pues esta se dividió por el medio) : los 
ángulos rectos son iguales, y.los que son opuestos 
en el vértice también lo son; por consiguiente (núm. 
115) el triángulo inferior es igual al superior que le 
corresponde; y así puestos los triángulos superio-
res en lugar de los inferiores, que son sus iguales, 
el trapecio se convierte en un paralelógramo rec-
tángulo, cuyo valor es el producto de la paralela 
del medio multiplicada por toda la altura. 

Núm. 226. Luego todo trapecio es igual al pa-
ralelógramo, en que la paralela del medio del tra-
pecio se multiplica por la altura. 

S »»• 

Modo d e valuar ó ha l la r el valor d e los polígonos regolares y lo» 
círculos. 

Núm.227. Cualquiera polígono regular (Fig.. 142] 

F i g . 141. ? i g . 142. 
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se puede dividir en triángulos iguales y semejantes, 
tirando líneas desde el centro á todos sus ángulos, 
por ser iguales todos los lados que fofman la cir-
cunferencia y todos los ángulos, pues áno serlo no 
seria el polígono regular. 

La línea perpendicular tirada desde el centro á 
los lados se llama apostema. 

Para hallar este centro, levantaremos una per-
pendicular- del medio de un lado F, y levantando 
otra en m ^ i o del lado E se cruzarán en algún pun-
to 0 ; pero como él lado A tiene igual inclinación 
á F, también la perpendicular desde el medio de 
este lado cortará á la de F en el mismo punto O, 
en que la cortó la perpendicular tirada de E. El 
mismo argumento se hace de los otros lados, y to-
das se cruzan en 0 . 

Digo ahora que O será el centro del polígono, 
porque todos los triángulos tienen bases iguales en 
la circunferencia, y los ángulos adyacentes iguales, 
y así en todo son iguales; luego el círculo descrito 
de O, como de centro, puede pasar por todos los 
ángulos, pues todos los radios y lados de los trián-
gulos son iguales. 

Esto supuesto (Fig.. 145), si yo separase todos 

- F JA D C _ B A 

11 Ul/ 

Fig . 143." 

los tr iángulos en que se dividió el polígono, po-

niéndolos en línea recta, el conjunto de estos tr i-
ángulos tendría el mismo valor del polígono. 

Ademas de esto, ya se ve que los espacios vacíos 
que dejan entre sí estos triángulos, son otros tri-
ángulos iguales en situación inversa, porque los la-
dos son iguales, y los ángulos de los vértices com-
prendidos por ellos, también son iguales por ser 
alternos; pues los lados CmD» son paralelos por la 
igualdad de los ángulos de la base en todos los tri-
ángulos del polígono. 

Supongamos, pues, que ycrtomase los tres últi-
mos triángulos D, E, F, para colocarles sobre los 
tres primeros A, B, C (Fig. 144), ajustándolos en 
los vacíos que había en-
tre ellos, y que divi-
dido por medio del tri-
ángulo F para colocar-
le en las estremida-
des : en este caso for-
maría un paralelógra-
mo, cuya base seria media circunferencia del polí-
gono, y su altura todo el apostema. 

M m . 229. Luego el polígono regular es igual á 
un paralelógramo, cuya base sea media circunfe-
rencia, y su altura todo el apostema. 

Si divido por el medio el paralelógramo (Fig. 144), 
y pongo (Fig. 145) las dos mitades, una delante de 

Fig . 1 « . 



la otra, en este caso tendré un paral elógramo del 
mismo valor, cuya base seria toda la circunferencia, 
y su altura medio apostema solamente. 

Núm. 250. Luego el polígono regular también 
es igual á un paralelógrarno, euya base sea toda 
la circunferencia, y cuya altura sea medio apos-
tema. 

Dividamos ahora este paralelógrarno (Fig. 145), 
y tiremos en la una mitad la diagonal ao; haremos 
con ella un triángulo n, al cua l podemos colocar 
sobre el punto o (Fi$. 146), con el fin de que caiga 

O 

Fig. »46. 

hácia otra parte, y haga un tr iángulo. 
En estos términos el triángulo m seria igual á n, 

pues ambos tienen un ángulo recto, y los lados que 
le forman son iguales en u n o y otro triángulo 
(núm. 115); y así el valor de ellos es el mismo : 
luego cortando el triángulo m , y poniendo n en su 
lugar, no se mudará el valor, y en este caso tene-
mos un triángulo, cuya base es toda la circunfe-
rencia, y su altura todo el apostema. 

Núm. 251. Luego el polígono regular es igual á 
un triángulo, cuya base sea toda la circunferencia, 
y su altura toda el apostema. 

Ahora, pues, el círculo (Fig. 147) se puede con-
fundir con el polígono regular de lados infinitos, y 

i 

de'este modo todo cuanto se dice el polígono regu-
lar se puede aplicar al círculo. 

Núm. 252. Luego el cír-
culo A es igual, lo primero 
al paralelógrarno B, cuya 
base sea media circunfe-
rencia, y su altura todo el 
radio: lo segundo es igual 
á un paralelógrarno C, cu-
ya base sea toda la circun-
ferencia, y su altura todo 
el radio. 

Hemos dicho que sector 
del círculo era una porcion 
de este comprendida entre 
dos radios y el arco (Fig. 
148). En esta suposición así 
como el círculo se reduce 
á un paralelógrarno, cuya 
base sea toda la circunfe-
rencia, ó todos los arcos 
que le forman, y su altura 
medio radio, así podemos 
decir del sector. Y por la 
misma razón, así como el 
círculo se reduce á un pa-
ralelógrarno, cuya base sea 
media circunferencia y su 
altura" todo el radio, así 
también será]el sector. 

Núm. 255.|Luego el sector del círculo (Fig. 148) 
será igual al paralelógrarno A, que tiene por base 



P medio arco 

ME, y por al-
fegj tura todo el 

. j o también será 
\ I Vi n 
\ J i l l i l P i i igual al para-

N ^ y - v M f M É E í i lelógramo B, 
FÍs. i-',S. cuya base se-

rá igual á to-
do el arco M, E, N, y la altura la mitad del radio 
MO. 

Dijimosen su lugar que el segmento era la parte 
del círculo comprendida entre la cuerda y el arco; 

por consigui-
ente, quitan-
do del valor 
del sector 
(Fig. 149) el 
triángulo A 
hecho por la 
cuerda y dos 
radios, el res-

to será el raior del segmento. 
Para que esto se haga sensible pongamos los dos 

paralelógramos AB de la (Fig. 149), á los que reduci-
mos el valor del sector, y reduzcamos ahora sobre 
ellos el triangulo a que está por bajo del segmento; 
reduzcámosla, digo, á los paralelógramos a, a para 
ver lo que resta; y primeramente empezando por 
el paralelógrarno A, reduzcamos el triángulo a á un 
paralelógrarno a, cuya base sea la mitad de la cuer-
da, y su altura todo el complemento de la flecha 

Fig. (49. 

(esto es, d é l a altura del segmento). Siguiendo des-
pués en el paralelógrarno B, reduzcamos el t r ián-
gulo a á otro paralelógrarno a , cuya base sea toda 
la cuerda, y su altura medio complemento de la fle-
cha, como se ve en la figura B. Hecho esto, Yere= 
mos lo que resta, y eso será el valor del segmento. 
No hay duda que es una figura i rregular ; pero se 
resuelve en dos paralelógramos rectos fáciles de va-
luar . 

Núm. 254. Luego el segmento del círculo es igual 
al paralelógrarno que tiene el valor del sector, 
menos el paralelógrarno que tiene el valor del t r i -
ángulo hecho por la cuerda y radios, como se ve en 
la (Fig. 149). 

§ IV. 

Modo de reducir u n paralelógrarno á otro. 

Núm. 255. De lo dicho al núm. 220 se sigue que 
podemos reducir cualquier paralelógrarno oblicuán-
gulo B (Fig. 158) á otro recto A que lesea igual. Pro-
longaremos una base B del oblicuángulo, y levanta-
remos de las estremidades de la otra base RS dos 
perpendiculares hasta encontrar la línea AB, y que-
dará el paralelógrarno recto igual á B. 

Ahora daremos varios métodos para reducir cual-
quier paralelógrarno á otro que se nos pida. Para 
esto es necesario saber (Fig. 150), que cuando t i -
ramos una diagonal en un paralelógrarno, y por al-
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ME, y por al-
fegj tura todo el 

. j o también será 
\ I Vi n 

\ J i l l i i p i i ¡ » u a l a l P a r a " 
N ^ y - v M f M É E í i lelógramo B, 

FÍs. i-',S. cuya base se-
rá igual á to-

do el arco M, E, N, y la altura la mitad del radio 
MO. 

Dijimosen su lugar que el segmento era la parte 
del círculo comprendida entre la cuerda y el arco; 

por consigui-
ente, quitan-
do del valor 
del sector 
(Fig. 149) el 
triángulo A 
hecho por la 
cuerda y dos 
radios, el res-

to será el ralor del segmento. 
Para que esto se haga sensible pongamos los dos 

paralelógramosAB de la (Fig. 149), á los que reduci-
mos el valor del sector, y reduzcamos ahora sobre 
ellos el triangulo a que está por bajo del segmento; 
reduzcámosla, digo, á los paralelógramos a, a para 
ver lo que resta; y primeramente empezando por 
el paralelógrarno A, reduzcamos el triángulo a á un 
paralelógrarno a, cuya base sea la mitad de la cuer-
da, y su altura todo el complemento de la flecha 

F i g . (49 . 

(esto es, d é l a altura del segmento). Siguiendo des-
pués en el paralelógrarno B, reduzcamos el t r ián-
gulo a á otro paralelógrarno a , cuya base sea toda 
la cuerda, y su altura medio complemento de la fle-
cha, como se ve en la figura B. Hecho esto, yere= 
mos lo que resta, y eso será el valor del segmento. 
No hay duda que es una figura i rregular ; pero se 
resuelve en dos paralelógramos rectos fáciles de va-
luar . 

Núm. 254. Luego el segmento del círculo es igual 
al paralelógrarno que tiene el valor del sector, 
menos el paralelógrarno que tiene el valor del t r i -
ángulo hecho por la cuerda y radios, como se ve en 
la (Fig. 149). 

§ IV. 

Modo de reduc i r u n para le lógrarno á otro. 

Núm. 255. De lo dicho al núm. 220 se sigue que 
podemos reducir cualquier paralelógrarno oblicuán-
gulo B (Fig. 158) á otro recto A que lesea igual. Pro-
longaremos una base B del oblicuángulo, y levanta-
remos de las estremidades de la otra base RS dos 
perpendiculares hasta encontrar la línea AB, y que-
dará el paralelógrarno recto igual á B. 

Ahora daremos varios métodos para reducir cual-
quier paralelógrarno á otro que se nos pida. Para 
esto es necesario saber (Fig. 150), que cuando t i -
ramos una diagonal en un paralelógrarno, y por al-
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gun punto de dicha diagonal O tiramos dos para-
lelas á los dos lados del 
paralelógrarno , forma-
mos otros dos pequeños 
paralelógramos AB, que 
se llaman complementos.-

Para examinar si estos 
complementos AB son 

iguales, es preciso reparar en que la diagonal divi-
de en triángulos iguales, no solo el paralelógrarno 
total, sino también los dos paralelógramos parcia-
les cortados por la diagonal; de este modo el tri-
ángulo M es igual á N, como el triángulo i es igual 
á e : por consiguiente, si del triángulo que está sobre 
la diagonal sacamos M é i, y del triángulo que está 
debajo de la diagonal quitamos Ne, los dos rectos 
AB han de ser iguales, 

Núm. 236. Luego los paralelógramos AB, que son 
complementos, son entre sí iguales. De esta regla 
general se toma la solucion de varios problemas: 

i . 

Núm. 257. Dado u n paralelógrarno A a (Fig. 151), 

M K 

F i g . 131. 

si nos piden otro igual que tenga un lado igual á la 
línea dada MN haremos lo siguiente : 

;|o Prolongaremos on, aumentándole con la dada 
MN ó mn su igual; y despues prolongaré igualmente 
eu, base inferior de A. 

2o Prolongaremos indefinidamente los dos lados 
ou y ne, perpendiculares á no. 

5o Tiraremos una diagonal desde m que pase por 
el ángulo e hasta encontrar la línea oí. 

4o Del punto I, en que se encuentran las dos lí-
neas, tiraré PI paralela, é igual á mo, y terminaré 
el paralelógrarno mo, PI. Esto hecho, en él se ve 
que B es paralelógrarno igual á A, y de la grandeza 
que nos le pidieron, porque ambos son complemen-
tos (núm. 256). 

I I . 

Núm. 258. Si ademas de esto nos pidieren (Fig. 
152) que el nuevo paralelógrarno no solamente sea 
de la grande-
za dada OE, 
sino que sea / M - . - -
oblicuo y con a s c 0 — 
un ángulo i -
gual al ángu-
lo M , hare-
mos lo si-
guiente : 

Continuaré indefinidamente las dos bases as, ar, 
y entre ellas formaré un paralelógrarno oblicuángu-
lo B igual á A (núm. 220), como el ángulo M. 

Para reducir B á otro que sea igual, y tenga por 



un lado la línea dada OE, haremos la operacion co-
mo en el número precedente, habiendo antes pro-
longado las dos bases de B y los otros dos lados ci, 
on; y tirando despues la diagonal en hasta encon-
trar la línea ci, y acabando el paralelógramo ceit, 
se determina la altura del paralelógramo D. 

De este modo el paralelógramo D será igual á B, 
por ser ambos complementos (núm. 256), y porcon-
siguiente D también será igual á A, y tendrá todas 
las circunstancias que se pidieron. 

n i . 

Núm 259. Demos un campo como la representa 
la (Fig. 155), de forma que un dueño sea señor de 

todo el espacio blanco, y 
otro de todo el espacio oscu-
ro ; pídese que sin hacer me-
diación alguna de las dos lin-
des se dé una línea recta xtj 
paralela á Et, la cual divida 
los campos en tal forma, que 
sin perjuicio de los poseedo-
res una sola línea separe sus 
posesiones. Haremos lo si-

guiente : 

Io Prolongaremos la línea Ei hasta 0 . 
2o Pondremos uno de los dueños en O, y el otro 

en A. 
5o Pasearemos por la línea Ri hasta que nuestra 

persona impida el que los dos poseedores se vean, 
4o Por el punto n en que esten nuestros pies tira-

remos la línea yx, la cual dará satisfacción á lo que 
se pidió; la razón es porque el paralelógramo M, 
que el uno pierde de su antigua posesion, es igual 
á N que adquiere de nuevo, pues MN son comple-
mentos (núm. 256). 

I V . 

Núm. 240. Para convertir un paralelógramo 
cualquiera en un cuadrado igual haremos lo si-
guiente : 

Núm. 241. Debemos traer á la memoria lo que 
se dijo de las proporcionales (núm. 145), que cuan-
do tres cantidades estaban en progresión, el p ro -
ducto de los estremos era igual al cuadrado del tér-
mino medio. 

Ahora b ien , siendo el paralelógramo dado M 
(Fig. 134), pondré como primer término dé la pro-
gresión su 
altura A, y A 
altura A, y 
por tercer tér-
mino su lon-
gitud C. Esto 
hecho, bus -
caré una me-
dia propor-
cional entre 

AC, la que será b, y este será el lado del cuadrado 
N que me piden, porque estando en progresión las 
tres líneas a ' X c , inferiremos luego a X c = 6 X 6 > 
ó b- (núm. 145), por consiguiente M es igual á 
N. 

F i g . 154. 



V . 

También podemos resolver por otro modo el 
problema del núm. 257 valiéndonos de las propor-
ciones. 

Núm. 242. Sea dado (Fig. 155) el paralelógramo 

o m 
F i g . 133. 

A, y pídase otro cuyo lado sea M: ignoramos cual 
deba ser su altura x para que este paralelógramo 
sea igual al dado. 

Dijimos que estando en proporcion cuatro canti-
dades el producto de los estremos es igual al de los 
medios (núm. 141); de aquí se sigue, que si yo pu-
siere la línea dada M como primer término de la 
proporcion, la altura y la base del paralelógramo 
dado A como segundo y tercer término, tendré en 
el cuarto término x la altura del paralelógramo B, 
y podré entonces decir sim'.n'. ' .o' .x ; l u e g o m X - r = 
ny(o ; por consiguiente A formado por o X w e s i§ u a ' 
á B hecho mX*-

§ V . 

Reducción d e las figuras i r regu la res á otras también irregulares . 

Dijimos (núm 224) que los triángulos de la mis-
ma base y altura eran iguales; y de esta proposi-
cion se sacan varias consecuencias. 

i . 

Núm. 245. Si nos dieren un pentágono B (Fig. 
436) para reducirle á un cuadrilátero haremos lo 

siguiente: 
4« Tiraremos una diagonal 

SIN, y por el vértice l u n a para-
lela á la diagonal. 

2o Continuaremos uno de los 
lados de la porcion inferior has-
ta encontrar en la paralela O, 

. y tiraremos la línea MO : en es-
te caso el triángulo que hace-
mos de nuevo MON es igual al 
que antes había MiN, por tener 
la misma base y la misma altura ; luego el cuadri-
látero EMOA será igual al pantágono que nos ha -
bían dado. 

11. 

Núm 244. Supongamos que quieren reducir 
(Fig. 157) este ú otro cuadrilátero á un triángulo; 
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liaremos la misma operacion tirando la diagonalMA 

o 

F i g . 137. F i g . 13S. 

y la paralela RS, y despues la línea RA. 
Porque esto hecho, el triángulo antiguo MEA es 

igual al nuevo MEA; y de este modo el cuadrilátero 
MEAO será igual al triángulo RAO. 

I I I . 

.Núm. 245. Si nos dieren un triángulo y pidieren 
un paralelógramo igual, haremos lo que se dijo al 
núm. 225. 

I V . 

Núm. 246. Si nos dieren un triángulo y nos pi-
dieren un cuadrado igual, le reduciré primero á un 
paralelógramo, conforme á lo dicho (núm. 225), y 
despues reduciré este paralelógramo á un cuadrado 
por el método del núm. 2 51. 

§ VI. 

De las proporc iones de las superficies de! m i s m o nombre , supuesto 

que sean desemejantes en l r e si. 

Núm. 246. Conocido el valor de las superficies 

conviene saber la razón que tienen entre s í : prin-
cipiemos por las que tienen el mismo nombre, v. 
g., paralelógramos entre sí y triángulos entre sí, y 
para esto hemos de atender ya á sus bases, ya á sus 
alturas, y ya á todo igualmente. 

Siendo la altura de los dos paralelógramos AB 
(Fig. 158) la misma, si una base entra en la otra 
tres veces, dividida la base por paralelas aparece A 
tres veces en B. 

Núm. 248. Luego los paralelógramos dé la misma 
altura están entre sí como sus bases. 

Ahora bien, los triángulos son las mitades de sus 
paralelógramos, y son entre sí como estos (núm. 
154). 

Núm. 249. A B 
Luego los t r i -
ángulos de la 
misma altura 
(Fig. 159) es-
tan entre sí co-
mo sus bases. 

Si los paralelógramos AB (Fig. 160) tienen la mis-
ma base, en dividiendo la al-
tura del mayor A por parale-
las á la base, cuantas veces 
entra la altura del uno en la 
del otro, tantas entrará todo . 
el paralelógramo B, que es el 
pequeño, en el grande 
~NúmT2507Luego los pa-
ralelógramos de la misma base están entre sí como 
sus alturas; de suerte que j i la altura de A fuere 



veinte veces mayor que la de B, por la operacion 
de las paralelas entrará B veinte veces en A. 

Ahora bien, los triángulosólas mitades de Iospa-
ralelógramos son entre sí como estos. 

Núm. 251. Luego los triángulos de la misma base 
(Fig. 161) están entre sí como sus alturas, y si B es 

duplo de A, la mitad de B será duplo de la mitad 
de A. 

Los paralelógramos pueden juntamente ser dife-
rentes en la base y en la a l tura; de forma que (Fig. 
-162) divididas por paralelas las bases y las alturas, 
A puede entrar en B muchas yeces por la cuenta de 
la base, y muchas por la cuenta de la altura. 

Núm. 252. Luego los paralelógramos de diferente 
base y altura están entre sí en la razón de sus ba -
ses, multiplicada por la razón de las alturas. 

Y así si la base de A es tres veces mas pequeña 
que la de B, por esto solo entra A tres veces en B 
por el núm. 24$ ; pero como en B la altura es du-
pla de A, las tres cantidades que ya se contenían en 
B vuelvon á repetirse para formar el paralelógramo 

Fig . 46«. F i g . 462. 

* 

B de altura dupla; por consiguiente B viene á ser 
seis veces mayor que A, esto es, está en razón de 
tres de la base multiplicada por dos de altura. 

Ahora, pues, hemos dicho muchas veces que los 
triángulos, por ser la mitad de los paralelógramos, 
están entre sí como ellos (núm. 154). 

Núm. 255. Luego los triángulos de diversas bases 
y alturas (Fig. 465) están entre sí en razón de las 

F i g . 163. F i g . 464. 

bases multiplicada por la de las alturas. Por esta 
razón completando los paralelógramos AB que les 
corresponden, se quedan siendo mitades de los pa-
ralelógramos que tienen entre siesta razón. 

Núm. 254. Acabamos de decir que los paraleló-
gramos y triángulos de diferente base y altura están 
entre sí en la razón de las bases multiplicada por 
las alturas. 

ix . 15 



Pero cuando la razón de las bases y alturas es la 
misma, multiplicar una por otra es hacer el cua-
drado de cualquiera de ellas. 

Núm. 235. Luego los paralelógramos semejantes 
(Fig. -164) están entre sí como los cuadrados de cual-

F i g . 165. F i g . 166. 

quiera de los lados, esto es, si el lado de uno fuere 
duplo del del otro, el paralelógramo grande será 
cuadruplo del pequeño. Asimismo (Fig. 165) si el la-
do de uno vale tres veces el del otro, todo el para-
lelógramo tendrá el valor del otro nueve veces. 

Los triángulos son mitades de los paralelógra-
mos! 

Núm. 236. Luego los triángulos semejantes (Fig. 
166) están entre sí como los cuadrados de los la-
dos. 

Núm. 257. De los triángulos semejantes podre-
mos formar todas las figuras que fueren semejantes 
entre sí, y por consiguiente conservarán entre sí la 
misma razón que tenían los triángulos de que se 
formaron. 

Núm. 258. Luego todas las figuras semejantes 

F i g . 167. 

(Fig. 167) tienen entre sí la misma razón que los cua-
drados de sus lados 
homólogos. 

Núm. 259. Luego 
todos los polígonos re-
gulares y semejantes 
están entre sí como los 
cuadrados de sus lados 
homólogos. Pero como 
en los polígonos semejantes los lados están entre si 
como los radios que los dividen, ó como los apote-
mas, esto es, como las líneas Ee que salen del cen-
tro perpendiculares á los lados, diremos que los po-
lígonos semejantes son como los cuadrados de los 
radios ó de los apotemas. De este modo (Fig. 167) 
el polígono B contiene cuatro veces A, pues el lado 
es dos. 

Sabemos que los círculos se pueden considerar 
como polígonos semejantes de infinitos lados, y que 
en este caso los apotemas se confunden con los ra-
dios ; y por consiguiente los círculos están entre sí 
como los polígonos semejantes. 

Núm. 260. Luego los círculos están entre sí como 
los cuadrados de los radios (Fig. 168). Y así si el ra-
dio de B es duplo del de 
A, el círculo B vale cua-
tro veces A. 

Los diámetros son ca-
da uno dos radios, y 
tienen entre sí la misma 
razón que ellos. 

Núm. 261. Luego los 
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círculos están entre sí como los cuadrados de los 
diámetros, 

En los paralelógramos semejantes (Fig. 169) el 
esponente de la razón de las bases es e l mismo que 
el de la razón de las alturas, y cuando se multipli-
ca un esponente por otro se multiplica por sí mis-
mo, y se hace un cuadrado de cualquiera de ellos. 
Pero lo que se dice de los paralelógramos semejan-
tes se dice de los triángulos y de t odas las figuras 
semejantes entre sí. 

Núm. 262. Luego el esponente de figuras seme-
jantes es el cuadrado del esponente de los lados 
(Fig. 169. 

§ VIH. 

De la razón que hay entre e l c i rcu lo y los c u a d r a d o s i n s c r i t o y c i r -

cunscr i to , y de l f o rmado sobre e l r a d i o . 

Núm. 264. Se llama cuadrado circunscrito aquel 
que se queda fuera del círculo, tocándole por todos 
cuatro lados. Este cuadrado precisamente ha dete-
ner por lado el diámetro del círculo (Fig. 170). 

Núm. 265. Se llama cuadrado inscrito el que se 
forma dentro del círculo, tocando la circunferencia 

con sus cuatro ángulos (Fig. 171). 
Se llama cuadrado del radio el q u e le tiene por 

lado (Fig. 172). 
Núm. 266. Ahora, pues, para conocer la razón 

que hay entre el círculo y el cuadrado circunscrito 
haré lo siguiente (Fig. 170). 

Reduciré el círculo á un paralelógramo A, cuya 



base sea la circunferencia y su altura medio radio 
(núm. 232): de este modo si el diámetro del círculo 
vale 7, la circunferencia.de él ó grandeza del para-
lelógramo será 22 (núm. 150). 

I I . 

Dividiré el cuadrado en cuatro paralelógramos 
iguales, quedando cada uno de ellos con la altura 
de medio radio y todo lo largo del diámetro; por 
consiguiente todos cuatro juntos hacen un parale-
lógramo B de la misma altura que A; pero su gran-
deza será cuatro veces 7, ó 28. Pero estos dos para-
lelógramos AB tienen la misma altura, y son como 
sus bases (núm. 248). 

Núm. 267. Luego el círculo es al cuadrado cir-
cunscrito como la circunferencia es á cuatro diáme-
tros, lo que viene á ser como 22 á 28. 

Si queremos saber la proporcion del círculo con 
el cuadrado inscrito haremos lo siguiente (Fig. 171). 

i . 

Dividiremos el cuadrado circunscrito con dos dia-
gonales en cuatro triángulos, y cada uno de ellos 
tendrá por base el diámetro y por altura el radio. 

I I . 

Dividiré el cuadrado inscrito con una diagonal en 
dos triángulos, que también tendrán por base el 
diámetro y por altura el radio. 

Núm. 268. Luego el cuadrado inscrito es la mitad 
del circunscrito. Por consiguiente el círculo es res-

pecto del cuadrado inscrito como la circunferencia 
á dos diámetros, ó como 22 á 14. 

Finalmente para saber la razón que hay entre el 
círcuio y el cuadrado de su radio haré lo siguiente : 

Dividiré el cuadrado circunscrito (Fig. 172) por 
dos diámetros en cuatro cuadrados iguales, y cada 
uno de ellos será cuadrado del radio; por consi-
guiente si el cuadrado circunscrito vale 28, el cua-
drado del radio solamente valdrá 7. 

Núm. 269. Luego el círculo es al cuadrado de su 
radio como la circunferencia á un diámetro, ó co-
mo 22 á 7. Luego los tres cuadrados que pertene-
cen á un círculo son como 7,4 4, 28, valiendo el cír-
culo 22. 

§ IX. 

De la razón que hay entre e l cuadrado de l a h ipo tenusa y los c u a d r a -

dos de los otros dos lados. 

Esta proposicion, que es famosísima, se atribuye 
á Pitágoras, de quien dicen que por haberla halla-
do sacrificó cien bueyes á las Musas en acción de 
gracias. 

Para conocer, pues, la proporcion que hay entre 
el cuadrado T de la hipotenusa (Fig. i 75) y los dos 
cuadrados AB, formados sobre los lados del trián-
gulo ab, haremos lo siguiente: 

i . 

Tiraremos una perpendicular desde el vértice del 



base sea la circunferencia y su altura medio radio 
(núm. 232): de este modo si el diámetro del círculo 
vale 7, la circunferencia.de él ó grandeza del para-
lelógramo será 22 (núm. 450). 

I I . 

Dividiré el cuadrado en cuatro paralelógramos 
iguales, quedando cada uno de ellos con la altura 
de medio radio y todo lo largo del diámetro; por 
consiguiente todos cuatro juntos hacen un parale-
lógramo B de la misma altura que A; pero su gran-
deza será cuatro veces 7, ó 28. Pero estos dos para-
lelógramos AB tienen la misma altura, y son como 
sus bases (núm. 248). 

Núm. 267. Luego el círculo es al cuadrado cir-
cunscrito como la circunferencia es á cuatro diáme-
tros, lo que viene á ser como 22 á 28. 

Si queremos saber la proporcion del círculo con 
el cuadrado inscrito haremos lo siguiente (Fig. 171). 

i. 

Dividiremos el cuadrado circunscrito con dos dia-
gonales en cuatro triángulos, y cada uno de ellos 
tendrá por base el diámetro y por altura el radio. 

I I . 

Dividiré el cuadrado inscrito con una diagonal en 
dos triángulos, que también tendrán por base el 
diámetro y por altura el radio. 

Núm. 268. Luego el cuadrado inscrito es la mitad 
del circunscrito. Por consiguiente el círculo es res-

pecto del cuadrado inscrito como la circunferencia 
á dos diámetros, ó como 22 á 14. 

Finalmente para saber la razón que hay entre el 
círcuio y el cuadrado de su radio haré lo siguiente : 

Dividiré el cuadrado circunscrito (Fig. 172) por 
dos diámetros en cuatro cuadrados iguales, y cada 
uno de ellos será cuadrado del radio; por consi-
guiente si el cuadrado circunscrito vale 28, el cua-
drado del radio solamente valdrá 7. 

Núm. 269. Luego el círculo es al cuadrado de su 
radio como la circunferencia á un diámetro, ó co-
mo 22 á 7. Luego los tres cuadrados que pertene-
cen á un círculu son como 7,14, 28, valiendo el cír-
culo 22. 

§ IX. 

De la razón que hay entre e l cuadrado de l a h ipo tenusa y los c u a d r a -

dos de los otros dos lados. 

Esta proposicion, que es famosísima, se atribuye 
á Pitágoras, de quien dicen que por haberla halla-
do sacrificó cien bueyes á las Musas en acción de 
gracias. 

Para conocer, pues, la proporcion que hay entre 
el cuadrado T de la hipotenusa (Fig. 4 75) y los dos 
cuadrados AB, formados sobre los lados del trián-
gulo ab, haremos lo siguiente: 

i . 

Tiraremos una perpendicular desde el vértice del 
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triángulo, la que le dividirá en dos ab, los cuales 

son semejantes entre sí y al triángulo total por t e -
ner cada uno un ángulo recto. 

I I . 

Debemos tener presente que los triángulos seme-
jantes son entre sí como los cuadrados de sus lados 
(núm. 256); y así los tres triángulos ab y el total 
son entre sí como los cuadrados ABT. 

I I I . 

Observemos que los dos triángulos pequeños ab 
juntos son iguales al grande; luego también los 
dos cuadrados pequeños AB juntos son iguales al 
grande T. 

¡Núm. 270. Luego el cuadrado de la hipotenusa 
es igual á los dos cuadrados de sus lados. 

Supuesto que es tan famosa esta proposicion, 
no será desagradable á los principiantes la noticia 
de algunas otras demostraciones que añadiremos 
aquí. 

Formemos un triángulo rectángulo R (Fig. 174), 
y sobre sus tres lados formemos los tres cuadrados 
A, B, H : bajemos desde el vértice del triángulo 
una perpendicular, que no solo divida la hipotenu-
sa, sino también su cuadrado, en dos paralelógra-
mos ab. 

Pero según el núm. 195 cuando se baja una per-
pendicular desde el vértice sobre la hipotenusa, 
cualquier lado del ángulo recto es media propor-
cional entre toda la hipotenusa y el segmento corta-
do por la perpendicular; y por consiguiente tene-
mos Me:MO;:MO:MN; luego multiplicando el pri-
mer término por el último haremos un paralelógra-
mo igual al cuadrado del término medio; y así el 
paralelógramo a es igual al cuadrado A. Por la mis-
ma razón b es igual á B; luego a-\-b, que hacen el 
cuadrado de la hipotenusa, es igual á A-J-B, cua-
drados de los lados. 

También se puede demostrar por otro modo (Fig. 
175). Tenemos el triángulo rectángulo AEO : que-
remos probar que el cuadra-
do de AO es igual al cuadra-
do de AE junto con el cuadra-
do de EO. 

Pongamos el triángulo en 
b, y formemos sobre sus la-
dos los dos cuadrados PQ; re-
sultan los dos paralelógramos 
que se pintan claros, con los 
cuales se llenaría el cuadrado 
total de la figura P, T, R, Q. 

Formemos ahora el cuadrado de la hipotenusaao, 
1 5 . 



y tendremos el cuadrado a, o, i, s. Este cuadrado 
deja cuatro triángulos m, m, m, m. Estos triángu-
os son iguales entre sí, y también iguales á b; lo 

que se conoce advirtiendo que los lados del cua-
drado total PTRQ son iguales, y cada uno es igual 
á un lado pequeño de los triángulos junto con un 
lado grande, y como todos son rectángulos todos 
vienen á ser iguales. Pero cada paralelógramo claro 
vale dos triángulos m, m : luego tanto valen los dos 
paralelógramos claros como los cuatro triángulos 
m, m , m , m ; pero si quitamos del cuadrado total 
los dos paralelógramos restan los dos cuadrados P 
y Q; y si quitamos del cuadrado total los cuatro 
triángulos quedará solo el cuadrado de la hipote-
nusa : luego tanto vale el cuadrado de la hipotenu-
sa como los dos que se forman sobre los otros lados 
del triángulo. 

El grande Euclides demuestra esta proposicion 
del modo siguiente (Fig. 176). 

1 / 
\ C>v 

0 \ 

G 
H . i 

V \ 

K S 
i i •) 

Fig . <76. F i g . 177. 

Forma el triángulo rectángulo MON, y los tres 
cuadrados sobre sus lados; tira una perpendicular 
sobre la hipotenusa, la cual divide su cuadrado 
en dos paralelógramos, y prueba despues que el 
paralelógramo G es igual al cuadrado B, así co-
mo el paralelógramo II es igual á A, lo que prueba 
del modo siguiente. 

Primeramente los dos triángulos SON, NMF son 
iguales, pues ambos tienen un lado del cuadrado 
grande y otro lado del cuadrado B; y el ángulo com-
prendido entre ellos es compuesto del ángulo co-
mún e y de un ángulo recto, lo que basta para ser 
iguales (núm. 412). 

Pero el triángulo SON es la mitad del paraleló-
gramo G, porque tiene el mismo valor que tendria 
si su vértice estuviese en e. Del mismo modo el tri-
ángulo NMF es la mitad del cuadrado B, porque 
tiene el mismo valor que tendria si su vértice M pa-
sase á O : luego si la mitad de G es igual á la mitad 
de B, el paralelógramo G es igual al cuadrado B que 
le corresponde. 

Del mismo modo se prueba que H es igual á A : 
luego si II y G hacen el cuadrado de la hipotenusa, 
será este igual á los dos cuadrados de los lados A-j-B. 

Ve aquí las consecuencias de esta proposicion. 

i. 

Si el triángulo rectángulo (Fig. \ 77) tuviere un 
lado del ángulo recto que valga 5 y otro que valga 
4, el cuadrado del 1 será 9 y el del otro 1<>, los 
cuales juntos hacen 25 : así el cuadrado de la hipo-
tenusa será 23, cuya raíz es 5. 
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Núm. 271. Luego en el triángulo rectángulo ,ci el 
ángulo recto está hecho por lados del valor de 5 y 
de 4, la hipotenusa será 5. 

i i . 

Núm. 272. Si quisiéremos levantar una perpen-
dicular en la estremidad de una línea (Fig. 178), 

Fig. 178. F ig . 179. 

cuando el terreno no permite prolongarla ni t r a -
bajar mas abajo de ella, lo haremos con el método 
siguiente : 

I o Señalaremos con el compás en la línea dada 
cinco medidas iguales. 

2o Tomaremos tres medidas con el compás, y des-
de el punto M describiré un arco. 

5o Tomaré con el compás cinco medidas, y lle-
gando al punto A, que termina cuatro medidas, des-
cribiré otro arco que cortará al primero en O. y des-
de ese punto bajaré una perpendicular M, la cual sin 
duda es perpendicular, porque siendo el triángulo 
formado con lados de 5, 4, 5 medidas, necesaria-
mente será rectángulo. 

n i . 

Núm. 275. Siempre que el triángulo rectángulo 
fuere isósceles, v. g. como cuando (Fig. 179) dividi-
mos un cuadrado por su diagonal, el cuadrado de 
la hipotenusa será duplo de cualquiera cuadrado 
que se forme sobre los lados, porque siendo el de 
la hipotenusa igual á la suma de los dos cuadra-
dos de los lados, es duplo de las mitades de esa su-
ma ; y así, 

Si nos dan un cuadrado A (Fig. 179), y nos pidie-
ren otro que sea doble de él, tiraremos una diago-
nal, y esa será el lado del nuevo cuadrado B, por-
que es hipotenusa de un triángulo isósceles. 

Núm. 27í. Luego hay método para formar un 
cuadrado duplo de otro dado. 

I V . 

Si en un cuadrado A tiramos las diagonales RM, 
ON, serán mutuamente perpendiculares (Fig. 180); 
porque la primera tiene 
dos puntos I\M igualmen-
te distantes de las eslre-
midades de la otra (núm. 
52); y del mismo modo 
la segunda respecto de la 
primera, y por tener cada 
una dos puntos igual-
mente distantes de las estremidades de la otra se 
cortan por el medio (núm. 55), por consiguiente el 
triángulo N?M es rectángulo é isósceles. 

i* 
F ig . ISO. 



Luego el cuadrado de la hipotenusa NM es duplo 
del cuadrado sobre uno de sus lados oM; y por con-
siguiente el nuevo cuadrado B es la mitad del que 
nos dieron A.' ' 

Núm. 273. Luego tenemos método para formar 
un cuadrado B que sea la mitad de otro cuadrado 
que nos hayan dado A. 

Núm. 276. Si nos pidieren que reduzcamos á un 
solo cuadrado dos cuadrados dados AB (Fig. 181), 
haremos lo siguiente : 

181. 

I o Formaremos un ángulo recto con líneas inde-
finidas. 

2a Pondremos de una parte el lado de A y de otra 
el de B : tiraremos una línea MN, que será hipote-
nusa, y por lo mismo el cuadrado C que está sobre 
ella será igual á los dos juntos AB. 

§ X . 

Aplicación (le la doc t r ina d e la hipotenusa á los polígonos y c i rcuios . 

Dijimos al núm. 261 que todas las figuras seme-
jantes eran entre sí como los cuadrados de sus l a -
dos correspondientes; pero los polígonos regulares 
del mismo número de lados son figuras semejan-
tes. 

Núm. 277. Luego el polígono regular sobre la 
hipotenusa es igual á los dos polígonos semejantes 
sobre los dos lados. Y así el polígono C (Fig. -182) es 
igual á los dos AB. 

Como los círculos se pueden considerar á manera 
de polígonos regulares, podemos decir de los cír-
culos lo que acabamos de decir de los polígonos. 

Núm. 278. Luego el 
círculo sobre la hipote-
nusa es igual á los dos 
círculos sobre los lados 
(Fig. -185); y así C será 
igual á B junto con A; y 
si el triángulo fuere isós-
celes, el círculo de la hi-
potenusa será doblado 
del círculo de cualquiera 
de los lados (núm. 275). 

De esta definición se 
sacan las consecuencias 
siguientes: 



I. 

Si nos dieren una corona ó un anillo (Fig. 184), 

F i g . 183. 

y nos pidieren un círculo que sea igual al anillo, 
la operacion se liará de este modo : 

1° Tomaré el diámetro esterior del anillo MN para 
hacer de él una hipotenusa, describiendo sobre ella 
un medio círculo ¡non. 

2° Tomaré el diámetro interior del anillo, y haré 
de él el lado mo del triángulo rectángulo. 

5° Acabaré el triángulo con la línea on, y esta 
será el diámetro del círculo P, el cual será igual al 
anillo dado. 

Pues el círculo A de la hipotenusa es igual á los 
dos PQ, luego A menos Q ha de ser igual á P; pero 
A menos Q es lo mismo que el anillo, porque el cír-
culo Q es igual al vacío Q, y así lo mismo es decir 
A menos Q que decir el anillo, y por consiguiente 
el anillo A es igual á P. 

Núm. 279. Luego hay método para reducir un 
anillo ó corona á un círculo entero. 

I I . 

Si nos dieren (Fig. 185) una luna ó creciente B 
para reducirla á un círculo entero, procederé como 
en el caso precedente, porque tanto monta quitar 
de un círculo grande uno pequeño concéntrico, 
como sacarle mas de un lado que de otro, lo que 
hace que en lugar de una corona ó anillo tengamos 
una especie de luna nueva. No obstante se ha de 
advertir, que el círculo pequeño A no debe salir 
del grande en ningún caso para que la demostra-
ción tenga su vigor. 

m . 

Si nos dieren un círculo A (Fig. 186), y nos p i -
dieren otro que sea duplo de este, lo haré del modo 
siguiente : 

I o Tiraré dos diámetros en ángulo recto y los uni-
ré con una hipotenusa BO. 

2« Be esta hipotenusa me serviré como de radio 
para el nuevo círculo B. 

En esta suposición tenemos que 
B tiene como radio una hipotenu-
sa, y A uno de los lados del t r ián-
gulo, siendo este isósceles; pero 
ya dijimos que los círculos eran co-
mo los cuadrados por el núm. 260; 
y por el 277 se dijo que el cuadrado 
de la hipotenusa era duplo del 
cuadrado de cualquiera de los la-
dos : luego B será duplo de A. 

F i g . 186. 
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Núm. 280. Luego hay método para hacer un cír-
culo duplo á otro. 

I V . 

Si nos dieren un círculo A (Fig. 487), y nos pidie-

J JV 

A O I B 

Fig . 188. 

ren uno que sea la mitad del que nos dieron, lo ha-
remos del modo siguiente. 

Tírenselos diámetros en ángulo recto y dos cuer-
das mO, NO, que hagan con el diámetro un tr ián-
gulo. Este será rectángulo (número 7-5); y como los 
arcos NO, mO son iguales, también las dos cuerdas 
lo son por el núm. 3, y queda el triángulo NOm 
isósceles y rectángulo; por consiguiente el círculo 
A, que tiene por diámetro la hipotenusa mN, será 
duplo del nuevo círculo B, que solo tiene por diá-
metro uno de los lados NO, como dijimos al núm. 
278. 

Núm. 281. Luego tenemos método para hacer un 
círculo B, que sea ía mitad de otro dado A. 

Modo d e f o r m a r cuadrados y circuios en cualquiera r a z ó n que nos 
p idieren con respecto á los que nos f u e r e n d a d o s . 

Núm. 282. Dijimos al núm. 196, que tirando de 
laestremidad de un diámetro (Fig. 188) una cuerda 
AM, esta era media proporcional entre todo el diá-
metro AB, y su segmento AO, cortado por la pe r -
pendicular MO. 

Pudiendo entonces decir 4fAO;ÁM:AB ; por con-
siguiente el producto de los estremos ha de ser igual 
al cuadrado de la cantidad media; esto es, A O X 
A B = A M \ que es lo 
mismo que AMXAM. 
Del mismo modo (Fig. 
-188) puedo demostrar 
que la otra cuerda AN 
es media proporcional 
entre el diámetro A B 
y el segmento AI cor-
tado por la perpendi-
cular NT, pudiendo de-
cirse A I : A N ; : A N : A B ; 

y por consiguiente 
A I X A B = A N 2 . 

Núm. 283. Hacemos 
esto sensible en la 
(Fig. -189): las dos 
cuerdas Mr, Ms son F i g . 189. 
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Núm. 280. Luego hay método para hacer un cír-
culo duplo á otro. 

I V . 

Si nos dieren un círculo A (Fig. 487), y nos pidie-

J JV 

A O I B 

Fig . 188. 

ren uno que sea la mitad del que nos dieron, lo ha-
remos del modo siguiente. 

Tírenselos diámetros en ángulo recto y dos cuer-
das mO, NO, que hagan con el diámetro un tr ián-
gulo. Este será rectángulo (número 74); y como los 
arcos NO, mO son iguales, también las dos cuerdas 
lo son por el núm. 3, y queda el triángulo NOm 
isósceles y rectángulo; por consiguiente el círculo 
A, que tiene por diámetro la hipotenusa mN, será 
duplo del nuevo círculo B, que solo tiene por diá-
metro uno de los lados NO, como dijimos al núm. 
278. 

Núm. 281. Luego tenemos método para hacer un 
círculo B, que sea ía mitad de otro dado A. 

Modo d e f o r m a r cuadrados y circuios en cualquiera r a z ó n que nos 
p idieren con respecto á los que nos f u e r e n d a d o s . 

Núm. 282. Dijimos al núm. 196, que tirando de 
laestremidad de un diámetro (Fig. 188) una cuerda 
AM, esta era media proporcional entre todo el diá-
metro AB, y su segmento AO, cortado por la pe r -
pendicular MO. 

Pudiendo entonces decir 4 F A O ; Á M ; A B ; por con-
siguiente el producto de los estremos ha de ser igual 
al cuadrado de la cantidad media; esto es, A O X 
A B = A M \ que es lo 
mismo que A M X A M . 
Del mismo modo (Fig. 
-188) puedo demostrar 
que la otra cuerda AN 
es media proporcional 
entre el diámetro A B 
y el segmento AI cor-
tado por la perpendi-
cular NI, pudiendo de-
cirse A I : A N ; : A N : A B ; 

y por consiguiente 
AIXAB=AN2 . 

Núm. 283. Hacemos 
esto sensible en la 
(Fig. 189): las dos 
cuerdas Mr, Ms son F i g . 189. 



medias proporcionales entre el diámetro total MN, 
y sus dos segmentos M o Mi; por consiguiente Mo; 
Mi: iMrfMX; luego 

Pero MOXMN es el paralelógramo a , cuya base 
es Mo, y su altura es M/i=MN, y M r X ^ r es el cua-
drado A : luego el paralelógramo a es igual al cua-
drado A. 

Del mismo modo se prueba que el paralelógramo 
total Mp es igual al cuadrado mayor B, cuyo lado sea 
la cuerda M>\ 

Pero estos dos paralelógramos Mg, Mp teniendo 
la misma altura son entre sí como sus bases, esto 
es, como los segmentos Mo Mi; luego los dos cua-
drados que le son iguales entre sí son como los seg-
mentos Mo Mi. 

Núm. 28 í. Luego los cuadrados de las cuerdas 
tiradas de la estremidad del diámetro son entre sí 
como los segmentos del diámetro cortados por sus 
perpendiculares. 

De esta regla general se sacan varias consecuen-
cias. 

i . 

¡Núm. 2S5. Si dado un cuadrado A (Fig. 190) nos 
pidieren á un tiempo otros varios que tengan di-
versa proporcion con el primero, v. g. 4 veces m a -
yor 6, 9 ,15 ó 15; ó 2ü, en brevísimo tiempo pode-
mos resolver este problema del modo siguiente. 

4° Tírese una línea arbitraria, y descríbase sobre 
esta un medio círculo. 

2o Tómese con el compás ai, lado del cuadrado 
A que nos dieron, y fórmese de él una cuerda ai, 

FILOSOFICA. 5 5 7 

que salga de la estremidad del diámetro; y de otra 

F i g . 190. 

estremidad de la cuerda i tírese una perpendicular 
sobre el diámetro. 

5o Tómese con el compás ese segmento a 1 del 
d iámetro ; con esta medida vamos dividiendo todo 
el diámetro en la forma de la figura. 

4o Notaré el número 4,6, 9, 15,15; , 20, etc., que 
corresponden á los cuadrados que me pidieron; le-
vantaré desde ellos perpendiculares, las cuales irán 
á terminar en los puntos de la circunferencia m, n, 
o, p, q, adonde también van á patar las cuerdas ti-
radas desde a, que serán los lados de los cuadrados 
que nos pidieren. 

Por cuanto queda ya probado que estos diferen-
tes cuadrados de la figura son entre sí, como los 



segmentos del diámetro, cortados por las perpen-
diculares (núm. 28-!); luego los nuevos cuadrados 
están en esta misma proporcion de 4, 6, 9,15, 15| . 

Si acaso el número de los cuadrados que nos pi-
dieren fuere tan largo que no quepa en el diámetro 
arbitrario que se escogió, tómese otra línea mayor 
á proporcion de las que faltaren, y repítase para 
estos la operacion. 

Núm. 286. Luego tenemos método para formar 
con una sola operacion cualesquiera cuadrados en 
la razón que los pidan. 

H. 

Dijimos que los círculos estaban entre sí como 
los cuadrados de sus diámetros al número 261; por 
consiguiente podemos decir de los círculos, cuyos 
diámetros fueren las cuerdas (Fig. 191), que ellos 

F i g . 191. 

é 
tienen entre sí la misma razón de los segmentos de 
un diámetro, cortados por varias perpendiculares 
que salen de las otras eslremidades de las cuerdas; 
y asi dándonos el círculo B, podremos hacer otros 

CD, que sean cinco ó siete veces mayores, ó en cual-
quiera otra razón que los pidieren. 

Núm. 2S7. Luego tenemos método para formar 
con una sola operacion los círculos que nos pidie-
ren en cualquiera razón que se quiera respecto de 
algún círculo dado B. 

n i . 

Núm. 288. Si nos dieren un círculo A (Fig. 192), 

F i g . Í92. 

y nos pidieren otro que sea la tercera ó quinta parte 
de él, haremos lo siguiente. 

Io Tírese una línea á discreción, pero que sea 
mayor que el diámetro del círculo dado, y descrí-
base sobre ella un semicírculo; últimamente tírese 
una cuerda tnn igual al diámetro MN del mismo cír-
culo dado. 

2o Tírese desde n una perpendicular sobre el diá-
metro no, y divídase este segmento del diámetro 
mo en tres partes iguales : de la división primera 
levántese una perpendicular, la que irá al punto e : 
desde este tírese la cuerda em, que será el diáme-
tro del nuevo círculo B, el cual, por lo que ya que-



540 RECREACION? 

círculos están entre sí como los cuadrados de los 
diámetros, 

En los paralelógramos semejantes (Fig. 169) el 
esponente de la razón de las bases es el mismo que 
el de la razón de las alturas, y cuando se multipli-
ca un esponente por otro se multiplica por sí mis-
mo, y se hace un cuadrado de cualquiera de ellos. 
Pero lo que se dice de los paralelógramos semejan-
tes se dice de los triángulos y de todas las figuras 
semejantes entre sí. 

Núm. 262. Luego el esponente de figuras seme-
jantes es el cuadrado del esponente de los lados 
(Fig. 169. 

§ VIII. 

De la razón que hay e n t r e el c írculo y los cuadrados inscr i to y cir-
cunscri to, y del f o r m a d o sobre el rad io . 

Núm. 264. Se llama cuadrado circunscrito aquel 
que se queda fuera del círculo, tocándole por todos 
cuatro lados. Este cuadrado precisamente ha de te-
ner por lado el diámetro del círculo (Fig. 170). 

Núm. 26o. Se llama cuadrado inscrito el que se 
forma dentro del círculo, tocando la circunferencia 
con sus cuatro ángulos (Fig. 171). 

Se llama cuadrado del radio el que le tiene por 
lado (Fig. 172). 

Núm. 266. Ahora, pues, para conocer la razón 
que hay entre el círculo y el cuadrado circunscrito 
haré lo siguiente (Fig. 170). 

Reduciré el círculo á un paralelógramo A, cuya 



base sea la circunferencia y su altura medio radio 
(núm. 252): de este m o d o si el diámetro del círculo 
vale 7, la circunferencia.de él ó grandeza del para-
lelógramo será 22 (núm. -150). 

I I . 

Dividiré el cuadrado en cuatro paralelógramos 
iguales, quedando cada uno de ellos con la altura 
de medio radio y todo lo largo del diámetro; por 
consiguiente todos cua t ro juntos hacen un para le-
lógramo B de la misma a l tu ra que A; pero su gran-
deza será cuatro veces 7, ó 28. Pero estos dos para-
lelógramos AB tienen la misma altura, y son como 
sus bases (núm. 248). 

¡Núm. 267. Luego el círculo es al cuadrado cir-
cunscrito como la circunferencia es á cuatro diáme-
tros, lo que viene á ser como 22 á 28. 

Si queremos saber la proporcion del círculo con 
el cuadrado inscrito ha remos lo siguiente (Fig. 171). 

i . 

Dividiremos el cuadrado circunscrito con dos dia-
gonales en cuatro t r iángulos , y cada uno de ellos 
tendrá por base el d iámet ro y por altura el radio. 

I I . 

Dividiré el cuadrado inscrito con una diagonal en 
dos triángulos, que t ambién tendrán por base el 
diámetro y por altura el radio. 

Núm. 268. Luego el cuadrado inscrito es la mitad 
del circunscrito. Por consiguiente el círculo es res-

pecto del cuadrado inscrito como la circunferencia 
á dos diámetros, ó como 22 á 14. 

Finalmente para saber la razón que hay entre el 
círcuio y el cuadrado de su radio haré lo siguiente: 

Dividiré el cuadrado circunscrito (Fig. 172) por 
dos diámetros en cuatro cuadrados iguales, y cada 
uno de ellos será cuadrado del rad io ; por consi-
guiente si el cuadrado circunscrito vale 28, el cua-
drado del radio solamente valdrá 7. 

Núm. 269. Luego el círculo es al cuadrado de su 
radio como la circunferencia á un diámetro, ó co-
mo 22 á 7. Luego los tres cuadrados que pertene-
cen á un círculo son como 7 ,14 , 28, valiendo el cír-
culo 22. 

§ IX. 

l io !a r.izon que hay e n t r e el cuadrado de la h ipo t enusa y los c u a d r a -
dos d e los o t ros dos lados. 

Esta proposicion, que es famosísima, se atribuye 
á Pitágoras, de quien dicen que por haberla hal la-
do sacrificó cien bueyes á las Musas en acción de 
gracias. 

Para conocer, pues, la proporcion que hay entre 
el cuadrado 1 de la hipotenusa (Fig. 175) y los dos 
cuadrados AB, formados sobre los lados del t r ián-
gulo ab, haremos lo siguiente: 

i . 

Tiraremos una perpendicular desde el vértice del 
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triángulo, la que le dividirá en dos ab, los cuales 

son semejantes entre sí y al triángulo total por t e -
ner cada uno un ángulo recto. 

I I . 

Debemos tener presente que los triángulos seme-
jantes son entre sí como los cuadrados de sus lados 
(núm. 256); y así los tres triángulos ab y el total 
son entre sí como los cuadrados ABT. 

m . 

Observemos que los dos triángulos pequeños ab 
juntos son iguales al grande; luego también los 
dos cuadrados pequeños AB juntos son iguales al 
grande T. 

Núm. 270. Luego el cuadrado de la hipotenusa 
es igual á los dos cuadrados de sus lados. 

Supuesto que es tan famosa esta proposicion, 
no será desagradable á los principiantes la noticia 
de algunas otras demostraciones que añadiremos 
aquí. 

Formemos un triángulo rectángulo R (Fig. 174), 
y sobre sus tres lados formemos los tres cuadrados 
A, B, H : bajemos desde el vértice del triángulo 
una perpendicular, que no solo divida la hipotenu-
sa, sino también su cuadrado, en dos paralelógra-
mos ab. 

Pero según el núm. 195 cuando se baja una per-
pendicular desde el vértice sobre la hipotenusa, 
cualquier lado del ángulo recto es media propor-
cional entre toda la hipotenusa y el segmento corta-
do por la perpendicular; y por consiguiente tene-
mos Me:MO::MO;MN; luego multiplicando el pri-
mer término por el último haremos un paralelógra-
mo igual al cuadrado del término medio; y así el 
paralelógramo a es igual al cuadrado A. Por la mis-
ma razón b es igual á B; luego a-\-b, que hacen el 
cuadrado de la hipotenusa, es igual á A-J-B, cua-
drados de los lados. 

También se puede demostrar por otro modo (Fig. 
4 75). Tenemos el triángulo rectángulo AEO : que-
remos probar que el cuadra- A 
do de AO es igual al cuadra-
do de AE junto con el cuadra-
do de EO. 

Pongamos el triángulo en 
b, y formemos sobre sus la-
dos los dos cuadrados PQ; re-
sultan los dos paralelógramos 
que se pintan claros, con los 
cuales se llenaría el cuadrado 
total de la figura P, T, R, Q. 

Formemos ahora el cuadra do de la hipotenusa ao, 
1 5 . 

F 

0 

r 

R s 
F ig 175. 



y tendremos el cuadrado a, o, i, s. Este cuadrado 
deja cuatro triángulos m, m, m, m. Estos triángu-
os son iguales entre sí, y también iguales á b; lo 

que se conoce advirtiendo q u e los lados del cua-
drado total PTRQ son iguales, y cada uno es igual 
á un lado pequeño de los triángulos junto con un 
lado grande, y como todos son rectángulos todos 
vienen á ser iguales. Pero cada paralelógramo claro 
vale dos triángulos m, m: luego tanto valen los dos 
paralelógramos claros como los cuatro triángulos 
m, m, m, m; pero si quitamos del cuadrado total 
los dos paralelógramos restan los dos cuadrados P 
y Q; y si quitamos del cuadrado total los cuatro 
triángulos quedará solo el cuadrado de la hipote-
nusa : luego tanto vale el cuadrado de la hipotenu-
sa como los dos que se forman sobre los otros lados 
del triángulo. 

El grande Euclides demuestra esta proposicion 
del modo siguiente (Fig. 176). 

Forma el triángulo rectángulo MON, y los tres 
cuadrados sobre sus lados; tira una perpendicular 
sobre la hipotenusa, la cual divide su cuadrado 
en dos paralelógramos, y prueba despues que el 
paralelógramo G es igual al cuadrado B, así co-
mo el paralelógramo H es igual á A, lo que prueba 
del modo siguiente. 

Primeramente los dos triángulos SON, M F son 
iguales, pues ambos tienen un lado del cuadrado 
grande y otro lado del cuadrado B; y el ángulo com-
prendido entre ellos es compuesto del ángulo co-
mún e y de un ángulo recto, lo que basta para ser 
iguales (núm. 412). 

Pero el triángulo SON es la mitad del paraleló-
gramo G, porque tiene el mismo valor que tendría 
si su vértice estuviese en e. Del mismo modo el tri-
ángulo NMF es la mitad del cuadrado B, porque 
tiene el mismo valor que tendría si su vértice M pa-
sase á O : luego si la mitad de G es igual á la mitad 
de B, el paralelógramo G es igual al cuadrado B que 
le corresponde. 

Del mismo modo se prueba que H es igual á A : 
luego si H y G hacen el cuadrado de la hipotenusa, 
será este igual á los dos cuadrados de los lados A-f-B. 

Ve aquí las consecuencias de esta proposicion. 

i . 

Si el triángulo rectángulo (Fig. 4 77) tuviere un 
lado del ángulo recto que valga 5 y otro que valga 
4, el cuadrado del 1 será 9 y el del otro 16, los 
cuales juntos hacen 25 : así el cuadrado de la hipo-
tenusa será 25, cuyaraiz es 5. 



Luego el cuadrado de la hipotenusa NM es duplo 
del cuadrado sobre uno de sus lados oM; y por con-
siguiente el nuevo cuadrado B es la mitad del que 
nos dieron A. ¡ 

Núm. 275. Luego tenemos método para formar 
un cuadrado B que sea la mitad de otro cuadrado 
que nos hayan dado A. 

v. 

Núm. 276. Si nos pidieren que reduzcamos á un 
solo cuadrado dos cuadrados dados AB (Fig. -181), 
haremos lo siguiente: 

F i g . I S I . F i g . m . 

I o Formaremos un ángulo recto con líneas inde-
finidas. 

2" Pondremos de una parte el lado de A y de otra 
el de B : tiraremos una línea MN, que será hipote-
nusa, y por lo mismo el cuadrado C que está sobre 
ella será igual á los dos juntos AB. 

§ X . 

Aplicación d e la doc t r ina d e la hipotenusa á los pol ígonos y c i rcuios . 

Dijimos al núm. 261 que todas las figuras seme-
jantes eran entre sí como los cuadrados de sus la-
dos correspondientes; pero los polígonos regulares 
del mismo número de lados son figuras semejan-
tes. 

Núm. 277. Luego el polígono regular sobre la 
hipotenusa es igual á los dos polígonos semejantes 
sobre los dos lados. Y así el polígono C (Fig. 182) es 
igual á los dos AB. 

Como los círculos se pueden considerar á manera 
de polígonos regulares, podemos decir de los cír-
culos lo que acabamos de decir de los polígonos. 

Núm. 278. Luego el 
círculo sobre la hipote-
nusa es igual á los dos 
círculos sobre los lados 
(Fig. 185); y así C será 
igual á B junto con A; y 
si el triángulo fuere isós-
celes, el círculo de la hi-
potenusa será doblado 
del círculo de cualquiera 
de los lados (núm. 275). 

De esta definición se 
sacan las consecuencias 
siguientes: 



I. 

Si nos dieren una corona ó un anillo (Fig. 184), 

Fig. I S í . F ig . 185. 

y nos pidieren un círculo que sea igual al anillo, 
la operacion se hará de este modo : 

I o Tomaré el diámetro esterior del anillo MN para 
hacer de él una hipotenusa, describiendo sobre ella 
un medio círculo mon. 

2o Tomaré el diámetro interior del anillo, y haré 
de él el lado mo del triángulo rectángulo. 

5o Acabaré el triángulo con la línea on, y esta 
será el diámetro del círculo P, el cual será igual al 
anillo dado. 

Pues el círculo A de la hipotenusa es igual á los 
dos PQ, luego A menos Q ha de ser igual á P ; pero 
A menos Q es lo mismo que el anillo, porque el cír-
culo Q es igual al vacío Q, y así lo mismo es decir 
A menos Q que decir el anillo, y por consiguiente 
el anillo A es igual á P. 

¡Núm. 279. Luego hay método para reducir un 
anillo ó corona á un círculo entero. 

i i . 

Si nos dieren (Fig. I So) una luna ó creciente B 
para reducirla á un círculo entero, procederé como 
en el caso precedente, porque tanto monta quitar 
de un círculo grande uno pequeño concéntrico, 
como sacarle mas de un lado que de otro, lo que 
hace que en lugar de una corona ó anillo tengamos 
una especie de luna nueva. No obstante se ha de 
advertir, que el círculo pequeño A no debe salir 
del grande en ningún caso para que la demostra-
ción tenga su vigor. 

ni. 
Si nos dieren un círculo A (Fig. 186), y nos p i -

dieren otro que sea duplo de este, lo haré del modo 
siguiente : 

4 o Tiraré dos diámetros en ángulo recto y los uni-
ré con una hipotenusa BO. 

2" De esta hipotenusa me serviré como de radio 
para el nuevo círculo B. 

En esta suposición tenemos que 
B tiene como radio una hipotenu-
sa, y A uno de los lados del t r ián-
gulo, siendo este isósceles; pero 
ya dijimos que los círculos eran co-
mo los cuadrados por el núm. 260; 
y por el 277 se dijo que el cuadrado 
de la hipotenusa era duplo del F¡g""¡8s. 
cuadrado de cualquiera de los la-
dos : luego B será duplo de A. 
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Núm. 280. Luego hay método para hacer un cír-
culo duplo á otro. 

I V . 

Si nos dieren un círculo A (Fig. 187), y nos pidie-

ra 

J 1 

A O I B 

Fig . 487. Fig . 188. 

ren uno que sea la mitad del que nos dieron, lo ha-
remos del modo siguiente. 

Tírenselos diámetros en ángulo recto y dos cuer-
das mO, NO, que hagan con el diámetro un trián-
gulo. Este será rectángulo (número 74); y como los 
arcos NO, mO son iguales, también las dos cuerdas 
lo son por el núm. 5, y queda el triángulo NOm 
isósceles y rectángulo; por consiguiente el círculo 
A, que tiene por diámetro la hipotenusa mN, será 
duplo del nuevo círculo B, que solo tiene por diá-
metro uno de los lados NO, como dijimos al núm. 
278. 

Núm. 281. Luego tenemos método para hacer un 
círculo B, que sea la mitad de otro dado A. 

§ XI. 

»Iodo d e f o r m a r cuadrados y circuios en cualquiera r a z ó n que nos 
p id ie ren con respecto á los que nos f u e r e n d a d o s . 

Núm. 282. Dijimos al núm. 196, que tirando de 
la estremidad de un diámetro (Fig. 4 88) una cuerda 
AM, esta era media proporcional entre todo el diá-
metro AB, y su segmento AO, cortado por la pe r -
pendicular MO. 

Pudiendo entonces decir 4 ~ A O : A M ; A B ; por con-
siguiente el producto de los estremos ha de ser igual 
al cuadrado de la cantidad media; esto es, A O X 
AB=AM*, que es lo 
mismo que AMX^M. 
Del mismo modo (Fig. 
-188) puedo demostrar 
que la otra cuerda AN 
es media proporcional 
entre el diámetro A B 
y el segmento AI cor-
tado por la perpendi-
cular Ni, pudiendo de-
cirse A I : A N : : A N : A B ; 

y por consiguiente 
A I ) < A B = A N 2 . 

Núm. 285. Hacemos 
esto sensible en la 
(Fig. 189): las dos 
cuerdas Mr, Mi son F i g . 189. 



medias proporcionc'es entre el diámetro total MN, 
y sus dos segmentos Mo Mi; por consiguiente Mo; 
Mi; :Mr;MN; luego MoXMN=MrXMr. 

Pero MoXMN es el paralelógramo a, cuya base 
es Mo, y su altura es M/i=MN, y M r X ^ r es el cua-
drado A : luego el paralelógramo a es igual al cua-
drado A. Ü 

Del mismo modo se prueba que el paralelógramo 
total Mp es igual al cuadrado mayor B, cuyo lado sea 
la cuerda Mi. 

Pero estos dos paralelógramos Mj, I I p teniendo 
la misma altura so i entre sí como sus bases, esto 
es, como los segmentos Mo Mi; luego los dos cua-
drados que le son iguales entre sí son como los seg-
mentos Mo Mi. 

¡Núm. 28 5. Luego los cuadrados de las cuerdas 
tiradas de la estremádad del diámetro son entre sí 
como los segmentos del diámetro cortados por sus 
perpendiculares. 

De esta regla geceral se sacan yarias consecuen-
cias. 

i. 

¡Núm. 285. Si ds íoun cuadrado A (Fig. 190) nos 
pidieren á un tiempo otros varios que tengan di-
versa proporcion coa el primero, v. g. 4 veces m a -
yor 6, 9, 15 ó 15¿ é 20, en brevísimotiempo pode-
mos resolver este problema del modo siguiente. 

I o Tírese una líi>ea arbitraria, y descríbase sobre 
esta un medio círculo. 

2o Tómese con él compás ai, lado del cuadrado 
A que nos dieron, j fórmese de él una cuerda ai, 
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que salga de la estremidad del diámetro; y de otra 

Fig . 190. 

estremidad de la cuerda i tírese una perpendicular 
sobre el diámetro. 

5o Tómese con el compás ese segmento a I del 
diámetro; con esta medida vamos dividiendo todo 
el diámetro en la forma de la figura. 

4o Notaré el número 4,6, 9 ,45 , 151, 20, etc., que 
corresponden á los cuadrados que me pidieron; le-
vantaré desde ellos perpendiculares, las cuales irán 
á terminar en los puntos de la circunferencia m, n, 
o, p, q, adonde también van á pafar las cuerdas ti-
radas desde a, que serán los lados de los cuadrados 
que nos pidieren. 

Por cuanto queda ya probado que estos diferen-
tes cuadrados de la figura son entre sí, como los 



Dijimos que los círculos estaban entre sí como 
los cuadrados de sus diámetros al número 261; por 
consiguiente podemos decir de los círculos, cuyos 
diámetros fueren las cuerdas (Fig. -191), que ellos 

tienen entre sí la misma razón de los segmentos de 
un diámetro, cortados por varias perpendiculares 
que salen de las otras eslremidades de las cuerdas; 
y así dándonos el círculo B, podremos hacer otros 

segmentos del diámetro, cortados por las perpen-
diculares núm. 284); luego los nuevos cuadrados 
están en esta misma proporcion de 4, 6, 9, -15, 15¿. 

Si acaso el número de los cuadrados que nos pi-
dieren fuere tan largo que no quepa en el diámetro 
arbitrario que se escogió, tómese otra línea mayor 
á proporcion de las que faltaren, y repítase para 
estos la operacion. 

Núm. 286. Luego tenemos método para formar 
con una sola operacion cualesquiera cuadrados en 
la razón que los pidan. 

Fig . 192. 

CD, que sean cinco ó siete veces mayores, ó en cual-
quiera otra razón que los pidieren. 

Núm. 287. Luego tenemos método para formar 
con una sola operacion los círculos que nos pidie-
ren en cualquiera razón que se quiera respecto de 
algún círculo dado B. 

Núm. 288. Si nos dieren un círculo A (Fig. 192), 

y nos pidieren otro que sea la tercera ó quinta parte 
de él, haremos lo siguiente. 

I o Tírese una línea á discreción, pero que sea 
mayor que el diámetro del círculo dado, y descrí-
base sobre ella un semicírculo; últimamente tírese 
una cuerda mn igual al diámetro MN del mismo cír-
culo dado. 

2o Tírese desde n una perpendicular sobre el diá-
metro no, y divídase este segmento del diámetro 
vno en tres partes iguales : de la división primera 
levántese una perpendicular, la que irá al punto e : 
desde este tírese la cuerda em, que será el diáme-
tro del nuevo círculo B, el cual, por lo que ya que-



da dicho, será la tercera parte de A, por razón de 
que los círculos AB están entre sí como los segmen-
tos del diámetro m\, ni 5. 

I V . 

Núm. 2S9. Si habiéndonos dado dos cuadrados ó 
dos círculos AB (Fig. 193) nos preguntaren en qué 

razón están entre 
sí, haremos lo si-
guiente. 

Io Descríbase 
un semicírculo ar-
bitrario, bien que 
de forma que su 
diámetro sea ma-
yor que el de cual-
quiera de ellos. 

O E V 2« De los dos 

Fig. (93. diámetros se ha-
rán dos cuerdas, 

ambas nacidas del punto M; y de las otras estremi-
dades de las cuerdas bajaré perpendiculares sobre 
el diámetro del semicírculo. 

5o Veré la proporcion que hay entre los dos seg-
mentos de este diámetro MO, ME, y esa misma será 
la razón entre los dos círculos dados. 

Del mismo modo se puede ejecutar si fueren cua-
drados haciendo cuerda's de sus lados. 

Núm. 290. Luego hay método para hallar la ra-
zón entre muchos cuadrados ó entre muchos círcu-
los dados. 

v . 

N L 

F i g . J94. 

Si nos dieren un círculo A (Fig. 194), y nos pidie-
ren otro que 
sea, v. g. tres — 

veces mayor, 
sin valemos 
de los cua-
drados de las 
cuerdas, co-
mo el núme-
ro 287, po-
dremos ha-
cerlo así. 

I o Ponga-
mos el diámatro mn del círculo dado, y continué-
mos la línea, tomando otras tres porciones igua -
les. 

2° Descríbase sobre esa línea total un semicír-
culo. 

5o Levántese una perpendicular desde el punto n, 
y esta será el diámetro del nuevo círculo B, el que 
debe ser respecto de A como 5 á 1 : la razón és, por-
que las tres líneas mn, ne, no están en proporcion. 
Luego el cuadrado de la primera línea mn es al 
cuadrado de la segunda ne, como la primera línea 
es á la tercera no (núm. 116); y como los círculos 
están entre sí como los cuadrados por el núm. 261, 
el círculo de mn es al de ne, como la línea de mn 
es á la línea no. 

Luego tenemos otro método para hacer un circu-
í s . 16 



Modo de hallar superficies q u e sean medias proporc ionales en t r edós 
superficies dadas. 

D i j i m o s que cuando se multiplicaba una linea por 
otra se hacia un paralelógramo, en el que una de 
las líneas servia de base, y la otra de altura perpen-
dicular (núm. 219) ; y que los paralelógramos de 
la misma base eran como las alturas (núm. 230), y 
los de la misma altura eran como sus bases (núm. 
248). 

Supongamos ahora que nos dan dos cuadrados 
AB (Fig. 193), que multiplicamos el lado de uno 

Fig . 193. 

por el lado del otro, haremos el paralelógramo C. 

R E C R E A C I O N 

lo en la razón pedida respecto del que nos dieron, 
sin valemos de las cuerdas délos círculos. 

Este paralelógramo respecto de A estará en razón 
de las bases, esto es, de tres á cuatro, y respecto de 
B, en razón de las alturas, también de tres á cua-
tro ; pero como en los cuadrados la razón de las 
bases es la misma que la de las alturas, se sigue 
que la misma razón hay entre AC que entre CB ; 
y por consiguiente C es media proporcional entre 
A y B . 

¡Núm. 291. Luego hay método para hallar un pa-
ralelógramo que sea medía proporcional entre dos 
cuadrados dados. 

Por el mismo método (Fig. 493) si nos dieren 
otros dos cuadrados EB, en multiplicando un lado 
de B por otro de E, haremos el paralelógramo D, 
que será medio proporcional entre los dos, por la 
misma razón de arriba. Esto se confirma con los 
números; porque si Atuviere por lado 3 y B 4 (Fig. 
495), A vale 9 y B 16 ; pero multiplicando 5, lado 
d e l ! , por 4, que lo es del otro, tendremos el para-
lelógramo 42, medio proporcional entre 9 y 46, 
porque podremos decir : 9M2: :12M6, reinando en 
esta proporcion la razón de 5 y 4. 

Del mismo modo si el lado de B vale 4, y el de E 
vale 5, multiplicando 4 por 5, haremos el paraleló-
gramo, que vale 20, medio proporcional entre B, 
que vale 46, y E que vale 25, pudiendo decir : 
4 6 :20 : : 20:25, pues en ambas partes reina la razón 
de 4 á 5. 

Núm. 292. Si dados dos cuadrados nos piden otro 
nuevo, que sea medio proporcional entre los dos, 
haremos la siguiente. 

Búsquese una media proporcional entre los la-
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dos de los dos cuadrados que nos dieron AB (Fig. 
196), y hallaremos la línea e, que será el lado del 

c u a d r a d o 
pedido E. 

Porque si 
tres canti-
dades aeb 
están en 
progresión, 
también lo 
están los 

cuadrados que se forman de ellas, aunque la razón 
sea diferente (núm. 239). 

Ejemplo -H-i:2:4, el esponente ó la razón que 
reina en esta progresión es 2, y si hacemos los cua-
drados de estas raices tendremos I 16, cuyo 
esponente es 4. Luego si a, e, b están en propor-
cion, también lo estarán sus cuadrados -H-A, E, B. 

Ve aquí, amigo Eugenio, un resumen de las pro-
posiciones mas útiles que hallé en la materia de su-
perficies : sé que esto te dará un gusto indecible, 
por lo que me has escrito en los correos pasados; 
pues si la doctrina sobre las líneas te interesa tanto, 
que según tu espresion andas encantado, mucho 
mas te encantará la doctrina de las superficies, y aun 
mucho mas la de los sólidos, que empiezo ya á pre-
parar para enviártela con brevedad. 

t 

CARTA VIGÉSIMA. 

SOBRE LOS SOLIDOS 

S I . 

De la formación d e los sólidos. 

Pues me envias á decir, amigo Eugenio, que has 
entendido bien lo que te dije en la carta antece-
dente, no dudo que comprenderás fácilmente lo 
que ahora te diré sobre los sólidos. 

En cuanto á su formacion quiero que tengas pre-
sente la formacion de las líneas y las superficies; 
porque así como considerando que un punto se 
mueve hacia alguna parte formamos idea de que va 
formando la línea, y considerando que una línea se 
va moviendo puesta de lado, nos formamos la idea 
de la superficie, acomodando á la línea la idea de 
sola la longitud, y á la superficie la de anchura ó 
latitud, así también. 
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Núm. 295. Considerando el movimiento de una 
superficie, v. g. (Fig. 197) AM, que va siempre pa-

F i g . 198. F.g. 197. 

ralela á sí misma, y siguiendo una línea recta AE, 
haremos la idea de un sólido : este sólido así for-
mado se llama con nombre general prisma. 

Núm. 294. Si la superficie que se supone mover-
se es un paralelógramo como AM (Fig. 197), el so-
fodo ó prisma que forma se llama paralelipípedo, 
esto es, sólido comprendido entre superficies para-
lelas. 

Si la superficie móvil es un triángulo ó polígono 
(Fig. 198), el prisma que se forma es triangular ó 
poligónico 

M m . 295. Si el plano que se supone que se va 
moviendo es O subiendo un círculo, el sólido que 
resulta se llama cilindro, como la (Fig. 199). 

Núm. 296. Si el plano ó superficie que se movió 

* Esta voz poligónico no conviene á los sólidos, porque polígono es 
figura plana de muchos á n g u l o s : la voz propia es poliedro, que es un 
cuerpo que tiene asiento por muchas caras, ó es un sólido de muchas 
superficies. 

FILOSOFICA. 5 6 7 

no solamente va siempre paralelo á sí mismo, sino 

que á proporcion que se mueve va disminuyendo 
por todos los lados proporcionalmente hasta acabar 
en un punto, el sólido que de aquí resulta se llama 
pirámide si el plano era figura rectilínea, y si era 
un círculo se llama cono (Fig. 200). 

M m . 297. El movimiento del plano debe seguir 
una línea recta, v. g. AE (Fig. 197), la cual se lla-
m a directriz. 

Si la directriz se eleva perpendicular sobre el pla-
no como en las (Fig. 197, 198, 199 y 200) el prisma, 
cilindro, pirámide ó cono se llaman rectos; pero si 
la directriz se inclina mas á una parte del plano que 
á otra, el sólido se llama oblicuo, como la (Fig. 201 
y 202). 

Núm. 298. Si la superficie móvil era un cuadra-
do, y la directriz igual á los lados de este y per -
pendicular, el sólido se llama cubo, como la (Fig. 
205). 

Núm. 299. El movimiento de su círculo que an-
da alrededor de su diámetro forma una esfera (Fig. 
204). 
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Núm. 500. El movimiento de un sector ó de un 

Fig . 202. 

F ig . 203 . F i g . 204. F i g . 203. 

Fig . 206. F ig . 207. 

segmento de círculo, andando alrededor de su eje, 
hace el sector ó el segmento de la esfera (Fig. 205 

y 206). 
* M m . 501. El movimiento de una superficie oval, 
andando alrededor de su menor diámetro, forma 
una esferoide abatida (Fig. 207) ó chata. 

Núm. 502. Pero si anduviere alrededor de su 

mayor diámetro hace una esferoide oblonga (Fig. 
208). 

¿ F i g . 208. F ig . 209. 

Núm. 505. Si un polígono regular anduviere al-
rededor de su diámetro hace una esferoide multilá-
tera (Fig. 209), ó un poliedro, que quiere decir de 
muchas caras ó asientos que algunos llaman poli-
gónica aunque impropiamente, porque el polígo-
no es figura plana, y el poliedro es sólida. 

De estas simples formaciones de los sólidos se sa-
can varias consecuencias. 

i . 

M m . 504. La base inferior es la misma que por 
el movimiento viene á ser la base superior. Luego 
en cualquier prisma la base superior es igual á la 
inferior. 

I I . 

Núm. 505. Por cualquier parte que se corte el 
prisma siendo la sección paralela á la base inferior, 
esta sección será base superior. Luego toda sección 
del prisma paralela á la base es igual á esta. 

16. 
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I I I . 

Dijimos que la base de la pirámide, moviéndose 
paralela á sí misma, y disminuyen do en proporcion 
por todos sus lados á medida que sube, formaba la 
pirámide, y lo mismo se dijo del cono. 

Núm. 506. Luego toda sección de la pirámide ó 
cono siendo paralela á la base es un plano semejan-
te á ella. 

I V . 

En el círculo que por su movimiento alrededor 
del diámetro enge ndró la esfera (Fig. 210) se pue-

den considerar muchas cuerdas 
perpendiculares al diámetro ó 
eje, cuyas mitades ao, ei son ra-
dios que andando circulares alre-
dedor de una estremidad fija des-
criben otros tantos círculos. 

Pero hecha cualquiera sección 
por un plano en la esfera, se 
puede considerar como un pla-

no perpendicular al diámetro del círculo generan-
te, fcrmado por la revolución de alguna media 
cuerda. 

Núm. 507. Luego toda sección en la esfera es un 
circulo. 

Pero si tiramos en el círculo generante muchas 
líneas perpendiculares á su diámetro ó eje, la línea 
que pasare por ei centro (Fig. 210) es la máxima 
de todas, porque es la única que llega á la tangen-
te min, siendo todas las demás terminadas por la 
circunferencia que se aparta de la tangente. 

F i g . 210. 

FILOSOFICA. 5 7 1 

Núm. 508. Luego en toda sección de la esfera 
sola la que pasa por el centro es el círculo máximo 
como engendrado por el radio máximo, y toda otra 
sección será círculo menor que ella. 

Pero la línea ei (Fig. 210), perpendicular al eje 
del círculo generante que toca en el centro, siempre 
es el radio de este círculo, igual siempre en todos 
casos. 

Núm. 509. Luego la sección central de la esfera 
siempre es igual. 

S U -

De las superficies d e lospr ismas y cil indros. 

En las superficies de los prismas, amigo Eugenio, 
solo se consideran los lados que le cortan alrededor 
con abstracción, ó prescindiendo de las bases. Lo 
mismo se dice de los cilindros, prismas, etc. 

Pero dijimos al número 219 que la superficie de 
cualquier paralelógramo recto era igual á la base 
multiplicada por la altura perpendicular, y vemos 
en la (Fig. 211), que los lados del prisma recto B es-



tendidos son los paralelógramos también rectos A, 
E, I, O, en los que el circuito de la base a, e, i, o 
se multiplica por la altura. 

Núm. 510. Luego la superficie del prisma recto 
(Fig. 211) es igual al circuito de la base a, e, i, o 
multiplicado por la altura. 

En cuanto á la superficie del cilindro recto D (Fig. 
212) sabemos que es igual, ó se puede confundir con 

la del prisma 
de infinitos la-
dos ; y así po-
demos decir 
de la una lo 
quéde la otra. 

Núm. 511. 
Luego la su-

perficie del cilindro recto es igual á la base multi-
plicada por la altura (Fig. 212). 

También se dijo al número 221 que cuando el pa-
ralelógramo era oblicuo. (Fig. 215) le habíamos de 

Fig . 215. F i g . 214. 

reducir á recto para valuarle, multiplicando la lí-
nea AO, no por la oblicua OE, sino por la perpen-
dicular 01 ó AN. 

Núm. 512. Luego la superficie del prisma obli-
cuo (Fig. 214) no se debe valuar, multiplicando la 
línea de su longitud, A i por el circuito de la base 
AM, ó bien 1N, sino por el circuito de la sección 
perpendicular t'o. 

Porque el prisma oblicuo tiene la superficie com-
puesta de algunos paralelógramos oblicuos, y esto 
se hace cortando la porcion triangular ion de la 
parte superior, y añadiéndola de la parte de abajo, 
pues en este caso el prisma se convierte de oblicuo 
en recto, y su superficie por el número precedente 
se compone de la línea de su largo A i, multiplica-
da por el circuito de la sección perpendicular io. 
Ya hemos dicho muchas veces que los cilindros se 
confunden con los prismas de infinitos lados. 

Núm. 515. Luego la superficie del cilindro obli-
cuo es igual á la línea de la ^ 
longitud AE (Fig. 215) multi-
plicada, no por el circuito de 
la base EN ó AM, sino por el 
circuito de la sección perpen-
dicular EO ¡lo que también se 
hará visible cortando la por-
cion superiorEON para poner-
la en el lugar inferior A1M. 

§ III. 

De las superficies d e las pirámides y conos e n e r o s y t runcados . 

Dijimos al núm. 225 que los triángulos eran igua-



les á sus bases multiplicadas por la mitad de la al-
tura, ó bien á las alturas multiplicadas d r la mi-
tad de la base. 

Luego es preciso para medirlas superficies de las 
pirámides compuestas de triángulos, como se ma-
nifiesta en B (Fig. 216), atender á sus bases y al-
turas. 

Fig. 216. 

Adviértase no obstante que no es lo mismo la al-
tura de una pirámide y la altura de los triángulos 
que componen su superficie, pues Ao, altura de la 
pirámide, se toma en la perpendicular que va desde 
su vértice A hasta la base o, ó á continuación de 
ella si la pirámide fuere inclinada; pero la altura 
de los triángulos es la línea Am, que va por la su-
perficie abajo mas perpendicularmente á la línea 
del circuito de la base. Esta altura de los triángulos 
también se llama apotema. 

Núm. 514. Luego la superficie de las pirámides 
recta y regular (compuesta de triángulos, como lo 
temos en B) es igual al circuito de la base multi-

plicado por medio apotema, como se ve en D, ó á 
todo el apotema Be multiplicado por medio circuito 
de la base irs. 

En la pirámide oblicua é irregular como los apo-
temas son diferentes no es tan fácil la reducción; 
pero se debe hacer separadamente la reducción de 
cada triángulo. 

Así como el cilindro se puede confundir con el 
prisma de infinitos lados, también el cono se puede 
confundir con la pirámide de infinitos lados. Y así 
la superficie verdadera del cono que se ve en M 
(Fig. 217) se puede considerar como si fuese una 

Fig . 217. 

coleccion de triángulos de bases infinitamente p e -
queñas; pero que juntos igualasen el circuito de 
la base del cono, y tuviesen por altura su apote-
ma Oí. 

Núm. 515. Luego la superficie del cono recto A 
(Fig. 217) es igual á un paralelógramo N, en el 
cual el circuito de la base irst se multiplica por 



medio apotema, ó al paralelógramo H, en que se 
multiplica medio circuito de la base por todo el 
apote nsa. 

Núm. 516. La superficie de la pirámide truncada 
P ¡Fig. 218) se compone de muchos trapecios, los 

cuales juntos hacen 
la figura B; pero 
reduciéndolos tra-
pecios á paraleló-
gramos (núm. 226), 
esto es, multipli-
cando su altura ma 
por las medias pa-
ralelas no, todos 
ellos hacen un pa-
ralelógramo M, cu-
ya base es la me-
dia paralela de los 
trapecios, y cuya 

Núm. 517. Luego la superficie de una pirámide 
truncada P es igual á un paralelógramo M, cuya ba-
se es el circuito medio de la pirámide, y cuya alta-
ra sea todo el apotema. 

Por la misma razón que confundimos el cono en-
tero con la pirámide, debemos reputar el cono trun-
cado por una pirámide truncada también y de in-
finitas caras. 

Núm. 518. Luego la superficie del cono truncado 
E (Fig. 219) es igual al paralelógramo H, en el cual 
la base es el circuito medio del cono ai, y la altura 
todo su apotema mn. 

F i g . 21S. 

altura es el apotema. 

m 

m 

Núm. 519. Si al cono entero le quitamos, aun-
que sea un solo 
punto del vértice, 
quedará trunca-
do, y-entonces no 
merece atención 
la" diferencia que 
solo procede de 
un punto. En este 
caso se puede re-
putar el uno co-
mo el otro, y discurrir de la superficie del uno 
como de la del otro, y así reducir la superficie del 
cono entero (Fig. 218) á un paralelógramo, cuya 
base sea el medio circuito Ae, y su altura todo el 
apotema, como se ve en H. 

F i g . 219. 

§ I V . 

De la superficie d e la a f e r a , y d e los segmentos d e esta. 

Núm. 520. Así como podemos considerar unc i r -
culo como un polígono de infinitos lados, así t am-
bién podemos confundir la esfera formada por un 
círculo, que da vuelta alrededor de su eje, como 
una esferoide formada por un polígono, que anda 
alrededor de su mismo diámetro (Fig. 220). 

Por consiguiente para medir la superficie de la 
esfera bastará medir la superficie de la esferoide po-
ligónica ó poliedro esferoide, no obstante que esta 
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círculo, que da vuelta alrededor de su eje, como 
una esferoide formada por un polígono, que anda 
alrededor de su mismo diámetro (Fig. 220). 

Por consiguiente para medir la superficie de la 
esfera bastará medir la superficie de la esferoide po-
ligónica ó poliedro esferoide, no obstante que esta 
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es de pocas caras, por cuanto esa misma-doctrina se 
aplica á la de infinitas caras, y de esta se pasa á la 
esfera. 

Para medir, pues, la superficie de esta esferoide 
haremos lo siguiente. , 

Dividamos la esferoide (Fig. 220) en conos trun-
cados, cortándola por las secciones e, r, s, t, etc. 

|¡1 oiliqtm 3d amo 
(¡rocada 

Altivm d t í cono 

Ahora bien, supuesto lo dicho en e\ párrafo pre-
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cedente podemos reducir la superficie de cada uno 
de estos conos truncados s e (Fig. 220), ó SE (Fig. 
221) á un paralelógramo A (Fig. 222), en que la cir-
cular media sea la base, y los apotemos sean las 
alturas (núm. 5-iS). 

Mas como cada cono tiene su particular media 
circular y su especial apotema, es preciso que se 
procure reducir todas estas líneas á otras que sean 
de menos confusion; y para esto 

I I . 

Tomemos uno de estos conos truncados e, r, s, t, 
que componen la esferoide, y pongámosle aparte 
(Fig. 221). Tírese una media paralela por la super-
ficie de él, la que hará una circular, que debe te-
ner su radio Ai, que sale de Mu eje del cono, y llega 
hasta A. 

ni. 

Tírese desde el mismo punto A una línea hasta 
M, centro de la esferoide que se supone, y con la 
parte del eje Mi completemos un triángulo de 
puntitos MAi. 

I V . 

Del punto E, en que termina el apotema del co-
no SE, bajaremos una perpendicular ER sobrefsu 
base. 

v . 

Dispuesto todo así tenemos dos triángulos, uno 
mayor MAi, otro menor SER. 



Para probar, pues, que son semejantes, basta pro-
bar que los lados del uno son perpendiculares á los 
lados del otro, por cuanto la línea M.\, que pasa por 
el centro y por medio de la cuerda SE, lees perpen-
dicular (núm. 52). Y ademas de esto ER cortS per-
pendicularmente á A i, porque es perpendicular so-
bre la base del cono, paralela de Ai: y últimamente 
SR continuada va á cortar perpendicularmente á 
Mi por ser parte del eje. Luego los dos triángulos 
son semejantes (núm. -178), y sus lados respectivos 
proporcionales; y así podemos decir : MA á A i, co-
mo SE á ER. 

Pero sabemos que la circunferencia del radio Ai 
será á la circunferencia del radio AM, como los dos 
radios son entre sí (núm. 205); por consiguiente en 
lugar de los dos radios podemos ponerlas dos cir-
cunferencias sin perder la proporcion, y así la cir-
cunferencia de MA es á la circunferencia de Ai, co-
mo SE á ER, y podremos decir : circ. MA es á la 
circ. Ai, como SE es á ER. 

Luego multiplicando el primer término por el 
último tendremos el mismo producto que multipli-
cando el segundo por el tercero (número 141); y 
así la circunferencia MA multiplicada por ER, igual 
á la circunferencia Ai, multiplicada por SE. Pero la 
circunferencia MA se diferencia de la circunferencia 
del círculo máximo de la esfera á proporcion que 
la línea MA, que hallamos en la esferoide, se di-
ferencia del radio de la esferoide : por tanto, con-
siderando lá esferoide compuesta de infinitos conos 
truncados, ó como polígono general de infinitos la-
dos. podremos confundir la esferoide con la esfera, 

y la líneaMA con el radio de la esfera, la cuerda SE 
con el arco SE, y la circunferencia de MA será 
lo mismo que la circunferencia del círculo máxi-
mo de la esfera; y podremos decir por consi-
guiente : 

La circunferencia del círculo máximo de la esfe-
ra, multiplicada por la línea ER, es igual á la cir-
cunferencia de A¿ multiplicada por SE, y el parale-
lógramo A (Fig. 222) es igual á B. 

Para hacer esto visible, pongamos B, cuya base 
es la circunferencia del círculo máximo de la esfera, 
y su altura la altura del cono, y también el parale-
lógramo A, cuya base es la circunferencia de Ai, su 
altura la línea SE. 

Núm. 521. Luego si la superficie del cono es igual 
al paralelógramo A, también lo es al paralelógra-
mo B. 

Por la misma razón, todos los demás conos trun-
cados de que se compone la esferoide tendrán la su-
perficie igual á los paralelógramos que tengan por 
base la circunferencia del círculo máximo de la es-
fera, y por altura las alturas de los conos. 

Núm. 522. Luego la superficie de la esferoide de 
muchos lados ó poliedra es igual á un paralelógra-
mo que tenga por base la circunferencia del círculo 
máximo, y por altura todas las alturas de los conos, 
ó el diámetro de la esferoide. 

Mas como podemos confundir esta esferoide con 
la esfera se podrá decir. 

Núm. 525. Luego la superficie de la esfera A (Fig. 
225) es igual á un paralelógramo B, en el cual la 



circunferencia del'círculo máximo de la esfera es la 
base, y el diámetro la altura. 

De estas verdades se deducen varias consecuen-
cias. 

i. 

M m . 524. Divídase este paralelógramo en cuatro 
paralelógramos iguales d, e, f , g, cada uno de ellos 
será igual á un círculo máximo de la esfera (núrn. 
252), por tener por base la circunferencia y pora l -

esfera A es igual á un círculo H que teDga por radio 
el diámetro de ella. 

tura el medio radio. Luego todo el paralelógramo 
B es igual á cuatro círculos máximos D, E, F, G. 

Luego la superficie de la esfera A es igual á la de 
cuatro círculos máximos. 

M m . 525. Como los cuatro círculos máximos son 
iguales á uno que tenga el diámetro duplo (núm. 
264), se sigue (Fig. 224) : luego la superficie de la 



I I I . 

Núm. 326i Luego (Fig. 225) la superficie convexa 
de u n a inedia esfera es dupla de su superficie pla-
na ; porque la superficie convexa de la media esfera 
vale dos círculos máximos, y j a superficie plana so-
lamente es uno. 

I V . 

Cualquier segmento déla esfera se puede conside-

rar compuesto de varios conos truncados unos so-
bre otros, como se dijo de la esferoide, cuyas s u -
perficies juntas son iguales á un paralelógramo, 
que tenga por base la circunferencia del círculo 
máximo de la esfera, y por altura la flecha AO (Fig. 
226), ó la altura del segmento. 

Núm. 327. Luego la superficie del segmentos es 
igual á un paralelógramo T, cuya base sea la c i r -
cunferencia del círculo máximo de la esfera, y su 
altura la flecha. 

v . 

Ya dijimos que la superficie del cilindro circuns-
crito E (227) era igual á un paralelógramo B, cu -
ya base fuese la circunferencia del cilindro ó la de 
la esfera, que es la misma, y cuya altura fuese la 
del cilindro ó el diámetro de la esfera (núm. 511). 

Luego el mismo paralelógramo B, hecho por la 
circunferencia del círculo máximo de la esfera y su 
diámetro, medirá la superficie de la esfera A, y 
la del cilindro circunscrito E; y así podemos decir. 

Núm. 328. Luego la superficie del cilindro cir-
cunscrito es igual á la de la esfera (Fig. 227), y 
por consiguiente será igual á cuatro círculos máxi-
mos. 

Ya se dijo arriba de la superficie de los prismas 
y cilindros, que solo se atendía á la superficie que 
los rodea, prescindiendo de las dos bases superior 
e inferior. Por consiguiente si contamos la super-
ficie total del cilindro circunscrito será igual á seis 
circuios máximos, siendo la superficie de la esfera 
igual á cuatro solamente. 

i x . I 7 



§ V. 

De La solidez ó valor de los prismas y d e los c i l i nd ros . 

Núm. 529. Toda medida, amigo Eugenio, es una 
repetición ó multiplicación de la unidad primitiva, 
y debe ser del mismo género que la cantidad que 
por ella se ha de medir ó valuar; y así si queremos 
medir líneas, esto es, distancias ó longitudes, la 
unidad debe ser línea ó distancia pura, como pal-
mo vara ó legua; pero si queremos medir superfi-
cies ó areas, la medida debe ser superficie, v. g. 
palmo cuadrado, vara cuadrada ó cosa semejante; 
por último, debe significar superficie ó espacio. 

Finalmente, si queremos valuar sólido o volu-
men, esto es, cosa que tenga las tres dimensiones 
de longitud, latitud y profundidad ó altura, la uni-
dad debe ser también un sólido que las tenga, v. g. 
palmo cúbico, pulgada cúbica ó cosa semejante. 
' Núm 550. Ademas de esto dijimos en la multi-
plicación de una línea por otra para valuar las su-
perficies, que la línea móvil no se consideraba como 
línea matemática sin cuerpo, sino como una sene 
de partes ó unidades cuadradas, que se multiplica-
ban por el número de unidades que se consideran 
en la línea directriz. Así también cuando se quiere 
valuar el volumen de los sólidos no se ha de con-
siderar la base móvil como una superficie matema-
tica sin grueso alguno, sino como una cantidad de 

unidades sólidas, que puestas unas al lado de otras 
ocupan la base; y esta coleccion de unidades, que 
forman el primer orden de ellas, se debe multipli-
car por el número de unidades que se consideran 
en la altura, haciendo de estas varias órdenes, co-
mo que todas llenan el espacio del sólido. 

En esta suposición para medir el volumen de cual-
quier sólido debemos valuar primero súbase, y des-
pues multiplicarla por el valor de la altura, lo que 
dará el valor del prisma. 

Pongamos por ejemplo la (Fig. 228). El sólido A 
tiene en la anchura 
cuatro veces la de B. 
que le sirve de me-
dida : tiene de pro-
fundo dos veces el 
sólido B; luego mul-
tiplicando 4 por 2 Fig. 228. 
tenemos que la base 

de A está compuesta de ocho veces B; pero A tie-
ne triple altura de B, y así es preciso repetir tres 
veces las ocho medidas B que se hallan en la prime-
ra orden de A; y^así para formar el volumen de A 
son precisos 24 volúmenes de B. 

Núm. 551. Luego para valuar cualquier prisma 
recto, cuya base sea un paralelógramo recto, bas-
tará multiplicar las tres dimensiones, longitud, la-
titud y profundidad; porque multiplicando la lon-
gitud por la latitud tenemos la base, y después mul-
tiplicando la base por la profundidad tenemos el 
volumen; luego multiplicando las tres dimensiones 
sabremos el valor del sólido. 



Advierto que podemos considerar cualquier lado 
del prisma como si fuese base, colocándole sobre 
é l ; y así podemos variar el modo de multiplicares-
tas tres dimensiones, y siempre tendremos el mismo 
producto 25, porque podemos decir como arriba, 

4 X 2 = 8 , X 3 - 2 4 ; 
ó de este modo : 4 X 3 = 12, X 2 = 2 4 , 
ó también 5 X ' - = 6 , X - , | = 2 4 ; 
y lee de este modo : 4 multiplicado por 2 es igual 
á 8, y este 8 multiplicado todavía por 5 es igual á 
24. 

Asimismo advierto que si la base del prisma fue-
re paralelógramo oblicuángulo no se debe multi-
plicar el un lado de esta por el otro para valuar la 
base, sino un lado por su perpendicular, como di-
jimos al núm. 221, reduciéndoleá rectángulo, y des-
pues este paralelógramo reducido á rectángulo mul-
tipliqúese por la altura perpendicular. 

Núm. 532. Luego si la base de uno ó de muchos 
prismas fuere igual á la del otro, y su altura la mis-
ma, el valor será el mismo. 

Dijimos que el triángulo tenia la mitad del valor 
de su paralelógramo (núm. 216); luego cuando qui-
siéremos valuar la base de un prisma triangular 

(Fig. 229) bastará contar 
con la base del prisma 
G, que sea un paralelipí-
pedo, y contar solamente 
la mitad de la base para 
multiplicarla por su al-
tura. 

Fig. 229. Núm. 555. Luego el 

valor del prisma triangular F es la mitad del valor 
de su paralelipípedo correspondiente G. 

Los polígonos dijimos que se podían dividir en tri-
ángulos ; por consiguiente los prismas multiláteros, 
divididas sus bases en triángulos, y continuadas es-
tas divisiones desde una hasta otra base, quedarán 
divididos en prismas triangulares; por consiguiente 
podemos decir de los míos lo que acabamos de de-
cir de los otros. 

Núm. 554. Luego para valuar los prismas mul-
tiláteros hemos de multiplicar el valor de sus bases 
por su altura perpendicular. 

Hemos dicho muchas veces que el círculo se pue-
de confundir con el polígono, considerándole como 
uno de infinitos lados ; de lo que se infiere que po-
demos confundir el cilindro con un prisma de una 
infinidad de lados, y proceder en la valuación del 
cilindro como en el valor de los prismas. 

Núm. 555. Luego valuada la base del cilindro y 
multiplicada por la altura tenemos su valor. 

Núm. 556. Luego si las bases de muchos cilin-
dros fueren iguales á la de uno solo, y la altura 
fuere la misma, el valor será el mismo. 

Núm. 557. Luego si la base de uno ó muchos ci-
lindros fuere igual á la de uno ó muchos prismas, y 
la altura la misma, el valor ha de ser el mismo. 



§ VI. 

De la comparac ión d e los p r i s m a s y ci l indros rectos c o n los oblicuos 

Dijimos queelparalelógramo rectángulo era igual 
al oblicuángulo cuando los dos tenian la misma 
base y la misma altura (núm. 220). Ahora para sa-
ber si también el prisma recto y el oblicuo son 
iguales cuando tienen la misma base y altura con-
viene hacer lo siguiente (Fig. 250). 

Fig . 230. 

I. 

Pongamos un paralelipípedo recto A, cuya base 
sea un rectángulo, y divídase la altura en partes 
iguales por secciones paralelas á la base. 

I I . 

Pónganse estas partes unas sobre otras, no á plo-
mo, sino en la forma que se representan en E. 

n i . 

Tírense dos líneas desde las estremidades de la 
base mn hasta oi, y córtense según la línea mo t o -
dos los prismas triangulares que hay desde m hasta 
o para ponerlos por la otra parte desde n hasta i, 
como hicimos hablando de los paralelógramos (núm. 
219) (Fig. 15"), y veremos que los claros desde n 
hasta i se llenarán por la razón que allí dimos; y 
de este modo el cuerpo E se muda en el paralelipí-
pedo oblicuo C. 

Núm. 558. Luego los paralelipípedos AC de la 
misma base y altura tienen el mismo valor, aunque 
el uno sea recto y el otro oblicuo. 

Pero los prismas que tuvieren por base paraleló-
gramos oblicuos se pueden reducir á rectos, y por 
consiguiente daremos de ellos la misma doctrina. 

p^ro dividiendo los paralelipípedos recto y obli-
cuo, según las diagonales tiradas en sus dos bases, 
quedarán prismas triangulares, que serán entre sí 
como los paralelipípedos. 

Núm. 559. Luego los prismas triangulares recto 
y oblicuo de la misma base y altura son iguales. 

Pero en los dos prismas triangulares juntos entre 
sí hallamos toda la cualidad de prismas, y por con-
siguiente diremos de los prismas de muchos lados 
y compuestos lo que dijimos de los triangulares y 
simples. 

Núm. 540. Luego todos los prismas que tuvieren 
la misma base y altura serán iguales. 

Así como podemos confundir un círculo con un 
polígono de infinitos lados, así también podemos 



confundir un cilindro con un prisma multilátero de 
infinitos lados, y decir del cilindro lo que se dice 
del prisma. 

-Núm. 341. Luego el cilindro recto y oí oblicuo de 
igual base y altura son iguales (Fig. 251). 

Adviértase que 
no es lo mismo un 
cilindro oblicuo 
que un cilindro 
inclinado, porque 
cilindro inclinado 
es aquel que salió 
de su plomo, en 
el cual toda sec-

ción que sea perpendicular á su longitud es un cír-
culo ; mas el cilindro oblicuo es un sólido, cuya 
base es un círculo que va subiendo siempre paralelo 
á sí mismo, pero siempre siguiendo una línea direc-
triz inclinada á la base ; y así para ser circular la 
sección en el cilindro oblicuo debe ser paralela á la 
base, porque si fuere perpendicular á la longitud 
entonces será oval ó elíptica. 

Fig. 231. 

§ VIL 

De la comparación de las pirámides y c o r o s rec tos con los oblicuos. 

En cuanto á las pirámides podemos considerar 
primero (Fig. 232) un sólido piramidal A, compues-
to de varios prismas de igual altura y de bases se-
mejantes, cuyos lados homólogos van disminuyendo 
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en progresión aritmética, y se ponen á plomo unos 
sobre otros. 

B z j y 

Xti 
lfllSl!lÍl# 

F i g . 232. 

Consideremos ahora que vamos sucesivamente 
apartando hacia un lado estos mismos prismas ú 
otros iguales, huyendo siempre del plomo, como en 
B, y siguiendo una línea directriz inclinada á la 
base. En este caso es evidente que en A y en B no 
solo son iguales la base y la altura, sino que tam-
bién lo es el valor. 

Ahora bien, podemos con la consideración au -
mintar cuanto se quiera el número de los prismas, 
y disminuir la altura de cada uno de ellos; y cuan-
to mas se disminuya esta, mas se llegarán estos só-
lidos á las pirámides que imitan; siendo siempre 
verdad que cuando la base y altura son iguales se-
rán compuestas de los mismos ó iguales prismas, 
bien que puestos de diferente modo, y por consi-
guiente que es igual el valor de los sólidos : de este 
modo podemos confundir estos sólidos piramidales 
con las pirámides, y decir de ellas lo que acabamos 
de decir, que siendo la base igual é igual la altura 
el valor será igual. 

Núm. 542. Luego las pirámides que tienen la base 
17. 
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cilindro inclinado 
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de su plomo, en 
el cual toda sec-
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culo ; mas el cilindro oblicuo es un sólido, cuya 
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á sí mismo, pero siempre siguiendo una línea direc-
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De la comparación de las pirámides y c o r o s rec tos con los oblicuos. 

En cuanto á las pirámides podemos considerar 
primero (Fig. 252) un sólido piramidal A, compues-
to de varios prismas de igual altura y de bases se-
mejantes, cuyos lados homólogos van disminuyendo 
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sobre otros. 
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Xti 
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Consideremos ahora que vamos sucesivamente 
apartando hacia un lado estos mismos prismas ú 
otros iguales, huyendo siempre del plomo, como en 
B, y siguiendo una línea directriz inclinada á la 
base. En este caso es evidente que en A y en B no 
solo son iguales la base y la altura, sino que tam-
bién lo es el valor. 

Ahora bien, podemos con la consideración au -
mmtar cuanto se quiera el número de los prismas, 
y disminuir la altura de cada uno de ellos; y cuan-
to mas se disminuya esta, mas se llegarán estos só-
lidos á las pirámides que imitan; siendo siempre 
verdad que cuando la base y altura son iguales se-
rán compuestas de los mismos ó iguales prismas, 
bien que puestos de diferente modo, y por consi-
guiente que es igual el valor de los sólidos : de este 
modo podemos confundir estos sólidos piramidales 
con las pirámides, y decir de ellas lo que acabamos 
de decir, que siendo la base igual é igual la altura 
el valor será igual. 

Núm. 542. Luego las pirámides que tienen la base 
47. 
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y la altura iguales son iguales en el valor (Fig. 255). 
Los conos se pueden comparar á las pirámides 

de infinitos lados. 
¡Núm. 545. Luego los conos de la misma base y 

altura son iguales (Fig. 254). 
Si una pirámide se dividiera desde el vértice bas-

ta la base, en lugar de una tendríamos muchas, y 
todas juntas igualarian el valor de la total. 

Núm. 544. Luego cuando las bases de muchas 
pirámides fuesen iguales á la de una sola, y la al-
tura fuese la misma, el valor seria el mismo. 

Núm. 545. Luego cuando las bases de muchos 
conos fuesen iguales á la de uno solo, siendo la a l -
tura la misma seria el mismo el valor por la misma 
razón. 

§ Y11I. 

Modo de conocer el valor d e las pirámides y d e los conos . 

Para conocer, amigo Eugenio, el valor de los tri-
ángulos dijimos que bastaba conocer el paraleló-
gramo que les correspondía, y del cual el triángulo 
es solamente la mitad. Pero no sucede así en las 
pirámides respecto de los prismas, para conocer el 
valor de la solidez de ellas haremoslo siguiente (Fig. 
255). 

I. 

Tomemos un prisma triangular recto H, y del 
ángulo e tiremos dos diagonales por los dos lados 

er, es, y cortemos el prisma siguiendo esas líneas; 
de este modo queda separada la pirámide A, cuyo 

vértice está en e, y la base es la misma del ros, sien-
do su altura eo, que es también la del prisma. 

I I . 

Separemos esta pirámide A, queda el prisma an-
tiguo mutilado; y hace la figura que vemos en B: 
entonces podemos arrojar sobre la mesa este cuer-
po B, de forma que el paralelógramo arms sea la 



base de cuatro lados, y el punto e sea el vértice de 
una pirámide de cuatro lados. 

I I I . 

Tírese en la base de esta pirámide B una diagonal 
as, y desde el vértice e dividamos la pirámide de cua-
tro lados en dos triangulares, siguiendo la direc-
ción de la diagonal, y tendremos las pirámides C 
y o . 

Estas dos pirámides tienen las bases iguales entre 
sí, porque cada una de ellas es mitad del paraleló-
gramo amrs, y ambas hacían la base de la pirámi-
de B, y el vértice es común por ser el punto e ; lue-
go las dos pirámides CD tienen igual la base y la 
misma altura, por consiguiente son iguales por el 
núm. 542. 

Pero la pirámide D necesariamente es igual á la 
pirámide A, porque una tiene por base el plano ó 
base inferior del prisma ros, y la otra si la volvie-
ren puede tener por base el plano superior del pris-
ma aem igual al inferior. 

Ademas de esto la pirámide A tiene por altura la 
esquina del prisma eo, y la pirámide D tiene por 
altura la otra esquina igual del prisma ms ; y así si 
la base es la misma y la altura también, las pirá-
mides AD son iguales por el núm. 542; y como ya 
sabemos que la pirámide D era igual á C , se sigue 
que las tres pirámides ACD en que el prisma trian-
gular recto se dividió son iguales. 

Núm. 546. Luego el prisma triangular recto tiene 
el valor de tres pirámides que tengan la misma base 
y altura que él. 

Pero todo prisma que no fuere recto se puede 
reducir á uno que lo sea: y tenga la misma base y 
altura, como también las pirámides; por consi-
guiente podremos decir de todos los prismas trian-
gulares oblicuos lo que dijimos de los rectos. 

Núm. 547. 
Luego toda la A 
pirámide trian-
gular B (Fig. 
256) solo vale el 
tercio del prisma 
A que tenga la 
misma base y 
altura. 

Núm. 548. 
Luego toda la 
pirámide triangular es igual á un prisma C de la 
misma base y de la tercera parte de su altura (Fig. 
256). . 

El cubo (Fig. 257) es un prisma, cuya división en 
pirámides tiene una 
propiedad singular, 
porque se divide en 
tres pirámides igua-
les y semejantes, lo 
que no sucede en 
ninguna otra especie 
de prismas. 

El cubo tiene seis lados : tres se representan en 
la estampa, y los otros tres opuestos que no se ven 
se suponen : uno que es la base M, O, N, E, otro es 



el lado posterior R, T, O, N, otro es la cara del la-
do S, R, M, 0 . 

En los tres lados que se ven tiremos tres diago-
nales desde el mismo ángulo í, que son IR, IM, IN, 
y del mismo ángulo 1 tiremos otra diagonal que 
pase por el centro del cubo y vaya á parar al ángulo 
opuesto O : si por estas diagonales se hiciere la di-
visión tendremos una pirámide cuadrilátera H, cuyo 
vértice caerá al ángulo de las diagonales I, y cuya 
base es la base del cubo m, o, n, e, esta es la prime-
ra pirámide. 

Tenemos otra cuya base es el lado posterior R, 
T, O, N, y cuyo vértice viene á estar en el ángulo de 
las diagonales 1. 

La tercera pirámide tiene por base la cara lateral 
S, R, M. O, que no se ve, y el vértice está en el án-
gulo de las diagonales 1. 

Ahora, pues, como todos los lados en el cubo son 
iguales y semejantes, y todos los ángulos iguales, se 
sigue que todas estas pirámides tienen base igual y 
semejante corno también la misma altura, por con-
siguiente todas son iguales y semejantes. 

Núm. 559. Luego el cubo se divide en tres pirá-
mides iguales y semejantes, cada una de la misma 
base y altura del cubo, y cada pirámide, aunque de 
la misma base y altura del cubo, solo es la tercera 
parte de él. 

Para examinar qué proporcion tiene un prisma 
multilátero con la pirámide de la misma base y al-
tura (Fig. 258), dividamos así el prisma multilátero,, 
como también su pirámide de la misma base y al-
tura, en prismas triangulares y en pirámides trian-

guiares. Esto hecho cada pirámide será el tercio de 
su prisma por 
el núm. 547. 
Luego la su-
ma de las pi-
rámides ó la 
pirámide to-
tal B será el 
tercio de la 
suma de los 
prismas, esto 
es, será el tercio el prisma total A. 

Núm. 550. Luego la pirámide multilátera Resigual 
á un prisma C (Fig. 258) de la misma base, y de la 
tercera parte de altura. 

Supuesto lo que hemos dicho acerca de poder con-
fundir el cilindro con un prisma de infinitos lados, 
y el cono con la pirámide correspondiente, pode-
mos inferir : 

Núm. 531. Luego el cilindro A vale tres conos B 
de la misma base y altura del cilindro (Fig. 259). 

Núm. 552. 
Luego el cono R 
vale un cilindro 
C de la misma 
base , y de la 
tercera parte de 
la altura del co-
no. F ig . 239. 



§ IX. 

De! valor de la pirámide y cono t runcado. 

Núm. 555. Como la pirámide truncada A (Fig. 
240) es una pirámide entera, menos la pequeña pi-

rámide e, pa-
ra conocer el 
valor de la 
truncada es 
preciso valuar 
la total, y des-
pués valuar la 
pequeña ima-
ginaria e para 

descontarla de la total, y el resto será el valor de la 
pirámide truncada. 

Del mismo modo como el cono truncado B es un 
cono entero, menos la parte que se supone corta-
da r (Fig. 240), valuado el total y descontado el co-
no imaginario r, el resto será el valor del cono trun-
cado B. 

Núm. 554. La dificultad está en conocer por el 
cono truncado cual seria la altura del cono si es-
tuviese entero, para lo que haremos lo siguiente, 
y es una operacion que se puede aplicar á la pi-
rámide. 

F i g . 2 i 0 . 

I. 

Tírese una línea indefinida NI (Fig. 240). 

i i . 

Señálese en esta línea la altura del cono trunca-
do JO. 

n i . 

Póngase en N el radio de la base inferior del cono 
Ns, y en o el radio de la base superior oi, siendo 
ambas líneas perpendiculares á NI. 

I V . 

Bajemos de i una paralela á No. 

v . 

Tiremos por las dos estremidades de los radios 
is una oblicua, que irá á cortar la indefinida 
en I. 

Esto hecho, las dos paralelas oN, in hacen que 
sean semejantes los dos triángulos nis, NIs; y asi ns 
á Ns como ni á NI. 

Esto es, la pequeña base es á la grande como la 
pequeña aitura es respecto de la grande. En esta 
proporcion, los tres primeros términos son conoci-
dos, porque ns es el esceso del radio de la base in-
ferior Ns sobre el radio superior oi. También es 
conocida la línea Ns radio inferior. También es co-
nocida ni altura del cono : luego hallamos NI altu-
ra del cono total, y así será también conocida la lí-
nea oí, altura del ceno imaginario r, el cual si fue-
se verdadero seria complemento del total. 

Núm. 5 5 5 . Luego d a d o cualquier cono truncado, 



en conociendo los radios de la base inferior y supe-
rior, y la altura del cono t runcado , haremos esta 
proporcion. 

Núm. 556. La diferencia de los radios es, respec-
to del radio grande, como la a l tu ra del cono t run-
cado es á la altura del entero. 

§ X . 

Del va lor de l a e s f e r a . 

Núm. 557. Consideremos l a esfera dividida mu-
chas veces, mas siempre por e l centro, y quedarán 
muchas pirámides, cuyas bases juntas hacen la su-
perficie de la esfera, cuyo vért ice será el centro, y 
la altura será el radio de e s t a misma esfera (Fig. 
2-51). 

F i g . 2S1. 

De este modo la esfera A es u h a coleccion de estas 
pirámides unidas por sus lados . 

Pero como la superficie de la esfera A es igual á 

cuatro círculos máximos por el número 525, si en 
lugar de esta coleccion de pirámides que componen 
la esfera ponemos cuatro conos (Fig. 242), cada uno 
de los cuales tenga por base un círculo máximo, 
y por altura el radio de la esfera, el valor de estos 
cuatro conos será igual al de la coleccion de pirá-
mides que dijimos (núm. 545) ó al de la esfera. 

Estos conos B son iguales á cuatro cilindros D 
(Fig. 245) de la misma base, y de la tercera parte de 
la altura de 
los conos 
(núm. 552). 
Por consi-
g u í e n t e 
también la 
esfera será 
igual á cua-
tro cilin-
dros D, siendo la base de cada uno un círculo máxi-
mo, y la altura un tercio del radio; pero estos cuatro 
cilindros 1) puestos unos sobre otros hacen un cilin-
dro E, cuya base es un círculo máximo, y cuya al-
tura es la de los cuatro juntos, esto es, cuatro ter-
cios de radio ó dos tercios de diámetro. 

Núm. 558. Luego la esfera también es igual á un 
cilindro E (Fig. 245), cuya base sea un círculo má-
ximo, y cuya altura sea cuatro tercios de radio ó 
dos tercios de diámetro. 

Pero los cuatro cilindros D de la (Fig. • 245) tienen 
la misma base que uno solo (Fig. 244), cuya base 
sea un círculo que tenga por radio el diámetro de 
la esfera y la altura misma de un tercio de radio. 
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Núm. 559. Luego la solidez de la esfera A tam-
bien es igual á un ci-

j J lindro F, cuyo radio 
*̂BBB1¡P1ÍIII1IiI;I1i Z J ^ sea el diámetro de la 

F esfera, y su altura 
Fis-244• un tercio del radio 

de esta. 
También los cuatro co-

nos B de la (Fig. 2 52) son 
iguales á uno solo G de la 
(Fig. 2 '.5), cuya altura sea 
el radio y cuya base sea un 
círculo que tenga por ra-
dio el diámetro de la esfe-
ra (núm. 260). 

Núm. 560. Luego la es-
fera A (Fig. 245) también 
es igual á un cono G, cuya 
altura sea el radio, y cuya 
base sea el círculo formado 
por el diámetro como ra-
dio. 

Como la superficie de la 
esfera es igual á un parale-
lógramo que tenga por al-
tura el diámetro de la es-
fera, y por base la circun-
ferencia de su círculo má-
ximo por el núm. 525, dan-
do á este paralelógramo II 

(Fig. 245) la misma altura que dimos á los cuatro 
cilindros I), esto es, un tercio del radio, será este 
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prisma igual á los cuatro cilindros D (Fig. 245), y 
por consiguiente á la esfera A. 

Núm. 561. Luego la esfera A es igual á un pris-
ma, cuya base sea un paralelógramo hecho por el 
diámetro de la esfera y por la circunferencia de su 
círculo máximo, y cuya altura sea un tercio del 
radio. . 

§ XI. 

De la razón que tienen los sólidos entre si. 

Valuados los prismas, los cilindros, las pirámi-
des, los conos y las esferas, conviene que sepamos 
la razón que estos cuerpos tienen entre sí : empe-
cemos, pues, por los sólidos de la misma especie. 

Dijimos en el núm. 155 que cuandouna cantidad se 
multiplica por dos está en la misma razón que ellas 
tenian ; y también dijimos al núm. 295 que en la 
formación del prisma se multiplicaba la base por la 
al tura; y asi cuando la misma base se multipli-
care por alturas diversas los prismas serán como 
las altura«. 

Núm. 562. Luego los 
prismas de la misma ba-
se son entre sí como las 
alturas, y por esto (Fig. 
246) los prismas AB están 
en razón cuadrupla, por-
que esta es la razón de 
sus alturas. 



También dijimos al núm. -152 que cuando dos 
cantidades se multiplicaban por una quedaban en-
tre sí en la razón que antes tenian; y así diversas 
bases multiplicadas por la misma altura se quedan 
entre sí como estaban antes. 

Núm. 563. Luego los prismas de la misma altu-
ra son entré sí como las 
bases; y de este modo 
(Fig. 247) AB, estanentre 
sí en razón triple, por-
que sus bases tienen en-
tre sí esta razón. 

Núm. 564. Luego cuan-
do la altura es diversa y 
también es diversa la ba-
se, los prismas están en-
tre sí en razón compues-

ta de la razón de las bases, multiplicada por la ra-
zón de las a l turas (Fig. 248). 

Por cuanto 
si la altura de 
A y B fuese la 
misma, y la 
base en B fue-
se cuadrupla 
de A, por solo 
esto B tendría 

F i g . 248. 

cuatro veces el valor de A. Supongamos que pone-
mos encima de B otro cuerpo semejante B para que 
en él fuese dupla la altura de A; esta segunda por-
cion superior B seria igual á la inferior, y por esto 
tendría en sí misma cuatro yeces el valor de A : por 

consiguiente el prisma total B tendría ocho veces 
el valor de A, que viene á serlo mismo que la razón 
de cuatro de la base multiplicada por la razón se-
gunda de la altura. 

De esta regla general se sacan varias consecuen-
cias : 

i . 

Como las partes proporcionales de varias canti-
dades están entre sí en la misma razón que tienen 
las cantidades totales (núm. -154), y las pirámides 
son los tercios de sus prismas (núm. 546), inferi-
mos : 

Núm. 565. Luego las pirámides de la misma ba-
se (Fig. 249) están entre sí como sus alturas; y de 

F i g . 249. F i g . 230. 

este modo B es dupla de A, porque la altura t am-
bién es dupla. 

Núm. 566. Luego las pirámides de la misma al -
tura están entre sí como sus bases; y así (Fig. 
250) A¡B", : i :4, porque las bases están en esa ra-
zón. 

Núm. 367. Luego las pirámides de diferente base 



y altura están entre sí en razón de sus bases multi-
plicada por la razón de las alturas (Fig. 251); y así 

l : G : : i : s , porque la razón de las alturas es 2 y la 
de las bases es 4 : luego la razón de las pirámides 
es 8, ó 2X4. 

I I . 

Ademas de esto como los cilindros se confunden 
con los prismas de infinitos lados, ó son como pris-
mas de infinitos lados, podemos decir: 

Núm. 508. Luego los cilindros de la misma altu-
ra están entre sí como las bases (Fig. 252); y así 
A;B; ; i; ¡, porque las bases están en esa razón. 

Luego los cilindros de la misma base están entre 
sí como sus alturas (Fig. 255); y así E ;F ; ;i ;2, por-
que esta es la razón en que están sus alturas. 

Luego los cilindros de la base diversa y de diver-
sa altura están entre sí en la razón de las bases mul-
tiplicada por la de las alturas (Fig. 254) : y así A;B 
: : 1 :s , porque las bases son como 1 ;4, y las alturas 
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como 1:2; luego los cilindros son como 1 ;8, esto 
es, como 2 X ^ . 

Fig. 253. Fig . 234. 

I I I . 

Como los conos son los tercios de los cilindros de-
bemos deci r : 

Núm. 569. Luego los conos de la misma altura 
están entre sí como sus bases. 

Luego los conos de la misma base están entre sí 
como sus alturas. 

Luego los conos de diferente base y diferente al-
tura están entre sí en la razón de las bases multi-
plicada por la de las alturas. 

§XI1. 

De la razón q u e t ienen en t re si los sólidos semejantes. 

Ya dijimos en su propio lugar que los sólidos se 
formaban por el movimiento de una superficie, y 
que de la diversidad de la superficie móvil ó gene-
rante juntamente con la diversidad de la línea que 

ix , 18 



y altura están entre sí en razón de sus bases multi-
plicada por la razón de las alturas (Fig. 251); y así 

1 :G: : 1 :s. porque la razón de las alturas es 2 y la 
de las bases es 4 : luego la razón de las pirámides 
es 8, ó 2X4. 

I I . 

Ademas de esto como los cilindros se confunden 
con los prismas de infinitos lados, ó son como pris-
mas de infinitos lados, podemos decir: 

Núm. 368. Luego los cilindros de la misma altu-
ra están entre sí como las bases (Fig. 252); y así 
A.'B: : i : Í, porque las bases están en esa razón. 

Luego los cilindros de la misma base están entre 
sí como sus alturas (Fig. 255); y así E ;F ; ;i ;2, por-
que esta es la razón en que están sus alturas. 

Luego los cilindros de la base diversa y de diver-
sa altura están entre sí en la razón de las bases mul-
tiplicada por la de las alturas (Fig. 254) : y así A;B 
: : 1 :s , porque las bases son como 1; 4, y las alturas 
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como 4 : 2 ; luego los cilindros son como 1 ;8, esto 
es, como 2X^-

Fig. 253. Fig . 254. 

I I I . 

Como los conos son los tercios de los cilindros de-
bemos deci r : 

Núm. 569. Luego los conos de la misma altura 
están entre sí como sus bases. 

Luego los conos de la misma base están entre sí 
como sus alturas. 

Luego los conos de diferente base y diferente al-
tura están entre sí en la razón de las bases multi-
plicada por la de las alturas. 

§ Xll. 

De la razón q u e t ienen en t re si los sólidos semejantes. 

Ya dijimos en su propio lugar que los sólidos se 
formaban por el movimiento de una superficie, y 
que de la diversidad de la superficie móvil ó gene-
rante juntamente con la diversidad de la línea que 

ix , 48 



dirije el movimiento, y se llama directriz, nacían 
las diferentes especies y calidades de sólidos. 

Ahora decimos que cuando las superficies gene-
rantes son semejantes y semejante su movimiento, 
en tal forma que los ángulos sean iguales y todas 
las líneas en proporcion, los sólidos que de aquí 
resultan se llaman sólidos semejantes. 

Se dijo que los paralelógramos, triángulos y de-
mas figuras planas que se forman de ellos estaban en 
la razón compuesta de la razón de las bases, multi-
plicada por la razón délas alturas de la figura plana. 

Pero los sólidos, como acabamos de decir, están 
en razón compuesta de la razón de las superficies, 
que les sirven de base, multiplicada par la razón de 
las líneas que les miden su altura ; y de este modo 
los sólidos están entre sí en una razón compuesta 
de tres, esto es, de dos razones que hay en la base 
generante, y otra en las alturas del sólido. 

Núm. 570. Luego la razón de los prismas entre 
sí es compuesta de tres razones, dos que hay en la 
superficie generante ó base del prisma, y una cjue 
hay en su altura. 

Pero cuando las bases de los prismas son seme-
jantes, las dos razones que hay en ellas son iguales; 
de forma que una razón multiplicada por otra es lo 
mismo que multiplicada por sí misma; y así el espo-
nentede esta razón compuesta es un cuadrado de 
la razón simple (núm. 262). 

Si los prismas son semejantes, la misma razón 
que hay entre cualesquiera lados correspondientes 
de la base la ha de haber también en las alturas; y 
por consiguiente cuando la base se multiplica por 

la altura, para formar el prisma la razón de la base, 
que es un cuadrado de la razón simple de los lados, 
se multiplica de nuevo por esa razón simple ú otra 
igual, lo cual es una razón compuesta de tres razo-
nes semejantes. 

Núm. 571. Luego los prismas semejantes están 
entre sí en la razón compuesta de tres razones 
iguales. 

Núm. 572. Luego el esponente de los prismas se-
mejantes es el producto de la razón simple de cual-
quier lado, multiplicada por sí misma una vez para 
hacer un cuadrado, y multiplicada otra vez por la 
raiz para hacer un cubo. 

Núm. 575. Luego los prismas semejantes están 
entre si como los cubos de cualquiera de sus lados 
correspondientes. 

Pero las pirámides son los tercios de los prismas 
por el núm. 546, y las partes proporcionales están 
entre sí como sus todos por el núm. 154. 

Núm. 574. Luego las pirámides semejantes están 
entre sí como los cubos de sus lados. 

También dijimos que los cilindros se podían con-
siderar como prismas de lados infinitos, y los conos 
como pirámides de una infinidad de lados. 

Núm. 575. Luego los cilindros semejantes y los 
conos semejantes están entre sí como los cubos de 
sus lados homólogos. 

Ya hemos considerado la esfera como compuesta 
de infinitas pirámides que tienen el vértice en £u 
centro. 

Núm. 576. Luego las esferas son entre sí como 
los cubos de sus diámetros. De modo que si una 
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por consiguiente toca á la esfera por el punto supe-
rior, p o r el inferior y por el circuito. 

Acabamos de decir en el núm. 558 que la esfera 
A es igual al cilindro que tiene por base un círculo 
máximo, y por altura dos tercios del diámetro, y 
que el cilindro circunscrito B (Fig. 255) tiene la mis-

§ XIII. 

l ) e la p r o p o r c i ó n que se halla e n t r e el va lo r d e la esfera y el del cil in-
dro , c u b o y cono que tuviesen la misma al tura y p r o f u n d i d a d de la 
esfera. 

Núm. 577. Llamamos cilindro circunscrito á la 
esfera á aquel que tiene por base un círculo máximo 
de la esfera, y por altura su diámetro (Fig. 255), y 

esfera tiene el diámetro duplo de la otra, su valor es 
ocho veces mayor, porque 2 X 2 X 2 = 8 ; y si el diá-
metro fuere triple, su valor es veinte y siete veces 
mayor, porque 5 X 5 X ^ = 2 7 ; y lo mismo se dice de 
todos los otros sólidos semejantes. 

ma base del cilindro L (Fig. 259), y tres tercios del 
diámetro por altura. Luego estos dos cilindros B, 
L (Fig. 255 y 259) son entre sí como las alturas, esto 
es, como dos tercios á tres. 

Núm. 578. Luego también la esfera A (Fig. 255) 
es á su cilindro circunscrito B como dos á tres; esto 
es, si la esfera pesa 22 onzas el cilindro pesará 55. 

Vale, pues, la esfera dos tercios del cilindro cir-
cunscrito. Pero el cono que tuviere esa misma base 
y esa misma altura del cilindro 
vale solamente una tercera par-
te de él ; esto es, si el cilindro B 
pesa 55 onzas, el cono C (Fig. 
256) pesará solas 11. 

Núm. 579. Luego el cono 
(Fig. 256) que tiene por base 
un círculo máximo de la esfe-
ra, y por altura su diámetro, 
vale la mitad de la esfera, de 
modo que si la esfera vale 22, 
el cono valdrá 11. 

Y así el cono C que tuviere 
por base un círculo máximo, y 
por altura el diámetro dé la es-
fera, es igual á media esfera ó al 
hemisferio I) (Fig. 256). 

Núm. 580. Luego el cono, 
la esfera y el cilindro que tie-
nen la misma altura y profun-
didad, son como 1 ,2 , 5, ó como 
11, 22, 55 (Fig. 257). 

Cuanto al cubo circunscrito 
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[Fig. 238) si le quisiéremos comparar con la esfera 

F i g . 258 . F i g . 259. 

dividiremos la dificultad, é iremos dando solucion 
poco á poco. 

Núm. 581. Lo primero comparemos la esfera ó 
el cilindro L su igual (Fig. 239) con un prisma M de 
la misma altura, esto es, de dos tercios de diámetro, 
ó cuatro tercios de radio. Mas siendo la altura la 
misma, solo se halla la diferencia en las bases FG; 
y esta, como dijimos al número 267, es como 22 á 
28, esto es, como la circunferencia á cuatro diáme-
tros. Luego si el cilindro. L, ó la esfera que le es 
igual, pesa 22 onzas, el prisma Mpesará 2S. 

Núm. 582. Comparemos ahora este prisma M con 
el cubo circunscrito N, como ambos son de la mis-
ma base toda la diferencia está en la a l tura; pero 
teniendoel cubo tres tercios de diámetro por altura, 
y el prisma solamente dos, si el prisma M vale 4 
diámetros ó 28, el cubo debe valer 6 diámetros ó 42; 
y por consiguiente, comparando la esfera A, ó el ci-
lindro L su igual con el cubo N circunscrito, será 

como 28 á 42, ó como la circunferencia á 6 diáme-

tros. 
Núm. 585. Luego los cuatro cuerpos que per te-

necen á la esfera en el modo arriba dicho (Fig. 257), 
esto es, el cono, la esfera, el cilindro y el cubo es-
tan en proporcion 11, 22, 55, 42. 

§ XIV. 

Del v a l o r d e l s e c t o r , y del s e g m e n t o d e la e s f e r a . 

Núm, 584. Así como arriba 
consideramos la esfera dividí- . 
da en pirámides, cuyo vértice | 
común era el centro, podemos / j p 
dividir ahora el sector en m u -
chas pirámides, cuyo vértice 
común sea el centro, y cuyas 
bases hagan la superficie con-
vexa del sector (Fig. 260). 

Núm. 583. Luego el sector 
es igual á muchas pirámides 
juntas, cuyas bases hagan la 
superficie, y cuya altura sea el 
radio. Ya se dijo al núm. 546, 
que cada pirámide valia un 
tercio de su prisma correspon-
diente, y era igual á su base 
multiplicada por el tercio de 
la altura del prisma. 

Núm. 586. Luego el sector 
Z (Fig. 260) es igual á un pris-



ma B, cuya base sea un paralelógramo igual á la su-
perficie convexa del sector, y cuya altura sea un 
tercio del radio de la esfera. 

Pero la superficie convexa del sector Z, que es la 
misma del segmento, ya dijimos al número 527 que 
era igual á un paralelógramo B, cuya longitud fuese 
la circunferencia del círculo máximo de la esfera, y 
su altura la flecha. 

Luego el valor de Z, sector de la esfera, es igual 
á un prisma B. cuya longitud sea la circunferencia 
de la esfera, y su anchura la flecha, y su altura un 
tercio del radio. 

Núm. 587. Para valuar el segmento de la esfera 
{Fig. 261), despues de hallado el valor del sector B 

valor ¿c la solideo. <Ll Cmok. 

Fig . 261. 

bastará cortar todo el cono K, y sabido el valor de 
este cono, el resto será el valor del segmento H. 

Pero el cono K ya dijimos que era igual á un ci-
lindro de la misma base y de la tercera parte de la 
altura (núm. 552); y también habíamos dicho que 
el círculo de la base de este cono se podía reducir á 
un paralelógramo, que tuviese por longitud la cir-

cunferencia de él, y por altura medio radio (núm. 

252). 
Núm. 588. Luego haciendo un prisma P, cuya 

longitud sea la circunferencia del cono, y su latitud 
medio radio de su base, y la altura el tercio de la 
altura del cono, se conocerá su valor. 

Núm. 589. Luego el valor del segmento H (Fig. 
261) es el valor del sector Z (Fig. 260), menos el 
del cono K. 

Núm. 590. Luego el valor del segmento H es igual 
al del prisma B de la (Fig. 260), quitando de este el 
valor del cono K, que es el de otro prisma P (Fig. 
261), y de este modo el segmento H será igual al 
sólido, y la razones, p o r q u e así como juntando ó 
sumando el cono K con el segmento H tenemos el 
sector Z, así también juntando el prisma B, que 
tiene el valor del cono K, y añadiéndole el sólido y. 
en donde entra, se formará el prisma de la (Fig. 
260) igual al sector Z. 

§XV. 

l)el moi lode valuar el pr isma recto t runcado. 

Núm. 591. Llamamos prisma truncado todo aquel 
que sea cortado irregularmente, como A (Fig. 262). 

Para simplificar la doctrina hablaremos del pris-
ma triangular, porque todos los otros se pueden re-
ducir á triangulares. 

Tiene, pues, el prisma triangular A tres esquinas 
18. 



desiguales, y para reducirle á un prisma regular 
capaz de ser valuado se hará lo siguiente. 

Fig. 262. 

I. 

Núm. 592. Tiraremos del ángulo sólido o dos 
diagonales om, on : consideraremos cortada esta pe-
queña pirámide, cuya base man es la base del pris-
ma, y cuyo vértice está en o, abajo ponemos en E 
esta pirámide. 

H. 

Separada la pirámide E queda el resto B, que e J 

una pirámide irregular de cuatro caras, cuya base 
es rsmn, y cuyo vértice está en o, y en esta base 
srmn podemos tirar una diagonal ms. 

m. 

Podemos considerar una división desde el vértice 
o, buscando siempre la diagonal ms, y dividimos 
esta pirámide cuadrilátera en dos triangulares, las 
que podemos separar una C, cuya base es rsm, y 
su vértice está en o; otra D, cuya base es msn, y su 
vértice está en o, las cuales si se juntan vuelven á 
hacer el sólido B; y poniéndolas encima la pirámide 
E, queda formado el prisma truncado A primitivo. 

I)e este modo se conoce que el prisma truncado 
A se divide en tres pirámides E, C, D. 

Como estas pirámides son desemejantes, y nada 
tienen común, veamos si reducimos C y D á otras 
iguales que tengan la misma base de E, que viene 
á ser la del prisma primitivo A; pues de este modo 
será mas fácil hallar el valor de las pirámides y del 
prisma que se dividió en ellas. 

rv*. 

M m , 503. Hagamos despues dos pirámides ima-
ginarias F, G, cuyas bases sean como la de la pirá-
mide E, esto es, la del prisma primitivo A, y demos 
á F la altura del prisma en la esquina ra, y á la pi-
rámide G la altura del prisma en la esquina sn. Te-
niendo la pirámide E la altura del prisma en ao, t e -
nemos con esto tres pirámides todas con la misma 
base del prisma, y cada una tiene por altura una 



esquina del prisma, ao será la altura de E, rala de 
F, y sn la de G. 

y . 

Veamos ahora si estas dos pirámides imaginarias 
FG valen tanto como las verdaderas CD,, en que el 
prisma se dividió. Cuanto áC, esia tiene el vértice 
en o, y tiene por base el triángulo mrs. Pero la pi-
rámide imaginaria P, si la sobreponen en el trián-
gulo mrn, tendrá ese triángulo por base : para com-
parar, pues, estas dos bases ó triángulos mrs, mrn, 
busquémoslos en el prisma A, y veremos que el 
triángulo ism ó rnm son iguales, porque están en-
tre las mismas paralelas por el núm. 224. Luego el 
triángulo srm, base de C, es igual á rnm base de F : 
veamos ahora la altura de estas dos pirámides C y 
F : C tiene el vértice en o, y F en a; pero mirando 
bien el prisma primitivo A, se advierte que o y a 
están en la misma paralela; luego las pirámides C y 
F tienen base igual y altura igual, por consiguiente 
son iguales. 

Vengamos ahora á las pirámides G, D, para ver si 
también son sus iguales entre sí. Pongamos la una 
y la otra de suerte que tengan por vértices en Gel 
punto a, en l) el punto o, ambos por la misma es-
quina oo del prisma A, que ya vimos estaban en la 
misma altura. 

Cuando á la base de D es el triángulo msn del 
prisma A, la base de G es el mismo triángulo msn 
del prisma A; luego DG tienen la misma base, y los 
vértices están á la misma altura; y así la pirámide 
imaginaria G es igual á la pirámide verdadera D. 

Núm. 5 9 4 . Luego el prisma truncado es igual á 
las tres pirámides E, F, G, que tienen por bases la 
del prisma truncado, y por alturas las tres esquinas 
de este. 

Pero estas tres pirámides (Fig. 2 6 5 ) se reducen á 
tres prismas de la mis-
ma base del truncado 
A, y de una altura que 
sea un tercio del de las 
pirámides, ó un tercio 
de las esquinas del pris-
ma A; y así los prismas 
B,C, D son iguales á las 
pirámides E, F, G, que 
se corresponden á plo-
mo en la lámina. 

Núm. 395. Luego el 
prisma truncado A (Fig. 
262) es igual á un pris-
ma entero A (Fig. 265 
de la misma base, cuya 
altura sea la suma de 
las terceras partes de 
las tres esquinas del 
truncado; y así el pris-
ma truncado es igual al 
prisma entero A, com-
puesto de los prismas B , C, D. 

Si el prisma no fuere recto, córtese por el medio 
con una sección perpendicular á las esquinas, y que-
dará dividido en des prismas rectos, truncados, y 
sabremos hallar su valor. 



S x v i . 

Modo de v a l u a r el v o l u m e n d e los c u e r p o s i r regu la res . 

Núm. 596. Cualquier cuerpo irregular se puede 
dividir por una sección recta, y entonces las dos nue-
vas superficies de la sección pueden servir de bases 
rectas de los dos cuerpos. 

En segundo lugar, puesta cualquiera de estas par-
tes sobre súbase recta, podemos ir dividiendo cada 
una de ellas en prismas triangulares truncados; y 
sabiendo valuar cada prisma, se sabe el valor del 
sólido : bien pudieran quedar algunas pirámides; 
pero á estas ya las sabemos hallar su valor. 

Para abreviar la operacion daremos algunas re-
glas, que nos dispensen de llegar hasta la última di-
visión de los prismas triangulares truncados. 

i . 

Núm. 597. Sea un sólido como el de la (Fig. 264): 
su base E, A, O, Q sea un paralelógramo, sobre cu-
yos cuatro ángulos se levanten perpendicularmente 
cuatro esquinas desiguales ES, AI, PQ, OR, el lado 
E, O, S, R esté cortado de forma que se termine en 
I : el lado O, Q, R, P córtese también de forma que 
se termine en l. Aquí tenemos un paralelipípedo ir-
regularmente truncado : supongamos, pues, que es 
preciso saber su valor. 

I I . 

Tiremos en la base diagonal AO, y conforme á esa 
diagonal hágase una sección por las esquinas OR, 

Al, quedará dividido en los dos prismas truncados 
que vemos con separación en la misma figura, 
y cuyo valor sabemos averiguar por lo que queda 

dicho. , n 

Por cuanto el que tiene por base el triangulo E, 
A, O es igual á un prisma recto de esta base, cuya 
altura sea un tercio de ES con mas un tercio de AI, 
mas un tercio de RO; del mismo modo el otro es 
igual á un prisma recto, cuya base sea el triángulo 
A, O, Q, y la altura un tercio de PQ, con tercio de 

AI, y un tercio de RO. 
Pero como las dos bases por ser triángulos mita-

des del paralelógramo son iguales, en vez de hacer 
dos productos ó prismas hagamos uno con la altu-

F i g . 264. 



ra de los dos, esto es, un prisma, cuya base sea E, 
A, O, y cuya altura sea un tercio de ES, un tercio 
de PQ, y dos tercios de AI, mas dos tercios de RO; 
ó por otro medio, un tercio de cada esquina que no 
sea común, y dos tercios de las esquinas que sean 
comunes á ambos, y son aquellas por donde va la 
división. Como el prisma cuadrilátero total se divi-
de en los dos, su valor es la suma de ambos. 

Núm. -598. Luego el paralelipípedo diferentemente 
truncado es igual á su media base, multiplicada por 
un tercio de cada esquina que no sea común, y dos 
tercios de cada esquina común á los dos prismas 
triangulares en que se podia dividir. 

Lo mismo diremos si el paralelipípedo fuese cón-
cavo (Fig. 265), entonces se podrá dividir según la 

Fig . 255. 

línea de dirección de la concavidad MN, v se tirará 
la diagonal en la base oi, y se liará la misma ope-
ración de arriba. 

Núm. 599. El prisma cuadrangular que no fuere 
paralelipípedo solo se puede valuar haciendo la di-
visión en la base, según la línea ó dirección de la 
convexidad, ó de la concavidad superior; y hacien-
do dos triángulos, y de cada uno de ellos multipli-
cado por los tercios de sus tres esquinas, formando 
un producto, la suma de ambos será el valor de 
este sólido. 

§ XVII. 

De los sólidos regu la res . 

Núm. 400. Llamamos sólido absolutamente re-
gular al que en las superficies, en las líneas y en los 
ángulos guarda una perfecta igualdad y semejan-: 
za. De este género son el cubo, el tetraedro, ó de 
cuatro superficies, el octaedro de ocho, el icosa-
edro de veinte, y el dodecaedro de doce, en los 
cuales no hay la mínima desigualdad en ángulas lí-
neas ni superficies. 

Núm. 401. La esfera (Fig. 266) también podia co-
locarse entre los cuerpos regu-
lares, por ser en todas partes 
semejantes á sí mismo; de suer-
te que de cualquiera modo que 
se la tome siempre ofrece la 
misma superficie igualmente 
convexa. 

El cubo (Fig. 267) es forma-
do por seis cuadrados igua-



ra de los dos, esto es, un prisma, cuya base sea E, 
A, O, y cuya altura sea un tercio de ES, un tercio 
de PQ, y dos tercios de AI, mas dos tercios de RO; 
ó por otro medio, un tercio de cada esquina que no 
sea común, y dos tercios de las esquinas que sean 
comunes á ambos, y son aquellas por donde va Ja 
división. Como el prisma cuadrilátero total se divi-
de en los dos, su valor es la suma de ambos. 

Núm. -598. Luego el paralelipipedo diferentemente 
truncado es igual á su media base, multiplicada por 
un tercio de cada esquina que no sea común, y dos 
tercios de cada esquina común á los dos prismas 
triangulares en que podia dividir. 

Lo mismo diremos si el paralelipipedo fuese cón-
cavo (Fig. 265), entonces se podrá dividir según la 

Fig . 255. 

línea de dirección de la concavidad MN, v se tirará 
la diagonal en la base oi, y se liará la misma ope-
ración de arriba. 

Núm. 599. El prisma cuadrangular que no fuere 
paralelipipedo solo se puede valuar haciendo la di-
visión en la base, según la línea ó dirección de la 
convexidad, ó de la concavidad superior; y hacien-
do dos triángulos, y de cada uno de ellos multipli-
cado por los tercios de sus tres esquinas, formando 
un producto, la suma de ambos será el valor de 
este sólido. 

§ XVII. 

De los sólidos regu la res . 

Núm. 400. Llamamos sólido absolutamente re-
gular al que en las superficies, en las líneas y en los 
ángulos guarda una perfecta igualdad y semejan-: 
za. De este género son el cubo, el tetraedro, ó de 
cuatro superficies, el octaedro de ocho, el icosa-
edro de veinte, y el dodecaedro de doce, en los 
cuales no hay la mínima desigualdad en ángulas lí-
neas ni superficies. 

Núm. 401. La esfera (Fig. 266) también podia co-
locarse entre los cuerpos regu-
lares, por ser en todas partes 
semejantes á sí mismo; de suer-
te que de cualquiera modo que 
se la tome siempre ofrece la 
misma superficie igualmente 
convexa. 

El cubo (Fig. 267) es forma-
do por seis cuadrados igua-



4 2 6 R E C R E A C I O N 

les : el uno está en la base, los cuatro alrede-

Fig. 267. 

dor de la base hacen los cuatro lados, y el sesto 
forma la base superior. En el cubo todos los ángu-
los sólidos son formados por la concurrencia de 
tres cuadrados; y en los cuadrados todos los ángu-
los son de noventa grados, y todas las líneas son 
iguales. 

Num. 402. Luego el cubo es un sólido perfecta-
mente regular. 

Con cuadrados no podemos formar otro sólido, 
porque si quisiéremos juntar solamente dos no se 
forma ángulo sólido, pues este forzosamente ha de 
tener tres lados á lo menos, y tres dimensiones en 
longitud, latitud y profundidad. 

Fig. 2ES. Fig. 269. 

Si juntamos los tres lados cuadrados que dijimos 
formamos un ángulo sólido, como se ve en el cubo. 
Si juntamos cuatro (Fig. 268) e, i, o, u, teniendo 
cada cual 90 grados, todos juntos hacen 560; y por 
consiguiente el punto en donde concurren es el cen-
tro de un círculo, y no puede hacer ángulo sólido. 

Núm. 405. Luego con cuadrados no se puede for-
mar otro sólido que no sea el cubo. 

Veamos ahora los sólidos que formamos con los 
triángulos equiláteros, pues todos los otros trián-
gulos son por su irregularidad incapaces de formar 
cuerpo perfectamente regular. 

Juntos tres triángulos (Fig. 269) harán un ángu-
lo sólido M; y como la base también ha de ser un 
triángulo formado por tres lados de los triángulos 
que forman las superficies, ha de ser triángulo; y 
pues las líneas que le forman son lados de tr iángu-
los equiláteros, también él ha de ser equilátero, y 
por esto igual á los superiores. Los tres triángulos 
de la base, siendo todos ellos formados por tres 
triángulos equiláteros, uno de la base y dos de los 
lados, que son 
todos iguales á 
los que forman 
el ángulo del 
vértice M, tam-
bién le son i-
guales. 

Estos cuatro 
triángulos se 
ven en la (Fig. 

270), y en ella Fig. 270. 



se advierte cómo podrán formarse de plano para 
armar el tetraedro : B es la base, A, E, O son los 
lados que pueden levantarse alrededor de la base, 
y juntándose los ángulos mmm, harán el vértice del 
tetraedro M de la {V\g. 209). 

Núm. 404. Luego el tetraedro formado por cuatro 
triángulos equiláteros a,e, m, n (Fig. 271), de suer-

te que se junten oo, quedará una pirámide de cua-
tro lados con el vértice en i : no obstante la base 
será cuadrada, y por eso desigual á los lados, y así 
será un sólido irregular. 

Pero formemos otra pirámide semejante, y jun-
temos las dos bases cuadradas, resultará el sólido 
regular H (Fig. 272). 

I. 

Todos los ocho lados son triángulos equiláteros. 

I I . 

Todos los ángulos sólidos son formados por cua-
tro lados con el vértice en i, porque el vértice in-

ferior t se supone ser lo mismo que el de arriba; los 
laterales r, s, etc., son formados cada uno por el 
concurso de dos triángulos superiores y dos infe-
riores ; y así son formados por cuatro triángulos 
equiláteros. 

Núm. 405. Luego el octaedro es cuerpo perfec-
tamente regular. 

Para formarle de papel se puede cortar como en 
la (Fig. 275), y doblarle de modo que oo se junten, 

Fig. 273. F ig . 2 7 ! . 

y se verá formado un sólido en i de los triángulos 
a, e, m, n, y los otros cuatro formarán la parte in-
ferior del octaedro, cuyo vértice es í. 

Juntemos ahora cinco triángulos equiláteros (Fig. 
• 274), y hagamos que nm se junten, se levantará el 

centro o, y quedará un sólido de cinco lados iguales 
y semejantes. Con todo eso la base de esta pirámi-
de es un pentágono, y los lados son triángulos, lo 



i ¡s 

que contradice á la regularidad que se desea: y así 
por esle medio todavía no tenemos sólido regular. 

Si formamos otra pirámide de cinco lados seme-
jantes, para juntarla , poniendo la cúspide hacia 
abajo, como hicimos en el octaedro, queda un só-
lido todo formado por triángulos equiláteros. No 
obstante los ángulos sólidos no son semejantes, por 
ser el superior y el inferior formados con la con-
currencia de cinco triángulos, y los laterales de al-
rededor a, a, a, a, etc., son formados por solos cua-
tro, dos de la pirámide superior y dos de la infe-
rior; por consiguiente aun no tenemos sólido re-
gular. 

Pero hagamos una figura en papel, como se re-
presenta (Fig. 275), en laque, ademas de los cinco 

triángulos equiláteros e, e, e, e, e, que han de for-
mar la pirámide superior o, y de los otros cinco que 
formarán la inferior c, tenemos MN formada de 
diez triángulos equiláteros, cinco que unen por las 
tres bases con los superiores, y otros cinco que unen 

con los inferiores. Doblando, pues, esta lista de 
triángulos circularmente, de modo que se junten 
las dos estremidades MN, y disponiendo las divi-
siones en tal forma que solo por ellas se dobla la 
lista, y haga un circuito de superficies planas, si ar-
riba unimos todos los ángulos o, o, o, o, o, y abajo 
los ángulos e, e, e, e, e, tendremos un sólido como 
se ve en la (Fig. 276), en el cual se observa lo s i -
guiente. 

i. 

Que este sólido es compuesto de veinte triángu-
los equiláteros. 

I I . 

Que todos los ángulos sóli- O 
dos son formados por el con-
curso de cinco lados : en OE 
se ve claro, en los laterales el 
circuito ai vemos que cada 
ángulo sólido de los que ter-
minan la base de la pirámide 
superior O, es formado por 
dos triángulos de la pirámide 
superior; otros dos que penden de estos, y caen há-
cia abajo, y otro que viene de abajo á introducirse 
entre los dos que están pendientes. Lo mismo digo 
de s, y de los otros que terminan la base de la pirá-
mide inferior E. 

Núm. 406. Luego el icosaedro es un cuerpo r e -
gular formado por veinte lados semejantes é igua-
les, etc. 



432 RECREACION 

Si juntamos seis triángulos equiláteros (Fig. 277), 

como cada ángulo de los del centro es de 60 grados, 
todos seis harán 560, que es el circuito de un cír-
culo ; de suerte que si los juntamos, el centro O no 
se puede levantar del plano, ni formar ángulo só-
lido. 

Núm. 407. Luego con triángulos equiláteros no 
se puede formar cuerpo alguno regular fuera del 
tetraedro de cuatro lados, del octaedro de ocho 
del icosaedro de veinte. 

Vengamos ahora á los pentágonos para ver qué 

cuerpos sólidos podremos formar con ellos, y jun-
temos tres pentágonos (Fig. 278). Para examinar 
qué valor tienen sus ángulos tomemos un pentágo-
no, y tiremos desde un centro radios á sus ángulos. 
Los del centro o como tienen por medida un qu in -
to de la circunferencia tendrán 72 grados por m e -
dida. 

Pero cada triángulo tiene el valor de 180 grados ; 
luego faltan para el valor de los dos ángulos que 
cada triángulo tiene alrededor del pentágono l o que 
va de 72 á 180. Esto repartido entre los dos á cada 
uno dará 54; pero si convertimos estos radios que 
dividen el pantágono en triángulos, cada ángulo 
queda doble del que hacia la base del triángulo, 
estoes, duplo de 54, que viene á ser 108. 

Luego los ángulos del pentágono valen 108. 
Juntando ahora tres pentágonos A, e, o (Fig. 

278), solo tenemos en A 524 grados en el valor que 
ocupan los tres ángulos, y aun falta el valor de 56 
grados, para completar la circunferencia de 560. 
Luego si juntásemos e con i formaremos un ángulo 
sólido con tres lados de cinco ángulos. 

Tomemos, pues, un pentágono de papel M (Fig. 
279), y de sus cinco lados hagamos que se levanten 
otros cinco pentágonos iguales hasta unirse mùtua-
mente en forma de una bandeja (perdónese la fami-
liaridad de los términos, porque solo atendemos á 
la claridad, que es la que necesitan los principian-
tes) : formemos otra bandeja semejante alrededor 
del pentágono N, y colocaremos una sobre otra, co-
mo se ve en la (Fig. 280). Pero en esta figura tene-
mos que observar. 

I X . 1 9 



I. 

Que todos los lados son semejantes, formadospor 

Fig . 280. F ig . 281. 

ángulos planos, semejantes é iguales, pues todos 
son pentágonos y semejantes. 

ii. 

Que todos los ángulos sólidos son formados por 
tres lados : en los que se forman alrededor del pen-
tágono superior M y el inferior Nes manifiesto, pues 
los forma la base con los dos pentágonos que se le-
vantan como lados hasta encontrarse mùtuamente, 
y los que se forman por un pentágono, que sube de 
abajo para introducirse entre los que penden del 
que está encima, ó al contrario. 

Núm. 408. Luego el dodecaedro es un sólido re-

gular, compuesto de doce lados iguales y seme-

jantes. 
Si quisiéremos juntar cuatro pentágonos para ha-

cer con ellos un ángulo sólido no podremos, porque 
teniendo cada uno de ellos los ángulos de diez gra-
dos, cuatro juntos harian la suma de 452, los que 

siendo mucho mas que la circunferencia del círculo 
no pueden caber en el plano, y mucho menos en el 
ángulo sólido, que para elevarse del plano debe te-
ner circunferencia menor que la del círculo. 

Núm. 409. Luego con pentágonos regulares no 
se puede hacer otro sólido que el dodecaedro. 

Si quisiéremos formar con exágonos algún cuerpo 
sólido veremos que es imposible, porque (Fig. 281) 
juntando tres tenemos 560 grados, pues cada án-
gulo del exágono regular contiene 120 por el núm. 
98 ; luego tres hacen 560, lo que es justamente la 
circunferencia del círculo, y así el punto de con-
currencia no podría elevarse del plano para hacer 
ángulo sólido. 

Si queremos valemos del eptágono, que quiere 
decir figura de siete ángulos, no podremos hacer 
sólido alguno, porque si tres exágonos no pueden 
hacer ángulo sólido, mucho menos podrán los ep-
tágonos, cuyos ángulos son mayores. 

Núm. 410. Luego no puede haber sólido alguno 
regular fuera de los que hemos dicho, esto es, cu-
bo, tetraedro, octaedro, icosaedro y dodecaedro; 
esceptúase la esfera, de la cual no hablamos aquí. 

Ahora, amigo Eugenio, antes de poner término á 
estos elementos de geometría, gobernado por la es-
periencia que tengo quiero hacerte un epílogo de 
combinación entre las razones de las líneas, de las 
superficies y de los sólidos, lo que te dará mucha 
luz : le añadiré á esta carta que ya tenia concluida. 



EPILOGO. 

Sobre la combinación de las razones y proporciones de las lineas, 
superficies y sólidos. 

S I . 

Núm. 411. Dijimos al núm. 159 que cuando m u -
chos términos estaban en proporcion siempre iba 
reinando la misma razón entre todos ellos; de 
suerte que entre dos términos inmediatos se hallará 
el mismo esponente de la razón. 

También dijimos que un número multiplicado 
por sí mismo hacia el cuadrado, v. g. 4 por 4 dará 
46, que es el número cuadrado de 4. También di-
jimos que este cuadrado multiplicado otra vez por 
su raiz ó por el número primitivo 4 formaba el cubo. 
Ahora bien, cuando una cantidad se multiplica por 
sí misma para formar el cuadrado se dice que se 
eleva á la segunda potencia, y cuando se multiplica 
otra vez este cuadrado por la raiz para formar el 
cubo, se dice que subeá la tercera potencia-, cuan-
do todavía se multiplica el cubo otra vez por la raiz, 
se eleva esta á la cuarta potencia; si aun se multi-
plica de nuevo sube á la quinta potencia. 

Lo que es costumbre espresar así en algebra: sea 
la cantidad simple ó raiz igual á A, el cuadrado de 
A se espresa as í : A X ¿ , ó bien A J : el cubo de A ó 

la tercera potencia se podría espresar así : A X A X 
A; pero es mas corto A3, y del mismo modo la 
cuarta potencia de A se espresa as í : A4 y la quin-
ta A5. 

Núm. 412. Aquí deben advertir los principiantes 
que no es lo mismo 5A que A3, porque el número 5 
antes de A significa suma ó adición, esto es, que la 
cantidad A se toma tres veces, siendo así que A3 si-
gnifica que la cantidad A no solo se multiplica una 
vez, sino que su producto se ha de multiplicar por A 
otra vez. Supongamos que A valga 4 palmos, 5 A 
significarán 12 palmos, y A3 significará 64 palmos, 
porque 4 X * vale 16, y I6X;< vale 64. 

Núm. 415. En la geometría podremos dar figura 
sensible así de la segunda potencia, que es una su-
perficie, como de la tercera, que es un sólido; pero 
como no hay mas de tres dimensiones no podemos 
dar figura sensible de la cuarta, de la quinta poten-

cia, etc. Solo los números dan idea de esta multi-
plicación, y no las líneas. 

Esto supuesto, formando una progresión geomé-
trica T H : 2 : 4 : S : Í 6 : 5 2 : 6 4 : 1 2 S , e tc . , cuyo espo-
nente común es 2, ó el esponente de la razón es 
doble, se ve claramente que para llegar el primer 
término al valor del segundo basta multiplicarle 
una vez por el esponente 2 ; mas para elevarle al 
valor del tercero es preciso multiplicarle otra vez 
por el mismo esponente; y del mismo modo para 
que se eleve al valor del cuarto término es preciso 
tercera multiplicación, por el mismo esponente de 
la razón que reina. De esto se infieren varias con-
secuencias. 



I. 

Que podemos decir que la razón del primer tér-
mino á su inmediato es el esponente simple, esto 
es, 2. 

II. 

Núm. 414. Que la razón del primer término al 
tercero es un cuadrado ó segunda potencia del es-
ponente 2, esto es, 4. 

n i . 

Núm. 413. Que la razón del primer término al 
cuarto es un cubo, ó tercera potencia del esponen-
te 2, esto es, 8. 

IV. 

Núm. 416. Que la razón del primer término al 
quinto es 2, elevado á la cuarta potencia, esto es, 
46. 

v . 

Núm. 417. Que la razón del primer término al 
sesto es 2, levantado á la quinta potencia, esto es, 
32, etc. 

Núm. 418. Supongamos ahora que formamos cua-
drados de estos mismos términos de la progresión, 
véase (Fig. 282). 

• ^ 1 2 : 4 : 8 — - r a z ó n 2. 
^ H : 4 ¡ 1 6 : 6 4 razón 4. 

La razón ó esponente que reina en esta segunda 

ÒÌ2 8 

Fig. 282. 

progresión es 4, esto es, el cuadrado del esponente 
que reina en la primera ; porque, como dijimos al 
núm. 164, en los cuadrados hay la razón compues-
ta de la que habia entre las bases y de la que habia 
entre las alturas; y como son iguales, y la razón 
compuesta de dos iguales es un cuadrado de las 
simples, se sigue 

Núm. 419. Luego en la progresión de los cua-
drados el esponente del primero al segundo es un 
cuadrado del esponente simple. 

Pero entre el primer término de las raices y el 



tercero el esponente es un cuadrado del esponente 
simple por el núm. 408; y entre el primer cua-
drado y el segundo el esponente también es el cua-
drado del cociente simple por el núm. 415. 

Núm. 420. Luego en la progresión de los cuadra-
dos el esponente es el mismo que hay en la progre-
sión de las raices saltando un número. 

Hagamos ahora los cubos de las cantidades pri-
mitivas (Fig. 282). 

-;; 112:4:8 esponente 2 raiz. 
-^ - i :4 ; l 6;64 esponente 4 cuadrado. 
-^-1 ¡8:64:512 esponente 8 cubo. 

En esta tercera progresión el esponente que rei-
na es 8, esto es, un cubo del esponente primitivo 2, 
porque, como ya dijimos al núm. 409., el esponen-
te que hay entre el primer término y el cuarto de la 
primera progresión simple es un cubo del esponen-
te simple; pero también dijimos al núm. 164 que 
entre los cubos el esponente era compuesto de tres 
razones semejantes; por consiguiente es como el es-
ponente del primer término al cuarto de la prime-
ra progresión. 

Núm. 421. Luego entre el primer término y se-
gundo de la última progresión el esponente es un 
cubo del esponente simple de la primera progre-
sión. 

Núm. 422. Otra cosa has de observar, Eugenio, y 

441 

H 



es que todo lo que son líneas ó cualesquiera figu-
ras semejantes tienen entre sí la razón de las raices, 
esto es, del esponente simple, bien sea la propor-
ción aritmética ó geométrica, de suerte que (Fig. 
285) si en los círculos son los radios como 4, 2, 5, 
los diámetros son como 1, 2, 5, las circunferencias 
son como 1 , 2 , 5 , los arcos de igual número de gra-
dos serán como 1, 2, 5, etc. 

Núm. 425. Pero si comparamos superficies seme-
jantes unas con otras, ya su esponente ó razón no 
es el esponente simple de las raices, sino que ha de 
ser este esponente elevado á la segunda potencia, 
esto es, el cuadrado del primero, como dijimos al 
núm. 412, y ese mismo esponente ha de reinar en 
todo cuanto fuere superficie; y así (Fig. 284) si las 
líneas son como 1, 2, 5, los cuadrados formados so-
bre ellas serán como 4, 4, 9, los triángulos como 4, 
4, 9, y también en las pirámides, cubos, conos, 
esferas, todo lo que fuere superficie será como I, 
4, 9. 

Núm. 424. Ultimamente, si comparamos sólidos 
semejantes entre sí (Fig. 284), el esponente no será 

F i g . 28». 

ni el de las raices ni el de las superficies, sino el de 
los cubos, esto es, ha de ser un cubo del primer es-
ponente; y si las líneas que les pertenecen, estoes, 
los diámetros ó periferias eran 1, 2, 5, sus volúme-
nes serán 1, 8, 27, porque el cubo de 1 es 1, el de 
2 es 8, el de 5 es 27; de forma que así como en los 
círculos distinguimos el area ó campo de la circun-
ferencia que los cierra, y decimos que las superfi-
cies ó areas son como 4, 4, 9 ; pero que las líneas 
de la circunferencia siempre son como 4, 2, 5, con-
forme á los radios ó diámetros, así ahora en los só-
lidos no hemos de confundir los volúmenes con las 
superficies que los contienen ; y por consiguiente si 
los radios de una esfera (Fig. 284), ó los lados de va-
rios cubos fueren como 1, 2, 5, todo lo que sea l í -
nea en esos sólidos semejantes será como 1, 2, 5, 
esto es, altura 1, 2, 5, lados, como 1, 2,5, etc., mas 
todo lo que fuere superficie, v. g., base, cara, etc. 
serán como 1 ,4 ,9 , y el peso ó volumen ó el espacio 
comprendido dentro de la superficie total serán co-
m o ! ^ , 27. : 

Núm. 425. De aquí se sigue que en los sólidos se-
mejantes todas las líneas correspondientes están en 
la razón simple. 

Todas las superficies en la razón de los cuadra-
dos. 

Todos los volúmenes ó¡el peso del sólido en la 
razón de los cubos. 

Ve aquí, amigo Eugenio, lo que me ha parecido 
suficiente decirte acerca de la geometría; el próxi-
mo correo pienso emprender otra ciencia matemá-
tica también muy importante, que es la trigonome-



tría, en la cual, sin embargo, pienso estenderme 
menos que en la antecedente. Estudia y recapacita 
todo cuanto te he enseñado desde el principio de 
nuestra correspondencia, pues, á menos que digie-
ras completamente y te penetres de estos conocimien-
tos preliminares, no estarás en estado de internar-
te en la lectura de obras mas profundas y volumi-
nosas. 

TRIGONOMETRIA. 
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CARTA VIGÉSIMAPRIMERA. 

TRIGONOMETRIA RECTILINEA. 

S I . 

Divis ion d e la c i rcunferenc ia . Nociones sóbre las líneas 
t r igonomét r icas . 

Amigo Eugenio, esplicadas como quedan la arit-
mética, algebra y geometría, el objeto de la presen-
te es, según te lo prometí en mi última, el estudjo 
de la trigonometría, ciencia cuyo fin especial es re-
solver los triángulos, esto es, determinar sus ángu-
los y sus lados por medio de un número suficiente 
de datos. 

En los triángulos rectilíneos basta conocer tres de 
las seis partes que los componen, con tal que en es-
tas tres partes se incluya un lado, pues si solo se 
conociesen los tres ángulos, es evidente que todos los 
triángulos semejantes satisfacerian á la cuestión. 

Teniendo que demostrar teoremas que estriban 



5 38 RECREACION 

en las líneas trigonométricas y tratar de la resolu-
«ion de los triángulos, conviene que te dé algunas 
nociones relativas á la división de la circunferen-
cia y la naturaleza de las líneas trigonométricas. 

La circunferencia se divide en 560 partes iguales, 
llamadas grados; el grado en 60 minutos, el minu-
t o e n 6 0 segundón, e t c . 

Los grados, minutos y segundos se designan por 
los caracteres ". 

El complemento de un ángulo ó de un arco es lo 
que queda restando este ángulo ó arco de 90°, así A 
siendo un ángulo, 90—A es su complemento. Mas 
como un ángulo ó arco puede esceder 90 grados, co-
mo puede ser menor que esta medida, resulta que 
el complemento puede ser positivo ó negativo, se-
gún que A sea menor ó mayor que 90°. 

El suplemento de un ángulo ó de un arco es lo 
que queda restando este ángulo ó arco de 180°; co-
mo el complemento, el suplemento puede ser posi-
tivo ó negativo. 

Empléase para la resolución del triángulo un cier-
to número de líneas llamadas trigonométricas que 
son designadas por los nombres siguientes : 

Seno, Secante, Tangente, 

Coseno, Cosecante, Cotangente. 

El seno del arco AM ó del ángulo ACM (Fig. 285) 
es la perpendicular MP bajada de una estremidad 
de arco sobre el diámetro que pasa por la otra es-
tremidad. 

Si á la estremidad del radio CA, se lleva la per-
pendicular AT, hasta encontrar el radio CMprolon-

FILOSOFICA. 

gado, la línea AT así terminada se llama la tangente, 

y CT la secante del arco 
AM ó del ángulo ACM. S D S' 
Estas tres líneas MP, TK 
AT, CT, dependientes ^ 
del arco AM, y siempre 
determinadas por el ar-
co AM y el radio, se de-
signan así : 

MP=sen AM, AT=tang 
AM, F C = sec AM. 

Si en los puntos M y D del arco AD, igual á un 
cuadrante, se lleva las líneas MQ, DS perpendicu-
lares al radio CD, la una terminada en este radio y 
la otra terminada en el radio CM prolongado, las lí-
neas MQ, DS y CS compondrán igualmente el seno, 
tangente y secante del arco MD, complemento de 
AM, las cuales, para abreviar, se designan bajo el 
nombre de coseno, cotangente y cosecante del arco 
AM, y se designan de esta manera : MQ=cos AM. 
DS=cot AM, CS=cosec RM. En general, A siendo un 
arco ó ángulo cualquiera se tiene 

eos A = s e n (90<>-A), cot A=tang (90°-A) , cosec 
A=sec(90°—A). 

Supongamos que una estremidad del arco perma-
nezca fijo en A, y que la estremidad marcada en M 
recorra sucesivamente toda la estension de la semi 
circunferencia desde A hasta B, en la dirección ADB; 



en este caso designando por R el radio del círculo 

se tendrá 

S e n 0 = 0 , t e n g 0 = 0 , eos 0 = R , sec 0 + R . 

Pero si AM=45°, entonces se tiene 

tang AM ó tang 45°=cot 45°=R 
sen 45°=cos 4 5 = i R { / 2 ~ 

Cuando AM=90°, entonces se tiene 
Sen 90°=R, eos 90«=0, y en cuanto á la tangente 
90o es infinita, lo que se designa de la manera si-
guiente : tang 90«= oo. 

Siendo cero el suplemento de 90«, se tiene tang 
0 = cot 90 y cot 0 = t a n g 90, luego cot 0 = ¡ » y cot 
9 0 = 0 . 

El arco aumentando a u n , los senos disminuyen, 
y los cosenos aumentan ; si se lleva M'M paralela á 
AB, es claro que los arcos AM, BM' comprendidos 
entre paralelas serán iguales; asi como también las 
perpendiculares ó senos MP, M'P'; pero siendo el 
arco MU el suplemento de AM', puesto que AM'-j-
BM' es igual á una circunferencia, el seno de un ar-
co ó de un ángulo es necesariamente igual al seno 
del suplemento de este arco ó de este ángulo. Se 
tiene por consiguiente: 

Sen A = s e n (180-A) . 

Los mismos arcos AM', AM que son suplementos 
el uno del otro y que tienen senos iguales, tienen 
también iguales los cosenos CP', CP; pero hay que 
observar que estos cosenos se dirigen en diferentes 

sentidos, y esta diferencia de situación se espresa 
en el cálculo por la oposicion de signos, de modo 
que si se consideran positivos ó afectados del signo 
-j- los cosenos menores que 90«, será preciso con-
siderar como negativos ó afectados del signo — los 
cosenos de los arcos mayores que 90«, y por consi-
guiente se tendrá generalmente: 

Cos A=—eos (180—A), ó bien eos (90-{-B)=—eos 
{90—B), 

lo que equivale á decir que el coseno de un arco ó 
de un ángulo mayor que 90o es igual al coseno de su 
suplemento tomado negativamente. 

Sen (180)=0, cos 180=—R. 

Examinamos lo que hay que decir relativamente 
á la tangente de un arco mayor que 90°. Según la 
definición que he dado, debe ser determinada por 
el concurso de las líneas AT, CM', las cuales no se 
encuentran en el sentido AT, sino en el opuesto AV, 
de lo cual se concluye que la tangente de un arco 
mayor que 50o es negativa. Por otra parte si se ob-
serva que AVes la tangente del arco AN suplemento 
de AM' (pues NAM' es una semi-circunferencia), se 
concluirá que la tangente de un arco ó de un ángu-
lo mayor que 90" es igual á la de su suplemento, 
tomado negativamente, de manera que se tiene 
tang A=—tang (180—A). 

Lo mismo sucede relativamente á la cotangente, 
representada por DS', la cual es igual, y en sentido 
contrario á DS cotangente de AM. Por consiguiente 
se tiene 



CotA=—COtO 80—A). 

Como los cosenos, las tangentes y cotangentes son 
negativas desde 90o á 180», y en este último límite 
se tiene tang 180=0, cot 180=—cot 0=—*> 

Fácil es estender estas observaciones en caso que 
las cotangentes esten comprendidas entre 180« y 
560", pues dos líneas trigonométricas siendo gene-
ralmente perpendiculares á uno ó al otro diámetro 
DGF y ACB, con tal que sean perpendiculares á un 
mismo diámetro y sean de una misma naturaleza, 
afectarán el mismo signo si están situadas en un mis-
mo lado del diámetro, y signos contrarios si están 
situadas en lados diferentes. 

Teoremas relativos á las líneas t r igonomét r icas . 

TEOREMA. — El seoo de un arco es la mi-
tad de la cuerda que sostiene un arco doble. 

Pues el radio CA, perpendicular á MN, divide en 
dos partes iguales la cuerda MN y el arco corres-
pondiente MAN; luego MP, seno del arco MA, es la 
mitad de la cuerda MN que sostiene el arco MAN do-
ble de MA. 

TEOREMA. — El cuadrado del seno de un arco, 
mas el cuadrado de su coseno, es igual al cua-

dradodeun radio, de manera que se tiene : 
Sen2 i + cos 2 i = ñ J f ) . 

Esta propiedad resulta inmediatamente del tri-
ángulo rectángulo CMP, en que se tiene MPJ+CP = 
CMS. 

Resulta que dado el seno de un arco hallaráse su 
coseno, y viceversa mediante las fórmulas eos A = 
± j / ( R ' - s e n ' A ) , sen A — ± i / ( R — eos1 A). El doble 
signo de estas fórmulas procede de que el mismo 
signo MP responde á dos arcos AM, AM', cuyos co-
senos CP, CP' y de signos contrarios, como el mismo 
coseno CP responde á dos arcos AM, AN, cuyos se-
nos MP, PN son también iguales y de signos con-
trarios. 

TEOREMA. — Dados los senos y cosenos de 
un arco se puede hallar las otras líneas trigo-
nométricas. 

Lostriángulossemejantes CPM, CAT.CDS, nosdan 
inmediatamente : 

sin A R2 

T a n g A = R — - , sec A = 
eos A' eos A 

eos A R2 

Cos A = R cosec A = 
sen A' sen A 

TEOREMA — Dados el seno v el coseno de 

( ' ) Designase por s e n ' A el cuadrado del s<-no A, como t ambieu por 

eos5 A el cuadrado del cos A. 



dos arcos se puede determinar el seno y el co-
seno de la suma ó de la diferencia de estos 
arcos. 

Sea el arco A B = o ( F i g . 286), el arco B D = 6 y el ra-
dio AC=R, y por consiguien-
t e ABD=a-{-&. De los puntos 
B y D bájese BE, DP perpen-
diculares á CA; del punto D, 
llévese DA perpendicular é 
BC, y enfin, del punto 1, l lé-
vese 1K perpendicular é IL 
paralela á AC. 

Los triángulos semejantes 
BCE, ICK dan las proporciones siguientes : 

sen a eos b o 
CB:CI : :BF:IK; ÓR:COS &::sen O:JK=^-

C B : C I ; : C E : C K ; Ó RICOS &: ICOS a:CK= 

R 
eos a eos b 

R 

Los triángulos DIL, C.RE, que tienen sus lados re-
cíprocamente perpendiculares son semejantes y dan 
las proporciones s igu ien tes : 

< 

CB :DI : :CE :DL; ó R : sen 6: : eos a : D L = 
eos a sen b 

R 
sen a sen b 

R 
CB:DI::BE:IL;Ó R : s e n ¿ " s e n o ; l L = 

Pero I K + ü L = D F = s e n ( a + 6 ) y C K - 1 L = C F = 

eos (a+&), luego po r consiguiente sen («-{-&)= 

sen a eos b—sen a sen b 

R 
eos a eos b—sen a sen b 

eos (a+&)= 

Abora bien, si se prolonga el seno DI hasta que 
encuentre la circunferencia en M, el resultado 
será : 

BM=BD=&,y MI=ID=sen 6. 

Si por el punto M se lleva MP perpendicular y MN 
paralela á AC, puesto que MI=DI, se tendrá M N = 
IL, y SI=DL. Pero como se tiene 

IK-IN=MPsen (<z+&) y E K + M N = C P = c o s (a—6), 

consecuentemente se tiene : sen ( a — b ) = 

sen a sen b—sen b eos a 

R 
, , c o s a c o s 6 4 - s e n a s e n 6 

cós (a—6)= g 

Si en las fórmulas precedentes se hace b—a, r e -
„ 2senacos<z , cos 2 a— sen 2 « 

sulta : sen 2a= eos ~a= 
K n. 

a 

Si en estas últimas se reemplaza a por r e -

sulta : 
2sen ja eos \a eos -o,—sen 2a 

sen a— — eos a— 
R K 

Y como se tiene á la vez cos^a+sen : i< i=R 2 y eos2 

-Ja—sena |o=R eos a, el resultado es 



eos 2 i a = i R 2 — e o s a y eos a 

y por consiguiente sen i f l= j / ¿R 2 —icos a 

Estas fórmulas dan el seno y el coseno de la mi-
tad de un arco en función del coseno de este arco. 

Las fórmulas' que dan el seno (a-j-6) y del coseno 
(a-f b) dan las fórmulas siguientes si las adiciona ó 
resta de dos en dos, 

Sen A eos B = | R sen ( a + & ) + ; R s e n ' 

Sen B eos A = j R sen (a-f&)-±R sen (a—b); 

Cos A eos B = i R eos ( a - 6 ) + s R eos ( a + 6 ) ; 

Cos A cos B = i R cos [a-6)-fiR cos [a-\-b). 

Si en estas fórmulas se hace a-\-b=p, a—b=q, 

lo que da se puede deducir lo si-

guiente : 
2 

sen p-|-sen g = - s e n | ( p + $ c o s f ( p — g ) 
K 

2 
sen p—sen q=- sen ± [ p - q) cos Kp-r?) 

n 
2 

cos p4-cos q=-cos l(p-fg)cos |(p—q) 
n 
2 

eos o—cos p = n s e n i(p-f?)sen ±[p—q) 
R 

En fin, teniendo en consideración que 

sen g i t a n a a_ R 
c o s a - R " " c o s + a ' 
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se puede sacar por la división las fórmulas siguien-

tes : 

sen p-j-sen g _ t a n g j(p-fg) 

sen p—sen q tang |(p—q) ' 

sen p—sen q_ tang K p + ? ) 

cos p—cos q~ R 

senp-j-sen q eos k(p-\-q) sen p—sen </__tang \{p—q) 

cosp— c o s g - " R ' cos p-{-cos q R 

sen p-J-sen q_coV¡{p-\-q) cosp-f-cos?_ cotj(p-\-q) 

c o s p — c o s q R ' cosq-\-c,osp~~Uo&[p—q) 

senp-}-sen q_cosl[p-{-q) sen p-\-q __sen Kp-H) 
s e n p - f - s e n ? eos | (p—q)' senp—sin q sen iip—q) 

§ U I . 

Construcción de tablas de senos, cosenos, etc . 

Hay arcos cuyas líneas trigonométricas pueden 
ser directamente calculadas. Así, el lado del hexá-
gono siendo igual al radio, la mitad de este radio es 
el seno del ángulo de 50». El lado del decágono 
inscrito es dado por la proporcion 

K'.x'. :#:R—x 

R 
z ' + R a ^ R ' y x = - - ± | / R 5 - j - R 5 

X 
Así - es igual al seno del ángulo de 18". 

u 

i x . 20 



Sigúese de lo espuesto q u e si se representa el ra -
dio por un número, p o r la unidad, por ejemplo, se 
tendrá rigorosamente el valor numérico de los se-
nos del ángulo de 50» y de ISo. Por medio de las 
fórmulas precedentes se podrá calcular el valor de 
los ángulos de 

9o, 270, 56o, 450, 540, 65o, 72o, 810. 

En efecto conociendo el seno y el coseno de los 
arcos de 9o y de 180 p o r medio de la fórmula : sen 
( a - f&)=sena eos 6-{-sen b eos a, se tendrá el valor 
del seno 27 haciendo 6 = 1 8 y a = 9, resultando en 
este caso : 

Sen (27)=2 sen 9 eos 18 sen 18 eos 9. 

Para calcular las líneas trigonométricas interme-
dias, se parte del principio que un arco menor que 
90o es siempre menor que su tangente y mayor que 
su seno, de lo que resul ta que cuando un arco es 
bastante pequeño pa ra que sensiblemente se con-
fundan su seno y su tangente, se puede tomar el 
?rco por seno, y como la semi-circunferencia cuyo 
radio es 1 siendo = 5 . 1 4 15 y la semi-circun-
ferencia conteniendo 1 8 0 X 6 0 X 6 0 segundos. Divi-
diendo * por este número, se tendrá el valor del ar-
co de un segundo que se podrá tomar por su seno, 
y por consiguiente se podrá calcular sucesivamente 
de segundo en segundo los senos de todos los arcos, 
y p a r a verificación servirse délos medios preceden-
temente indicados. 

§iv. 

Principios para la resolución de los tr iángulos. 

TEOREMA. — En todo triángulo rectángulo, 
el radio es al seno de los ángulos agudos como 
la hipotenusa es al lado opuesto á este án-
gulo. 

Sea ABC (Fig. 287) el triángulo propuesto rectán-
gulo en A ; del punto C 
como centro y del radio 
CD, igual al radio de las 
tablas, descríbase el arco 
DE que será la medida 
del ángulo C; bájese so-
bre CD la perpendicular " F ig 2g7" 
AF que será el seno del 
ángulo C; los triángulos CBA, CEF son semejantes y 
dan la proporcion 

C E : E F : : C B : B A ; 

por consiguiente 

R:senC: :BC:BA, 

y suponiendo R = l , resultará BA=BC sen C. 

TEOREMA. — En todo triángulo rectángulo 



el radio es á la tangente de uno de los ángu-
los agudos, como el lado adyacente á este án-
gulo es al lado opuesto. 

y 

Después de describir el arco DE (Fig. 287), t rá -
zese sobre CB la perpendicular DG que será l a t an -
gente del ángulo C. Por los triángulos semejantes 
CDG, CAB, se tendrá la proporcion : 

R:tangC;:CA:AB. 

TEOREMA.—En un triángulo rectilíneo cual-
quiera los senos de los ángulos son como los 
lados opuestos. 

Sea ABC (Fig. 288) el triángulo 
propuesto, AD la perpendicular ba-
jada del vértice A sobre el lado 
opuesto BC; podrá suceder dos co-
sas : 

1 ' Si la perpendicular cae dentro 
Fig. 2*8. del triángulo ABC, los triángulos 

rectángulos ABD, ACD darán : 

R:sen B ; :AB;AD, 
R:senC::AC:AD. 

En estas dos proporciones siendo iguales los es-
treñios, se podrá con los medios hacer la propor-
cion : 

SenC;senB;:AB:AC. 

2* Si la perpendicular cae fuera del triángulo 
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ABC (Fig. 2 8 8 ) , los triángulos rectángulos ABD, 
ACD darán aun las proporciones : 

R:sen ABD::AB:AD, 

R:senC::AC:AD, 

de lo que se deduce : sen C;sen ABD;: AB:AC. Pero 
como el ángulo ABD es suplemento de ABC ó B, se 
tiene : 

Sen ABD=sen B ; y por consiguiente resulta : 

SenC:senB; :AB:AC. 

TEOREMA. — Entodotriángule rectilíneo, el 
coseno de un ángulo es al radio, como la su-
ma de los cuadrados de los lados que com-
prenden este ángulo, menos el cuadrado del 
tercer lado, es al doble rectángulo de los dos 
primeros lados. 

Del vértice A (Fig. 2 8 8 ) bájese una perpendicular 
AD sobre el lado opuesto, y si cae dentro se t en -
drá. 

Á & = A R í + R C ¡ _ 2 B C X B D , de lo que resulta 

B D - A B ; + B C 3 - A g 

2 B C 

pero como se tiene en el triángulo rectángulo ABD: 
R: sen BAD;: AB: BD, y por otra parte 

sen B—D=cos B, luego por consiguiente 

n R X B D 
eos B = — , y sustituyendo resulta 
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AB^-BC'—AC5 

C 0 S B = R X 2ABXBC 

Si cae afuera la perpendicular resulta (Fig. 289|. 

AC 2 =AB ! - fBC 3 +2BCXBD, y por consiguiente 

\ f : \ R" RCS 

KT)— i pero como se tiene 
2BC 

R X B D t , . D n 
sen BAD=cos A B D = ^ — , y por otra parte ABD 

es suplemento de ABC, ó B, se tiene en consecuen-

:—eos A B D = -

K ü - y v C A C 2 

RXBD , , 
cía eos B = — e o s A B D = — , de lo que resulta 

AT) 

eos B = R X -
2ABXBC 

TEOREMA. — En todo triángulo rectilíneo, la 
suma de los dos lados es á su diferencia, co-
mo la tangente y la mitad de la suma de los 
ángulos opuestos á estos lados esa la tangente 
de la mitad de la diferencia de estos mismos 
ángulos. (Fig. 288.) 

Pues de la proporcion AB:AC:: sen C: sen B, se 
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saca AC-j-AB;AC—AB;: senB-j- sen C: sen B— sen 
C; pero hemos visto precedentemente que 

sen B-j-sen ClsenB—sen C l l t a n g j ^ j : 

g Q l> i p 

t a n g — ; luego AC-j-AB;AC—AB: I tang 

tang 

2 
B - C 

•7 ' 

§ V. 

Resolución de los tr iángulos rectángulos. 

Llamemos A, B, C, los tres ángulos del triángulo; 
a, b, c, los tres lados opuestos. 

Designando por A el ángulo recto, y por a la hi-
potenusa. tendremos cuatro problemas que exami-
nar : 

PROBLEMA.—Dada la hipotenusa A y un ledo 
b, hallar c y ademas B y C. 

La proporcion a:6 ' . ' .R: sen R, determina B C = 
90—B. 

c=/arb\ 

PROBLEMA. — D a d o s b y c, h a l l a r a,B. C. 

La proporcion c\b\ :R* tang B, da ei ángulo B 
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AB^-j-BC'—AC5 

C 0 S B = R X 2ABXBC 

Si cae afuera la perpendicular resulta (Fig. 289|. 

AC 2 =AB ! - fBC 3 +2BCXBD, y por consiguiente 

\ f : \ R" RCS 

RD—— i pero como se tiene 
2BC 

R X B D t , . D n 
sen BAD=cos A B D = ^ — , y por otra parte ABD 

es suplemento de ABC, ó B, se tiene en consecuen-

:—eos A B D = -

Á B : X B C 3 ^ 2 

RXBD , , 
cía eos B = — e o s A B D = — , de lo que resulta 

At) 

e o s B = R X -
2ABXBC 

TEOREMA. — E n t o d o t r i á n g u l o rec t i l íneo , la 

s u m a de los dos l a d o s es á su d i f e r e n c i a , co-

m o la t a n g e n t e y la m i t a d d e la s u m a de los 

á n g u l o s opues to s á estos l ados e s a la tangente 

d e la m i t a d de la d i f e r e n c i a de estos mismos 

á n g u l o s . (F ig . 2 8 8 . ) 

Pues de la proporcion AB:AC:: sen C: sen B, se 
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saca AC-{-AB;AC—AB;: senB-}- sen C; sen B— sen 
C; pero hemos visto precedentemente que 

sen B-j-sen ClsenB—sen C. Itang ^ - j . 

g C |> i p 

t a n g — y - ; luego AC-j-AB;AC—AB:I tang 

tang 

2 
B - C 

•7 ' 

§ V. 

Resolución de los tr iángulos rectángulos. 

Llamemos A, B, C, los tres ángulos del triángulo; 
a, b, c, los tres lados opuestos. 

Designando por A el ángulo recto, y por a la hi-
potenusa. tendremos cuatro problemas que exami-
nar : 

PROBLEMA.—Dada la h i p o t e n u s a a y u n lado 

b, b a i l a r c y a d e m a s B y C. 

La proporcion a'.b'. '.R; sen R, determina B C = 
90—B. 

c=/arb\ 

PROBLEMA. — D a d o s b y c, h a l l a r a,B. C. 

La proporcion c\b\ ;R* tang B, da ei ángulo B 
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Ces igual á 90—B 

a se determina por la proporcion sen R;R; \b'.a. 

PROBLEMA. —Dados a Y hallar b y c. 

Se hace las proporciones R; sen B; \a\b. R¡ eos 
B ; : a : c . 

PROBLEMA. —Dados b y B, hallar a y c. 

b\a\;sen B ; R , y R i c o s B ; \ b ' , c . 

\ 

S vi. 

Resoluoi® de los triángulos rectilíneos. 

Llamemos A, B. C, los tres ángulos de un trián-
gulo ; a, b, c, los tres lados opuestos. Cuatro pro-
blemas tendremos que examinar. 

PROBLEMA. — Dados a y dos ángulos , hallar 
¿ y e . 

Los dos ángulos conocidos determinan el tercero. 
Las proporciones : sen A; senBla;&. 

sen A; senC; \a\c. 
determina b y c. 

PROBLEMA. -Dados a, b y A, hallar c} B 

y c. 
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La proporcion a'.b]: sen A! sen B, da B ó ISO— 
B. El ángulo en cuestión puede tener dos valores, 
pero que solo tienen lugar cuando A es agudo y que 
6 > o . Si A es obtuso, el ángulo en cuestión no 
puede serlo, así no habrá mas que una solucion, y 
siR siendo agudo se tiene 6 < a , también no hay mas 
que una solucion. 

Conocido A y B conclúyese C, y despues c por la 
proporcion 

sen Al sen C; \a\c. 

PROBLEMA. — Dados a, b y C, hallar A, B 

y C. 

A4-B . , , 180—C 
es igual a — - — 

Se tendrá la mitad de la diferencia poniendo 
a+bla-b:: tang 1 (A-fB); tangí (A-B). 

Y así sucesivamente se conocerá A y B. El lado c 
se determina por la proporcion sen A; sen C; ; 
a\c. 

PROBLEMA. - Dados®, 6,c, hallar A, B, C. 

Sábese quecos j ; i0 q u e da el án-

gulo A; B y C pueden hallarse por una fórmula se-

mejante ; pero por el cálculo se logra con mas co-

modidad observando que 

R : - R eos A = 2 sen % ; sustituyendo el valor de 

20. 
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la'—b2—c'-\--bc) 
eos A resulta 2 sen5±A=R2-

{g+b-c)(a-.b+c) 

2be 1 2fec 

-guíente sen ^ R , / ® ^ ® " 
CARTA VIGÉSIMASEGUNDA. 

, TRIGONOMETRIA ESFÉRICA. 

S I . 

Nociones prel iminares . 

Amigo Eugenio, en mi anterior he tratado de la 
trigonometría plana ó rectilínea por ser los t r ián-
gulos que hay que resolver rectilíneos; en la pre-
sente mi objeto es acabar esta ciencia tratando de 
la otra parte en que los matemáticos acostumbran 
á dividirla, llamanla trigonometría esférica, porque 
los triángulos que se propone resolver están for -
mados sobre la superficie de una esfera por arcos de 
círculos máximos. 

Antes de pasar adelante, pienso oportuno recor-
darte algunas definiciones cuyo conocimiento es 
indispensable para la inteligencia de la ciencia que 
nos ocupa. 
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la'—b2—c'-\--bc) 
eos A resulta 2 sen5±A=R2-

{g+b-c)(a-.b+c) 

2be 1 2fec 

-guíente sen ^ P v / H B p ^ H " 
CARTA VIGÉSIMASEGUNDA. 

, TRIGONOMETRIA ESFÉRICA. 

S I . 

Nociones prel iminares . 

Amigo Eugenio, en mi anterior he tratado de la 
trigonometría plana ó rectilínea por ser los t r ián-
gulos que hay que resolver rectilíneos; en la pre-
sente mi objeto es acabar esta ciencia tratando de 
la otra parte en que los matemáticos acostumbran 
á dividirla, llamanla trigonometría esférica, porque 
los triángulos que se propone resolver están for -
mados sobre la superficie de una esfera por arcos de 
círculos máximos. 

Antes de pasar adelante, pienso oportuno recor-
darte algunas definiciones cuyo conocimiento es 
indispensable para la inteligencia de la ciencia que 
nos ocupa. 



Llámase polo de un circulo de la esfera un punto 
de la superficie igualmente lejano de todos los pun-
tos de la circunferencia de este círculo; se demues-
tra que todo círculo trazado sobre la esfera tiene 
dos polos. 

Un triángulo esférico es una parte de la superfi-
cie de la esfera compuesta por tres arcos de círculos 
máximos; estos arcos que se llaman los lados del 
triángulo, se suponen siempre menores que la se-
mi-circunferencia ; los ángulos que entre sí hacen 
sus planos son los ángulos del triángulo. 

Un triángulo esférico toma el nombre de rectán-

gulo, isóscele, equilátero, en los mismos casos que un 
triángulo rectilíneo. 

Un polígono esférico es una parte de la superficie 
terminada por muchos arcos de círculos máximos. 

Una pirámide esférica es la parte de sólido de la 
esfera comprendida entre los planos de un ángulo 
sólido cuyo vértice está en el centro; la base de la 
pirámide es el polígono esférico interceptado por 
los mismos planos. 

Entendido esto pasemos á demostrar los teoremas 
siguientes. 

TEOREMA. — E Ú todo triángulo esférico un 
lado cualquiera es menor que la suma de los 
dos otros. 

Esto resulta de que, en un ángulo triedro, un 
ángulo plano es menor que la suma de los otros 
dos. 
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TEOREMA — La suma de los tres lados de un 
triángulo esférico es menor que la circunfe-
rencia de un círculo máximo. 

Pues la suma de tres ángulos planos de un tetrae-
dro es menor que cuatro rectos. 

TEOREMA. — Si se lleva un diámetro per-
.. pendieular contenido sobre la esfera, las es-
• tremidades de este diámetro serán los polos 

de este círculo. 

Porque si se hace pasar un plano por este diáme-
tro, este plano cortará el círculo en dos planos A, 
B y la esfera siguiendo un círculo teniendo por diá-
metro el diámetro de la esfera, se ve que si se hace 
volver este círculo alrededor del diámetro que se 
considera, describirá la superficie de la esfera, 
mientras que los dos puntos A y B describirán el 
círculo de sección considerado en primer lugar. 

TEOREMA. — Todo plano perpendicular á las 
estremidades de un radio es tangente á la es-
fera . 

Porque si no fuese tangente tocaría la esfera en 
otro punto, luego la oblicua y perpendicular lleva-
das de un mismo punto á un mismo plano serian 
iguales, lo que es imposible. 

TEOREMA. — El ángulo que entre sí hacen 



dos arcos de c í rcu los m á x i m o s es igual al án-

gu lo f o r m a d o p o r las dos tangentes de estos 

arcos en el vér t ice del a rce . 

Pues siendo el ángulo de un triángulo esférico el 
que está formado por los dos planos de los dos la-
dos, el ángulo de dos planos se mide por el ángulo 
formado por dos perpendiculares elevados á la co-
mún intersección, y así se hallan en este caso las dos 
tangentes en el vértice del arco. 

T E O R E M A . — D a d o el t r i á n g u l o ABC (fig. 

2 9 0 ) , si, d e los pun tos A, B, C, c o m o polos, 

se desc r iben los arcos EF, FD, DE, que for-

m a n el t r i á n g u l o DEF, r ec íp rocamente los tres 

p u n t o s D, E, F, serán los polos de los lados 

BC: AC, AB. 

Pues el punto A, siendo el polo del arco EF, la 
distancia AE es un 

0 cuadrante; y el pun-
to C, siendo el polo 
del arco DE, la dis-
tancia CE es igual-
mente un cuadran-
te, por consiguien-
te el punto E dista 

Fig 290. un cuadrante de ca-
da uno de los pun-

tos A y C, por cuya razón es el polo del arco AC. De 
la misma manera puede demostrarse que E es el 

polo del arco BC, y F el del arco AB. Por consi-
guiente el triángulo ABC puede ser descrito por 
medio de DEF, como DEF por medio de ABC. 

TEOREMA. — Admi t i do cuanto acabo de es-

tablecer en el p r o b l e m a precedente , cada án-

gulo de u n o de l o s t r i ángu los ABC, DEF, ten-

drá por medida la semi-c i rcunferenc ia m e n o s 

el lado opuesto en el o t ro t r i ángu lo . 

Prolongúese, si se quiere, los lados AB, AC, has-
ta encontrar EF en G y H; puesto que el punto A es 
el polo del arco Gil, el ángulo A tendrá por medi-
da el arco GH; pero el arco EH es un cuadrante lo 
mismo que GF, puesto que AE es el polo de AH, y F 
elpolo deAG; luego EH-j-GF vale una media circun-
ferencia. Mas EH+GF es lo mismo que EF-j-GH; 
luego el arco GH, que mide el ángulo A, es igual á 
una semi-circunferencia menos el lado EF. 

De la misma manera el ángulo B tendrá por me-
dida | circunferencia —DF, y el ángulo C | circun-
ferencia —DE. 

Esta propiedad debe ser recíproca entre los dos 
triángulos, pues que se describen de la misma ma-
nera, uno por medio de otro. Así hallaráse que los 
ángulos D, E, F, del triángulo DEF tienen respecti-
vamente por medida¿circunferencia— BC, |c i rc .— 
AC, ~ circ.—AB; en efecto el ángulo D, por ejemplo, 
tiene por medida el arco MI. Este arco Ml-j-BC= 
Mc-J-Bl=5circ.; el arco MI, medida del ángulo 
D=|circ.—BC, y así de los otros ángulos. 



Los dos triángulos ABC, DEF, se llaman triángu-
los polares. 

S i l . 

Relaciones e n t r e l i s ángulos y lados d e un t r iángulo esférico. 

Sea O (Fig. 291) el centro de la esfera en que está 
situado el triángulo ABC; 

!t llevo los radios OA, OB, 
OC; trazo sobre OA, 
las perpendiculares AD y 
AE, la una en el plano 
OAB, y la otra en el pla-
no OAC, y supongo que 
en D y E encuentran los 
radios OB y OC prolon-
gados; el ángulo DAE es 

igiial al ángulo A del triángulo esférico, y tomando 
por unidad el radio OA, se tendrá AD=tang c, OD= 

• sec c. 

A E = t a n g b OE=sec b. 

Los triángulos DAE, DOE, dan,'según las fórmulas 
de la trigonometría rectilínea: 

AE ; - fAE r -2AD. AE eos A = D E 7 

OD:-j-OE! 20D. OE eos a = W 

Restando la segunda de la primera, y llamando 
1 el radio de la esfera, resulta 

1 - sec b sec c eos a-f-tang b tang c eos A = o . 

i I » . sen 6 1 
pero sec 6 = — . , tang b=—eosc= , lúe-r eos o eos b eos c 

eos a . sen 6 sen c eos A n 
go resulta 1 -t + R TT—=0 

eos 6 eos c eos o eos C 

(1) eos a = c o s b eos c-j-sen b sen c eos A. 

Tal es la fórmula fundamental de la trigonome-
tría esférica. 

Es evidente que con una construcción semejante 
se pudiera tener las dos otras fó rmulas : 

(2) eos 6 = c o s a eos c-f-sen asen c eos B. 

(5) eos c = c o s a eos 6-j-sen a sen b eos C. 

que dan dos nuevas relaciones entre los tres lados 
del triángulo y un ángulo. 

Para lograr una relación entre dos lados y dos án-
gulos, es preciso eliminar un lado entre dos cuales-
quiera de estas ecuaciones. 

La primera puede escribirse bajo la forma si-
guiente : 

. eos a—eos b eos c 
eos A = 

y s e n 2 A = l — c o s 5 A = l 

sen b sen c 
(eos a eos 6 eos c): 

sen J6 sen 2c 
(1 —eos :6) (1 —eos ac)—(eos a—eos b eos c): 

sen -b sen 2c 
1— cos-a—cos36—cos:c-^-2cos a eos b eos c 

sen sen :c 



Dividamos los dos números por sen'a y estraiga-
mos la raiz de estos dos números; el resultado será 

sen A _ j / l —eos =a—eos "b—eos 5c-}-2cos ocosfe eos c 

sen a sen a sen bsen c 

. . , „ . senB sen C 
El mismo valor hallaríamos en v 

sen o sen c 

Tenemos pues las dos nuevas ecuaciones: 
sen A sen B sen A sen C 

(4) = 7 , — == • 
sen a sen b sen a sen c 

Lo que prueba que en un triángulo esférico los 
senos de los ángulos son entre sí como los senos de 
los lados opuestos. 

Fácil es hallar una relación entre dos lados, el 
ángulo que comprenden, y el ángulo opuesto al 
uno de ellos; en efecto, eliminando eos c entre las 
ecuaciones (1) y (5) resulta cosa=rcos c cos;6-f-cos 
6 sen a sen b eos C-f-sen b sen c eos A. Observemos 
que eos a—eos a cos= 6 = c o s a sen5 b. y dividiendo 
todos por sen b sen a, resulta : 

eos a sen b . _ . sen c eos A 
= c o s o c o s C H — — 

s e n a sena 
sen c sen C 

Pero = ; por consiguiente resulta 
sen a sen A 

(5) cot a sen 6 = c o s 6 eos C-f-sen C cot A. 

Por el mismo método puédense hallar las cinco 
ecuaciones siguientes: 

(6) cot b sen a—eos a eos G sen C cot B. 
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(7) co ta sen e=cos c eos B-f-sen B cot A. 

(8) cot c sen a=eos a eos B-f-sen B cot C. 

(9) cot b sen c=eos c eos A -j-sen A cot B. 

(10) cotc sen 6 = c o s b eos A -j-sen A cot C. 

En fin puédese hallar una relación entre un á n -
gulo y tres ángulos, eliminando b y c entre las tres 
ecuaciones (1), (2) y (5). Con este objeto se lleva en 
la ecuación (1) el valor sacado de la ecuación (5), 
lo que da 

eos a sen b , sen ecos A 
= c o s o eos 0 4 -

s e n a sena 

sen b sen B sen c sen C 
Y si se observa que — = — ^ Y — „ - ¡ ^ 

resulta sustituyendo: 

eos a sen B=cos b sen A eos C+cos A sen C. 

Por un medio semejante hállase la ecuación 
eos b, sen A=cos a sen B eos C+cos B sen C. 

Despues eliminando eos b entre estas dos últimas 
ecuaciones resul ta . 
eos a sen B=(cos a sen B eos C-j-cos B serf C) eos C + 
cos A sen C y por consiguiente 

eos A senB—cosa senB cos'C—co sB senC eos c 
eos A = : ~ sen C 
y consiguientemente 

(11) eos A = + c o s a sen B sen C—eos B eos C. 

También encontramos dos relaciones semejantes: 

(12) eos B=sen A sen C eos b—eos A eos C. 
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(15) eos C=sen A sen B eos c - eos A eos B. 

Bastan estas fórmulas para la resolución de los 
triángulos, no obstante á veces es cómodo recurrir 
á otras. 

§ HI. 

An. l ig ias d e N'eper. 

Las ecuaciones (1) y (2) pueden escribirse 

Cos a—eos b eos c = s e n b sen c eos A, 
Cos b—cos a cos c = s e n a sen c cos B, 

de las que observando que 

sen a sen A 

sen b sen B 
cos b—cos a cos c sen A cos B 

se saca : 

, ó bien cosa—cos b eos c sen B cos A 
/~p\CQS b—cos a ^ l - f c o s c _ s e n (A—B) 

/eos 6-}-cos a I—cose sen (A-j-B) 
_ eos b— cos a 

1 -j-cos c 1 

1—cos c ~ t a n g ' i c 

Sen (A+B)=2 sen 1 (A+B) cos¿ (A+B), 

y sen ( A - B ) = 2 sen } (A—B) cos i (A—B). 

Sustituyendo estos valores en la ecuación (P) há-
llase : 
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(M) t a n g i ( a + & ) t a n g ! ( a - & ) = 
sen±(A—B)cos¿(A-Bn 

tang ! |c 
sen |(A+B)cos¿(A+B) 

_ , , , , , sena sen A 
Por otro lado, a causa de — - = — - , se t iene : 

sen o sen B 
^ sen a- |-sen 6 _ t a n g i ( a + 6 ) 

sen a —sen b tang ; (a—6)' 

por lo cual la ecuación (N) se vuelve 

tang|(a-j-6) sen A+sen B 

t a n g í a — b)~~sen A—sen B ' 

mas queda demostrado en la trigonometría rectilí-

sen a + s e n b t ang i ( a+6) nea que , = — , 
s e n a - s e n o t a n g í a — o ) 

y la ecuación (M), multiplicada miembro á miembro 
con la ecuación (Q), da, despues de estraidas las 
raices, 

y dividiendo la ecuación (M) miembro á miembro 
por la ecuación (Q), hállase : 

Aplicando estas fórmulas al triángulo polar, se 
reemplaza a, b, c, A, B, por 180—A, 180—B, 180— 
C, 180—a, 180—6, lo que da : 

(16) t a n g i ( A + B ) = c o t | C ^ f ^ | . 
cos s(o+6) 

(U) t a n g í f A - B l ^ o t ^ « . 
sen}(a+6) 
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Resolución de los tr iángulos esféricos rectángulos. 

Para tener las fórmulas propias ai triángulo rec-
tángulo basta establecer A = 9 0 ° ; y en este caso las 
relaciones precedentes se vuelven : 

(а) eos a=eos b eos c, 

(б) sen 6=sen a sen B, sen c=sen a sen C, 
(t) tang 6=tang a eos C, . tang c='tang a eos B, 
(§) tang b=sen c tang B, tang c = s e n b tang C, 
(E) eos B=sen C eos b, eos C=sen B eos c, 
(8) eos o = c o t B cot C. 

Solo pienso oportuno considerar los triángulos 
que tienen un solo ángulo recto, aunque en reali-
dad los hay que tienen dos y aun tres ángulos rec-
tos; pues, en este último caso, los tres lados son 
cuadrantes, habiendo dos en el otro, y teniendo el 
último ángulo por medida el tercer lado. 

Conocidos a y b, hallar c, B, C. 
Las relaciones («), (6), ("<) nos dan 

cosa _ sen b tang 6 
eos c , sen B = , eos C = - . 

eos c sena tanga 

Conociendo b y c, hallar A, B, C. 
Las relaciones (<*), (£). dan : 

x „ tang 6 £ _ tange 
eosen a = c o s o eos c, tang B = , tangC=-—-T 

tange sen o 

Conociendo a, B, hallar b, c, C. 
Las relaciones (£), (7), dan 

sen 6=sen a sen B, tang c= tang a eos B, cot C = 
eos o tang B. 

Conociendo b, B, hallar a, c, C. 
Las relaciones (§), (£), (e) dan 

sen b tang b _ eos B 
s e n a = — s e n c = = sen C = — , . 

senB tangB eos b 

Este problema es susceptible en general dedos so-
luciones, la una correspondiente á una hipotenusa 
menor que 90°, la otra mayor. 

Dados 6, C, hallar a, c, B. 
Las relaciones (7), (í), (e) dan 

tang tangc=sen6tangC, cosB=cos6senC. 
tange 

Dados B y c, hallar a, b, c. 
Las ecuaciones (i), (8) dan : 

, cosB eos C 
cosa=cot B cotC, eos 6 = — e o s c = . 

eos C eos B 

§ V . 

Resolución de cualquier triángulo esférico. 

Conociendo a, b, c, hallar A, B, C. 
Las ecuaciones (1) (2) (5) 
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eos a—eos b eos c 
eos A = 

eos B = 

sen b sen c 

eos b—eos a eos c 

sen a sen c 

eos c— eos a eos b 
eos C = -L— 

sen c sen b 

dan inmediatamente la solucion. 
Conociendo a, b, A, hallar c, B, C. 

sen a sen A , , , , , , 
La proporcion , = — d a desde luego el an-r r sen b sen B 

guio B. 

Se 'puede determinar c y C por las analogías de 
Neper que dan : 

, sen )(A4-B) 
t a n g | C = t a n g _ 

Conociendo a, b, C, hallar A, B, c. 
Las fórmulas (5) y (6) 

cot a sen b—eos b cosC 
cot A = 

cot B = 

sen C 
cot b sen a—eos a eos C 

sen C 

determinan A y B. 

sen C sen c . 
La proporcion - = determina el eos e. 

v v sen A sena 

Conociendo A, B, c, hallar a, b, C. 
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Las fórmulas (7) y (9) 

cot n — c o s A s e n K+cosft c o s c 

sen c 

CQt A _ c o t Bsen A-f-cos A eosc 

sen c 

dan a y b. Las analogías de Neper conducen también 
á estos yalores: 

t a n g | ( a + 6 ) = t a n g i c ^ i | ^ 
eos l(A-f-B) 

t a n g é ( l I _ 6 ) = t a n g ¿ f c | ) . 
sen^A-fB) 

r . sen a sen A 
La ecuación — da el ángulo C. 

sene sen C 6 

Conociendo A, B, a, hallar b, c, C. 

»„ . sen A sen a La ecuación — : — = da b 
sen B sen b 

Las analogías de Neper dan c y C. 
Como se ha visto en el 

t a n g j S g K a - 6 ) S e n | ( A + B ) 

sen|(A—B) 

c o t i C = t a n g l ( A - B ) S e n ^ t 

sen ¿(a—b) 

Conociendo A, B, C, hallar a, b, e. 
Las ecuaciones (11), (i 2), (15) 

eos ^ - ^ i A + c o s B c o s C 

sen B sen C 
IX. 21 
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eos A + c o s B c o s C 

eos C + c o s A eos B 
eos C—— . q 

sen A sen B 

resuelven el triángulo. 
Concluyo aquí la t r igonometría , cuyas nociones 

mas prolijas podrás, cuando gustes, adquirir en tra-
tados mas estensos: la pr imera vez que te escriba 
pienso tratar la geometría analítica. 

G E O M E T R I A I 

ANALITICA. •íH 
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DE LA GEOMETRIA ANALITICA 

S I . 

De los p rob lemas de terminados . 

Amigo, Eugenio, llámase geometría analítica aque-
lla parte de las matemáticas cuyo fin es aplicar el 
álgebra á la resolución de lascuestionesdegeometría. 

Las líneas, las superficies, los sólidos pueden re-
ferirse á una unidad de medida, y evaluarse en nú-
meros para mayor generalidad, números que pue-
den representarse por letras, y bajo esta forma es 
evidente que pueden someterse á todos los cálculos 
de álgebra y aritmética. 

A veces sucede que una cuestión geométrica es 
susceptible de ponerse tan fácilmente en ecuación 
que, para lograrlo, no hay necesidad de reglas; trá-
tese por ejemplo de dividir una recta en media y es-

CARTA VIGÉSIMATERCERA. 
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trema razón; en este caso se designará por a la lí-
nea dada, y por x el mayor segmento ; el mas pe-
queño segmento será entonces a—x, y se tendrá en 
consecuencia : 

x2=a[a—.r) 

cuyo resultado es 

El segundo valor es negativo y no puede convenir 
á la cuestión, pues es evidente que el segmento que 
se busca solo puede ser una cantidad positiva, de 
modo que solo se tiene u n a resolución 

« . . / . a-

Es claro que despues de haber evaluado en núme-
ro la línea dada, mediante cierta unidad longitudi-
nal, no habrá mas que ejecutar los cálculos indica-
dos en la fórmula precedente para conocer el nú -
mero de las unidades linearías que contiene el seg-
mento que se busca. 

En caso que no se encuentre á primera vista la 
ecuación que se busca, se hará uso de la regla si-
guiente debida á Newton. 

Cuando se propone u n problema, se lo deberá 
mirar como resuelto, comparar entre sí todas las 
cantidades que encierra sin ninguna distinción en-
tre las que son conocidas y las desconocidas, y exa-
minar despues como dependen unas de otras para 
reconocer cuales son q u e siendo dadas podrían con-

ducir á l a determinación de las o t ras ; de esta ma-
nera será fácil poner el problema en ecuación. 

No obstante no es siempre fácil la aplicación de 
esta regla, sucediendo á menudo que es preciso t ra -
zar en la figura líneas auxiliares que deben espre-
sarse por medio de las líneas que se reputan cono-
cidas, y cuyos valores deben despues entrar en los 
valores de las líneas que se reputan desconocidas, y 
en este caso los cálculos se vuelven tan enredados á 
causa de la multi tud de términos que complican es-
tos valores, que la regla precedente se modifica de 
esta manera. 

Despues de haber trazado en la figura todas las 
líneas incógnitas ó no incógnitas que se hallan en la 
cuestión propuesta, se llevarán las líneas auxiliares 
que se juzgarán propias á facilitar su solucion e m -
pleando los teoremas de geometría. Estas líneas auxi-
liares serán nuevas incógnitas que deberán conside-
rarse como si estuviesen en el mismo enunciado de 
la cuestión, y en este caso se establecerán las ecua-
ciones que entre sí ligan todas las líneas de la figura. 
Cuando el problema es determinado, se llegará siem-
pre á un número de ecuación igual al de las líneas 
incógnitas, y el problema de geometría se reducirá 
á la solucion de estas ecuaciones. 

Resolviendo la cuestión precedente, 

x*=a [a—x), 

hemos hallado en x dos valores, uno positivo y otro 
negativo; sin embargo al enunciar la ecuación solo 
se preveía una solucion positiva. Es importante r e -
conocer el valor negativo de a; y lo que ha podido in -
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MB, de tal suerte que el segmento AM sea medio pro- 1 

porcional entre la línea entera AB y el otro segmen-
to MB. 

Estableciendo AM=#,MB=a— x, AB=a, la ecua-
ción del problema e s : 

x ' = a (a—x), 

de donde se saca los dos valores 

El primero es positivo y menor que a, determi-
nando un punto M entre A y B. El segundo es nega-
tivo, y por esta razón no puede convenir. Cambiando 
el signo de x la ecuación se vuelve 

x ' = a (a-j-ct), 

y tomando positivamente el valor de x, que era an-
teriormente negativo, se tiene la espresion 

I ; I 

• r a ' 

KuJ S 

4 8 8 R E C R E A C I O N 

troducirlo en la ecuación; para lograrlo, se observa 
que dividir una recta en media y estrema razón es 
(Fig. 292) dividir una recta AB en dos partes AM, 

que deberá satisfacer á la ecuación precedente; pe-
ro. como esta ecuación es precisamente la que se ha-
lla si en la prolongacion de la recta BA, mas allá de 
A, le busco un punto M', tal que la distancia AM' sea 
media proporcional entre la distancia BM' y la rec-
ta dada AB, de lo que resulta que llevando el valor 
positivo de x del lado AB á la derecha de A, y el va-
lor negativo de x tomada del lado AX á izquierda de 
A, prescindiendo del signo, se tendrá todas las so-
luciones del problema propuesto, generalizado de 
la siguiente manera. 

En una recta indefinida que pasa por dos puntos 
dados, A y B, determinar un punto cuya distancia 
al punto A sea media proporcional entre su distan-
cia al otro punto B y la distancia dada AB. Ilubié-
rase podido proponer desde liffego este ú:timo enun-
ciado, considerando el problema como resuelto, y 
suponiendo que el punto M llenase todas las condi-
ciones, hubiéramos hecho la incógnita A M = x , y 
hubiéramos llegado á la misma ecuación (a— 
x), y á los mismos valores de x. 

Pero desde el principio he introducido una res-
tricción agena al enunciado,, pues he sometido los 
cálculos á la suposición que el punto buscado no es-
taba colocado entre los puntos A y B. El valor posi-
tivo es el solo que responde á esta hipótesis, y el va-
lor negativo, tomado positivamente y llevado del 
lado AX opuesto al lado en que se ha buscado el 

21. 
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pun to M, determinará la segunda solucion del pro-

blema. 
Así el valor negativo sirve ya para completar la 

resolución de un problema cuya cuestión propuesta 
no es mas que un caso particular, ya á poner una 
restricción introducida para poder efectuar los razo-
namientos y cálculos. Pero lo que en todos casos de-
be observarse es que este valor, tomado como canti-
dad absoluta, se ha llevado del lado opuesto al en % 

que debia estar situada la distancia que se busca. 

§ 1 1 . 

Problemas indeterminados. Modo de representar p o r ecuaciones los 
lugares geométricos. De las g jordenadas y t rasformacion de estas. 

Has Yisto en trigonometría que sen2 a-j-cos'' a= 
R2 ; estableciendo s e n 2 a = x \ y eos1' a=y\ se tendrá 
a ; 2 - f - ^=R a . Esta última ecuación representa un l u -
gar geométrico, pues esta relación tiene lugar en to -
dos los puntos de la circunferencia del círculo cuyo 
radio es R, teniendo solo lugar en estos puntos. 

Se ve por lo tanto que es posible representar una 
curva por medio de una ecuación de dos incógni-
tas. 

Para construirlos diferentes puntos de esta curva 
se da cierto valor á una de las dos cantidades x óy 
que se llama variable y se saca el valor de la otra, 
en cuyo caso se puede observar que hay dos valores, 
lo que yo había hecho observar en trigonometría; 
pues el ángulo A tiene el mismo seno que 180—A, 

Y| 

B M 

I 

X ' A ' 0 A 

5 ... ..... -

pero el coseno de estos dos ángulos son de signos 
contrarios. 

Para fijar en un plano la posicion de un punto M 
(Fig. 293), trázase en este plano dos rectas XX' YY't 

que se llaman ejes, 

y se considera este 
punto como el vérti-
ce de un paralelógra-
moMBOA, cuyos ejes 
son lados prolonga-

x dos. La distancia MA 
de su igual AO se lia-
ma la a&cisa del pun-
to M, y la distancia 
MAde su igual BOse 
llama la ordenada 

de este punto. La 
abeisa y la o rdenada de un punto son las coordena-

das de este p u n t o ; y el punto O donde se cortan los 
ejes se llama el origen de las coordenadas. 

Represéntanse las abeisas por la letra X y las or-
denadas por la letra Y ; y se miran como positivas 
las abeisas contadas desde O hácia X ; y como nega-
tivas las contadas desde O hasta X' de la misma 
manera considéranse positivas las ordenadas conta-
das desde O hácia Y, y como negativas las contadas 
desde O hácia Y'. Ahora bien, si se considera 4 pun-
tos M, M\ M", M'", cuyas coordenadas tengan los 
mismos valores absolutos x é y, las del punto M se-
rán y - f y ; las del punto M'—x y + y : las del 
punto M", —x y — y ; y últimamente las del punto 
M - ' + z y - y . 

F i g . 293. 
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cunferencia; llevemos OB, MP, perpendiculares al 
eje AX y OQ, perpendicular á MP. El triángulo OMQ 
da OQ'-j-MQ^OM1; y como O Q = A P — A R = i - o , 
M Q - F - M P — O B = i j — S y OM=R, luego la ecuación 
del círculo referido á sus nuevos ejes e s : 

Este proceder de trasformacion es general. 
Para hallar la ecuación B de una curva referida 

á nuevos ejes paralelos á los primeros, débese cam-

Así se conoce perfectamente la posicion de un pun-
to en un plano cuando se conoce el valor absoluio y 
los signos de sus coordenadas. 

Eleje YY' se llama el eje de las ordenadas ó el eje 
de las y, y el eje XX', el de las abcisas ó el eje de lasa. 

Hemos visto que la ecuación del círculo referida 
á dos diámetros rectangulares, era a^-j-z/^R2 ; en 
este caso los dos diámetros son los dos ejes XX' é 
YY" rectangulares á los que la curva se refiere. Su-
pongamos que se quiera buscar la ecuación del cír-
culo referido á dos ejes paralelos á los primeros; lla-
memos * y S las coordenancias de este nuevo origen 
(Fig. 594). Sea O el centro y M un punto de la cir-

biar, en la ecuación A, x en x—a é y en y—b ; a y 
designando las coordinadas del nuevo origen referi-
do á los antiguos ejes. 

Pasemos al caso general de trasformacion en que 
al mismo tiempo se cambia el origen y dirección de 
los ejes. 

Sean AX y AY los ejes primitivos (Fig. 595) que en-
tre sí forman el ángulo YAX=8; para determinar los 
nuevos ejes A'X' y A Y', basta conocer las coordena-
das AB, A'B del origen A' y los ángulos X'A'F é Y 
A'F, que hacen estos ejes con la recta A'F paralela 
á AX; designemos estas dos coordenadas por a y fe, 
y los dos ángulos por a y a'. 

Sea M un punto cualquiera; llévese MP paralela 
á AYY MQ paralela á A'Y', las antiguas coordenadas 
del punto M serán A P = J C ' , P M = y , y las nuevas se-
r á n k.'Q==x', m = y ' . 

Por el punto Q llévese QB paralela á AY y QT pa-
ralela á AX, de lo que resultará. 

AP ó a;=a- | -A'S+QT, PM ó y=&-f-QS-f-MT. 

Según la trigonometría el triángulo A'QS da : 

A'S _ QS _ A'Q __ , 
sen A'QS sen QA'S -sen A'SQ" P e r ° ' 

Sen A'QS=sen E A Y = s e n (0—a), 
Sen QA'S=sen a, 

Sen A'SQ=sen (180—6)=sen e. 

A'S QS a! 
Luego — - — 

sen(8—a) sen * sen o 

A , s _ ^ s e n ( o — g ' s e n * 
sen 9 ' ' — sen 0 ' 
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De un modo semejante el triángulo MQT da : 

QT MT MQ , f A , 
— - — = = — , pero MQ=y. 
senQMT senMQT senMTQ 

Sen QMT=sen ?j'A'E=sen (6—a); sen MQT=sen y 

A F = s e n « ' ; sen MTQ=sen ( I 8 0 - 0 ) = s e n 6, 

u QT MT y' 
de lo que resulta — - — — H sen(0—«) sen * sen 0 

y por consiguiente 
y j e n ( 0 - £ ) ^ j f ' s e n a ' 

sen 8 ' senfl 

Reemplazando A'S, QT, QS, MT, por sus valores, 

se ha l l a : 

, a;'sen(8—aj+y'sente-a") y ^ Z + y ' z + y ' s e a * ' 
8 ' 1 

Para pasar de un sistema de coordenadas rectan-
gulares al sistema de coordenadas oblicuas se hace 
6=90. Resultan : 

x=*-\-x' eos o-j-y' eos 
yz=Á\-x' sen o.-\-y sen 

Para pasar de un sistema rectangular á otro tam-
bién rectangular, se pone ¿ = 9 0 + « , resultando: 

x = a X x ' eos a—y' sen a, 
y=b-\-o¿ eos eos a. 

§ H I . 

Clasificación de las líneas. 

Cualquiera relación existente entre dos variables 

x é y, espresada por una ecuación, representa ge-
neralmente una curva, de manera que es infinito el 
número de curvas diversas que así puede represen-
tarse. 

Llámanse curvas algebráicas todas las que se r e -
presentan por una ecuación de la forma Aí/m-J-(B¿c-f-
c)j/m '-f-(Da; ;-{-Ea:-|-F)//m2....=0, y trascendentes t o -
das las demás. • 

Clasifícanse las líneas algebráicas según el grado 
de sus ecuaciones, relativamente á las coordenadas 
x é y , siendo marcado el orden de la línea por el es-
ponente de este grado. 

Me contentaré con hacerte conocer las curvas 
contenidas en la ecuación general del segundo g ra -
do, A y 2 + R z ! / + C a r + P í / + E £ + F = = 0 . Para pasar 
en revista las diferentes figuras que esta ecuación 
representa, haré diversas hipótesis sobre diversos 
coeficientes que contiene, y empezaré por suponer 
A = 0 , B = 0 , y C = 0 ; lo que reduce la ecuación al 
primer grado, y, dividiendo todos los términos res-
tantes por el coeficiente D, resulta : 

y-\-ax-\-b=0. 

Para mayor simplificación, supongamos 6 = 0 . 
La ecuación y-\-ax=0 representa una línea M 

recta, pasando por el origen de las coordenadas; y 
la ecuación y-]~ax-\-b=0, una recta N paralela á la 
primera, y cortando el eje de las y en un punto cuya 
ordenada es b; lo que es fácil de verificar. 

Muchos problemas pueden proponerse interesan-
tes, sobre los cuales no insistiré no presentando di-
ficultad considerable. 



La ecuación general del segundo grado tiene dos 
variables: 
A ^ - f B z y - f C x = 4 - D i / + E x - f F = 0 resuelta con rela-
ción á y da : J 

_ B D + 
y T % k X 2A~~2A" 

1/ (B;—4 AC) x ~-}-2 (B D—2 A E) ar-J-D®— 4 AF. 

que se escribe 

y=ax+-b± G ]/nx--\-fxArq. 

Para construir la curva representada por esta 
ecuación es evidente que bastará construir la recta 

y=ax-\-b, y d e 

llevar encima y 
abajo en una pa-
ralela al eje de 
las Y (Fig. 296) 
dos longitudes 
a g y € y iguales 
entre sí, é igua-
les al valor par-
ticular que to-

ma la espresion 

Gi/nx*--\-px-\-q 

cuando x=c», la recta se llama diámetro, por-
que corta en dos partes iguales todas las cuerdas 
paralelas al eje d e las Y. 

La forma de la curva depende de los coeficientes 
n, p, q. 

Si n es negativo, x no puede crecer indefinida-

mente, como se demuestra en álgebra. En este caso, 
la curva es cerrada, pues está limitada en todos 
sentidos. 

Si n es positivo, la curva es ilimitada en todos 
sentidos, ésto es, en el sentido de las X positivas y 
negativas, y en el de las Y positivas y negativas. 

Si n = o , se tiene G px-\-q; si se toma x del 
mismo signo que p, el radical será siempre real mas 
allá de cierto valor. Si se toma x con signo contra-
rio, el radical se vuelve imaginario mas allá de cier-
to valor, y en este caso la curva será limitada de 
un modo elimitada de otro. 

Trasportando los ejes paralelamente á sí mismos, 
loque equivale ácambiar a;en x'-\-a, y en y'-{-b, en 
la ecuación general resulta : 

A f + B z y - f C a ^ - f (2A6-}-Ba-J-D) y'-\- (2Co+B6+ 
E)x'+A65-f Bafc-f Ca!-j-D6-(-Ea-f F = 0 . 

Como nada queda especificado sobre a y b, puedo 
determinar estas dos longitudes por las condiciones 
siguientes : 

2A6-f.Bo+D=¿0, y 2Ca+Bfe-l-E=0, lo que da 
2AE—BD 2CD—BE 
B 3 -4AC B:—4AC' 

y como sabemos que B:— 4AC ha sido representado 
por n en el radical ¡ < / n x " - \ - p x - \ - q ; se ve en con -
secuencia que la simplificación solo tiene lugar en 

« ^ 0 . En estos dos casos, la ecuación simplificada 

es de la forma siguiente : 



Procuremos ahora reducirla empleando coorde-
nadas que tengan el mismo origen, pero en dife-
rentes direcciones de las primeras; con este objeto 
reemplacemos x' por x" eos «—y" sen a, é y por x" 
sen a - j -y" c o s a> resultado será : 

a : " s - í - Q = 0 Acos'a y"i 4-2Asenacosa x"y" -fAsen 
-f Csen"a —2Csenacosa H-Ccos'a 
—Bsen a cosa -fB cos'a -f-Bsen acosa 

—B sen'a 

Puédese hacer desaparecer el término en x"y"; 
pues poniendo 2 (A—C) sen « eos a-f-B (cos; 

sen í f l )=0, resulta 

—B 

A ^ B ' / 
Tang 2a=-

Así en los dos primeros casos, la ecuación gene-
ral es de la forma M# 24% 2- j -2==0. 

Volvamos ahora al caso en que el coeficiente n 
del radical sea cero, lo que equivale á B ;=4ÁG; y 
en la fórmula general llevemos las fórmulas de 
trasformacion y dirección de las dadas 

y"2 -:- 2Asenacosa x"y" ->-AsenJa 
—SCsenaco.'a •+ Ccos"a 
-4-B cos-'a -1-Bsen acosa 
—B sen2a 

£" -+0=0 Acos!a 
- Osen2« 
-Bsen acosa 

ecuación que simplificándola puede escribirse de la 
manera siguiente : 

ahora bien, disponiendo el ángulo a de manera que 
se pueda hacer desaparecer el término en x"y", la 
relación B'"=4A'C'=0, nos muestra que uno délos 
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coeficientes A' ó C' también desaparece, de manera 
que la ecuación se presenta bajo la forma : 

Ahora trasportemos los ejes paralelamente á sí 
mismos, poniendo y"=y"'-\-p,x"=x"'-\-q, tendre-
mos : 

Q')=o. 

No pudiendo destruir á la vez el término en y"1 y 
en %"', pues que P novaría, se pone: 

2M'pH-rs'=0, y M y + N > + P ' g + Q ' = 0 

lo que reduce en fin la ecuación á la forma 

M y " 2 - f P x : ' = 0 . 

§IV. 

De la elipse, as ín to ta , e tc . 

Hemos visto que en el caso en que B2—4AC es 
mayor que cero, la ecuación general del segundo 
grado puede reducirse á la forma : 

M®4-Nf H - R = 0 . 

Eliminando x é y entre esta ecuación y la ecua-
ción y=ax de una recta POP (Fig. 297) pasando por 
el origen, resultan valores iguales y signos contra-



Procuremos ahora reducirla empleando coorde-
nadas que tengan el mismo origen, pero en dife-
rentes direcciones de las primeras; con este objeto 
reemplacemos x' por x" eos «—y" sen a, é y por x" 
sen v.-\-y"cos a> r e s ul tado será : 

a:" s - í -Q=0 Acos'a y"i 4-2Asenacosa x"y" -i-Asen 
-f Csen"a —2Csenacosa +Ccos5a 
—Bsen a cosa -fB cos'a -f-Bsen acosa 
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Puédese hacer desaparecer el término en x"y"; 
pues poniendo 2 (A—C) sen « eos *-{-B (eos2 

sen í f l )=0, resulta 

—B 

A ^ B ' / 
T a n 2 2 a = -

Así en los dos primeros casos, la ecuación gene-
ral es de la forma M# 24% 2- j -2==0. 

Volvamos ahora al caso en que el coeficiente n 
del radical sea cero, lo que equivale á B ;=4AG; y 
en la fórmula general llevemos las fórmulas de 
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y"2 -:- 2Asenacosa x"y" ->-Asen2a 
—SGsenacosa •+ Ccos"a 
-4-B cos-'a -i-Bsen acosa 
—B sen2a 
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ecuación que simplificándola puede escribirse de la 
manera siguiente : 

A ' j / " 2 +By V r + C ' a " = + Q ' = ü ; 

ahora bien, disponiendo el ángulo a de manera que 
se pueda hacer desaparecer el término en x"y", la 
relación B'"=4A'C'=0, nos muestra que uno délos 
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coeficientes A' ó C' también desaparece, de manera 
que la ecuación se presenta bajo la forma : 

Ahora trasportemos los ejes paralelamente á sí 
mismos, poniendo y"=y"'-\-p,x"=x"'-\-q, tendre-
mos : 

Q')=o. 

No pudiendo destruir á la vez el término en y"1 y 
en x"', pues que P novaría, se pone: 

lo que reduce en fin la ecuación á la forma 

M y " 2 + P x : ' = 0 . 

§1V. 

De la elipse, asíntota, etc. 

Hemos visto que en el caso en que B2—4AC es 
mayor que cero, la ecuación general del segundo 
grado puede reducirse á la forma : 

Mar-j-Nf - f R = 0 . 

Eliminando x é y entre esta ecuación y la ecua-
ción y=ax de una recta POP (Fig. 297) pasando por 
el origen, resultan valores iguales y signos contra-



rios, de lo que resulta que las dos longitudes OP y 
OP son iguales y por 
consiguiente su origen 
es el centro de la cur-
va, pues todas las cuer-
das que pasan por es-
te punto las divide en 
dos partes iguales. Si 
se resuelve la ecuación 
relativamente á x, por 

Fig. 297. 

ejemplo, resulta : 

- R — m \ 
M 

de lo que se concluye q u e por un valor de y, se ha -
lla en x dos valores iguales y de signos contrarios; 
así el eje de Y divide en dos partes iguales todas las 
cuerdas paralelas al de X, y de la misma manera que 
el eje de X divide en dos partes iguales todas las 
cuerdas paralelas al eje de las Y. Las dos líneas 
AA\ BB', se llaman los e jes de la curva, y si nos las 
representamos por las letras 2a y 26 tendremos: 

P R 

é - = — y b:= — ; y por consiguiente la ecua-

ción se volverá : ory-^-b*x'=arb~. 

Tal es la ecuación de la curva llamada elipse re-
ferida á su centro y á sus ejes. 

Si del punto O (Fig. 298) se describe un arco de 
círculo con un radio igual al medio eje a, este arco 
cortará el arco de las Y en dos puntos F'F' simétri-

camente colocados á los dos lados del eje de las Y. 
Estos puntos llamados 
focos gozan de m u -
chas propiedades que 
me propongo hacerte 
notar. 

Llamemos c la dis-
tancia F'O, tendremos 
c*—a-—¿»'¡busquemos 
la distancia del punto 
M situado en la curva á cada u n o de los focos de -
signando por x é y las coordenadas del punto, ten-
dremos á causa de los triángulos rectángulos, MF'M, 

y MFM' las dos ecuaciones 'ME'=i/y !+(c-}-:r)», y 
M F = i de lo que resulta M F ' + M F = 2 a . 

Así llamando radio vector toda recta que parte de 
un foco y acaba en una curva, puédese decir que la 
suma de dos radios vectores, llevados desde un mis-
mo punto de la elipse á los dos focos es constante. 

Fácil es ver ahora que , para describir una elipse 
de un movimiento continuo, basta tomar un cordon 
y atarlo á los dos puntos F'F', despues de haberlo 
hecho pasar en un anillo. Haciendo deslizar este 
anillo sobre un plano que pase por los dos puntos 
F'M, de manera que se estienda el cordon, el ca-
mino recorrido representará una elipse. 

a5 . 
Tomada la longitud O C = - , tiremos una perpen-

c 

dicular CD; esta perpendicular será una directriz 
dé la elipse, es decir que será constante la razón de 
la distancia M'F' á la longitud de la distancia MD, 



bajada sobre la directriz del punto M, pues, se 
tiene 

CX (L-
M F : M D : : O + — :a>F-::C:A ; 

a 1 c 

la otra directriz está situada del otro lado del eje de 

las Y, y á una distancia igual. 
La ecuación de una recta que pase por dos pun-

tos, cuyas coordenadas son af, y', x", y", es : 

Y si estos dos puntos estuviesen sobre la elipse 
se tiene : 

y por consiguiente a'[y"—y"2)^-b'-[x'-—x'"-)=Q, y 

, y ' - y " b!(x'-x') 
consecutivamente - . - , ,=—-—¡—77; 

x + x ' a-(y +(,")' 

la ecuación pues de la secante es de la forma: 

Si la secante se vuelve tangente los puntos de in-
tersección se reunirán en un solo, y se tendrá: 
x ' = x " , y = f " ; la ecuación de la tangente será : 

b'x' 
y — y — — — ( x — x ' ) , ó bien 

a- y 
á ^ ' + b ' x x ' = a 3 b \ 

b'x' 
Siendo x= ——„ la tangente trigonométrica del 
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ángulo que hace esta recta con el eje de las x, re-
sulta que la ecuación de la normal, pasando por el 
mismo punto es : 

y - H S ' 1 * - * ' -

En efecto, y=mx-\-n siendo la ecuación de una 
recta PQ (Fig. 299), 
m designa la tan-
gente del ángulo 

Y=m'n-J-«'sien-
do la ecuación de 
una recta P'Q', per-
pendicular á la pri-

F j„ 299. mera, se tiene m— 
tang <•>' é igual á 

cot o»; pero como tang *> cot u = l , e n este caso será 
mm — \ , y s u resultado final: 

\ 

a-y' bx 

b-x'~~ 0 7 ' 

Las fórmulas para pasar de un sistema de coor-
denadas rectángular á un sistema de coordenadas 
oblicuas sin cambiar del origen son las siguientes: 

Y=3? sen 0+y ' sen eos a-f-y' cosS; 

y sustituyendo en la ecuación de la elipse estos va-
lores de.x y de y resulta : 

aicos^|a'34-^3cos!Sly'24-2o=cosacosg|a;y==a!&2. 
+í Jsen3al 4-62sen!Sl -j-2S2senasenSI 



Para hacer desaparecer el término en ocy, se de-
be igualar el coeficiente 2a* eos « eos S+2g2 sen a 

b' 

sen 6 á cero, de donde se saca tang « tang g = — -

Por medio de esta relación se podrá dar á uno de 
los ejes coordenados la dirección que se quiera, ha-
llando al momento la del otro, y siempre que se sa-
tisfaga esta relación, se dice que la curva se refiere 
á sus diámetros conjugados, y su ecuación es de la 
siguiente f o r m a a " y ' " - \ - b ' - x ' * — a ! " b ' \ 

Llámanse cuerdas suplementares las que se llevan 
de un mismo punto de la curva á las estremidades 
de un mismo diámetro . Sea a'-f-\-b-x'=a-b¡ la 
ecuación de una elipse referida á sus ejes rectan-
gulares. 

Sea AA' un diámetro, llevemos de un punto cual-
quiera B las cuerdas suplementares BA, BA', llame-
mos x '—y' las coordenadas del punto A'; las de A' 
serán x'—y'; sean en fin x" é y", las del punto B; 
la ecuación de la recta BA' será 

v"—v' 
y — y = ^ — ,[cc—x); la de BA se rá : 

X —X 

el producto es igual á - t 

Esta es precisamente la condicion que liga los 
diámetros; de lo que resulta que dos diámetros pa-
ralelos á dos cuerdas suplementares son conju-
gados. 

$ V. 

De la hipérbola. 

La ecuación general del segundo grado en el caso 
que B2—4AC<0, puede reducirse á la forma si-
guiente : 

Mar—My 2 - f -R=0. * 

ecuación que puede escribirse bajo la fo rma: 

ay-—Vx2=—a'b' 

• A
 R R l poniendo y 

El estudio de esta nueva curva llamado hipérbola 
es enteramente análogo al de la precedente. Si se 
resuelve con relación á una de las invariables, des-
pues de haber supuesto la otra nula, hallaráse x= 
±a de un lado, é y=.±b]/—\, del ot ro; así uno de 
estos ejes solamente corta la curva; llamándose por 
esta propiedad transverso. 

La distancia F'O de un foco al centro es igual á 
1 / c s +6 2 , y ordinariamente se la llama c la diferen-
cia F'M—FM de dos radios rectores es igual á 2a. 

Dos directrices existen como en la elipse. 
En fin es análogo al de la elipse el cálculo de la 

tangente de la normal, como igualmente la deter-
minación de los diámetros conjugados de las cuer-
das suplementares, etc. 

IX. 22 



Si, sin cambiar el origen de las coordenadas, se 
pasa á los. ejes oblicuos de manera que. se tenga 

tang x = - tang & = - -
° a a 

la ecuación se reduce á axtf=K\ 
Estos nuevos ejes toman el nombre de asíntota á 

causa de la propiedad que tienen de ir aproximán-
dose constantemente de la curva sin encontrarla ja-
mas. 0 

Llamemos x'y', x"y[, las coordenadas de los dos 
puntos de la hipérbole, la ecuación de la secante 
pasando por estos es la siguiente: 

x — x 

y ' - y " x ' - x " 

Pero x ' y ' = b y x'y"=k> luego y 

haciendo x ' - x " , y'=y" la secante se vuelve tan-
x'x" 

¡tente y la antigua ecuación y — y ' = - j j - [ v — x ) se 

r -
vuelve y-y'z=z—t{x—x)\ s ien esta ultima ecuación 

se hace sucesivamente £ = 0 é y = 0 se deducen dos 
valores y=if x = 2 ¿ que (Fig. 500) evidentemen-

te indican 
r, i U que BM= 
^ AM. 

M / L Llevando 
una para-
lela B'A' á 
la tangente 

Fig . 300. 

' " 

F I L O S O F I C A . 5 0 7 

es fácil establecer que B'C=CA', pues ademas de 
ser B'M'=M'A', como CC es una cuerda paralela á 
la tangente BA, el diámetro M 'OMM' que pasa por 
el punto de contacto toca esta cuerda en dos partes 
iguales CM'y CM', lo que establece que BC=A'C'. 

§ VI. 

De ia parábola. u 

Fáltanos examinar la curva representada por la 
forma My"2-J-Pa:" '=0; reemplazando y"' por y, x" 

P 
por x, y — por—2p resulta if=2px que representa 

la ecuación de la parábola bajo la forma ordinaria y 
referida á su vértice. 

Tomemos (Fig. 501) 

O F = O A = £ , y lleve- B 

a 

mos AB perpendicular 
al diámetro OX. Esta 
perpendicular será la A 
directriz y F el foco de 
la curva. 

Sea M un punto de 
la curva, X Y sus co- Fig. 301. 
ordenadas, juntemos 
MF y bajemos la perpendicular MN. 

Se tiene MN=AO-f-OC=a-j-^ 

Y 

N 

u V C — X 



de lo que en fio resulta MN—FM. 
La ecuación de la tangente en el punto x'ij es co-

mo puede verse partiendo de la secante: 

yy'=p[x+x) 

y poniendo y=0, resulta * + x ' = 0 , es decir que 

siempre se tiene 

P ' 0 = 0 P (Fig. 502). 

- Y 

La ecuación de la normal en el punto a/y es: 

y - y - ' i ^ 

Haciendo y=0, resulta: 

W-£lx-a¿) luego p+x'=x=QO, luego PQ ó la 
J P 

subnormal z=p. 

La ecuación y-=tyx representa una curva cuyo 
eje OX es evidentemente un diámetro, pues que di-
vide en dos partes iguales todas las cuerdas para-
lelas al eje de las y. Trasportando el origen á otro 
punto cualquiera de la curva, fácil será establecer 
que en esta posicion el nuevo diámetro es paralelo 
al primero. 

Concluyo con esto la geometría analítica; en mi 
próxima carta pienso tratar de la estática. 



de lo que en fio resulta MN—FM. 
La ecuación de la tangente en el punto x'ij es co-
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y poniendo y = 0, resulta x + x ' = 0 , es decir que 

siempre se tiene 

P ' 0 = 0 P (Fig. 502). 
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que en esta posicion el nuevo diámetro es paralelo 
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próxima carta pienso tratar de la estática. 





CARTA VIGÉSIMACUARTA. 

N O C I O N E S PRELIMINARES. 

Amigo Eugenio , hasta aquí hemos considerado 
las matemáticas de u n modo abstracto; á escepcion 
de algunos ejemplos vulgares aritméticos, he pres-
cindido de aplicaciones físicas, que si bien impor-
tantes, se oponían al plan sucinto que me habia pre-
puesto. Mas, debiendo tener lugar pronto mi re -
greso, y por consiguiente debiendo cesar nuestra 
correspondencia matemática, he juzgado oportuno 
hacer algunas aplicaciones de todo lo que llevamos 
espuesto, y ninguna ciencia físico-matemática me 
ha parecido mas conveniente que la estática, ó cien-
cia que trata del equilibrio de los sólidos, porque 
á lo evidente y palpable de la aplicación del cálcu-
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lo, se agregan los conocimientos preliminares que 
tuve el gusto de imbuirte al principio de nuestras 
conferencias domésticas, y que supongo no habrás 
olvidado. 

La idea que naturalmente tenemos de los cuerpos 
es de tal naturaleza que no suponemos que tengan 
necesidad de movimiento para existir; así, aunque 
tal vez no haya en el universo u n a sola molécula que 
goce de una quietud absoluta aun por un espacio 
de tiempo muy limitado, comprendemos muy bien 
que un cuerpo puede existir en reposo completo. 

Ahora bien, la materia siendo inerte por sí mis-
ma, es evidente á la Yez y demostrado, que cual-
quiera que sea el estado de un cuerpo, sea de re -
poso ó movimiento, no podrá pasar al estado opues-
to, á menos que una causa estraña lo saque del es-
tado en que se halle; esta causa, cualquiera que sea, 
que solo conocemos por sus efectos la llamamos 
fuerza ó potencia. De manera que es punto admiti-
do en física que no puede habe r movimiento sin 
fuerza, ni fuerza sin movimiento ó sin tenden-
cia á este, pues cuando no se produce el movi-
miento que una fuerza solicita consiste en otra 
fuerza superior que destruye el impulso de aquella. 
Cuando un cuerpo está en movimiento y pasa al 
estado de reposo, este efecto lo causa una fuerza 
que impele ó tiende á impeler al cuerpo un movi-
miento contrario, en términos que si ninguna 
fuerza se opusiese el cuerpo conservaría continua-
mente el impulso dado; así u n a bala de canon conser-
varía perennemente la velocidad que la pólvora le im-
pele, si otras fuerzas no destruyesen lentamente su 

movimiento comunicándole otro contrario ó diferen-
te ; tales son la resistencia atmosférica y la a t rac-
ción terrestre. Entiéndese pues por fuerza toda causa 
de movimiento. 

Sin conocer su naturaleza, comprendemos con 
evidencia que una fuerza puede obrar con mas ó 
menos intensidad y en una cierta dirección. Así te-
nemos por evidente que toda fuerza obra en el punto 
en que se aplica seguñ cierta dirección y con cierta 
intensidad. 

Ahora bien, si nos representamos las direcciones 
de las fuerzas por líneas rectas, y sus intensidades 
por longitudes proporcionales en estas mismas lí-
neas rectas ó por números, es evidente que las 
fuerzas podrán someterse al cálculo como las demás 
cantidades; de lo que resulta el problema siguiente 
cuya solucion es el objeto de la mecánica. 

Dadas las fuerzas que solicitan un cuerpo ó un 
sistema cualquiera de cuerpos, hallar el movimiento 
que tomará este cuerpo en el espacio, y recíproca-
mente dado un movimiento en el espacio cuales son 
las fuerzas que deben obrar para que tenga lugar 
este movimiento. 

Para resolver este problema, lo pr imero es bus -
car cuales deben ser las relaciones de las fuerzas 
para que el cuerpo, ó sistema á que se aplica tome 
un movimiento igual á cero, es decir que quede en 
equilibrio ; y una yez resuelto este problema, fácil-
mente se resuelve el otro por analogía, y esta es la 
razón porque generalmente fórmala pr imera parte 
del estudio de la mecánica, el déla estática ó cien-
cia que trata del equilibrio de las fuerzas, l laman-



dose dinámica la otra parte dé la mecánica que tra-
ta de todas las cuestiones relativas al movimiento 
de los cuerpos. 

No es necesario conocer el efecto actual de las 
fuerzas sóbrela materia, esto es, los diversos mo-
vimientos que pueden imprimir á esta á proporcion 
de sus intensidades y direcciones; basta considerar 
las fuerzas como simples cantidades homogéneas y 
por consiguiente comparables, y designar las razo-
nes que deben existir entre estas fuerzas para que 
materialmente se destruyan. 

Hablando con rigor, un cuerpo en equilibrio está 
en el mismo estado que si estuviese en reposo; pues 
el efecto de las fuerzas estando para siempre des-
truido, ó á cada instante destruyéndose, si sin cesar 
renacen las fuerzas, todo cuerpo en equilibrio es 
actualmente capaz de moverse en virtud de una 
cierta fuerza dada, absolutamente como en virtud 
de la misma fuerza se movería si estuviese en 
reposo. 

Establecidas estas nociones preliminares, veamos 
como se puede indagar las condiciones de equili-
brio en un sistema cualquiera de cuerpos de figura 
invariable, solicitado por fuerzas cualesquiera P, Q, 
R, S, etc., aplicadas á puntos dados a, b, c,d,ete. , 
del sistema. 

Para lograr este fin, se prescindirá absolutamente 
de la pesadez ó atracción terrestre, ó en otros tér-
minos se supondrá á los cuerpos en cuestión como 
si existiesen solos en el espacio, de suerte que solo 
será preciso tener en consideración los esfuerzos de 
las solas fuerzas aplicadas P, Q, R, S, etc., que en 

caso de equilibrio deberán mutuamente neutrali-
zarse. 

Es fácil ver despues que bastará hallar las condi-
ciones del equilibrio en el simple sistema de los 
puntos a, 6, c, d, etc., considerado como un con-
junto de puntos ligados entre sí de una manera in-
variable ; en efecto si se designa por a', ó', c, d', 
etc., los mismos puntosa, b, c, d, del sistema, pero 
considerados solamente como punios unidos por 
rectas rígidas é inestensibles, y si se supone su equi-
librio se debe á las fuerzas P, Q, R, S, etc., es evi-
dente que las mismas fuerzas P, Q, R, S, etc., man-
tendrán también el sistema en equilibrio, pues se 
podria imaginar que el sistema ha sido colocado so-
bre los puntos a!, b', c', d', etc., de manera que los 
puntos a, b, c, d, coincidan actualmente con ellos; 
el sistema dejado en reposo, el equilibrio dé los 
puntos a', b', c, d', no será perturbado. Pero 
es evidente que también subsistiría el equili-
brio si en lugar de suponer los puntos a y a ' , b y b' 
coincidentes, se los supusiese unidos de una manera 
invencible, de suerte que a no pudiese separarse de 
o. b de b', e tc . ; de lo que resulta que las condicio-
nes de equilibrio, entre las fuerzas P, Q, R, etc., 
aplicadas al simple sistema de cuerpos, son las mis-
mas que tendrían lugar entre las mismas fuerzas P, 
Q, R, etc., aplicadas al simple sistema de puntos de 
aplicación a, b, c, etc., ligados entre sí de una ma-
nera invariable. 

Ahora bien, puesto que solo quedan tres cosas 
que considerar en el equilibrio de las fuerzas; sus 
intensidades, sus direcciones y sus puntos de apli-



cacion, es evidente que las condiciones del equili-
brio no son mas que las relaciones mutuas, entre 
estas tres cosas para que el equilibrio tenga lugar 
en el sistema. 

Para descubrir el camino que debe conducir álas 
condiciones de equilibrio, represéntate un cuerpo 
ó sistema tenido en equilibrio por las fuerzas que 
quieras P, Q, R, etc., y con la dirección que quieras 
en el espacio. 

Puesto que estas fuerzas se equilibran entre sí, 
es claro que cualquiera de ellas, la fuerza P, por 
ejemplo, se opone sola á la acción de las demás Q, 
R, S, etc., de modo que parece que el efecto de es-
tas últimas es solicitar el sistema absolutamente co-
mo una simple fuerza contraria igual á la fuer-
za P. 

Luego pudiendo suceder que una sola fuerza sea 
capaz de producir en un cuerpo el mismo efecto que 
muchas otras, el primer cuidado debe ser procurar 
reducir las fuerzas aplicadas al menor número po-
sible, y observar la ley de esta reducción. 

Esta fuerza final, capaz de producir en un cuerpo 
el mismo efecto que muchas otras combinadas se 
llama la resultante, llamándose componentes las 
fuerzas combinadas que la producen. Llámase com-

•posicion de fuerzas la ley por la cual se sustituyen á 
una sola muchas fuerzas capaces del mismo efecto. 

En mis cartas sucesivas designaré las fuerzas por 
las letras P, Q, R, etc., colocadas sobre las líneas 
que representan sus direcciones, y si una letra tal 
como A indica el punto de aplicación de una fuerza 
ta! como P, por ejemplo, supondré siempre que la 

acción de esta fuerza tiene lugar de A hácia la letra 
P ; y si, para representar la cantidad de esta fuerza, 
trazo una cierta línea terminada AB de su dirección 
y partiendo del punto A, tú supondrás que se lleva 
esta línea del lado en que el punto de aplicación A 
tiende á moverse. 

A la mayor brevedad seguiré este asunto tratan-
do de la composicion y descomposición de las fuer-
zas. 

i 



CARTA VIGÉSIMAQUINTA. 

COMPOSICION V DESCOMPOSICION DE LAS FCERZAS. 

§ I-

Nociones generales sobre la composic ion y descomposición de las 
fuerzas . 

Amigo Eugenio, es evidente que dos fuerzas 
iguales y contrarias, aplicadas á un mismo punto, 
están en equilibrio. 

Lo es también que se equilibrarán dos fuerzas 
iguales y contrarias aplicadas á las estremidades de 
una recta considerada como una barra invariable 
en longitud. 

Resulta de lo espuesto que el efecto de una fuerza 
que á un cuerpo solicita no cambia en ningún pun-
to de su dirección en que se la suponga aplicada, 
con tal que este punto sea uno de los puntos del 
mismo cuerpo, ó que esté fijo á este mismo cuerpo 
de un modo invariable en caso que esté fuera de él. 

Pues supongamos una fuerza cualquiera P (Fig. 
505), aplicada sobre el punto A de un cuerpo de 
cualquier sistema, si en la dirección de 
esta fuerza se toma otro punto B, fijo 
invariablemente al sistema, de manera 
que la longitud AB quede siempre la 
misma, y si en el punto B se aplican 
dos fuerzas P' y—P' iguales entre sí á 
la fuerza P y obrando en la dirección 
de AB, el punto A será aun solicitado 
de la misma manera que antes, pues el 
efecto de las dos fuerzas F y —P' es nu-
lo de sí mismo; pero si se considera la 
fuerza P y su igual y contraria —P' a -
plicada en B, su efecto será también evidentemente 
nulo; por consiguiente se puede suprimirlas que-
dando solamente la fuerza P', que viene á ser la 
fuerza P, pero aplicada al punto B de su dirección, 
y el punto A no ha cesado de ser solicitado de la 
misma manera. 

Resulta que se puede aplicar una fuerza en un 
punto cualquiera de su dirección con tal que este 
punto se ligue al primer punto de aplicación, por 
una recta rígida é inestensible. 

Cuando dos fuerzas P y Q (Fig. 504), se aplican 
al mismo punto A, bajo un ángulo cualquiera, se 
comprende que una tercera fuerza B, aplicada de 
una manera conveniente en el punto A, puede equi-
librar las dos fuerzas P y Q ; pues en virtud de los 
esfuerzos, combinados de las dos fuerzas P y Q, el 
punto A tiende á dejar el lugar en que está, no pu-
diendo escaparse mas que por un lado, y por con-



fuerza conveniente, este punto permanecerá en 
equilibrio. La f u e r z a R es igual y opuesta á la resul-
tante de las dos otras , luego dos fuerzas que con-
curren tienen u n a resultante. 

También es fácil de comprender que esta misma 
fuerza R está en el plano de las dos fuerzas AP, 
AQ; pues no h a y ninguna razón que la haga in-
clinar á un lado d e este plano mas que al otro. 

Admítese como axioma que cuando dos fuerzas 
P, Q, R, etc., o b r a n en el mismo sentido y en la 
nüsma dirección, estas fuerzas añaden y dan una 
resultante igual á su suma P + Q - f R+> e t c -

Admítese t a m b i é n , que cuando varias fuerzas 
p_L-Q-J-R-|-, e tc . , tiran en una dirección, y que 
fuerzas P + Q ' + í V - f , etc., tiran en una dirección 
opuesta, la resu l tan te es igual á ( P + Q + í H - - ; - ) 
(P' Q 4 - R ' + - " ) , y se ejerce en el sentido ó direc-
ción de la mayor de estas dos sumas. 
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siguiente s i e n sent ido contrario se le aplica ! una 
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S U . 

Composicion d e las fuerzas para le las . 

T E O R E M A . — Si se aplican dos fuerzas P y 
Q (Fig. 305), paralelas y en la misma direc-
ción á las estremidades A y B de una recta rí-
gida, digo Io que estas dos fuerzas tienen una 
resultante, y que esta resultante debe aplicar-
se á la línea AB entre los dos puntos A y B; 
2o que esta fuerza es paralela á lascomponen-
íes P y Q, é igual á su suma. 

En efecto se puede aplicar á los dos puntos A y B 
dos fuerzas M y N, iguales y contrarias y que obran 
en la misma dirección A y B. El efecto de estas dos 
fuerzas será nulo y por consiguiente no cambiará el 
efecto de las dos fuerzas P y Q; pero las dos fuerzas 
M y Q, aplicadas en A, tienen una resultante, diri-
gida evidentemente en el ángulo MAP. De la misma 
manera las dos fuerzas N y Q tienen una resultante 
T, aplicada en B, y dirigida en el ángulo NBQ. Figú-
rate que se haya tomado las dos resultantes y que 
ambas hayan sido aplicadas en el punto D, en el 
que necesariamente van á cortarse sus direcciones, 
la resultante de las dos fuerzas S y T será la misma 
absolutamente que la de las dos fuerzas P y Q, la 
cual aplicada en I) y debiendo ser dirigida en el án-



guio ADB, pasará entre A y B en un cierto punto C, 
donde se podrá suponerla aplicada. 

Ahora bien, es evidente que esta es resultante á las 
fuerzas P y Q é igual á su suma; pues, suponga-
mos que en D se descomponga la fuerza S en dos 
fuerzas M' y P', paralelas é iguales á M y á P, que se 
descomponga T en dos fuerzas N' y Q', iguales y pa-
ralelas á Ny Q. las dos fuerzas M' y X' se destruirán, 
y, solo quedará una fuerza igual á P + Q , paralela 
á cada una de ellas. 

Si las fuerzas P y Q son iguales, es evidente que 
el punto C estará en el medio de AB. 

Resulta de lo espuesto que la resultante de tan-
tas fuerzas paralelas como se quiera, iguales de dos 
en dos, y simétricamente aplicadas á distancias igua-
les del medio de una misma recta, es igual á la su-
ma de todas estas fuerzas, les es paralela y pasa por 
el medio de la recta de aplicación. 

Recíprocamente puédese descomponer toda fuer-
za P, aplicada á una línea en cuantas fuerzas se 
quiera, con tal que estas fuerzas, tomadas de dos 
en dos, sean iguales á iguales distancias del punto 
de la aplicación de l a j u e r z a R. 

TEOREMA . — El punto de aplicación C (Fig. 
306) de la resultante de dos fuerzas paralelas 

G A M c c ,K 

¡ 1 : 
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P y Q que obran á las eslremidades A y B de 
una recta inflexible AB, divide esta recia en la 
razón recíproca de P y Q, de manera que se 
tiene : 

P:Q:RC:AC. 

Supongamos que las fuerzas P y Q sean comensu-
rables, es toes , que sean entre sí como dos números 
enteros m y n ; dividamos AB en el punto H en dos 
partes directamente proporcionales á las dos fuerzas 
P y Q, de manera que resulte AH:BH; :P;Q, y por 
consiguiente : \ m \ n - , en la prolongacion de la línea 
inflexible AB, tomemos AG=AH, y BK=BH, el 
punto A será el medio de Gil, y el punto B el medio 
de HK. 

Establecido esto, puesto que las fuerzas P y Q 
guardan en t re sí la misma proporcion que las l í -
neas AH y BH, también serán entre sí como las l í-
neas dobladas, es decir como GH y HK, y como 
por hipótesis no hay en la línea AH, m medidas 
como BH contiene n, habrá 2m medidas ,en GH 
y 2n medidas iguales en I1K, y la fuerza P puede 
descomponerse en 2m fuerza iguales y paralelas, 
aplicadas á los 2m puntos medios de las medidas co-
munes de la línea GH, y la fuerza Q en 2n fuerzas 
paralelas, iguales entre sí y á las primeras aplicadas 
en los 2m puntos medios de las medidas comunes 
HK. Ahora bien, siendo equidistantes todas estas 
fuerzas iguales, se hallarán colocadas de dos en dos 
á distancias iguales del medio C de la línea entera 
GK, y por consiguiente su resultante general, que 



es la de las fuerzas P y Q, pasará necesariamente 
por el medio de la línea GK. 

Pero á causa de GC=AB, quitando la parte co-
m ú n AC, resulta B = A G = A H , y añadiendo de parte 
y otra HC, AC=BH, por consiguiente teniendo 

P:Q: :AH:BH, 

se tiene también 

P:Q: :BC:AC. 

Supongamos, en segundo lugar que no sean co-
mensurables las dos fuerzas G y P. 

En este caso observo que la resultante de dos fuer-
zas cualesquiera P y Q (Fig. 507), aplicada en los 

B puntos A y B cayendo 
en C, la resultante de 
P y de una f u e r z a + Q 
I > Q caerá entre el 
punto C y el punto B; 
es decir que el punto 
de aplicación de la re-
sultante se aproxima-

rá del punto de aplicación de la componente que 
será aumentado. En efecto, p a r a hallar la resul-
tante de las dos componentes P y Q + I , puédese 
tomar la resultante R de P y Q, que pase en el punto 
C por hipótesis y despues lo de R é I, cuyo punto 
de aplicación será entre C y B. 

Ahora bien si la resultante de las dos fuerzas in-
conmensurables (Fig. 508), no pasando por el punto 
C, que es tal que se t i ene : 

P:Q: :BC;AC 

R 

F i g . 307. 

A 
G I C 

pasará por otraparte. Supongamos que pase en G..., 
repártase la línea AB 
en partes iguales, t o -
das mas pequeñas que 
GG, y habrá, á io m e -
nos, un punto de divi-
sión entre C yG. Sea I Fig. sos. 
este punto, las dos l í -
neas AI yBlseráncomensurables , y el punto I podrá 
considerarse como el punto de aplicación de la r e -
sultante de las dos fuerzas P y Q, de modo que se 
tendrá : 

P : Q ' : : B I : A I . 

Lo que da Q ' > Q , puesto que, por hipótesis, se 
t iene: 

P : Q : : B C : A C ; 

pero la resultante de las dos fuerzas P y Q' pasan-
do en I, la de las dos fuerzas P y Q > Q ' pasará en -
tre I y B, y no podrá caer en G contra la hipótesis. 

Resulta que cuando se equilibran tres fuerzas P, 
Q, R paralelas, aplicadas á una línea recta y flexi-
ble, R es igual y opuesta á la resultante de P y Q ; 
esto es que 

P-J -Q=R, y por consiguiente Q=R—P. 

Dadas las dos fue rzas P y Q, como también la dis-
tancia AC que separa los puntos de aplicación, si se 
pide el punto de aplicación de la resultante Q se ha-
rá la proporcion s igu ien te : 

P:Q: :BC:AC, 
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de la que resulta 

P + Q ; Q : : B ( H - A C : A C ; 

es decir 
R : Q : : A B : A C , 

proporcion que hará conocer AB, y por consiguiente 
el punto B. 

Si son iguales las dos fuerzas P y R, la resultante 
RXAC , 

Q es nula, y la distancia A B = - ^ — , lo que quiere 

decir infinita, espresion que indica que no puede 
hallarse una fuerza única que equilibre dos fuerzas 
iguales, paralelas y e n sentido opuesto. 

De la misma manera que se componga en una so-
la dos fuerzas parale las que obran á puntos dados 
de una línea, puédese también descomponer una 
fuerza R, aplicada e n un punto de una recta infle-
xible y en dos otros q u e le sean paralelos, y que 
se apliquen en puntos dados. 

Cuando se sabe ha l la r la resultante de dos fuer-
zas paralelas, podráse hallar la de tantas fuerzas pa-
ralelas como se qu i e r a , y es evidente que [aquella 
es igual al esceso d e la suma de las que tiran en 
un sentido sobre la suma de las que tiran en el 
otro. 

TEOREMA. — La resultante de dos fuerzas 
cualesquieras P y Q (Fig. 309) aplicadas en un 
mismo punto A bajo un ángulo cualquiera, 
se dirige según la diagonal del paralelógramo 

ABCD construido sobre las líneas AB, AC, que 
representan las fuerzas P y Q en cantidad y di-
rección . 

Desde luego es 
evidente que la 
resultante de las 
dos fuerzas P y 
Q, debe pasar por 
el punto A y ha-
llarse en el plano 
de estas dos fuer-
zas. Ademas digo 
que debe pasar 
por el punto D; 
tomemos en efec-
to del prolonga-
miento de la lí-
nea BD la parte 
DG=DC, y acabemos el paralelógramo CDGH; apli-
quemos á los puntos G y H en la dirección de GH dos 
fuerzas Q"yQ', contrarias é iguales entre sí ála fuerza 
Q. Es fácil ver que la resultante de las cuatro fuerzas 
PQ,Q'y 0 debe pasar al punto D; pues siendo Q ' = Q , 
las dos fuerzas paralelas P y Q' son entre sí como los 
lados AB, AC, ó como DC y DB, ó bien, á causa de 
DG=DC, como las líneas DG y 1)B, y por consiguien-
te su resultante S pasa en D. Siendo iguales las dos 
fuerzas Q y Q", su resultante T prolongada divide 
en dos igualmente el ángulo CHG del paralelógramo 
CDGH, y también va á pasar por el punto D, donde 
se puede suponerla aplicada. Por consiguiente la 

IX. 25 

Fig . 309. 

( 
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resultante general que es la de las dos fuerzas ST 

pasa en el punto D. 
Pero siendo iguales y contrarias las dos fuerzas 

Q' y Q", aplicadas en GH, es nulo s u efecto, y la re-
sistencia-de las cuatro fuerzas S, Q, Q', Q", es idén-
t icamente la misma que la de las dos fuerzas P y Q; 
luego puesto que la primera pasa en I), la de las 
dos fuerzas P y Q pasa también en el mismo punto . 

Dirigiéndose la resistencia por los dos puntos , á 
la vez A y D, se dirigirá según la diagonal. 

Concluyese que, si se conociese solamente las di-
recciones de las dos fuerzas P y Q, y la de su resul-
tante R, podria determinarse la r azón de P á Q ; 
pues tomando un punto cualquiera D en la di rec-
ción de la resultante, y llevando dos paralelas DCy 
DB á las direcciones de las dos componentes P y Q, 
y que. en C y B encuentren estas direcciones, se 
tiene : 

P : Q : : A B : A C . 

TEOREMA. — La resultante de dos fuerzas 
cualesquiera PQ(Fig.510), aplicadas á un mis-
ino punto A, se representa en cantidad y direc-
ción por la diagonal del paralelógramo ABCD 
construido en las dos líneas AB, AC, que en 
valor y dirección representan estas fuerzas. 

Sea R esta resul tante; supongamos que se apli-
q u e al punto A en la prolongacion de la diagona 
CA, y en sentido contrario de su acción. Las tres 
fuerzas P, Q, R se equilibrarán en el punto A ; lue-

F i g . 3 1 0 . 

go una de ellas Q, por ejemplo, será igual y o p u e s -
ta á la resultante de las dos fuer-
zas P y R. Luego si del punto B 
se lleva á la dirección AR la p a -
ralela BG, que en G encuentra 
la prolongacion de QA, y del pun-
to G á la dirección AP, la p a r a -
lela GH que en H encuentra la 
dirección de la fuerza R, las dos 
fuerzas P y R, serán entre sí co-
mo los lados AB y AH del para-
lelógramo ABGH. Pero la línea 
AB representa la fuerza P; luego 
AH representa la fuerza R ; por 
las paralelas se t iene AH = G = A D ; luego etc 

Siendo entre sí las fuerzas P, Q, R, c o m o i a s tres 
lineas AB, AC, AD, y puesto que tenemos A B = C D 
en el paralelógramo ABDC, se puede decir que es-
tas t res fuerzas son entre sí como los tres lados CD 
CA, AD, del triángulo ACD; pero siendo entre sí es -
tos tres lados como los senos de los ángulos onues-

tosCAD.CDA, ACD, r e s u l t a : P 

P : Q : R : :senCAD:sen BAD;sen BAC. 
Lo que indica que cada una de las fuerzas P, Q 

R, es como el seno del ángulo formado por l a s ' d i -
recciones de los dos otros. 

Se puede siempre descomponer una fuerza B en 
dos otras P y Q , dirigidas, según las líneas dadas 
AP, AQ, con tal que estas dos líneas y la fuerza 
estén en un plano, y concurran á un mismo p u n -
to A. r 
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Para calcular los valores de los componentes, se 
hace las desproporciones: 

R'.PI'.sen BAClsen CAD, 
R:Q; ;sen BAClsen BAl), 

en las cuales las solas incógnitas son Py Q. 
Si el ángulo BAC fuese recto, suponiendo el r a -

dio = 1 , sen BAC—1, sen CAD=cos BAÜ, las dos 
proporciones se vuelven : 

R : Q : : I : C O S B A D , . 

R I Q : ' J i c o s CAD; 

resultas do P = R eos BAD, Q = R eos CAD. 
Cuando se sabe determinar la resultante de dos 

fuerzas aplicadas á un punto, se puede determinar 
la de tantas fuerzas P, Q, R, S, etc., que se quiera; 
pues basta averiguar de dos cualesquiera, averiguar 
despues la resultante de esta resultante con otra 
fuerza, y así sucesivamente. 

Si todas las fuerzas están en un mismo piano, tam-
bién lo estará la resultante general. 

CARTA VIGÉSIMASESTA. 

DE L A P E S A D E Z O G R A V E D A D . 

§ I-

Nociones p r e l i m i n a r e s . 

Llámase pesadez ó gravedad la causa incógnita 
que precipita en tierra á los cuerpos abandonados á 
sí mismos. Siendo la gravedad causa de movimien-
to, puede considerársela como fuerza; esta fuerza 
penetra las partes mas íntimas de los cuerpos, y 
obra igualmente en todas sus moléculas, pues laes-
periencia prueba que, en el vacío, cuerpos de ma-
sas desiguales, una pluma y una bala de plomo, por. 
ejemplo, caen de la misma altura con la misma ve-
locidad ; de lo que se concluye que las moléculas 
de un cuerpo que cae bajan todas déla misma ma-
nera que si fuesen contiguas, sin adherir las unas á 
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Para calcular los valores de los componentes, se 
hace las desproporciones: 

R'.PI'.sen BAClsen CAD, 
R:Q;;sen BAClsen BAl), 

en las cuales las solas incógnitas son Py Q. 
Si el ángulo BAC fuese recto, suponiendo el ra-

dio = 1 , sen BAC—i, sen CAD=cos BAD, las dos 
proporciones se vuelven : 

R : Q : : T : c o s B A D , . 
R : Q : : I : G O S CAD; 

resultas do P = R eos BAD, Q = R eos CAD. 
Cuando se sabe determinar la resultante de dos 

fuerzas aplicadas á un punto, se puede determinar 
la de tantas fuerzas P, Q, R, S, etc., que se quiera; 
pues basta averiguar de dos cualesquiera, averiguar 
despues la resultante de esta resultante con otra 
fuerza, y así sucesivamente. 

Si todas las fuerzas están en un mismo piano, tam-
bién lo estará la resultante general. 

CARTA VIGÉSIMASESTA. 

DE L A P E S A D E Z O G R A V E D A D . 

§ I. 

Nociones p r e l i m i n a r e s . 

Llámase pesadez ó gravedad la causa incógnita 
que precipita en tierra á los cuerpos abandonados á 
sí mismos. Siendo la gravedad causa de movimien-
to, puede considerársela como fuerza; esta fuerza 
penetra las partes mas íntimas de los cuerpos, y 
obra igualmente en todas sus moléculas, pues laes-
periencia prueba que, en el vacío, cuerpos de ma-
sas desiguales, una pluma y una bala de plomo, por. 
ejemplo, caen de la misma altura con la misma ve-
locidad ; de lo que se concluye que las moléculas 
de un cuerpo que cae bajan todas déla misma ma-
nera que si fuesen contiguas, sin adherir las unas á 



las otras, de manera que la acción de la pesadez se 
efectúa en el conjunto de las moléculas de un cuer-
po y se pefcibe en cada una de ellas. 

Sin embargo, la gravedad ó pesadez varia algo 
del polo al ecuador y con la distancia del centro de 
la t ierra; pero en estática, se considera la pesadez 
como una fuerza constante cuya dirección se con-
sidera por la de un alambre de plomo en equilibrio, 
llamándose vertical esta dirección, y horizontal to-
do plano perpendicular á la vertical. 

De lo que precede conclúyese que la resultante 
de todas las fuerzas paralelas de la gravedad les es 
paralela, esto es vertical, y ademas que es igual á 
su suma. Llámase peso de un cuerpo la cantidad de 
esta resultante; de lo que resulta que el peso de un 
cuerpo es proporcional al número de las moléculas 
que lo componen, ó á la cantidad de materia que 
contiene bajo un cierto volumen que es lo que se 
llama su masa, por consiguiente no hay que con-
fundir el peso con la pesadez ó gravedad. 

Hemos visto que cuando dos fuerzas paralelas se 
aplican á una misma recta, el punto en que la re-
sultante corta esta recta es independiente de la direc-
ción de las fuerzas paralelas; lo mismo sucede evi-
dentemente cuando hay muchas fuerzas paralelas. 
Este punto, por el que pasa la resultante de todas 
las diferentes fuerzas paralelas que solicitan el des-
censo de un cuerpo en virtud de la gravedad, se lla-
ma el centro de gravedad del cuerpo. 

Si es fijo el centro de gravedad de un cuerpo, es 
evidente que estará en equilibrio alrededor de él en 
todas las situaciones; pues en todas, la resultante de 
« 

las fuerzas de la pesadez pasará siempre por el mis-
mo punto fijo, y será destruido su efecto. 

La situación del centro de gravedad en un cuer-
po depende solamente de dos cosas : 1 o de la figu-
ra del cuerpo, 2° de la densidad relativa de sus di-
ferentes partes, de la cual se deduce que en igual-
dad de volumen y figura se apartan las moléculas, 
de modo que se aglomeran mas en una parte del 
cuerpo que en otra, y siendo diferente la distribución 
de fuerzas que obran sobre las moléculas, cambiará 
la situación general desu resultante, y en consecuen-
cia la del centro de gravedad del cuerpo. Así, para 
determinar este punto, débese atender, no solo á la 
figura del cuerpo, sino á la ley según la cual la den-
sidad varia en toda su estension. Pero si, para re-
solver mas fácilmente la cuestión, se suponen los 
cuerpos perfectamente homogéneos y unifórmeme^ 
te densos en todos sus puntos, solo dependerá de lá 
figura la situación del centro de gravedad, y su de-
terminación será solo un problema de geometría. 
Bajo esta hipótesis de que los cuerpos son homogé-
neos y dotados de una gravedad uniforme en todos 
sus puntos, se procede á la determinación de los 
centros de gravedad de las líneas, superficies y só-
lidos que se someten á una descripción rigorosa. 

§ 1 1 . 

Cent ro de gravedad d e las figuras. 

Toda figura en la cual se halla un punto tal que 



un plano cualquiera, llevado por este punto corte 
la figura en dos partes enteramente simétricas, tiene 
su centro de gravedad en este punto que se llama 
centro de la figura. 

Efectivamente haciendo pasar un plano cualquie-
ra por el centro de la figura, como este plano la corta 
en dos partes simétricas, no hay razón para que el 
centro de gravedad, que es un punto único, se halle 
de un lado mas bien que de otro; debiéndose pues 
hallar el centro de gravedad en todos Los planos á la 
vez que se pueden conducir por el centro de la fi-
gura será este mismo punto, que es la común inter-
sección de todos estos planos. 

Resulta que el centro de gravedad de una línea 
recta está en el medio; el de un paralelógramo en 
la intersección de sus diagonales; el de un parale-
lipípedo en la intersección de sus diagonales; el de 
una esfera en su centro, etc. 

§ III. 

Cent ro de g r a r e d a d j d e l t r iángulo . 

Sea ABC (Fig. 511) el tr 
mos la superficie como 
una porcion de cortes ó 
láminas paralelas á la 
base BC; es claro que la 
línea recta AD llevada del 

vértice A al medio D de 
• 

ángulo dado ; considere-
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la base, dividirá en dos puntos todos estos cortos ó 
láminas, por consiguiente sus centros de gravedad 
respectivos en la recta AD y por consiguiente en su 
sistema; demuéstrase por el mismo razonamiento 
que también se halla en BE; luego el centro de gra-
vedad se halla en la intersección G. 

Pero siendo DE los medios respectivos de los la-
dos CA, CB, la recta DE será paralela á AB, y será su 
mi tad; luego GD es el tercio de AD, y AG los dos 
tercios. 

§ IV. 

Cen t ro de g ravedad d e la p i r ámide . 

Sea ABCD (Fig. 512) la pirámide, si la considera-
mos compuesta de 
una porcion de cor-
tes ó láminas parale-
las á la base BCD, es 
evidente que una rec-
ta llevada del ángulo 
A en un punto cual-
quiera de la b a s e , 
cortaría estas mismas B 
láminas y la base en Fig. 512. 
dos puntos semejan-
temente colocados; luego si se lleva esta recta del 
centro de gravedad I de la base, pasará por todos 
los centros de gravedad de las láminas paralelas; 

25. 



luego el centro de gravedad de la pirámide se halla 

en AI. 
De la misma manera se demuestra que se halla en 

CH; y como estas dos rectas se cortan en G, el cen-
tro de gravedad de la pirámide será G; y siendo 
HI paralela á AC, se tiene : 

H I : A C : : E H : E A : : I : 5 . 

PeroHl:Gl;:AC:AG, 
luego Gl=vAI. 

DE LAS MAQUINAS. 

Nociones prel iminares . 

Amigo Eugenio, llámase máquina todo instru-
mento destinado á trasmitir la acción de una fuer-
za determinada á un punto que no se halla en su 
dirección, de modo que pueda esta fuerza mover un 
cuerpo á que no está aplicada inmediatamente, y 
que pueda ademas moverlo en una dirección dife-
rente de la suya propia. 

iNo se puede, en general, cambiar la dirección de 
una fuerza sino descomponiéndola en dos otras, 
de las cuales la una se dirija á un punto fijo que 
lo destruya por su resistencia, y la otra obre se-
gún la nueva dirección; esta última fuerza que es 
solo la que puede producir efecto, es siempre una 
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componente de la primera, pudiendo ser mayor ó 
menor que esta según las circunstancias. Cambian-
do de esta manera las direcciones y valores de la 
fuerza, se puede, por medio de una máquina, y los 
puntos de apoyo que presenta, equilibrar dos fue r -
zas desigtfeles y no directamente opuestas. 

La fuerza cuya dirección se trata de cambiar em-
pleando una máquina, se llama potencia; dase el 
nombre de resistencia al cuerpo que debe mover ó 
á la fuerza que por medio de la máquina debe equi-
librar. 

Mi solo objeto en esta carta es hallar las re la-
ciones que entre sí deben tener la potencia y resis-
tencia aplicadas á la misma máquina, para que se 
equilibren atendidas sus direcciones; prescindiré 
del roce, y supondré perfectamente flexibles las 
cuerdas que entren en la composicion de la má-
quina. 

Cuando es muy considerable el número de las má-
quinas, se pueden considerar todas corno compues-
tas de tres máquinas elementares, que son las cuer-
das, la palanca, y el plano inclinado. 

§ II. 

De las c u e r n a * . 

Bajo la suposición de que las cuerdas son muy 
flexibles, y que al mismo tiempo carecen de esten-
sibilidad y peso, represéntate, amigo Eugenio, el 
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caso de equilibrio entre tres fuerzas, PQR (Fig. 

515), obrando recíprocamente por medio de tres 
cuerdas reunidas por el nudo A. 

Las tres fuerzas P, Q, B, están en el mismo 
plaflo. 

Representando por las líneas AC, AD, las dos 
fuerzas P y Q , construyendo el paralelógramo 
BDAC, la diagonal representará.el valor y dirección 
de la resultante R que le es opuesta. 

Así, existen las proporciones siguientes entre las 
fuerzas P, Q, R : 

P :Q :R : :sen QAR:sen PABrsen PAQ. 

Lo que acabo de establecer relativamente á las 
tres cuerdas puede establecerse de un número cual-
quiera, pues es evidente que tomando las cuerdas 
de tres en tres deberemos en cada uno hallar ecua-
ciones análogas á las precedentes. ' 

Representando el estado de equilibrio de este sis-
tema (Fig. 514) por el polígono ABC, etc., deberá 
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haber equilibrio entre las fuerzas T, P, y la tensión 
de cuerda AB; entre la tensión de la cuerda AB, la 
de la cuerda BC, y la fuerza Q, etc., lo que nos dará 
las ecuaciones siguientes : 

X;P: tens AB: '.sen PAB'.sen TAB;TAP. 
Tens AB:Q:tens BC: '.sen QBC:sen ABC:sen QAB. 

.Suponiendo que el cordon AP esté fijo en A por 
un nudo corredizo, es evidente que la tensión AB 
será igual á la fuerza T, y por consiguiente los án-
gulos TAP, PAB, serán iguales. 

§ n i . 

Del plaDO inclinado. 

Supongamos (Fig. 515) un cuerpo pesado colo-

F i g . 515. F ig . 516. 

cado en un plano inclinado ó en declive, y tirado 
por una fuerza cuya dirección encuentre la vertical 
pasando por el centro de gravedad del cuerpo; se 
t ra ta de hallar las condiciones del equilibrio. Pode-

mos descomponer en dos la fuerza P, una perpen-
dicular, y la otra paralela al plano inclinado; la mis-
ma descomposición podemos hacer relativamente al 
peso de! cuerpo; las fuerzas normales al plano de -
berán ser tales que la mayor de las dos tienda á 
apoyar el cuerpo en el plano, y ademas la resultante 
deberá hallarse en el interior de la circunferencia 
en contacto del cuerpo sobre el plano inclinado. 
Ademas, las dos componentes paralelas P eos w y 
G sen « deberán ser iguales y dirigidas en sentidos 
contrarios; « designando el ángulo que la fuerza P 
hace con el plano inclinado. 

§ IV. 

De la palanca. 

La palanca es una barra inflexible ACB (Fig. 516), 
recta ó curva, móvil al rededor de uno de sus pun-
to C, que se supone fijo y que se llama punto de 
apoyo.. 

Supónese la palanca sin peso, y ademas se s u -
pone que no puede resbalar del punto C. Sean P y 
Q dos potencias aplicadas á estas estremidades. 
Considérase la resistencia del punto de apoyo como 
u n a tercer fuerza R aplicada á la palanca en este 
mismo punto. Las dos fuerzas P y Q se suponen en 
un mismo plano pasando por el mismo punto de 
apoyo; luego estas fuerzas P y Q se encuentran en 
un cierto punto D donde puede suponérselas apli-
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cadas, debiendo pasar por el punto D la resultante 
de estas dos fuerzas; y como está en equilibrio el 
sistema, es preciso que se destruya la resultante 
por el plinto fijo C, luego la resultante pasa por el 
punto fijo, resultando la proporcion : 

P;Q;:senCDQ:sen CDP. 

Pero si del punto C se bajan dos perpendiculares 
CF, CE, en la dirección de las fuerzas, resulta : 

CE:CF;;CDP:sen CDQ. 

Luego P :Q: ;CF;CE; luego el equilibrio de la pa-
lanca debe darnos la ecuación : 

P X C E = Q X C H . 

Cada uno de estos productos se llama momento 
de una fuerza con relación á un punto fijo. 

Si las fuerzas P y Q fuesen paralelas, su resultante 
deberá satisfacer á la misma condicion, y en este 
caso la carga del punto de apoyo será igual á P-f-Q, 
mientras que en el caso precedente es igual á la re -
sultante de las dos fuerzas P y Q, ó á 

V / P 2 + Q 2 + 2 P 0 eos PDQ. 

1 
§ V. 

De las poleas ó garruchas. 

La polea ó garrucha es una rueda con un medio 
canal hueco en su circunferencia para recibir una 

R. 

c-
w 

cuerda, y atravesado en su centro por un eje sobre 
el cual puede dar vueltas. Supo-
niendo que la polea dé vueltas 
al rededor de su eje G, y pres-
cindiendo del roce es eviden-
te, digo, que las dos fuerzas P 
y Q (Fig. 517), aplicadas á las 
estremidades de la cuerda, de-
berán ser iguales; también es 
evidente que la carga R será 
igual á la suma de los dos pesos 
P y Q . 

Si las dos estremidades P y Q 
no fuesen paralelas, harian en 
este caso ángulos iguales con la 
dirección de la resultante R, 
que en este caso no seria igual á 
su suma. 

Fig. 317. 

§ V I . 

s ¡Del cabestante. 

Elcabestante (Fig. 518) es una máquina com-
puesta de un cilindro móvil sobre su eje y de una 
cuerda, que envolviéndose por una de sus éstremi-
dades al rededor del cilindro, mientras que lo hace 
rodar una potencia Q, arrastra una resistencia P fija 
á su otra estremidad. 

Llamando R el radio que parte del centro á la 
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cuerda que está solicitada por la potencia y r e 

de la resistencia, tendremos que las condiciones del 
equilibrio se espresarán por la ecuación 

. P r = Q R . 

Pues la resistencia P puede evidentemente supo-
nerse en el plano de la fuerza Q y perpendicular al 
e je de la máquina, y en este nuevo estado se tiene 
una palanca cuyo punto de apoyo está situado en 
el eje de las perpendiculares, bajadas en las fuerzas 
precisamente R y r . 

Con esto doy fin á la estática, concluyéndose al 
mismo tiempo nuestra correspondencia matemática, 
pues dentro de pocos dias pienso estar de vuelta, 
disfrutar de tu amable compañía y empezar cada 
tarde nuestras conferencias acostumbradas en com-
pañía de nuestro amigo Silvio. 
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