ARITHMETIQUE.

CHAPITRE III.
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D : Aty
es fractions ordinaires et des Jractions deécimales.

: : S
S I'". Des fractions ordinaires.

9_0. 'D’a_prés ce qu'on a vu (n® 23 et 28), lorsque apres
avoir cpuisé tous les chiffres du dividende ”
partie entzére du quotient, le dernier rest ,
d.i‘nseur; le quotient 1otal 2 qui est compris entre sa partie en-
Uiere et cette partie entitre augmentée d’une unité, se com ose
du.nombre entier obtenu au quotient, plus d’u’ne (uarrl}tité
n?o?ndre que T'unité égale au quotient du dernier resl[e ar 1
diviseur. Cette quantité, moindre que 1’unité, est ce pu’oi
nomme une fraction. Pour indiquer le quotie’nt du dgrnier
reste par le diviseur, on éerit le diviseur sous le reste et
place une barre entre ces deux nombres. K

Pa.r exemple, 25 étant compris entre 3 fois 7 et 4 fois 7, 1
quotient de 25 par 7 est composé d’une pare eniz';re 3,7;;lu§

on a trouvé la
e est moindre que le

d ul‘lefl aﬂtl(?ﬂ' == ???t?lndfe E?l!e 1 uniile I 111 exprime le lil[ﬂ—
( y ’ . K

tient de 4 par 7; le quotient total de 25 par 7, composé de

3 é s’éerit ordinai it
o - ordinairement de cette manicre abrégée 3 é

?our évaluer X { "uril =
en parties d rié ;
P de l'u itle , on obselve, que d’a

prés le principe du u® 54 (3%, diviser 4 par 7, revient 4 pre
dre la septicme partie de chacune des unites Jcie 4 s
de 4 est donc égal au septieme de 1 1épété 4 fois
un septieme; le septicme de 4 unités est done e’qu-i\"
le septitme d’une unité.

; le septieme
ou a4 fois
alent a 4 fois
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En géne’ral : Pour évaluer une fmctian , on concoit l'unité
divisée en autant de parties égales qu’il y a d'unités dans le
diviseur, et on prend aulant de ces parties qu'il y a d'unités
dans le dividende.

On déduit de ee qui précéde et des conventions établies
(page 29), que suivant.que le diviseur est 2, ou 3, ou 4,
ou 5, etc., ces parties égales de 'unité doivent se nommer
des demi, ou des tiers, ou des guarts, on des cinguie-

mes , elc.
sl 3 : sz . s
Ainsi, - sénonce rois quaris, et s énonce {rois cin—

4
uiemes. L
Comme dans une fraction, le nombre inférieur sert a de-
nommer Vespece des parties d’unité qui entrent dans la frac-
tion, et comme le nombre supérieur désigne le nombre de ces
parties, le premier s’appelle dénominateur, et 'autre numeéra-
teur; le numérateur et le dénominateur sout les deux termes

: L v b :
de 1a fraction, Ainsi, dans la fraction =, le numérateur est 3,
9

le dénominateur est 5, les deux termes sont 3 et 5.

91. Pour énoncer ‘une fraction écrile, on distingue deux
cas : 1°. Si le dénominateur est moindre que 5, on fait suivre
Yénoncé du numérateur, du mot demi, ou lers, ou quart,
sclon que le dénominateur est 2, ou 3, ou 4; 2°. Sile déno-
minateur est plus grand que 4, on énonce successivement le
numérateur et le dénominateur, en ayant soin de faire suivre
le nom du dénominateur de la terminaison zéme.

RECIPROQUEMENT, pour écrire une fraction énoncée, on dis-
tingue deux cas; 1° Si la fraction exprime des dem: ou des
tiers ou des guaris, on €crit au numérateur le nombre des
parties €gales indiqué dans I'énoncé donné; et on prend
pour dénominateur 2, ou 3, ou 4, suivant qu’il s'agit de demi,
on de tiers ou de quarts; 2°. Si 'énoncé de la fraction finit
par la terminaison féme, on écrit successivement au numeéra~-
teur et au dénominatenr les deux nombres indiqués dans I'é-
noneé de la fraction, :
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ReMARQUE. Pour prévenir toute erreur, i1 faut séparer qvec
soin U'énoncé du numérateur de celui du dénominateur 5 ican
autrement, un méme €noncé paraitrait convenir a des frac-
tions différentes.

Par exemple, I'énoncé trois-cent dix-septiémes, parait con-

venir également aux fractions ~—3-, —3—92, 3[0.
it ag’ g

Pour éviter cet inconvénient, on peut mettre une virgule
entre I'énoncé du numeérateur et celui du dénominateur; et
lorsqu’on dicte une fraction, on fait une pause entre V'énoncé
du numeérateur et I'énoncé du dénominateur.

92. Les fractions, d’aprés leur origine, sont moindres qye
Punité (n° go); mais leur calcul conduit quelquefois & des
expressions de méme forme, plus grandes que L'unité; ces
derniéres sont des nombres fractionnaires, ou des expressions
Jractionnaires. Cependant nous comprendrons souvent ces
deux classes de quantités sous le nom géncrique de fractions;
mais lorsque nous parlerons d’un nombre fractionnaire, il
s'agira toujours d’une fraction plus grande que Vunité.

95. 1l résulte de ce qui précede qu'une fraction peut éire
considérée, ou comme indiquant le quotient de la division du
numérateur par le dénominateur ; ou comme exprimant que
Punité a éié divisée en autant de parties égales quil y a d'u-
nités dans le dénominateur, et qu’on prend autant de ces par-
ties qu’il y a d'unités dans Ie numérateur.

Nous considérerons ordinairement les fractions sous ce der-
nier point de vue, parce qu’il fait dépendre leur valeur des
subdivisions de la méme unité, et qu'il conduit plus facile-
ment aux regles qui servent & les calculer. G

94. Une fraction est dautant plus grande que son numéra-
teur est plus grand et que son dénominateur est plus petit ;
une fraction est d'autant plus petite que son numérateur est
plus peiit et que son dénominateur est plus grand. Cela résulte
de la définition méme des fractions; et cela n’est d’ailleurs
qu’une conséquence des propriétés du n° 42 (1°).

*¥98. Lorsque deux fractions sont égales, celle qui a le
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plus grand numeraicur a nécessairement le plus grand déno-

minateur.

13 11 : 254 1 \
i oirla méme
Par exemple, les fractions e ne sauralentay

13
’ \ = e o d
valeur; car d’aprés le principe du n°® 94, 5 est plus gran

3
i =t lus grand que 2. 1a fraction 19 est donc
que —, et — est plus grand que - 17
7 17 4

11

a plus forte raison plus grande que e
96. Une fraction re change pas de valeur, quand on me'q
gplie ou guand on divise ses deux lermes par un mcéme

nombre.

En effet, soit la fraction §; si le dénominateur restant le
; y]

I
ipli 3 : deviendra —
méme, on multiplie le numérateur par 5, elle : 5

et sera rendue 5 fois plus grande; car la 2° fraction contfent
i i i me

5 fois plus de parties que la 17, et ces parlies sont de nie

grandeur dans les deux fractions. Si le numérateur 3 ne chan-

5 3
' ipli dénomi r fraction —
geant pas, on multiplie le dénominateur par 5, la -

deviendra % et sera rendue 5 fois plus petite ; car elle ren—

3 £
{ermera autant de parties que la fraction '—J; et chaque partie

sera 5 fois plus petite, puisque l'unité sera divisée en 5 fois
plus de parties égales. : : : :
Cela posé : puisqu’en multipliant le numérateur d o frac-
tion par 5, on la rend 5 fois plus grande, tzu.]dzs qu'on la
rend 5 fois plus petite en multipliant son dénominateur par :.3,
il en résulte qu'elle ne change pas de valeur quand on multi-
plie ses deux termes par 55 ’ = 34 4
On prouverait de méme, qu'en divisant .}e nume:a e;;
d’une fraction par 5, on la rend 5 fois plus petite, et quen di=
visant le dénominateur par 5, on la rend 5 fois plus grande.
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Une fraction ne change donc pas de valeur quand on divise
ses deux termes par 5,

Les mémes raisonnemens pouvant s’appliquer 4 tout autre
nombre que 5, le principe est démontré,

97. Les raisonnemens du n° 96 démontrent que pour Mur—
TIPLIZR une fraction par un nombre entier, il suffit de multi-
plier le numérateur par ce nombre entier, ou de diviser le dé-
nominateur par ce nombre entier s €l que pour pIVISER une
Jraction par un nombre entier, il suffit de diviser le numé-

rateur par ceé nombre entier, ou de mulliplier le dénominateur
par ce nombre entier.

Par exemple, pour multiplier la fraction 1% par 4, il suffit

de la rendre 4 fois plus grande; ce qui revient a maltiplier
son numeérateur par 4, ou a diviser son dénominateur par 4 ;.
5
5-

Les propriétés précédentes pourraient aussi se déduire de
celles du n® 42 (2°), en ohservant qu'ane fraction est égale au
quotient du numérateur par le dénominateur (n° 93).

98. Lorsqu’on apercoit un facteur commun aux deux termes
d’une fraction, on peut la simplifier, sans changer sa valeur,
en divisant ses deux termes par ce facteur commun (n° 96).

Par exemple, la division des denx termes de la frac—

: 20
de sorte que le produit demandé est - on

5 30 : sl rhiie
tion — par 2, fournit la fraction équivalente —; divisant 15 et
42 2 21 -

: Hpah 3o s
21 par 3, ou obtient la fraction = égale 2 = La division
7 2
des deux termes 3o, 42, par leur plus grand commun di-
viseur 6, conduit plus directement au méme résultat,

On verra de méme que

exi3T 3evnl i 3% 1

§xn5 4 28 a3x a8 g3’
99. On dit qu’une fraction est frréductible, lorsqu'elle ne
peat se réduire & une forme plus simple ; Cest-a-dire quand
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elle ne saurait étre exprimée exactement par auf:uéxe fraction
éqnivalente ayant des termes resp_eclwel.ne'nt fz(nn.brles.'1 2
* Remarque. Pour qu’une fraction soit irréductible ; i
qu’elle ne puisse étre exprimée exactement par aucur.afal rzti:;ldu
dont le numérateur serait moind-re que le siein] f.‘al‘l 1s e
principe du n° 93, que cetie f raction ne Sal.ll'-';;lil[ étre elga ;ae:
fraction dont le dénominatenr serait moin re qut?ble s t.né_
100. Les deux termes d'une ﬁ‘acuon"zrre'd:{cn e sz;n i
cessairement premiers cnire eur ; car s ils a\tment_ uri a:: ela :
commun , en divisant le nmné?ateur et -1e denmr:lma ell -:;es
ce facteur commuun, les quoticns .seran.ent' les .brlauxd_et ;
d’une fraction équivalente & la fraction irréductible donnée,

ot dont les termes seraient respectivement moindres; cette

fraction donnée serait donc réductible 3 une forme plos sim-

ple ; ce qui est contre Phypothése. :
101. Lorsque les deux termes d’'une fraction sont premiers
entre euzx, celte fraction est nécessairement irréductible.
2

12 s
i ion — , dont les iermes sont premier
En effet; si une fraction 35

8
ait élre € action —, ayant des
entre euz, pouvait étre égale & une fr =52

[ i inliant ces deux frac-
termes respectivement moindres, en multiplia

% 123< (35 20) 8% (35>< 20)
tions par 35 < 20, les résultats =% ¢ =

(n° 97) seraient égaux. Or, d’aprés les propriétés des n® 57
et 36, ona
12)((35)(20):12><35><20=12>(‘20><35,
et 83 (35<20)= 8335 X 20.
123X 20X 35 8¢ 35X 20
35 e 20
En effectuant les divisions indiquées, les quol..ie.ns 123X 20,
8 3¢ 35, seraient égaux. Mais, 12 X 20 est divisible par 12;
8 3¢ 35 serait donc aussi divisible par 12. Or, on suppose que
12 est premier avec 35; 12 devrait donc diviser 8 (n° 71),
ce qui est impossible, puisque le numérateur 12 est suppose

On aurait donc,
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; 45T
plus grand que le numérateur 8; la fraction 35 e peut done
5

pas se réduire & une forme plus simple; elle est donc irré-

ductible.

Les mémes raisonnemens étant applicables & toutes les frac-

tions dont les deux termes sont premiers entre eux y le principe
€noncé est démontré.

ioe, ‘ oy B
* En général : Si une fraction 5 dont les deux termes sont
supposés premiers entre eux, pouvait étre égale a une frac—

pare o : ;
tion > ayant des termes &, b, respectivement moindres que A

et B, en multipliant ces fractions par le produit Bb des déno=

AXBb axBb

minateurs, les résultats e (n° 97), seraient

¢gaux. Or, d’apres les propriétés des n* 57 et 56,
AXBO=AXBXb=AXbXB, ax Bb=aXxXBxb;

AXbXB _axBxb
B = o=

donc

En effectuant les divisions indiquées, de A< b3<B par B;
et de a X B35 par b, les quotiens AX<b, ax< B, seraient
€gaux ; mais A divise exactement A3<); A diviserait donc a<B.
Or, A est supposé premier avec B; A diviserait done a (n® 71);
ce qui ne saurait étre, puisque a est supposé moindre que A.

el : @ :
La fraction J De saurait donc étre exprimde exactement par

une fraction dont les termes seraient moindres que A et B;
elle est donc irréductible. Ge qui démontre le principe énoncé.

Ce principe conduit aux propriétés suivantes :

1°. Pour qu’une fraction soit réductible 3 une forme plas
simple,, il faut et il suffit que ses deux termes admettent un
facteur commun.

% o0 : xS A .

2°. Les deux termes de toute fraction €quivalente & une

fraction irréductible sont les produits des deux termes de cette
fraction irvéductible par un méme nombre,
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: i o irréductible, il existera
En effet; si la fraction T n’est pas irréductible,

- [
nécessairement un facteur commun entre ses deux termes (1°) ;
soit d le plus grand diviseur commun aAetB, onaura

a

A
A=ad, B=10d, N

irréducti i ‘premiers entre
et% sera irréductible, puisque a et b, sont premie

cux (n°70). Ce qui démontre la propriété énoncee.
¥ 30 Les seules transformations qui ne changent {)aslla va-
i i revi a multiplier ou
leur &’une fraction, sont celles qui 1ev1ennent a multip
3 diviser ses deux termes par un méme nombre. .
102. Pour réduire unc fraction a sa plus simple expression,
il suffit de diviser ses deux termes par leur plus grand com—
- L o
mun diviseur. Cela résuite du principe du n® 1o1.
330
il s’agi raction ——, on cherche le
Par exemple, §'il s"agit de la fraction 763"
plus grand commun diviseur entre 330 et 462, qui est 66
(u° 65); et'on divise les deux termes 330, 462, par 66; ce

qui fournit la fraction irréductible équivalente =

¥ 105. Deux fractions irréductibles do_nf les termes sont
différens, ne sauraient jamais avoir la meme valeur. Car si
elles avaient la méme valeur, celle qui aurait le plus gl‘a,ml
numérateur, aurait aassi le plus grand dénominateur _(n“ 95);
une fraction irréductible serait donc égale a une fracl.;wn dont
les termes seraient respectivement moindres", ce qui est ab-
surde (n°® 99). Le principe est donc de'mctntre. ; ‘

* 104, Lorsque des fractions sont équivalentes, st on {es‘rc-
duit & leur plus simple expression, cn devra i a'la
méme fraction trréductible ; car autre‘fnent, des fr:jlction's ir-
réductibles dont les termes seraient différens, seraient égales
entre elles, ce qui est impossible (n° 403). :

105. Une fraction ne changeant pas de valeur, lorsqu’on
multiplic ses deux termes par un mél}le nombrel, on 3_11 de-_-
duit que pour réduire plusieurs fractions au méme dénomi-
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nateur, il suffit de multiplier les deux termes de chaque frac-
tion par le produit des dénominateurs de toutes les autres > les
Jractions qui en résultent sont égales aur proposées (n° 96);
et on déduit des Pprincipes des n°* 56 et 37, que ces nouvelles
Jractions ont le méme dénominateur, _
: ; 2 6
ExempLE. Soient les Jractions, =, %, =
5 1
On maltiplie les deux termes de la 1™ par 5 7, ceux de la

2° par 3X7, et ceux dela 3¢ par 3¢ 5; ce qui fournit les
fractions équivalentes ,

2X5.7 4x3.7 6x3.5
3x5.77 5x3.7" 73<3.5°

Ces nouvelles fractions ont nécessairement le méme déno-
winateur; car d’aprés le principe dun®57, ona
3x8.7=3x5x7, 5x3.7=5x3x7, 7X3.5=n9x3x35,
et il suit du principe du n® 56 que les produits 35 7,
5X3X7, 735, sont égaux.

En effectuant les multiplications indiguées dans les numé-
rateurs, et en observant que chaque dénominateur est égal
au produit 105 des dénominateurs 3, 5, 7, on obtiendra les

: e ] () : o
fractions demandées ;‘%}—5, —10—45, ?9;5, qui sont équivalentes

aux fractions données,

1** RemarQue. Ou simplifie le calcul en observant que puis-
que les fractions cherchées auront pour dénominateur com-
mun le produit 105 des dénominateurs 3, 5, 7, il suffit de
calculer les numérateurs de ces nouvelles fractions; ce qui
vevient & multiplier le numérateur de chaque fraction donnée
par le procuit des dénominateurs des autres fractions don-
uées. Ainsi, on multiplie successivement 2 par 5 < 7, 4 par
32X 9 et6 par33<5, les produits 70, 84, go, sont les pu~
meérateurs demandés,

2° Remarque. Le dénominateur commun 105 étant divisible
par chacun des dénominateurs 3, 5, 1, des fractions qu’il s’a-
git de réduire & ce dénominateur commup, on peut employer
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une autre méthode pour calculer les nouveaux numeérateurs
70, 84, go; caril suffit de diviser 'successivemen't 105 par les
dénominateurs 3, 5, 7, et de multiplier les quotiens 35, a1,
15, par les numérateurs 2, 4, 6; les prodfnts 70, 84, go,
sont les numérateurs demandés. Cela est évident.

l\.
B
tion équivalente dont le dénominatenr soit un nombr_e donné D
divisible par B, il suffit de multiplier 4 par le quotient de Ta
division de D par B; le produit exprime le numérateur de la
fraction cherchée.

106. Nous allons faire voir qu'on peut souvent réduire des
fractions a un dénominatenr commun moindre que le produit
des dénominateurs des fractions données.

Nous observerons d’abord que pour qu’un nombre D puisse’
servir de dénominateur commur & plusieurs fractions, il suffit
que D soit divisible par tous leurs dénominateurs ; car en di-
visant successivement D parles dénominateurs des fractions
données, et en multipliant les deux termes de chaque fraction

En général, pour transformer une fraction —, en une frac-

* par le quotient correspondant, on obtiendra des fractions

équivalentes aux proposées , qui auront toutes le dénomina-
teur commun D. - :

Pour former les numérateurs de fractions éguwalemtes a
des fractions donnces , dont le dénominateur commun .souf un
nombre D divisible par tous les dénominateurs des fractions
données , il suffit de mulliplier les numérateurs de ces derj—
nieres par les quotiens que LUon trouve en divisant successi—
vement le dénominateur commun D par les dénominateurs des
fractions données (1° 103, 2¢ Remarque).

1¢° Exemere, Sofent les fractions ,

Si on les réduisait au méme dénominateur par la méthode

s r 1. A = o - ’ .l'-'
générale dun” 105, on obtiendrmtdles fractions équ \a}Bl:ltes,,
dont le dénominateur commun serait 13824. Mais, 24 étant

R. Arith, 21° édit, -
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divisible par chacun des dénominateurs 2, 3, 4, 8, 6, 12,
il est plus simple de réduire les fractions données au déno-
minateur commun 24. Pour obtenir les numeérateurs des nou-
velles fractions, on divise successivement 24 par les dénomi-
nateurs,
2,7 % ds 8, 6, 12,
les guotiens, I3, 55, 0,058 A
multipliés par les numérateurs correspondans,
o ho SR st
donnent des produits, 108, 16, 30, 33, 52,
qui sont les numérateurs demandés.
Fem : G
2° ExempLE. Soient les fractions ERAR
Le dénominateur 24 étant divisible par tous les antres, on
peut le prendre pour dénominateur commun. Les fractions
données, réduites a ce dénominateur commun, sont

166 20 14 1o
A’ 30 35 3 o

107. Nous allons donner le moyen de réduire des fractions .

& leur PLUS PETIT DENOMINATEUR COMMUN, ¢’est-a-dire de les
transformer en des fractions équivalentes dont le dénomina-
teur commun soit le plus petit possible.

1°. Lorsque les fractions données sont irréductibles, pour
les transformer en des fractions équivalentes dont le dénomi-
nateur commun soit le plus petit possible, on cherche le plus
petit nombre divisible par tous les dénominateurs des fractions
données, ce nombre est le plus petit dénominateur commun
demandeé ; c’est-a-dire qu’il n’esiste aucun nombre plus petit
gui puisse servir de dénominatcur commun i des fractions
équivalentes aux fractions données.

En effet, il suit du principe du n° 102 (2°) que lorsque les
fractions données seront réduites & un dénominateur commun,
D, ce dénominateur commun sera nécessairement divisible
par chacun des dénominaleurs des fractions irréductibles pro-
posées ; D ne saurait donc étre moindre que le plus petit
nombre divisihle par les dénominateurs des fractions données.
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Exemrre, Sotent les fractions irréductibles 673, ;—;, 1_;?._5

Pour les réduire a leur plus petit dénominateur commun,
on cherche le plus petit nombre divisible par chacun des dé-
nominateurs 60, 72, 175; on trouve, par I'une quelconque
des méthodes des n” 87 et 88, que ce nombre est 12600 ; il
exprime le dénominatenr commun demandé. Pour fol:mer Ie§
numérateurs des fractions équivalentes aux proposées, qui
auront le dénominateur commun 12600, on divise 12600, par
chacun des dénominateurs 6o, 72, 175, ce qui donne les
quotiens 210, 175, 72; on multiplie les npme’rateurs LY 953
par les quotiens 210, 175, 72; les produits 1470, 1925, 216,
sont les numérateurs demandés. .

Remaroue. Quand les dénominateurs des fractions irréduc—
tibles proposées sont premiers eutre eux deux a deux, ou sont
des nombres premiers, on ne peut pas réduire ces fractions a
un dénominateur commun moindre que le produit de tous
leurs dénominateurs; car d’aprés le principe du n° 89, le plus
petit nombre divisible par ces dénominateurs est leur produit.

2°. Quand les fractions données ne sont pas irréductibles ,
on raméne ce cas au précédent en les réduisant d’abord & leur
plus simple expression (n® 102). s

108. Pour comparer entre elles les grandeurs de plusieurs
fractions , il suffit de les réduire au méme dénominateur; car
de deux fractions de méme dénominateur, la plus grande est
celle qui a le plus grand numérateur (u° 94).

¥ 409. Une fraction 7 moindre que L'unité, augmente lors—

qu'on ajoule un ménte nombre & ses deux termes.
11 s’agit de faire voir que
a _a+c alb+c) _(ade)b
E<b+0 ('F,}, ou que b(b+6)<(b+c)b’

ou que a(b4c) < (a+ )b (n°108).

(*) Le signe < signifie plus petit que; ct par suite, le signe > signifie
plus grand que. Ainsi, on a 5L ety >S5

T




